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N_ �¡�¢�£
G ¤¦¥�§0¨  �©'ª�«�¬®­�¯�°7«�±	²	³1´�±	±7«�¬n­�µ�ª�«�¡�¢�£ ¥ ©�­�¶ ¨ ª7´�©�¡�±1­�· ¨ ª7­�¡�©�­�¡�¢�² C ¸ H(G) ¤¦¨ °1­�¹¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­ ¥ ¡�´�ºE»H �±	©	¼	²	· ¸ ¯�­�ª7­�¶,­�°1»H± § º ¥ G ¸ « V = (vn)

∞
n=1 ¤R¥ ­�½�°7«�¡�¢�«�¾O¿®«�¬ ¨ ­ n ¨ ­�¡�ª7´�¹

À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­�¡�¢�£E±1´ ¨ °1´�° §0¥ ± § º ¥ G »H �±	©	¼	²	·�Á�NH­�¡�ª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­�¡�¢�£ V
½�« À «�´�¢ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­

V H(G) :=
⋃∞

n=1Hvn(G)
¡l´�¡�¢�´�¡�¢ ¥ ´�±	±1­�·Â¢�­ ¨ ­�ª7­�¯�²1´�· ¥ ±	 �¢�°1´�±	±1´�¯�­�²	± À  �©	¢�² ¥ ±1­�¯�­ ¨ °1´ À ´�ª�«µ�«�±7«�º#­ ¥�§ º ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥

Hvn(G) :=

{
f ∈ H(G) : ‖f‖vn := sup

z∈G

|f(z)|
evn(z)

<∞
}
, n ∈ N.

<O¡�±1­ ¥ ±7«�¬�¼1´�ª1£H±7«�¡�¢�­�¬'¿�´�·®°7«�µ�­�¢ §Ã¤ ²	½� �³1´�±	²1´5½�« À «�³	²n­_¡�¾O°	Ä�´�©	¢�² ¥ ±1­�¡�¢�²n­ ¨ ´�°7«�¢�­�°7«H¡ ¥ ´�°	¢�¹©	²
µ∗ : V H(G +K) → V H(G) ¸ ¯ À ´ K ¤Å¥�§0¨  �©'ª § ·�©�­�¶ ¨ «�©	¢ ¥ C ¸ « µ ¤ «�±7«�ª1²	¢�²	³1´�¡�©	²	·

»H �±	©	¼	²1­�±7«�ªS¡j±1­�¡�²	¢�´�ª7´�¶ ¥ K Á�JÇÆ�µ�´�½ ¥ ´�¡�­ ¥ ­�·xÈÃ¡�²	¢� #«�¼	²	² ¸ ©�­�¯ À «É°7«�¡�¡�¶C«�¢�°	² ¥ «�¾O¢�¡�¬ ¨ °1­�¹¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ « H(G+K)
²
H(G) ¥ ¡�´�ºj¯�­�ª7­�¶,­�°1»H± § ºj±7« G+K

²
G
»H �±	©	¼	²	· ¸ À «�±	±7«�¬j½�« À «�³7«

È© �0� �*�m�Bf�(.4�+�4d����%B� w��Z4�)�@�=2=>-O(~XD��na�



� ������$	�	$�� 4 � 4 * �Q$#�	"g����
�� +�4��Â4
²1¡�¡�ª7´ À ­ ¥ «�±7« À ­�¡�¢�«�¢�­�³	±1­ ¨ ­�ª1±1­ ¸�¨ °	²	³1´�¶ ±1´®¢�­�ª1£�©�­ À ª1¬�­�µ�ª�«�¡�¢�´�· G ¸ ±1­E² À ª1¬�©�­�¶ ¨ «�©	¢�­ ¥² À ª1¬ ¨ ­ À ¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ ² ¸ ©'«�©É¡�ª7´ À ¡�¢ ¥ ²1´ ¸x¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ¯�­�°7«�½ À ­jµ�­�ª7´�´®­�µ�¿�´�·É¡�¢�°	 �©	¢� �° §
	 ¨ ­�¹
À °1­�µ�± § ·j­�µ�½�­�° ²1¶,´�´�¢�¡�¬ ¥ ©	±	²	¯�´���
�� ¸ ¡�¶0Á�¢�«�©��!´�� ������Á��_¢�­!©'«�¡�«�´�¢�¡�¬ ¥ ´�¡�­ ¥�§ º ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥1¸ ¢�­½ À ´�¡�£n¯�ª�« ¥ ± § ¶ ­�µ�°7«�½�­�¶ ²	½� �³7«�ª1²1¡�£ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ « XL°1´���´ 	 ¡�¶0Á7¡�¢�«�¢�£�¾�� ���r² µ�²1µ�ª1²1­�¯�°7«�»H²	¾
¥ ±1´�·���Á�N_°	²���¢�­�¶ ¨ °	²1¶,´�±	¬�ª�«�¡�£_¢�°7« À ²	¼	²1­�±	±7«�¬!¢�´�º'±	²	©'« ¸ ½�«�©'ª1¾O³7«�¾O¿®«�¬	¡�¬ ¥Q¨ ´�°1´�º#­ À ´�© À ¥ ­�·'¹¡�¢ ¥ ´�±	±1­�· ¨ °1­�µ�ª7´�¶,´ À ´�ª7´�±	²	¬ ±7«Z¡�²1¶ ¥ ­�ª[­ ¨ ´�°7«�¢�­�°7« ¥ ¡�­ ¨ °#¬��!´�±	±1­�¶ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ´ ¼1´�ª § º»H �±	©	¼	²	·l­ ¨ °1´ À ´�ª7´�±	±1­�¯�­L°1­�¡�¢�«'Á�N_°	²	±	¼	² ¨ ²7«�ª1£�±1­���¢�«L¡ º#´�¶C«]±1´u¶,´�±	¬	´�¢�¡�¬n² À ª1¬ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥²	± À  �©	¢�² ¥ ±1­�¯�­Ã¢�² ¨ «'ÁQ< À ±7«�©�­Ã±7« ¨  �¢�² ´�´ °1´�«�ª1²	½�«�¼	²	²[²1¶,´�´�¢�¡�¬[¡� �¿�´�¡�¢ ¥ ´�±	±7«�¬S¢�°	  À ±1­�¡�¢�£ ¸©�­�¢�­�°7«�¬S½�«�©'ª1¾O³7«�´�¢�¡�¬ ¥ ±1´�­�µ�º#­ À ²1¶,­�¡�¢�² ¨ ­�¡�¢�°1­�´�±	²	¬S¼1´�ª § ºS»H �±	©	¼	²	· ¸   À ­ ¥ ª7´�¢ ¥ ­�°#¬'¾O¿!²'ºµ�´�¡�©�­�±1´�³	±1­�¶3  ³	²1¡�ª1  ­�¼1´�±1­�©S¡ ¥ ´�°�º'  ² ­ À ±1­ ¥ °1´�¶,´�±	±1­Ãµ�ª1²	½�©	²1¶R­�¼1´�±	©'«�¶R¡�±	²	½� Ã±7«�½�« À «�±'¹
±1­�· ¨ ­�¡�ª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­�¡�¢�²�¢�­�³1´�© ¸  #º#­ À ¬'¿!²'º ¥ µ�´�¡�©�­�±1´�³	±1­�¡�¢�£1Á�NH­�¹ ¥ ² À ²1¶,­�¶3  ¸1¥�¨ ´�° ¥�§ ´H¢�«�©	²1´
¨ ­�¡�¢�°1­�´�±	²	¬®µ § ª1²�­�¡� �¿�´�¡�¢ ¥ ª7´�± §Ã¥ � � ��! � ¨ °	²�²1¡�¡�ª7´ À ­ ¥ «�±	²	² ­ ¨ ´�°7«�¢�­�°1­ ¥ ¡ ¥ ´�°	¢�©	² ¥O¨ °1­�¡�¢�°7«�±'¹¡�¢ ¥ ´ A−∞(G)

«�±7«�ª1²	¢�²	³1´�¡�©	²'º ¥ G »H �±	©	¼	²	· ¨ ­�ª1²	±1­�¶3²7«�ª1£�±1­�¯�­_°1­�¡�¢�« ¥ µ�ª1²	½�²�´�´C¯�°7«�±	²	¼ § ∂G Á
<Q¢�¶,´�¢�²1¶ ¸ ³	¢�­ A−∞(G)

¡�­ ¥�¨ « À «�´�¢L¡ V H(G) ¨ °	² V =
(
n ln 1

d(λ)

)∞
n=1

¸ ¯ À ´ d(λ) ¤ °7«�¡�¡�¢�­�¬'±	²1´­�¢
λ ∈ G À ­ ∂G Á�J0« �®±	 �¾ °1­�ª1£ ¨ °	²���¢�­�¶ ²	¯�°7«�¾O¢L«�±7«�ª7­�¯�²®¢�´�­�°1´�¶ § T#"´�°1¶C«�± À ´�°7«H­O°7«�½�°1´��!²'¹

¶,­�¡�¢�²E±1´�­ À ±1­�°1­ À ±1­�¯�­n �°7« ¥ ±1´�±	²	¬jFH­$�!² ¤ @,²1¶C«�±7« ¥ ©'ª�«�¡�¡�«�ºE»H �±	©	¼	²	· ¸   À ­ ¥ ª7´�¢ ¥ ­�°#¬'¾O¿!²'º¡�²1¡�¢�´�¶,´�­�¼1´�±1­�©�Á�J ¨ ´�° ¥�§ ´C¢�«�©	²1´�«�±7«�ª7­�¯�²Lµ § ª1²L �¡�¢�«�±1­ ¥ ª7´�± § <!Á�J_Á�D ¨ ²1»L«�±1­ ¥�§ ¶%� &�� 	 ¡�¶0Á�¢�«�©'¹�!´#� '�����Á�K]«�¶É±1´�²	½ ¥ ´�¡�¢�± § À °	 �¯�²1´ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ « ¥ ² À « V H(G) ¸ ©	°1­�¶,´ A−∞(G) ¸ À ª1¬ ©�­�¢�­�° § º²1¶,´�ª1²1¡�£Éµ § °1´�½� �ª1£�¢�«�¢ §]¸,¨ ­ À ­�µ�± § ´E �¡�¢�«�±1­ ¥ ª7´�±	± § ¶ ¥ � � ��! � Á�< ¨ ²	°7«�¬	¡�£É±7« ¨ ­�ª1 �³1´�±	±1­�´(� )��
­ ¨ ²1¡�«�±	²1´]¡�­ ¨ °#¬��!´�±	±1­�¯�­n¡ V H(G) ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ «�²j¶,´�¢�­ À § ²	½*� +�� ¸�¥ ±7«�¡�¢�­�¬'¿�´�·j°7«�µ�­�¢�´ À ª1¬
¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ V H(G)

­�µ�¿�´�¯�­ ¥ ² À « ¨ ­�ª1 �³1´�± § ±1´�­�µ�º#­ À ²1¶ § ´u² 	 ­�¢ À ´�ª1£�±1­,� À ­�¡�¢�«�¢�­�³	± § ´u �¡�ª7­�¹
¥ ²	¬ ¸ « À ª1¬ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ��©�¡ ¨ ­�±1´�±	¼	²7«�ª1£�±1­�¹ ¡�¢�´ ¨ ´�±	±1­�¯�­j°1­�¡�¢�« ¤ ©	°	²	¢�´�°	²	² ¡�¾O°	Ä�´�©	¢�² ¥ ±1­�¡�¢�²­ ¨ ´�°7«�¢�­�°1­ ¥ ¡ ¥ ´�°	¢�©	²�Á'NH­ À °1­�µ�± § ´H­�µ�­�¡�±1­ ¥ «�±	²	¬ °1´�½� �ª1£�¢�«�¢�­ ¥ µ�  À  �¢ ¨ °	² ¥ ­ À ²	¢�£�¡�¬ ª1²��!£ ¥ ¢�´�º¡�ª1 �³7«�¬�º ¸ ©�­�¯ À «®²1¶,´�¾O¢�¡�¬j¡� �¿�´�¡�¢ ¥ ´�±	± § ´L­�¢�ª1²	³	²	¬ ­�¢-� +�� Á

. i0/#1ly32�z,435'qr{7p368795�:;68<rz#yro�5�67yro(7�{7z#y35�4rq
w>=3? {7z,7967{8@�AB<3687$=,z�wC67{7o�5'zD=E:7p368795'z,FG67m8H�z,ID6É{7qxwCo

J5¡�¾ À   ¥ À «�±	±1­�·M°7«�µ�­�¢�´ µ�  À ´�¶ °7«�¡�¡�¶C«�¢�°	² ¥ «�¢�£ ¥ ´�¡�­ ¥  �¾ ¨ ­�¡�ª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­�¡�¢�£ V =

(vn)
∞
n=1 ¸

  ©�­�¢�­�°1­�·
vn(λ) := ϕn

(
ln 1

d(λ)

)
¸ n ∈ N ¸ ² ¨ ­�¡�ª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­�¡�¢�£ Φ = (ϕn)

∞
n=1

±1´�­�¢�¹
°	²	¼7«�¢�´�ª1£�± § º ¥�§0¨  �©'ª § ºj¶,­�±1­�¢�­�±	±1­ ¥ ­�½�°7«�¡�¢�«�¾O¿!²'º »H �±	©	¼	²	·j±7« (t0,+∞) 	 t0 > 0

�5  À ­ ¥ ª7´�¹¢ ¥ ­�°#¬	´�¢n �¡�ª7­ ¥ ²	¬	¶KJ
	�L 
�� (∀ j ∈ N) ϕj+1(t) > ϕj(t) + t, t > t0 M
	�L �9� (∀ j ∈ N)(∀α)(∃ s = s(j, α)) ϕj(t+ α) 6 ϕj+1(t) + s, t > t0 M
	�L �9� (∀ j ∈ N)(∃ pj > 0) ϕj(t) 6 epj t + δj ¸

¯ À ´ δj ¤R¨ ­�¡�¢�­�¬'±	± § ´ ¥ ´�ª1²	³	²	± § Á<Q¢�¶,´�¢�²1¶ ¸ ³	¢�­N��¢�²Ã �¡�ª7­ ¥ ²	¬Ã«�±7«�ª7­�¯�²	³	± § ²1¡ ¨ ­�ª1£�½�­ ¥ «�±	± § ¶ ¥ ��
�O�� À ª1¬ À ¥ ­�·1¡�¢ ¥ ´�±	±1­�¯�­ ¨ °1­�¹´�©	¢�² ¥ ±1­�¯�­ ¡�ª1 �³7«�¬ ¸ ©�­�¯ À « ¥ ¶,´�¡�¢�­Ã 'µ §0¥ «�¾O¿�´�· ¨ ­ j ¨ ­�¡�ª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­�¡�¢�² (ϕj)
∞
j=1

µ�´�°1´�¢�¡�¬
¥ ­�½�°7«�¡�¢�«�¾O¿®«�¬xÁ�=A¼1´�ª1£�¾ ¢�´�º'±	²	³1´�¡�©	²'ºÂ  ¨ °1­�¿�´�±	²	· ¥ À ­�©'«�½�«�¢�´�ª1£�¡�¢ ¥ «�º µ�  À ´�¶f¡�³	²	¢�«�¢�£Zµ�´�½­�¯�°7«�±	²	³1´�±	²	¬ ­�µ�¿!±1­�¡�¢�² ¸ ³	¢�­ t0 = 0

²E³	¢�­ ­�µ�ª�«�¡�¢�£
G
¡�­ À ´�°,�®²	¢l±7«�³7«�ª7­ ©�­�­�° À ²	±7«�¢�Á

JP� ) ¸ ¢�´�­�°1´�¶C«Q
��rµ § ª7­� �¡�¢�«�±1­ ¥ ª7´�±1­ ¸ ³	¢�­ ¨ °1´�­�µ�°7«�½�­ ¥ «�±	²1´LVL« ¨ ª�«�¡�«� �¡�¢�«�±7« ¥ ª1² ¥ «�´�¢l¢�­ ¨ ­�¹ª7­�¯�²	³1´�¡�©	²	· ²	½�­�¶,­�°1»H²	½�¶ ²	½
(V H(G))′

±7« ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­ XL°1´���´

V HG :=

{
f ∈ H(C) : |f |n := sup

z∈C

|f(z)| · ev∗n(|z|)
eHG(z)

<∞ (∀n ∈ N)

}
,

¯ À ´ HG(z) = supλ∈G Reλz ¤ ­ ¨ ­�°	±7«�¬j»H �±	©	¼	²	¬E­�µ�ª�«�¡�¢�² G ²

v∗n(|z|) := inf0<t61

[
|z|t+ ϕn

(
ln

1

t

)]
.



� ���0"��x���d���	
�$ - ����� - /d��"���� - "��l��
'��"g���	� +
<Q¢�¶,´�¢�²1¶ ¸ ³	¢�­ ¥ ¡�²'ª1 � �¡�ª7­ ¥ ²	· ¸ ±7«�ª7­��!´�±	± § ºÉ±7« ¨ ­�¡�ª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­�¡�¢�£ Φ ¸ V H(G)

¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬
	����
	 � ¹ ¸ « V HG ¤ 	��
	 � ¹ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­�¶0ÁN_ �¡�¢�£

µ ¤ «�±7«�ª1²	¢�²	³1´�¡�©	²	·[»H �±	©	¼	²1­�±7«�ª ¥ C
¡ ±1­�¡�²	¢�´�ª7´�¶ ¥ K ¸ ¯ À ´ K ¤ ±1´�©�­�¢�­�°1­�´

¥�§0¨  �©'ª7­�´H©�­�¶ ¨ «�©	¢�±1­�´ ¨ ­ À ¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ ­l©�­�¶ ¨ ª7´�©�¡�±1­�· ¨ ª7­�¡�©�­�¡�¢�²�Á�Gg­�¯ À « ­ ¨ ´�°7«�¢�­�°�¡ ¥ ´�°	¢�©	²

µ∗ : f 7−→ µw(f(z + w))

±1´ ¨ °1´�° §0¥ ±1­�­�¢�­�µ�°7« ��«�´�¢ H(G + K) ¥ H(G) ¸ « ¨ °1´�­�µ�°7«�½�­ ¥ «�±	²1´lVL« ¨ ª�«�¡�« µ̂(ζ) := µz(e
zζ) ¸

ζ ∈ C ¸ z ∈ G ¸ »H �±	©	¼	²1­�±7«�ª�« µ ¨ °1´ À ¡�¢�« ¥ ª1¬	´�¢É¡�­�µ�­�·�¼1´�ª1 �¾ »H �±	©	¼	²	¾���©�¡ ¨ ­�±1´�±	¼	²7«�ª1£�±1­�¯�­¢�² ¨ «�¢�«�©	 �¾ ¸ ³	¢�­ |µ̂(ζ)| = O
(
eHK(ζ)+ε|ζ|

)
¥ C À ª1¬ ª1¾_µ�­�¯�­ ε > 0

ÁQ=Cª7´ À  �¾O¿�´�´ ¨ °1´ À ª7­�¹�!´�±	²1´ ¡�­ À ´�°,�®²	¢ ±1´�­�µ�º#­ À ²1¶ § ´ ² À ­�¡�¢�«�¢�­�³	± § ´® �¡�ª7­ ¥ ²	¬�±7« »H �±	©	¼	²1­�±7«�ª µ 	 ¢�­�³	±1´�´ ¸ ±7« ´�¯�­
¨ °1´�­�µ�°7«�½�­ ¥ «�±	²1´�VL« ¨ ª�«�¡�«9� ¸�¨ °	² ©�­�¢�­�° § º ¨ ­�°1­�� À «�´�¶ § · ²1¶A­ ¨ ´�°7«�¢�­�°S¡ ¥ ´�°	¢�©	² À ´�·1¡�¢ ¥  �´�¢²	½ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ « V H(G + K) ¥�¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­ V H(G)

ÁC\�  À ´�¶¦²1¡ ¨ ­�ª1£�½�­ ¥ «�¢�£Â¡�ª7´ À  �¾O¿�´�´­�µ�­�½�±7«�³1´�±	²1´DJ

V H∞
K :=

{
f ∈ H(C) : (∀n ∈ N) (∃m ∈ N) sup

ζ∈C

|f(ζ)|
eHK(ζ)+v∗m(|ζ|)−v∗n(|ζ|)

<∞
}
.

� yrz�w>=E6
�Éz#prqrz . i ��� - � ��$	�d�
µ∗V H(G+K) ⊆ V H(G)

�1�������Q������� - � -�� ���O�l� - ����� - � -��
� ��� * � -�� ���

µ̂ ∈ V H∞
K

4��Q- �d���5� -���-�* �����!���#� -���- $d����"��	
���������$ -���-��  	$	���	� - $������
µ
�
µ̂ ∈ V H∞

K��/#"���
'�����	�	
�.>���d���1 ����!�d�0 d��
'��"	�L�g��$	�����
	�� � - /d��"���� - " ��
'��"g���	� µ∗ : V H(G + K) → V H(G)

$d��/#"g��"�.0
'��$Ã� - ������������� /	� - ��$	.u�
- ��"���
 - �! 

	��"� � - /d��"���� - "� 1�3$ - � ��$	��� Λµ̂ : f ∈ V HG 7−→ µ̂f ∈ V HG+K
� - /#"��'� ��$ - /d��"���� - "1 ���
'��"g� �

�	� 4

C
e!­�©'«�½�«�¢�´�ª1£�¡�¢ ¥ ­ ¨ °1­ ¥ ­ À ²	¢�¡�¬ ¨ ­E¡�¢�«�± À «�°	¢�±1­�·�¡ º#´�¶,´ 	 ¡�¶0ÁE� + ¸d¨ °1´ À ª7­��!´�±	²1´ �'Á�
���� ¸x¥ ­�½�¹¶,­��®±1­�¡�¢�£�°1´�«�ª1²	½�«�¼	²	² ©�­�¢�­�°1­�·E­�¡�±1­ ¥ «�±7«L±7«L¡�ª7´ À  �¾O¿�´�· À ¥  �¡�¢�­�°1­�±	±1´�·j­�¼1´�±	©�´O±1­�°1¶%��©�¡ ¨ ­�¹±1´�±	¢ 	 ¡�¶0Á � ) ¸ ª7´�¶,¶C«Q
�����J

e−sn · eHG(z)−v∗n+1(|z|) 6 ‖eλz‖n 6 esn · eHG(z)−v∗n(|z|), z ∈ C, n ∈ N, (1)

¯ À ´ ¨ ­�¡�¢�­�¬'±	±7«�¬ sn
½�« ¥ ²1¡�²	¢ ¢�­�ª1£�©�­n­�¢ ±1­�¶,´�°7« n Á BI_½ ¨ °1´ À ª7­��!´�±	²	¬ 
_½�«®¡�³1´�¢n¡�­�­�µ�°7« �!´�±	²	· À ¥ ­�·1¡�¢ ¥ ´�±	±1­�¡�¢�² ¨ ­�ª1 �³7«�´�¶t�z,67yrz$#Oo . i&%  1�����

µ ' $d����"��	
���������$	.0� ��$����	�d�����������	�	� �  	$	���	� - $���� �
µ̂ ∈ V H∞

K

4
� /d��"���� - "Ã��
'��"g���	�

µ∗ : V H(G+K) → V H(G)
���0"��x���d���	
'��$Z� -�� ���®��� - ����� - � -�� ��� * � -�� ���

- ��"���
 - /d��"���� - "��L 1�3$ - � ��$	���
Λµ̂(V HG)


����3�	$� d�L

V HG+K

4
N_°1´�� À ´®³1´�¶ ¨ °1­ À ­�ª �®²	¢�£ ¸ ±7« ¨ ­�¶3±	²1¶ ¸ ³	¢�­ ¼1´�ª�«�¬�»H �±	©	¼	²	¬ g ±7«�½ §0¥ «�´�¢�¡�¬)( ���+*����+,��1�1�

- ����}���} ( ²	½
V HG ¥ V HG+K ¸

´�¡�ª1²
g · f ∈ V HG+K

À ª1¬ ª1¾_µ�­�¯�­ f ∈ V HG
Á5=�²1¶ ¥ ­�ª7­�¶

MV G,G+K
­�µ�­�½�±7«�³	²1¶�¡�­ ¥ ­�©	  ¨ ±1­�¡�¢�£ ¥ ¡�´�º®¶3 �ª1£�¢�² ¨ ª1²	©'«�¢�­�°1­ ¥ ²	½ V HG ¥ V HG+K

Á�I_½ ¨ °1´ À ¹ª7­��!´�±	²	¬G
 ¡�ª7´ À  �´�¢ ¸ ³	¢�­ V HK ⊆ MV G,G+K
Á�K]« �®«jµ�ª1²���«�·��®«�¬Z¼1´�ª1£ ¤  �¡�¢�«�±1­ ¥ ²	¢�£ ¸ ³	¢�­±7«E¡�«�¶,­�¶ À ´�ª7´®²1¶,´�´�¢�¶,´�¡�¢�­E°7« ¥ ´�±1¡�¢ ¥ ­ V HK = MV G,G+K

Ág<Q±1­j²1¶,´�´�¢ ¥ « �®±1­�´ ½�±7«�³1´�±	²1´
¥ ²1¡�¡�ª7´ À ­ ¥ «�±	²	² ­ ¨ ´�°7«�¢�­�°1­ ¥ ¡ ¥ ´�°	¢�©	²Â²�°#¬ À « À °	 �¯�²'º ¥ ­ ¨ °1­�¡�­ ¥ Á>�_¢�­�µ § ´�¯�­ À ­�©'«�½�«�¢�£ ¸ ±7«�¶
¨ ­�¢�°1´�µ� �´�¢�¡�¬ À ­ ¨ ­�ª1±	²	¢�´�ª1£�±7«�¬ ¨ ­ À ¯�­�¢�­ ¥ ©'«'Á. z$#�#Oo . i 2 /#"���
'�����	�	
�.>���d���1 ����!�d�0 d��
'��"	�L�g��$	�����

/ � /#"��E���#� - �
n ∈ N

v∗n(|z|) = o(|z|) /#"��
z → ∞;

0 � �� ��n������
� 1��� ����� - �
α0 > 0

* ��� - /#"��j$d��� - � - "�.21j/ - ��� - �'$	$	.21
αn

v∗n+2(|z|) − v∗n(|z|) > α0 ln(1 + |z|)− αn
/#"��E
'���31

z ∈ C, n ∈ N.
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C
/ �5JS¡�²'ª1 l �¡�ª7­ ¥ ²	¬ 	�L �9� ¨ °	² µ�­�ª1£D�!²'º |z| ¥�§0¨ ­�ª1±	¬	´�¢�¡�¬

v∗n(|z|) = inf
0<t61

[
|z|t+ ϕn

(
ln

1

t

)]
6 inf

0<t61

(
|z|t+ 1

tpn
+ δn

)

=
(
p

1
pn+1 + p

− pn
pn+1

)
|z|

pn
pn+1 + δn,

­�¢�©	  À «®¡�ª7´ À  �´�¢n¢�°1´�µ� �´�¶,­�´�Á
0 ����¢�­® �¢ ¥ ´�°,� À ´�±	²1´L¡�ª7´ À  �´�¢n²	½*��
�O ¸ ª7´�¶,¶C« ! � Á

BJ ¥ ´ À ´�¶ ¥ °7«�¡�¡�¶,­�¢�°1´�±	²1´Lµ�«�±7«�º#­ ¥�§ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ « ¼1´�ª § ºE»H �±	©	¼	²	·

En :=

{
f ∈ H(C) : |f |n := sup

z∈C

|f(z)| · ev∗n(|z|)
eHG(z)

<∞, n ∈ N

}
,

²j½�«�¶,´�¢�²1¶ ¸ ³	¢�­ V HG =
⋂∞

n=1 En
Á

. z$#�#Oo��di�� �������#� -���-
n ∈ N

�1��������� ������� - �
m ∈ N

* ��� - /#" - ����"���$d����
 -
V HG

/	� - ��$ -


Em

/ - $ - "d��� | · |n
/#" - ����"���$d����
��

En
4

C
J5­�½�£�¶,´�¶�±7«�¢� �°7«�ª1£�±1­�´

s0
±7«�¡�¢�­�ª1£�©�­�µ�­�ª1£D�!²1¶ ¸ ³	¢�­�µ § s0α0 > 1 ¸ ¯ À ´ α0 ¤A¨ ­�¡�¢�­�¬'±	±7«�¬²	½O �¢ ¥ ´�°,� À ´�±	²	¬ 0 �rª7´�¶,¶ § 
 ¸ ² ¨ ­�©'« �!´�¶ ¸ ³	¢�­ m = n+2s0+1

  À ­ ¥ ª7´�¢ ¥ ­�°#¬	´�¢®¢�°1´�µ�­ ¥ «�±	²	¬	¶ª7´�¶,¶ § ÁN_ �¡�¢�£
f ∈ Em

Á�<Oµ�°7«�½� �´�¶ ¨ ­l±1´�·�»H �±	©	¼	²	² fγ(z) := f(γz) ¸ 0 < γ < 1
Á�^O³	²	¢ §0¥ «�¬ ¸ ³	¢�­­�µ�ª�«�¡�¢�£

G
¡�­ À ´�°,�®²	¢l±7«�³7«�ª7­ ©�­�­�° À ²	±7«�¢ ¸ ²1¶,´�´�¶

HG(z) > HG(γz) + (1− γ)r|z| ¨ °	² ¥ ¡�´�º z ∈ C,

¯ À ´ r := min{HG(z) : |z| = 1} Á1NH­$��¢�­�¶3 

|f(γz)| 6 |f |m eHG(γz)−v∗m(γ|z|)
6 |f |m eHG(γz)

6 |f |m eHG(z)−(1−γ)r|z|.

<Q¢�¡�¾ À «!² ²	½H �¢ ¥ ´�°,� À ´�±	²	¬ / �,ª7´�¶,¶ § 
 ¨ ­�ª1 �³7«�´�¶ ¸ ³	¢�­ f(γz) ∈ V HG ¨
°	² ª1¾_µ�­�¶

γ ∈ (0, 1)
Á

e]ª1¬>½�« ¥ ´�°���´�±	²	¬ À ­�©'«�½�«�¢�´�ª1£�¡�¢ ¥ « ­�¡�¢�«�´�¢�¡�¬c �¡�¢�«�±1­ ¥ ²	¢�£ ¸ ³	¢�­ fγ
¡ º#­ À ²	¢�¡�¬c©

f ¥ En

¨ °	² γ → 1
Á

NH­�ª7­��®²1¶
R := max {HG(z) : |z| = 1} ²E½�«�¶,´�¢�²1¶ ¸ ³	¢�­ |HG(z)−HG(ζ)| 6 R|z| ¨ °	² ¥ ¡�´�º

z ∈ C
Á�NH­$��¢�­�¶3 

H(z+ ζ) 6 HG(z)+R ¨
°	² ¥ ¡�´�º z ∈ C

² |ζ| 6 1
Á�e�«�ª7´�´ ¸�¥ ¡�²'ª1 � �¡�ª7­ ¥ ²	¬ 	�L �9�²1¶,´�´�¢�¡�¬Â¢�«�©�­�´

c > 0 ¸ ³	¢�­ v∗m−1(|z|) 6 v∗m(|z| − 1) + c ¨ °	² ¥ ¡�´�º z ∈ C
ÁrI_½ ¨ °	² ¥ ´ À ´�±	± § º­�¼1´�±1­�©�¡�ª7´ À  �´�¢ ¸ ³	¢�­ ¨ °	² ¥ ¡�´�º z ∈ C

² |ζ| 6 1

|f(z + ζ)| 6 |f |m eHG(z+ζ)−v∗m(|z+ζ|) 6 |f |m eHG(z)+R−v∗m(|z|−1) 6 C|f |m eHG(z)−v∗m−1(|z|),

¯ À ´ C := eR+c Á	N_°	²1¶,´�±	² ¥ ²	±	¢�´�¯�°7«�ª1£�±	 �¾>»]­�°1¶3 �ª1 lFH­$�!² ¸ ½�«�©'ª1¾O³7«�´�¶ ¸ ³	¢�­ ¨ °	² ¥ ¡�´�º z ∈ C

|f ′(z)| 6 max
|ζ|61

|f(z + ζ)| 6 C|f |m eHG(z)−v∗m−1(|z|).

IH¡ ¨ ­�ª1£�½�­ ¥ « ¥ ´�¿�´_¢�­ ¸ ³	¢�­ f(z)− fγ(z) =
∫ z
γz f

′(t) dt ¸	¨ °	² ¥ ¡�´�º z ∈ C
²1¶,´�´�¶

|f(z)− fγ(z)| 6 C(1− γ)|f |m|z|eHG(z)−v∗m−1(|z|) = C(1− γ)|f |m|z|eHG(z)−v∗n+2s0
(|z|).

J5­�¡ ¨ ­�ª1£�½�­ ¥ « ¥ �!²1¡�£  �¢ ¥ ´�°,� À ´�±	²1´�¶ 0 �nª7´�¶,¶ § 

s0
°7«�½ ¸ ½�«�©'ª1¾O³7«�´�¶ ¸ ³	¢�­ ¨ °	²[±1´�©�­�¢�­�°1­�¶

D > C
² ¥ ¡�´�º z ∈ C

²1¶,´�¾O¢n¶,´�¡�¢�­ ­�¼1´�±	©	²

|f(z)− fγ(z)| 6 D(1− γ)|f |m|z|eHG(z)−v∗n(|z|)−s0α0 ln(1+|z|)
6 D(1− γ)|f |m|z|eHG(z)−v∗n(|z|).



� ���0"��x���d���	
�$ - ����� - /d��"���� - "��l��
'��"g���	� &
<Q¢�¡�¾ À « ¥�§ ¢�´�©'«�´�¢

|f − fγ |n 6 D(1− γ)|f |m → 0 ¨ °	² γ → 1,
³	¢�­®½�« ¥ ´�°��®«�´�¢ À ­�©'«�½�«�¢�´�ª1£�¡�¢ ¥ ­	Á B

���������	��
�����
���J ¨ °1­�¼1´�¡�¡�´ À ­�©'«�½�«�¢�´�ª1£�¡�¢ ¥ «uª7´�¶,¶ § �0µ § ª7­u �¡�¢�«�±1­ ¥ ª7´�±1­ ¸ ³	¢�­ À ª1¬Hª1¾_µ�­�¯�­
n ∈ N

²1¶,´�´�¢�¡�¬j¢�«�©'«�¬ ¨ ­�¡�¢�­�¬'±	±7«�¬ Cn > 0 ¸ ³	¢�­

sup
|ζ|61

(HG(z + ζ)− v∗n(|z + ζ|)) + s0α0 ln(1 + |z|) 6 HG(z) − v∗n+s0α0
(|z|) + Cn (∀ z ∈ C).

Gr«�©j©'«�©
s0α0 > 1 ¸ ¢�­ ­�¢�¡�¾ À «®¡�ª7´ À  �´�¢ ¸ ³	¢�­

sup
|ζ|61

(HG(z+ζ)−v∗n(|z+ζ|))+ln(1+|z|) 6 HG(z)−v∗n+s0α0
(|z|)+Cn (∀ z ∈ C, ∀n ∈ N). (2)

� yrz�w>=E6
�Éz#prqrz �di � ���n���#� - � -�� "���$	������$	$ - �j
�.0/� 	�	� - � - �����������
G
� - �3/	�d���1��$ - �j/	� - � �

� - �����j�l����� ���#� -���- 
�.0/� 	�	� -���- � - �3/����d��$ -���- �3$ - � ������
��
K

�.0/ - �	$�������� �

MV G,G+K = V H∞
K . (3)

C
K]« ¨ ­�¶3±	²1¶ ¸ ³	¢�­ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­ XL°1´���´ V HG

½�« À «�´�¢�¡�¬ ¨ ­�¡�ª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­�¡�¢�£�¾ ¥ ´�¡�­ ¥
un(z) := HG(z) − v∗n(|z|) ¸ z ∈ C ¸ n ∈ N ¸ ² ¡�­�­�¢ ¥ ´�¢�¡�¢ ¥  �¾O¿�´�·É´�·� 'µ §0¥ «�¾O¿�´�· ¨ ­ ¥ ª7­��!´�±	²	¾
¨ ­�¡�ª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­�¡�¢�£�¾ µ�«�±7«�º#­ ¥�§ º ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ (En)

∞
n=1

Áde]ª1¬�¢�«�©	²'º ¨ ­�¡�ª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­�¡�¢�´�·
¨ °#¬	¶,­�´]²1¡ ¨ ­�ª1£�½�­ ¥ «�±	²1´!­�µ�¿!²'ºE°1´�½� �ª1£�¢�«�¢�­ ¥ ²	½ ��
D
��r­�µ ­ ¨ ²1¡�«�±	²	²�¶3 �ª1£�¢�² ¨ ª1²	©'«�¢�­�°1­ ¥E¥®¥ ´�¡�­�¹
¥�§ º ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ «�ºÉXL°1´���´]±1´ ¥ ­�½�¶,­��®±1­ ¸ ¢�«�©�©'«�©�¶ § ±1´L¶,­��!´�¶ ¯�«�°7«�±	¢�²	°1­ ¥ «�¢�£ ¸ ³	¢�­n­ ¨ °1´�¹
À ´�ª1¬'¾O¿!²1´

V HG ¥
´�¡�«

un
¡� 'µ�¯�«�°1¶,­�±	²	³	± §¦¥ C Á	J ¡ ¥ ¬'½�² ¡ ��¢�²1¶Ã½�«�¶,´�¢�²1¶ ¸ ³	¢�­®²	½L­�¼1´�±	©	² 	 
��¡�ª7´ À  �´�¢ ¸ ³	¢�­

un+1(z)− sn 6 sup
ζ∈G

(Re zζ − vn(ζ)) 6 un(z) + sn (∀ z ∈ C, ∀n ∈ N). (4)

NH­�ª7­��®²1¶
wn(z) := sup{Re zζ − vn(ζ) : ζ ∈ G} ÁxF]«�© ¥ ´�°�º'±	²1´®­�¯�²1µ�«�¾O¿!²1´�¡�´�¶,´�·1¡�¢ ¥ ¯�«�°1¶,­�¹±	²	³1´�¡�©	²'º�»H �±	©	¼	²	· {Re zζ − vn(ζ) : ζ ∈ G} ¸ »H �±	©	¼	²	² wn

¡� 'µ�¯�«�°1¶,­�±	²	³	± §A¥ C
ÁxN_°	² ��¢�­�¶

±1´�°7« ¥ ´�±1¡�¢ ¥ « 	 � � ¥ ª7´�©	 �¢

En ↪→ Hwn(C) ↪→ En+1 (∀n ∈ N). (5)

NH­$��¢�­�¶3 
V HG =

⋂∞
n=1Hwn(C)

² ¸ ©	°1­�¶,´5¢�­�¯�­ ¸ ²	½5ª7´�¶,¶ § � ¸�¥ ª7­��!´�±	²	· 	 +9�g² ­�¼1´�±1­�© 	 �9�g² 	 � �¡�ª7´ À  �´�¢ ¸ ³	¢�­ ¥�§0¨ ­�ª1±1´�± § ¢�«�©	²1´H �¡�ª7­ ¥ ²	¬ J
�� À ª1¬jª1¾_µ�­�¯�­ n ∈ N
¡� �¿�´�¡�¢ ¥  �´�¢ m ∈ N

¢�«�©�­�´ ¸ ³	¢�­ V HG ¨ ª7­�¢�±1­ ¥ Hwm(C) ¨
­n±1­�°1¶,´

¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ « Hwn(C) M�9� À ª1¬lª1¾_µ�­�¯�­ n ∈ N
¡� �¿�´�¡�¢ ¥  �´�¢ Cn > 0

¢�«�©�­�´ ¸ ³	¢�­

sup
|ζ|61

wn(z + ζ) + ln(1 + |z|) 6 wn+s0α0−1(z) + Cn (∀ z ∈ C).

Gr«�©	²1¶ ­�µ�°7«�½�­�¶ ¸ À ª1¬ V HG =
⋂∞

n=1Hwn(C) ¥�§0¨
­�ª1±1´�± §Ç¥ ¡�´ ¨ °1´ À ¨ ­�ª7­��!´�±	²	¬ ¨ °1´ À ª7­��!´�¹±	²	¬ +'Á �Z²	½ ��
D
�� ¸�¥ ¡�­�­�¢ ¥ ´�¢�¡�¢ ¥ ²	² ¡ ©�­�¢�­�° § ¶ MV G,G+K

¡�­ ¥�¨ « À «�´�¢ ¡ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­�¶M¢�´�º
¼1´�ª § ºn»H �±	©	¼	²	· g ¸ À ª1¬ ©�­�¢�­�° § º À ª1¬®ª1¾_µ�­�¯�­ m ∈ N

¡� �¿�´�¡�¢ ¥  �´�¢L±1­�¶,´�° n = n(g)
¢�«�©�­�· ¸ ³	¢�­

|g(z)| = O (exp (HG+K(z)− v∗m(z)− wn(z))) ¥ C.
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D,¿�´]°7«�½L²1¡ ¨ ­�ª1£�½�­ ¥ « ¥;	 +9� ¸ ½�«�©'ª1¾O³7«�´�¶ ¸ ³	¢�­ ¨ ­�¡�ª7´ À ±1´�´L �¡�ª7­ ¥ ²1´L°7« ¥ ±1­�¡�²'ª1£�±1­l¢�­�¶3  ¸ ³	¢�­ À ª1¬ª1¾_µ�­�¯�­

m ∈ N
¡� �¿�´�¡�¢ ¥  �´�¢ ¢�«�©�­�· ±1­�¶,´�° n = n(g) ¸ ³	¢�­

|g(z)| = O (exp (HK(z)− v∗m(z) + v∗n(z))) ¥ C.

eL°	 �¯�²1¶3² ¡�ª7­ ¥ «�¶3² ¸1¥�§0¨ ­�ª1±	¬	´�¢�¡�¬ ¢�°1´�µ� �´�¶,­�´H°7« ¥ ´�±1¡�¢ ¥ ­ 	 �9��Á B
K]« ¨ ­�¶3±	²1¶ ¸ ³	¢�­�±1´�¢�°	² ¥ ²7«�ª1£�± § · ¶3 �ª1£�¢�² ¨ ª1²	©'«�¢�­�° g ²	½ V HG ¥ V HG+K

±7«�½ §0¥ «�´�¢�¡�¬�� ����1�1�®���7� ( ²	½
V HG+K ¥ V HG ¸

´�¡�ª1² À ª1¬H±1´�¯�­u²1¶,´�´�¢O¶,´�¡�¢�­u¢�´�­�°1´�¶C« À ´�ª7´�±	²	¬ ¸ ¢�Á�´�Á�²1¶ ¨ ª1²	©'«�¼	²	¬

f ∈ V HG+K
² f

g
∈ H(C) =⇒ f

g
∈ V HG.

W ±1­��!´�¡�¢ ¥ ­ ¥ ¡�´�º À ´�ª1²	¢�´�ª7´�·�²	½ V HG+K ¥ V HG
µ�  À ´�¶[­�µ�­�½�±7«�³7«�¢�£

DV G+K,G
Á�J¦¡�­�­�¢ ¥ ´�¢�¹¡�¢ ¥ ²	² ¡ ¨ °1´ À ª7­��!´�±	²1´�¶ �

DG+K,G ⊆ MV G+K,G
Á

=Cª7´ À  �¾O¿®«�¬E¢�´�­�°1´�¶C« À ­�©'«�½ §0¥ «�´�¢�¡�¬ ¡�¢�«�± À «�°	¢�± § ¶ ¶,´�¢�­ À ­�¶ 	 ¡�¶0Á ¸ ±7« ¨ °	²1¶,´�° ¸ � + ¸'¨ °1´ À ª7­�¹�!´�±	²1´��'Á '�²E¢�´�­�°1´�¶C« �'Á )�����±7«®­�¡�±1­ ¥ «�±	²	² ¢�´�­�°1´�¶ § 
_² ¨ °1´ À ª7­��!´�±	²	¬(�'Á
t�z,67yrz$#Oo �di %  1�����

µ ' ��$����	�d�����������	�	� �  	$	���	� - $����j�
µ̂ ∈ V H∞

K

4�� ������� - ��"��1�[���d���1 �
���!�d�5 d��
'��"	�L�g��$	�����

	�� � - /d��"���� - "Â��
'��"g���	� µ∗ : V H(G+K) → V H(G)
�'
���������� � ���0"��x���d���	
�$	.u�! 

	��"� � �����E���#� -���-
n ∈ N

�� ��n������
� ��L�
m ∈ N

�
C > 0

�����	�d� * ��� -

sup
z∈C

|f(z)|
eHG(z)−v∗n(|z|)

6 C sup
z∈C

|µ̂(z)||f(z)|
eHG+K (z)−v∗m(|z|)

(∀ f ∈ V HG);

	��"�"� � µ̂ ∈ DV G+K,G
4

+�-�� ��� 	��"�"� � ⇒ 	��"� � ⇔ 	�� � 4J5­ ¥ ¡�´�º�²	½ ¥ ´�¡�¢�± § º ±7«l¡�´�¯�­ À ±	¬��!±	²	· À ´�±	£ °1´�½� �ª1£�¢�«�¢�«�º ¸�¨ ­ À ­�µ�± § º ¢�´�­�°1´�¶,´*� ¸ À ª1¬�©�­�±'¹©	°1´�¢�± § º ¥ ´�¡�­ ¥�§ º �!©'«�ª ²1¶,´�´�¢Â¶,´�¡�¢�­%��© ¥ ² ¥ «�ª7´�±	¢�±1­�¡�¢�£Ã �¡�ª7­ ¥ ²	· (ii)
²
(iii)

Á�< À ±7«�©�­ ¸ À ª1¬­�µ�¿!²'º ©'ª�«�¡�¡�­ ¥ ¥ ´�¡�­ ¥ ¨ °	²N��¢�­�¶ ²1¡ ¨ ­�ª1£�½� �¾O¢�¡�¬ À ­�¡�¢�«�¢�­�³	±1­ �!´�¡�¢�©	²1´®­�¯�°7«�±	²	³1´�±	²	¬ 	 ¡�¶0Á ¸ ±7«�¹
¨ °	²1¶,´�° ¸ � ����� ¸ ©�­�¢�­�° § ´H±1´ ¥�§0¨ ­�ª1±	¬'¾O¢�¡�¬ À ª1¬l°7«�¡�¡�¶C«�¢�°	² ¥ «�´�¶ § ºE±7«�¶3² ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ Á1J ¡ ¥ ¬'½�²¡ ��¢�²1¶ ¥ ¡�ª7´ À  �¾O¿�´�¶ °7«�½ À ´�ª7´E¶ § °7«�¡�¡�¶,­�¢�°	²1¶f­ À ±	 �²	½l±7«�²1µ�­�ª7´�´ ¥ « �®± § º ¥ ´�¡�­ ¥�§ º �!©'«�ª
¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥1¸ ²1¡�¡�ª7´ À  �´�¶ § º ¥ ±7«�¡�¢�­�¬'¿�´�·�°7«�µ�­�¢�´ ¸	¤ �!©'«�ª1  ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ��©�¡ ¨ ­�±1´�±	¼	²7«�ª1£�±1­�¹¡�¢�´ ¨ ´�±	±1­�¯�­ °1­�¡�¢�«'Á

�di��Eyrq35'z#yrqrq 791ly32�z,435'qr{7p368795'q {%5'z#y #Oqrpro�A yrz,I�� =3?gyrp368795'q y368795�o
o	pro =,q35'q	�rz,794 68ID6%7�q #O{86�=,o

J À «�±	±1­�¶�°7«�½ À ´�ª7´Oµ�  À  �¢L°7«�¡�¡�¶,­�¢�°1´�± §S¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ « V H(G)
��©�¡ ¨ ­�±1´�±	¼	²7«�ª1£�±1­�¹ ¡�¢�´ ¨ ´�±'¹±1­�¯�­�°1­�¡�¢�«�¶C«�©�¡�²1¶C«�ª1£�±1­�¯�­n² ±1­�°1¶C«�ª1£�±1­�¯�­®¢�² ¨ ­ ¥ Á	NH­�¡�©�­�ª1£�©	  À ­�©'«�½�«�¢�´�ª1£�¡�¢ ¥ «®°1´�½� �ª1£�¢�«�¢�­ ¥

¨ °1­ ¥ ­ À ¬'¢�¡�¬ ¨ ­E­ À ±1­�·Z¡ º#´�¶,´®²�°7«�½�ª1²	³7«�¾O¢�¡�¬ ª1²��!£E¢�´�º'±	²	³1´�¡�©	²1¶3² À ´�¢�«�ª1¬	¶3² ¸ ¶ §f¨ °1­ ¥ ´ À ´�¶
¨ ­ À °1­�µ�±1­�´L²	½�ª7­��!´�±	²1´L¢�­�ª1£�©�­ À ª1¬ ¨ ´�° ¥ ­�¯�­ ¢�² ¨ «'Á
�di . i
�Eyrq35'z#yrqrqN791ly32�z,435'qr{7p368795'qN68<rz#yro�5�67y367{ 7�{7z#y35�4rq�{ <ry368795'yro	p3795'{7o�A #Oo�4 7�q��

#Oo =E:7p368ID6 5'q3<rodi N_°1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ « V H(G)
��©�¡ ¨ ­�±1´�±	¼	²7«�ª1£�±1­�¹ ¡�¢�´ ¨ ´�±	±1­�¯�­Z°1­�¡�¢�« ¶C«�©�¡�²1¶C«�ª1£�¹±1­�¯�­ ¢�² ¨ «n½�« À «�¾O¢�¡�¬ ¥ ´�¡�­ ¥�§ ¶3² ¨ ­�¡�ª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­�¡�¢�¬	¶3² V = (vn)

∞
n=1

¡
vn(λ) := n(d(λ))−α ¸

n ∈ N ¸ ¯ À ´ 0 < α < 1
Á�F]«�© ­�¢�¶,´�³1´�±1­ ¥ � )�� ¸#¥ ��¢�­�¶�¡�ª1 �³7«�´ À ¥ ­�·1¡�¢ ¥ ´�±	±1­�´ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­ V HG¶,­��!´�¢lµ § ¢�£n­ ¨ ²1¡�«�±1­n¡�ª7´ À  �¾O¿!²1¶ ­�µ�°7«�½�­�¶KJ

V HG :=

{
f ∈ H(C) : |f |n := sup

ζ∈C

|f(ζ)|
eHG(ζ)−n|ζ|α∗

<∞ (∀n ∈ N)

}
,



� ���0"��x���d���	
�$ - ����� - /d��"���� - "��l��
'��"g���	� )
¯ À ´ α∗ := α

α+1

Á5<Q¢�¡�¾ À « ¸�¥ ³7«�¡�¢�±1­�¡�¢�² ¸ ¡�ª7´ À  �´�¢ ¸ ³	¢�­ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­Ã¶3 �ª1£�¢�² ¨ ª1²	©'«�¢�­�°1­ ¥ ²	½
V HG ¥ V HG+K ¥ À «�±	±1­�¶ ¡�ª1 �³7«�´H²1¶,´�´�¢ ¥ ² À

V H∞
K :=

{
f ∈ H(C) : (∃n ∈ N) sup

ζ∈C

|f(ζ)|
eHK(ζ)+n|ζ|α∗

<∞
}
.

=�±7«�³7«�ª�«R¶ § ¨ °	² ¥ ´ À ´�¶ À ­�¡�¢�«�¢�­�³	± § ´f �¡�ª7­ ¥ ²	¬ ±7«>±1´�¢�°	² ¥ ²7«�ª1£�± § ·Ç¶3 �ª1£�¢�² ¨ ª1²	©'«�¢�­�°²	½
V H∞

K ¸�¨
°	²®©�­�¢�­�° § º ­�±®¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬ À ´�ª1²	¢�´�ª7´�¶�²	½ V HG+K ¥ V HG

Á�bx«�¢�´�¶ ¨ ­�©'« �!´�¶ ¸ ³	¢�­_±7«©'ª�«�¡�¡�´ ¥ ¡�´�º�­�µ�ª�«�¡�¢�´�· G ��¢�²� �¡�ª7­ ¥ ²	¬�¢�«�©��!´�²�±1´�­�µ�º#­ À ²1¶ § Á�J[©'«�³1´�¡�¢ ¥ ´®¡�ª7´ À ¡�¢ ¥ ²	¬ ­�¢�¡�¾ À «µ�  À ´�¢ ¨ ­�ª1 �³1´�±Â©	°	²	¢�´�°	²	· ¡�¾O°	Ä�´�©	¢�² ¥ ±1­�¡�¢�² ­ ¨ ´�°7«�¢�­�°7« ¡ ¥ ´�°	¢�©	²Ã±7« ©'ª�«�¡�¡�´ ¥ ¡�´�º ¥�§0¨  �©'ª § º­�¯�°7«�±	²	³1´�±	± § º ­�µ�ª�«�¡�¢�´�·�ÁN_ �¡�¢�£
ϕ(ζ) ¤ ¼1´�ª�«�¬É»H �±	©	¼	²	¬N��©�¡ ¨ ­�±1´�±	¼	²7«�ª1£�±1­�¯�­�¢�² ¨ «'ÁxDC´ 	 °7« À ²7«�ª1£�± § ·��_²	± À ²	©'«�¢�­�°­ ¨ °1´ À ´�ª1¬	´�¢�¡�¬ ¨ ­ »]­�°1¶3 �ª7´ hϕ(ζ) := lim supr→∞

log |ϕ(rζ)|
r ¸ ζ ∈ C.

\�  À ´�¶ ¯�­ ¥ ­�°	²	¢�£ ¸ ³	¢�­ ϕ� � }����7���®��}��	�7��� ��~ �1}����1�
(Sα∗) ¸ ´�¡�ª1²�¡� �¿�´�¡�¢ ¥  �¾O¢ s,N > 0

¢�«�©	²1´ ¸ ³	¢�­ À ª1¬j©'« � À ­�¯�­ ζ ∈ C

L |ζ| > N
±7«�· À ´�¢�¡�¬ ζ ′ ∈ C

¡ |ζ ′ − ζ| < |ζ|α∗ ¸ À ª1¬E©�­�¢�­�°1­�¯�­

log |ϕ(ζ ′)| > hϕ(ζ)− s|ζ|α∗ . (6)

bx«�¶,´�¢�²1¶ ¸ ³	¢�­%��¢�­É¢�°1´�µ�­ ¥ «�±	²1´ ¡�¢�°1­�¯�­�¡�²'ª1£�±1´�´ ¸ ³1´�¶A �¡�ª7­ ¥ ²1´ ¥�¨ ­�ª1±1´ °1´�¯� �ª1¬'°	±1­�¡�¢�²S°1­�¡�¢�«¼1´�ª7­�· »H �±	©	¼	²	² ¥ ©'ª�«�¡�¡�²	³1´�¡�©�­�¶ ¡�¶ § ¡�ª7´HV]´ ¥ ²	±7« ¤ NH»_ª1¾O¯�´�°7«'Á
e!­�©'« �!´�¶ ¸ ³	¢�­ À ª1¬ ¼1´�ª § º�»H �±	©	¼	²	·(��©�¡ ¨ ­�±1´�±	¼	²7«�ª1£�±1­�¯�­�¢�² ¨ « ¡�²	± À ²	©'«�¢�­�°7«�¶3² ¸ ¡�­ ¥�¨ «�¹À «�¾O¿!²1¶3²j¡ HK ¸

 �¡�ª7­ ¥ ²	¬ (Sα∗) À ­�¡�¢�«�¢�­�³	±1­ À ª1¬E¡ ¨ °7« ¥ ´ À ª1² ¥ ­�¡�¢�² ¢�´�­�°1´�¶ § À ´�ª7´�±	²	¬ ¥ ©'ª�«�¡�¹¡�«�º
V H(G)

Á�^C¡�ª7­ ¥ ²1¶,¡�¬l­�µ�­�½�±7«�³7«�¢�£!³1´�°1´�½ B(z, r)
©	°	 �¯u°7« À ²	 �¡�« r ¡0¼1´�±	¢�°1­�¶ ¥ ¢�­�³	©�´ z Á�F]«�©² ¨ °1´�� À ´ ¸ À ª1¬É¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ « M ⊂ C ¨ ­�ª�«�¯�«�´�¶ RM := supz∈M |z| Á�e]ª1¬ À ­�©'«�½�«�¢�´�ª1£�¡�¢ ¥ « ±7«�¶

¨ ­�¢�°1´�µ� �´�¢�¡�¬j¢�«�©��!´!¡�ª7´ À  �¾O¿!²	·E²	½ ¥ ´�¡�¢�± § ·�»L«�©	¢ 	 ¡�¶0Á ��
�� ¸ ª7´�¶,¶C«*�'Á�
�����Á
. z$#�#Oo��xi %  1����� �  	$	���	�	�

Φ, F
�
G = F

Φ

��- � - � - " � $	. � �#"1 � �
B(0, R)

4�� ���	�n

B(0, R)
�.0/ - �	$�� �L��� �j$d��"���
'��$d����
�� |Φ(w)| 6 A

� |F (w)| 6 B
* � -

|G(w)| 6 BA
2|w|

R−|w| |Φ(0)|−
R+|w|
R−|w| , w ∈ B(0, R).

� yrz�w>=E6
�Éz#prqrz��xi %  1�����
V =

(
n(d(λ))−α

)∞
n=1

4 % "g����/ - � - �®�1� * ��� -
ϕ ∈ V H∞

K

*
hϕ = HK

�
ϕ
 �� - 
��d����
 - "������] 1��� - 
����

(Sα∗)
4g+�-�� ���

ϕ ∈ DV G+K,G
4

C
N_ �¡�¢�£

s,N > 0 ¤ ¨ ­�¡�¢�­�¬'±	± § ´�²	½! �¡�ª7­ ¥ ²	¬ 	 ! � À ª1¬�»H �±	©	¼	²	² ϕ Á	e]ª1¬ ©'« � À ­�¯�­ ζ ∈ C¡ |ζ| > N ¥ ­�½�£�¶,´�¶ ζ ′ ¸ ©'«�© ¥  �¡�ª7­ ¥ ²	² 	 ! ��Á,bx«�¶,´�¢�²1¶ ¸ ³	¢�­ ¥ ¢�«�©�­�¶f¡�ª1 �³7«�´ À ª1¬ ¥ ¡�´�ºZ¢�­�³1´�©
ζ ′′ ∈ B(ζ ′, 2|ζ|α∗) ¥ ´�°	±1­®±1´�°7« ¥ ´�±1¡�¢ ¥ ­ |ζ ′′ − ζ| < 3|ζ|α∗

Á
� ¡�±1­ ¸ ³	¢�­ µ�´�½L­�¯�°7«�±	²	³1´�±	²	¬ ­�µ�¿!±1­�¡�¢�²�¶,­��®±1­n¡�³	²	¢�«�¢�£ ¸ ³	¢�­ N > 6

1
1−α∗

Á	Gg­�¯ À « À ª1¬ ¥ ¡�´�º
ζ ′′ ∈ B (ζ ′, 2|ζ|α∗)

¡ ¨ °7« ¥ ´ À ª1² ¥ «n­�¼1´�±	©'«

1

2
|ζ| 6 |ζ ′′| 6 4|ζ|. (7)

NH­�¡�©�­�ª1£�©	 
ϕ ∈ V H∞

K ¸
¢�­®²1¶,´�¾O¢�¡�¬

k0 ∈ N
²
A > 0

¢�«�©	²1´ ¸ ³	¢�­

ln |ϕ(w)| 6 A+HK(w) + k0|w|α∗ , w ∈ C. (8)

N_ �¡�¢�£É»H �±	©	¼	²	¬
f ∈ V HG+K

¢�«�©�­ ¥ « ¸ ³	¢�­ f
ϕ ∈ H(C)

Á,NH­ ­ ¨ °1´ À ´�ª7´�±	²	¾ V HG+K
À ª1¬

ª1¾_µ�­�¯�­
n ∈ N

¡� �¿�´�¡�¢ ¥  �´�¢ B > 0
¢�«�©�­�´ ¸ ³	¢�­

ln |f(w)| 6 B +HG+K(w) − n|w|α∗ , w ∈ C. (9)




�O ������$	�	$�� 4 � 4 * �Q$#�	"g����
�� +�4��Â4
NH­$��¢�­�¶3  ¸  �³	²	¢ §0¥ «�¬ 	 &D��² 	 )9� ¸ ²1¶,´�´�¶

sup
ζ′′∈B(ζ′,2|ζ|α∗)

ln |f(ζ ′′)|

6 B + sup
|ζ′′−ζ|63|ζ|α∗

(
HG+K(ζ ′′)− n|ζ ′′|α∗

)

6 B +HG+K(ζ) +
(
3RG+K − n2−α∗

)
|ζ|α∗ .

	 
�O9�

PQ±7«�ª7­�¯�²	³	±1­ ¥ ¡�²'ª1  	 '9� ¨ ­�ª1 �³7«�´�¶

sup
ζ′′∈B(ζ′,2|ζ|α∗)

ln |ϕ(ζ ′′)| 6 A+HK(ζ) +
(
3RK + 4α∗k0

)
|ζ|α∗ . (11)

Gg´ ¨ ´�°	£ ¥ ¡�´H±1´�­�µ�º#­ À ²1¶,­�´ À ª1¬ ¨ °	²1¶,´�±1´�±	²	¬Eª7´�¶,¶ § �!¯�­�¢�­ ¥ ­	Á1N_°	²1¶,´�±	² ¥ ´�´_© R := 2|ζ|α∗ ¸
Φ(w) := ϕ(ζ ′+w)

²
F (w) := f(ζ ′+w)

²!²1¡ ¨ ­�ª1£�½�­ ¥ « ¥ ±1´�°7« ¥ ´�±1¡�¢ ¥ « 	 
�O9� ¸�	 
D
���²! �¡�ª7­ ¥ ²1´ (Sα∗)±7«®»H �±	©	¼	²	¾
ϕ ¸ À ª1¬ w = ζ − ζ ′

²1¶,´�´�¶

ln

∣∣∣∣
f(ζ)

ϕ(ζ)

∣∣∣∣ 6 B +HG+K(ζ) +
(
3RG+K − n2−α∗

)
|ζ|α∗

+
2|ζ − ζ ′|

2|ζ|α∗ − |ζ − ζ ′|
(
A+HK(ζ) + (3RK + 4α∗k0) |ζ|α∗

)
− 2|ζ|α∗ + |ζ − ζ ′|

2|ζ|α∗ − |ζ − ζ ′|
(
HK(ζ)− s|ζ|α∗

)

6 B + 2A+HG(ζ)−
(
n2−α∗ − 3RG+K − 2k04

α∗ − 6RK − 3s
)
|ζ|α∗ .

JS¡�²'ª1  ¨ °1­�²	½ ¥ ­�ª1£�±1­�¡�¢�² n ­�¢�¡�¾ À « ¡�ª7´ À  �´�¢ ¸ ³	¢�­ f
ϕ ∈ V HG ¸

² ¨ °1´ À ª7­��!´�±	²1´ À ­�©'«�½�«�±1­	Á BI_½]¢�´�­�°1´�¶ § �!² ¨ °1´ À ª7­��!´�±	²	¬ � ¥�§ ¢�´�©'«�´�¢n±1´ ¨ ­�¡�°1´ À ¡�¢ ¥ ´�±	±1­� yrz�w>=E6
�Éz#prqrz���i�%  1�����
V = (n(d(λ))−α)

∞
n=1

�
µ ' ��$����	�d�����������	�	� �  	$	���	� - $���� * �����

� - � - " -���-
µ̂ ∈ V H∞

K

�
hµ̂ = HK

4 � ���	�
µ̂
 �� - 
��d����
 - "������� 1��� - 
����

(Sα∗)
* � -u- /d��"���� - "E��
'��"g���	�

µ∗ : V H(G+K) → V H(G)
�'
���������� � ���0"��x���d���	
�$	.u� 4

Gg´ ¨ ´�°	£ À ­�©'« �!´�¶ ¸ ³	¢�­É �¡�ª7­ ¥ ²1´ (Sα∗)
¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬ ² ±1´�­�µ�º#­ À ²1¶ § ¶ À ª1¬ ¢�­�¯�­ ¸ ³	¢�­�µ § À ª1¬

ª1¾_µ�­�·E­�¯�°7«�±	²	³1´�±	±1­�· ¥�§0¨  �©'ª7­�·j­�µ�ª�«�¡�¢�² G ­ ¨ ´�°7«�¢�­�°j¡ ¥ ´�°	¢�©	² À ´�·1¡�¢ ¥ ­ ¥ «�ª�¡�¾O°	Ä�´�©	¢�² ¥ ±1­�²	½
V H(G +K) ¥ V H(G)

Áx=Cª7´ À  �¾O¿®«�¬jª7´�¶,¶C«l¡�­ À ´�°,�®²	¢Q��© ¥ ² ¥ «�ª7´�±	¢�±	 �¾ ¨ ´�°1´�»]­�°1¶3 �ª1²	°1­ ¥ ©	  �¡�ª7­ ¥ ²	¬ (Sα∗)
² À ­�©'«�½ §0¥ «�´�¢�¡�¬ ¢�´�¶ �!´]¶,´�¢�­ À ­�¶ ¸ ³	¢�­�²Eª7´�¶,¶C«*�'Á & ¥ � +�� Á

. z$#�#Oo���i %  1�����
V = (n(d(λ))−α)∞n=1

4��  	$	���	���
g ∈ V H∞

K

�L�	$#���	�	��� - " - �
HK

 �� -��

��d����
 - "������H 1��� - 
����

(Sα∗)
� -�� ���L��� - ����� - � -�� ��� * � -�� ��� �� ��n������
� ��L� ���d�����

s, j ∈ N
*
N > 0�����	�d� * ��� - ����� ���#� - ��� - ���	�

a
�����	$	����$ - � - �#"1 	�®$ - �����

sup

|w−a|6jt
− 1

α+1

ln |g(tw)| > tHK(a)− s tα∗ (∀ t > N). (12)

. z$#�#Oo��di2%  1�����
V = (n(d(λ))−α)∞n=1

4 %  1����� * �����d��� *
g ∈ V H∞

K

 �� - 
��d����
 - "������  1��� -��

����

(ii)
��� - "g���3.

2
�����j���#� -���-n-�� "���$	������$	$ -���- 
�.0/� 	�	� -���- �3$ -���-  ��- ����$	�	�	�

G ⊂ C
4r+�-�� ���

�	$#���	�	��� - "
hg �

� - � �  	$	���	�	� � - 
�/����������n�
HK

�
g
 �� - 
��d����
 - "������] 1��� - 
����

(Sα∗)
4

C
bx«�¶,´�¢�²1¶ ¸ ³	¢�­!²	½_ �¡�ª7­ ¥ ²	¬ (ii)

¢�´�­�°1´�¶ § � À ª1¬ g ¡�ª7´ À  �´�¢ ¡� �¿�´�¡�¢ ¥ ­ ¥ «�±	²1´_³	²1¡�´�ª m ∈ N ¸
M > 0

¢�«�©	²'º ¸ ³	¢�­

sup
z∈C

|f(z)|
eHG(z)

6M sup
z∈C

|g(z)| · |f(z)|
eHG(z)+HK(z)−m|z|

α
α+1

(∀ f ∈ V HG). (13)

\�  À ´�¶ °7«�¡�¡�  � À «�¢�£ ­�¢ ¨ °1­�¢�² ¥ ±1­�¯�­�² ¨ °1´ À ¨ ­�ª7­��®²1¶ ¸ ³	¢�­ ²	± À ²	©'«�¢�­�° hg »H �±	©	¼	²	² g ±1´¡�­ ¥�¨ « À «�´�¢Â¡ HK
²'ª1² ¡�­ ¥�¨ « À «�´�¢Ã¡ HK ¸

±1­ ¨ °	² ��¢�­�¶A¡�«�¶C«É»H �±	©	¼	²	¬
g
±1´j  À ­ ¥ ª7´�¢ ¥ ­�°#¬	´�¢



� ���0"��x���d���	
�$ - ����� - /d��"���� - "��l��
'��"g���	� 
D

 �¡�ª7­ ¥ ²	¾ (Sα∗)

Á�I_½ ª7´�¶,¶ § � ¡�ª7´ À  �´�¢ ¸ ³	¢�­ ¥ ­�µ�­�²'ºZ¡�ª1 �³7«�¬�ºÉ»H �±	©	¼	²	¬ g ±1´®  À ­ ¥ ª7´�¢ ¥ ­�°#¬	´�¢¢�­�¯ À « ²Â �¡�ª7­ ¥ ²	¾ 	 
��9��Á,NH­$��¢�­�¶3 Â¡� �¿�´�¡�¢ ¥  �¾O¢�¢�­�³	©'« a ∈ S
² ¨ ­�¡�ª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­�¡�¢�£ (tj)

∞
j=1¡

tj > 1 	 j ∈ N
� ¸ tj → ∞ ¨ °	² j → ∞ ¢�«�©	²1´ ¸ ³	¢�­

sup

|w−a|6jt
− 1

α+1
j

|g(tjw)| 6 tjHK(a)− j2tα∗
j (∀ j ∈ N). (14)

\5´�½]­�¯�°7«�±	²	³1´�±	²	¬�­�µ�¿!±1­�¡�¢�² ¶,­��®±1­n¡�³	²	¢�«�¢�£ ¸ ³	¢�­ tj > jα+2 ¨ °	² ¥ ¡�´�º j ∈ N
Á

F]«�© ² ¥�§ ��´ ¸ RK := maxz∈K |z| Á#NH­�ª7­��®²1¶ zj := tja ¸ rj := j|zj |α∗ = jtα∗
j

² ½�«�¶,´�¢�²1¶ ¸ ³	¢�­
À ª1¬ w ²	½�©	°	 �¯�« |w−zj| 6 rj ¥

´�°	±1­ 2
3 |w| 6 tj 6 2|w| Á�J%��¢�²'º!­�µ�­�½�±7«�³1´�±	²	¬�º 	 
 � ��°7« ¥ ±1­�¡�²'ª1£�±1­¢�­�¶3  ¸ ³	¢�­ À ª1¬ ¥ ¡�´�º w ²	½]©	°	 �¯�« |w − zj | 6 rj

ln |g(w)| 6 HK(zj)− j2tα∗
j .

bx«�¶,´�¢�² ¥1¸ ³	¢�­ À ª1¬E¢�´�º �!´
w

|w| 6 3

2
|tj |

²
HK(zj) 6 HK(w) + rjRK = HK(w) + jtα∗

j RK ,

½�«�©'ª1¾O³7«�´�¶ ¸ ³	¢�­ ¨ °	² ¥ ¡�´�º j ¸ ±7«�³	²	±7«�¬ ¡H±1´�©�­�¢�­�°1­�¯�­ j0 ¸

ln |g(w)| 6 HK(w) + jtα∗
j RK − j2tα∗

j 6 HK(w)− j2

3
|w|α∗ , |w − zj | 6 rj . (15)

K]«�¶ ¨ ­�¢�°1´�µ� �´�¢�¡�¬E¢�«�©��!´H¯�ª7­�µ�«�ª1£�±7«�¬j­�¼1´�±	©'« g ¸ ©�­�¢�­�°7«�¬E¡�ª7´ À  �´�¢®²	½_¢�­�¯�­ ¸ ³	¢�­ g ¨ °	²	±7« À ¹ª7´��®²	¢
V H∞

K

Á1JS¡�­�­�¢ ¥ ´�¢�¡�¢ ¥ ²	²�¡ ��¢�²1¶ ¸	¨ °	²E±1´�©�­�¢�­�°1­�¶ p > 0

ln |g(w)| 6 HK(w) + p|w|α∗ + p, w ∈ C. (16)

N_ �¡�¢�£�¢�´ ¨ ´�°	£ G ¤A¨ °1­�²	½ ¥ ­�ª1£�± § · ­�¯�°7«�±	²	³1´�±	± § · ¥�§0¨  �©'ª § ·j¶3±1­�¯�­� �¯�­�ª1£�±	²	©�Á1bx«�»H²	©�¡�²'¹°	 �´�¶S³	²1¡�ª7­ ¥  �¾ ¨ ­�¡�ª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­�¡�¢�£ (qj)
∞
j=1

¡ 1
2 6 qj ↑ 1

Á�N_°	²1¶,´�±	² ¥ ¢�´��!´ ¡�­�­�µ�°7« �!´�±	²	¬ ¸³	¢�­H² ¥ À ­�©'«�½�«�¢�´�ª1£�¡�¢ ¥ ´�� + ¸ ª7´�¶,¶C«#�'Á '�� ¸ ² ¥ ­�¡ ¨ ­�ª1£�½�­ ¥ « ¥ �!²1¡�£Lª7´�¶,¶,­�·N
0²	½���
���� ¸�¨ ­�¡�¢�°1­�²1¶ ¨ ­�¹¡�ª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­�¡�¢�² ¢�«�©	²'ºl¼1´�ª § ºE»H �±	©	¼	²	· fj
² ¢�­�³1´�©

ζj
¡ |ζj − zj | 6 rj

2 ¸
³	¢�­ ¨ °	² ±1´�©�­�¢�­�°1­�·

¨ ­�¡�¢�­�¬'±	±1­�· A > 0
² ¥ ¡�´�º j ∈ N

²1¶,´�¾O¢ ¶,´�¡�¢�­ ¡�ª7´ À  �¾O¿!²1´]­�¼1´�±	©	² J

ln |fj(ζj)| > qjHG(ζj) +
ε0
8
j|ζj |α∗ , (17)

ln |fj(z)| 6 qjHG(z) + (2RGj + 1)|z|α∗ +A, |z − zj | 6
rj
2
, (18)

ln |fj(z)| 6 qjHG(z) + |z|α∗ +A, |z − zj | >
rj
2
. (19)

I_½ 	 
�+9��² 	 
�'9�5¡�ª7´ À  �´�¢ ¸ ³	¢�­®´�¡�ª1² |z − zj | 6 rj
2 ¸
¢�­

ln |g(z)fj(z)| 6 HG(z) +HK(z)− j2

4
|z|α∗ +A.

NH­$��¢�­�¶3  ¨ °	² ¥ ¡�´�º j > 2
√
m

sup
|z−zj |6

rj
2

|g(z)| · |fj(z)|
eHG(z)+HK(z)−m|z|α∗

6 eA.




�� ������$	�	$�� 4 � 4 * �Q$#�	"g����
�� +�4��Â4
e�«�ª7´�´ ¸1¥ ¡�²'ª1  	 
 ! ��² 	 
�)9� ¨ °	² |z − zj | > rj

2

²1¶,´�´�¶

ln |g(z)fj(z)| 6 HG(z) +HK(z) + (p+ 1)|z|α∗ − (1− qj)RG|z|+A.

KH´�¡�ª7­��®± § ´ ¥�§ ³	²1¡�ª7´�±	²	¬ ¨ ­�©'«�½ §0¥ «�¾O¢ ¸ ³	¢�­�¢�­�¯ À « À ª1¬ ¥ ¡�´�º j ∈ N

sup
|z−zj |>

rj
2

|g(z)| · |fj(z)|
eHG(z)+HK(z)−m|z|α∗

6 eA sup
s>0

e(m+p+1)sα∗−(1−qj)RGs 6 e
A+ C

(1−qj )
α
,

¯ À ´ C := αα

(α+1)α+1
(m+p+1)α+1

Rα
G

Á
I_½ ¨ °	² ¥ ´ À ´�±	± § º ­�¼1´�±1­�© ¡�ª7´ À  �´�¢ ¸ ³	¢�­ ¨ °	² ¥ ¡�´�º j > 2

√
m

Aj := sup
z∈C

|g(z)| · |fj(z)|
eHG(z)+HK(z)−m|z|α∗

6 e
A+ C

(1−qj )
α
. (20)

I_½ 	 
�'9�Q² 	 
�)9�u±1´ ¨ ­�¡�°1´ À ¡�¢ ¥ ´�±	±1­ ¥�§ ¢�´�©'«�´�¢ ¸ ³	¢�­ fj ∈ V HG ¸ j ∈ N
ÁdF_°1­�¶,´!¢�­�¯�­ ¸ ²	½ 	 
�&D�¡�ª7´ À  �´�¢ ¸ ³	¢�­

Bj := sup
z∈C

|fj(z)|
eHG(z)

>
|fj(ζj)|
eHG(ζj)

> e
ε0
8
j|ζj |

α∗−(1−qj)RG |ζj |.

J5­�½�£�¶,´�¶
qj = 1− ε0

16RG
j|ζj |−

1
α+1

Á1Gg­�¯ À «

Bj > e
( ε0
16 )

α+1 1
Rα
G

jα+1

(1−qj )
α
. (21)

bx«�¶,´�¢�²1¶ ¸ ³	¢�­ ¥ ¡�²'ª1 �±7« ��´�¯�­ ¥�§ µ�­�°7« tj > jα+2 ¨ °	² ¥ ¡�´�º j ∈ N
ÁxNH­$��¢�­�¶3  |ζj | > 1

2j
α+2 ² ¸¡�ª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­ ¸ qj → 1 ¨ °	² j → ∞ Á�Pc¢�­�¯ À «j²	½ 	 �DO9�_² 	 ��
�� ¨ ­�ª1 �³7«�´�¶ ¸ ³	¢�­ Bj

Aj
→ ∞ ¨ °	²

j → ∞ ¸ ³	¢�­ ¨ °1­�¢�² ¥ ­�°1´�³	²	¢ 	 
��9��Á B
I_½ ¨ °1´ À ª7­��!´�±	²	¬ � ¸ ¢�´�­�°1´�¶ § �j²�ª7´�¶,¶ § +�¡�ª7´ À  �´�¢�¢�«�©�­�· ©	°	²	¢�´�°	²	· ¡�¾O°	Ä�´�©	¢�² ¥ ±1­�¡�¢�²­ ¨ ´�°7«�¢�­�°1­ ¥ ¡ ¥ ´�°	¢�©	² À ª1¬ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ V H(G)

��©�¡ ¨ ­�±1´�±	¼	²7«�ª1£�±1­�¹ ¡�¢�´ ¨ ´�±	±1­�¯�­ °1­�¡�¢�«E¶C«�©�¡�²'¹¶C«�ª1£�±1­�¯�­ ¢�² ¨ «'Á
t�z,67yrz$#Oo �xi %  1�����

V = (n(d(λ))−α)∞n=1

*
µ ' ��$����	�d�����������	�	� �  	$	���	� - $�����


C
�!$ -��

���d�����d���f
�
�.0/� 	�	� - �¦� - �3/����d��$ - �A�3$ - � ������
'�
K
�
µ̂ ∈ V H∞

K

4u2 �d���1 ����!�d�!��
��  1��� - 
����
�
�	
��	
����d��$d��$	. �

1)
- /d��"���� - "

µ∗ : V H(G +K) → V H(G)
���0"��x���d���	
'��$ ����� ���#� - �É
�.0/� 	�	� - � -�� "���$	� �

����$	$ - � - �����������
G
 

2) hµ̂ = HK
�
µ̂
 �� - 
��d����
 - "������] 1��� - 
����

(Sα∗)
4

�di �di �Eyrq35'z#yrqrqP791ly32�z,435'qr{7p368795'qP68<rz#yro�5�67y367{G7�{7z#y35�4rq¦{ <ry368795'yro	p3795'{7o�A p367y��
#Oo =E:7p368ID6 5'q3<rodi N_°1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ « V H(G)

��©�¡ ¨ ­�±1´�±	¼	²7«�ª1£�±1­�¹ ¡�¢�´ ¨ ´�±	±1­�¯�­l°1­�¡�¢�«L±1­�°1¶C«�ª1£�±1­�¯�­¢�² ¨ «!½�« À «�¾O¢�¡�¬ ¥ ´�¡�­ ¥�§ ¶3² ¨ ­�¡�ª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­�¡�¢�¬	¶3² V = (vn)
∞
n=1

¡
vn(λ) :=

(
1− 1

n

)
(d(λ))−α ¸

n > 2
Á1b À ´�¡�£®²E±	²��!´ ¨ ­�¹ ¨ °1´��®±1´�¶3  0 < α < 1

²
α∗ :=

α
α+1

Á'J À «�±	±1­�¶Ã¡�ª1 �³7«�´ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­¶3 �ª1£�¢�² ¨ ª1²	©'«�¢�­�°1­ ¥ ²	½ V HG ¥ V HG+K
²1¶,´�´�¢ ¥ ² À

V H∞
K :=

{
f ∈ H(C) : sup

ζ∈C

|f(ζ)|
eHK(ζ)+ε|ζ|α∗

<∞ (∀ ε > 0)

}
.

P  �¡�ª7­ ¥ ²1´�°1´�¯� �ª1¬'°	±1­�¡�¢�²¦°1­�¡�¢�« ¡�²1¶ ¥ ­�ª�« ¸ ­�µ�´�¡ ¨ ´�³	² ¥ «�¾O¿�´�´Ã¡�¾O°	Ä�´�©	¢�² ¥ ±1­�¡�¢�£[­ ¨ ´�°7«�¢�­�°1­ ¥¡ ¥ ´�°	¢�©	² ¥®¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ «�º À «�±	±1­�¯�­ ¢�² ¨ « ¸ »]­�°1¶3 �ª1²	°	 �´�¢�¡�¬ ¡�ª7´ À  �¾O¿!²1¶Ã­�µ�°7«�½�­�¶0Á
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\�  À ´�¶ ¯�­ ¥ ­�°	²	¢�£ ¸ ³	¢�­ ¼1´�ª�«�¬ ϕ(ζ)

��©�¡ ¨ ­�±1´�±	¼	²7«�ª1£�±1­�¯�­ ¢�² ¨ «   À ­ ¥ ª7´�¢ ¥ ­�°#¬	´�¢  �¡�ª7­ ¥ ²	¾
(Sα∗

0 ) ¸ ´�¡�ª1² À ª1¬�ª1¾_µ�­�¯�­ ε > 0
¡� �¿�´�¡�¢ ¥  �¾O¢ N > 0

²
δ > 0

¢�«�©	²1´ ¸ ³	¢�­ À ª1¬�©'« � À ­�·É¢�­�³	©	²
ζ ∈ C L |ζ| > N

±7«�· À ´�¢�¡�¬j¢�­�³	©'« ζ ′ ∈ C
¡ |ζ ′ − ζ| < δ|ζ|α∗ ¸ À ª1¬E©�­�¢�­�°1­�·

ln |ϕ(ζ ′)| > hϕ(ζ)− ε|ζ|α∗ .

N_°	² ¥ ´ À ´�¶f»]­�°1¶3 �ª1²	°1­ ¥ ©	² «�±7«�ª7­�¯�­ ¥ ­�¡�±1­ ¥ ± § ºÂ°1´�½� �ª1£�¢�«�¢�­ ¥É¨ °1´ À § À  �¿�´�¯�­ ¨  �±	©	¢�« À ª1¬
¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ��©�¡ ¨ ­�±1´�±	¼	²7«�ª1£�±1­�¹ ¡�¢�´ ¨ ´�±	±1­�¯�­E°1­�¡�¢�«®±1­�°1¶C«�ª1£�±1­�¯�­ ¢�² ¨ «'Á� yrz�w>=E6
�Éz#prqrz �di�%  1�����

V =
(
(1− 1

n)(d(λ))
−α
)∞
n=2

�
µ ' ��$����	�d�����������	�	� �  	$	���	� �

- $���� * ����� � - � - " -���-
µ̂ ∈ V H∞

K

�
hµ̂ = HK

4 � ���	�
µ̂
 �� - 
��d����
 - "������  1��� - 
����

(Sα∗
0 )
* � -

- /d��"���� - "Â��
'��"g���	�
µ∗ : V H(G+K) → V H(G)

�'
���������� � ���0"��x���d���	
�$	.u� 4
t�z,67yrz$#Oo ��i %  1�����

V =
(
(1 − 1

n)(d(λ))
−α
)∞
n=2

*
µ ' ��$����	�d�����������	�	� �  	$	���	� - $����É
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L
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�
µ̂ ∈ V H∞

K
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1)
- /d��"���� - "

µ∗ : V H(G + K) → V H(G)
���0"��x���d���	
'��$ ����� ���#� - �É
�.0/� 	�	� - � -�� "���$	� �

����$	$ - � - �����������
G
 

2) hµ̂ = HK
�
µ̂
 �� - 
��d����
 - "������L 1��� - 
����

(Sα∗
0 )
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°7«�µ�­�¢�´O­�µ�¡�  � À «�´�¢�¡�¬ ¨ °1­�µ�ª7´�¶C«!­ ¨ ²1¡�«�±	²	¬ ¥ ¡�´�ºn¶C«�©�¡�²1¶C«�ª1£�± § º ©�­�¶,¶3 �¢�«�¢�² ¥ ± § º ²	± ¥ ­�ª1¾O¢�² ¥ ¹± § ºj«�ª1¯�´�µ�°�µ�´�¡�©�­�±1´�³	±1­�¶,´�°	± § º�¶C«�¢�°	²	¼�ÁJ5¡�¾ À   ¥ À «�±	±1­�·n°7«�µ�­�¢�´ n ¤f¨ °1­�²	½ ¥ ­�ª1£�±1­�´_µ�´�¡�©�­�±1´�³	±1­�´O©'«�° À ²	±7«�ª1£�±1­�´_³	²1¡�ª7­ ¸ Ξ ¤ ¶3±1­�¹
�!´�¡�¢ ¥ ­®²	± À ´�©�¡�­ ¥ ¶,­�¿!±1­�¡�¢�² n Á�e�«�ª7´�´ ¸'¨  �¡�¢�£ {ei,j} ¤

¡�´�¶,´�·1¡�¢ ¥ ­ ¶C«�¢�°	²	³	± § ºj´ À ²	±	²	¼E¢�«�©�­�´ ¸³	¢�­
ei,j ¤ n× n

¹ ¶,´�°	±7«�¬j¶C«�¢�°	²	¼7« ¸ ei,j = (aαβ)α,β∈Ξ ¸ (i, j)
¹�«�¬ ©�­�¶ ¨ ­�±1´�±	¢�« ©�­�¢�­�°1­�· °7« ¥ ±7« 1 ¸«�­�¡�¢�«�ª1£�± § ´L©�­�¶ ¨ ­�±1´�±	¢ § °7« ¥ ± § ±	 �ª1¾�ÁN_ �¡�¢�£ {mξ} ¤

¡�´�¶,´�·1¡�¢ ¥ ­ n × n
¹ ¶,´�°	± § º�¶C«�¢�°	²	¼ ² mξ = (mαβ

ξ )α,β∈Ξ
À ª1¬�©'« � À ­�¯�­E²	±'¹

À ´�©�¡�« ξ Á7Gg­�¯ À «l³1´�°1´�½ ∑ξmξ
­�µ�­�½�±7«�³	²1¶ ¶C«�¢�°	²	¼	  ¸ ©�­�¶ ¨ ­�±1´�±	¢ § ©�­�¢�­�°1­�· ¬ ¥ ª1¬'¾O¢�¡�¬�¡� '¶,¶,­�·¡�­�­�¢ ¥ ´�¢�¡�¢ ¥  �¾O¿!²'ºE©�­�¶ ¨ ­�±1´�±	¢ ¶C«�¢�°	²	¼j²	½L¡�´�¶,´�·1¡�¢ ¥ « {mξ} ¸

¢�Á1´�Á

∑

ξ

mξ =

(∑

ξ

mαβ
ξ

)

α,β∈Ξ

.

b À ´�¡�£ ¨ ­ À °7«�½� '¶,´ ¥ «�´�¢�¡�¬ ¸�¥ ¡� '¶,¶,´ ∑ξm
αβ
ξ

³	²1¡�ª7­®±1´�±	 �ª7´ ¥�§ ºE³'ª7´�±1­ ¥ ±1´]µ�­�ª7´�´ ¸ ³1´�¶ ¡�³1´�¢�±1­	Á<Oµ�­�½�±7«�³	²1¶¦³1´�°1´�½
Mn(C)

¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ ­ n × n
¹ ¶,´�°	± § º�¶C«�¢�°	²	¼ (λi,j)i,j∈Ξ

¢�«�©�­�´ ¸ ³	¢�­ À ª1¬©'« � À ­�· ¨ «�° § ²	± À ´�©�¡�­ ¥ i ¸ j ²	½ Ξ ¸ λi,j ∈ C ¸ ²Ã¡� �¿�´�¡�¢ ¥  �´�¢�¢�«�©�­�´ ±1´�­�¢�°	²	¼7«�¢�´�ª1£�±1­�´j³	²1¡�ª7­
K ∈ R ¸ ³	¢�­ À ª1¬ ¥ ¡�´�º n ∈ N

² {eik ,il}nk,l=1 ⊆ {ei,j}
²1¶,´�´�¢n¶,´�¡�¢�­

∥∥∥∥
n∑

k,l=1

λik ,ileik,il

∥∥∥∥ 6 K,

¯ À ´ ‖∑n
k,l=1 λ

ik,ileik ,il‖
¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬É±1­�°1¶,­�·Â¶C«�¢�°	²	¼ § ∑n

k,l=1 λ
ik ,ileik ,il ¥

©�­�±1´�³	±1­�¶,´�°	±1­�· } ∗ ¹
«�ª1¯�´�µ�°1´ ¸�¨ ­�°1­�� À ´�±	±1­�·E¡�²1¡�¢�´�¶,­�·l¶C«�¢�°	²	¼ {eik ,il}nk,l=1

Á�V]´�¯�©�­ ¥ ² À ´�¢�£ ¸ ³	¢�­]­�¢�±1­�¡�²	¢�´�ª1£�±1­�¡�ª7­�¹�!´�±	²	¬Z¶C«�¢�°	²	¼Z²� '¶3±1­��!´�±	²	¬�¶C«�¢�°	²	¼ § ±7« ³	²1¡�ª7­ ¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ ­ Mn(C)
¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬ ¥ ´�©	¢�­�°	± § ¶

¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­�¶ ±7« À ¨ ­�ª7´�¶ ©�­�¶ ¨ ª7´�©�¡�± § º ³	²1¡�´�ª C
Á

J ¥ ´�©	¢�­�°	±1­�¶ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ´

Mn =
{
(λi,j)i,j∈Ξ : λi,j ∈ C (∀ i, j ∈ Ξ)

}

¥ ¡�´�º n× n
¹ ¶,´�°	± § º ¶C«�¢�°	²	¼E±7« À ¨ ­�ª7´�¶Â©�­�¶ ¨ ª7´�©�¡�± § ºE³	²1¡�´�ª C ¥�¥ ´ À ´�¶ «�¡�¡�­�¼	²7«�¢�² ¥ ±1­�´] '¶3±1­�¹�!´�±	²1´l¡�ª7´ À  �¾O¿!²1¶ ­�µ�°7«�½�­�¶KJ À ª1¬ ¨ °1­�²	½ ¥ ­�ª1£�± § º%��ª7´�¶,´�±	¢�­ ¥ x = (λi,j)i,j∈Ξ ¸ y = (µi,j)i,j∈Ξ²	½

Mn
­ ¨ °1´ À ´�ª1²1¶ ¨ °1­�²	½ ¥ ´ À ´�±	²1´ x ² y ©'«�©

xy =

(∑

ξ∈Ξ

λi,ξµξ,j
)

i,j∈Ξ

.




�' �5"d
��	�� �� - 
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<Q³1´ ¥ ² À ±1­ ¸ ³	¢�­�­�¢�±1­�¡�²	¢�´�ª1£�±1­*��¢�­�·E­ ¨ ´�°7«�¼	²	² ¥ ´�©	¢�­�°	±1­�´ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­ Mn

±1´O¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬j«�ª	¹¯�´�µ�°1­�·�Á�JZ¢�­ �!´ ¥ °1´�¶3¬ ¸ ´�¯�­ ¨ ­ À ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­ Mn(C)
¡�¢�«�±1­ ¥ ²	¢�¡�¬l«�¡�¡�­�¼	²7«�¢�² ¥ ±1­�· «�ª1¯�´�µ�°1­�·®²

Mn(C) ∼= B(l2(Ξ)) ¸
¯ À ´ l2(Ξ) ¤

©�­�¶ ¨ ª7´�©�¡�±1­�´H¯�²'ª1£�µ�´�°	¢�­ ¥ ­ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­®© ¥ « À °7«�¢�²	³	±1­®¡� '¶r¹¶3²	°	 �´�¶ § º�¡�´�¶,´�·1¡�¢ ¥ {xi}i∈Ξ ¸ B(l2(Ξ)) ¤
«�ª1¯�´�µ�°7« ¥ ¡�´�º�­�¯�°7«�±	²	³1´�±	± § ºLª1²	±1´�·	± § º®­ ¨ ´�°7«�¢�­�°1­ ¥

¥ ¯�²'ª1£�µ�´�°	¢�­ ¥ ­�¶ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ´ l2(Ξ)
Á�NH­$��¢�­�¶3 

Mn(C)
¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬®«�ª1¯�´�µ�°1­�·®»]­�±!KH´�·1¶C«�±7« ¥ ¡�´�º

	 µ�´�¡�©�­�±1´�³	±1­�¶,´�°	± § º8� n× n
¹ ¶,´�°	± § ºE¶C«�¢�°	²	¼ ±7« À C

� � � Á
K]« ¨ ­�¶3±	²1¶ ¸ ³	¢�­L¯�²'ª1£�µ�´�°	¢�­ ¥ ­ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­ H ¤ ��¢�­Lµ�´�¡�©�­�±1´�³	±1­�¶,´�°	±1­�´]´ ¥ ©'ª1² À ­ ¥ ­ ¨ °1­�¹¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­ ¸ ¬ ¥ ª1¬'¾O¿�´�´�¡�¬ ¨ ­�ª1± § ¶S¶,´�¢�°	²	³1´�¡�©	²1¶ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­�¶[­�¢�±1­�¡�²	¢�´�ª1£�±1­E¶,´�¢�°	²	©	² ¨ ­�¹°1­�� À ´�±	±1­�· ¡�©'«�ª1¬'°	± § ¶ ¨ °1­�²	½ ¥ ´ À ´�±	²1´�¶ À «�±	±1­�¯�­ ´ ¥ ©'ª1² À ­ ¥ « ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ «�� � ¸�� 
�Á +�� ÁN_ �¡�¢�£

A (Mn) ¤
¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ ­ ¥ ¡�´�º ¥ ´�©	¢�­�°	± § º ¨ ­ À ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥�¥ ´�©	¢�­�°	±1­�¯�­ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±'¹¡�¢ ¥ « Mn ¸

¬ ¥ ª1¬'¾O¿!²'º#¡�¬f©�­�¶,¶3 �¢�«�¢�² ¥ ± § ¶3²R²	± ¥ ­�ª1¾O¢�² ¥ ± § ¶3²R«�ª1¯�´�µ�°7«�¶3²A²
6 ¤ ¨ ­�°#¬ À ­�©

¥ A (Mn) ¸
­ ¨ °1´ À ´�ª7´�±	± § · ¡�ª7´ À  �¾O¿!²1¶R­�µ�°7«�½�­�¶KJ À ª1¬ ¨ °1­�²	½ ¥ ­�ª1£�± § ºS©�­�¶,¶3 �¢�«�¢�² ¥ ± § º ²	±'¹

¥ ­�ª1¾O¢�² ¥ ± § º «�ª1¯�´�µ�° X ¸ Y ²	½
A (Mn) ¨

²���´�¶
X 6 Y ¸ ´�¡�ª1² X ¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬ ¨ ­ À ¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ ­�¶ Y ¸¢�Á�´�Á

X ⊆ Y
Á ��¢�­�¢ ¨ ­�°#¬ À ­�© ¥ A (Mn)

  À ­ ¥ ª7´�¢ ¥ ­�°#¬	´�¢H �¡�ª7­ ¥ ²	¬	¶�ª7´�¶,¶ § `H­�°	±7«'Á�NH­$��¢�­�¶3  ¸ À ª1¬©'« � À ­�¯�­N��ª7´�¶,´�±	¢�«
A ∈ A (Mn)

¡� �¿�´�¡�¢ ¥  �´�¢ ¶C«�©�¡�²1¶C«�ª1£�± § · ­�¢�±1­�¡�²	¢�´�ª1£�±1­N��¢�­�¯�­ ¨ ­�°#¬ À ©'«��ª7´�¶,´�±	¢
A ∈ A (Mn)

¢�«�©�­�· ¸ ³	¢�­ A 6 A
Á

�������
	 �
� ��
����	��W «�©�¡�²1¶C«�ª1£�± § ·Ç­�¢�±1­�¡�²	¢�´�ª1£�±1­ ¨ ­�°#¬ À ©'« 6
��ª7´�¶,´�±	¢

A
¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ «

A (Mn)
µ�  À ´�¶�±7«�½ §0¥ «�¢�£ ( � - ~�� ( ���+* � }
� - } ( ( ���������7� � }
�n� � ��}��1�0���7� � }
�n���7����	���}
� �L�����+*��	�� ����}���} ( ,���}�~��Q��� � ~��®���

l2(Ξ)
Á

N_ �¡�¢�£ {ei}i∈Ξ ¤ ¶C«�©�¡�²1¶C«�ª1£�±1­�´ ­�°	¢�­�¯�­�±7«�ª1£�±1­�´�¡�´�¶,´�·1¡�¢ ¥ ­�¶3²	±	²1¶C«�ª1£�± § º ¨ °1­�´�©	¢�­�°1­ ¥«�ª1¯�´�µ�° § B(l2(Ξ))
² {ei,j}i,j∈Ξ ¤

¡�²1¡�¢�´�¶C«�¶C«�¢�°	²	³	± § ºÃ´ À ²	±	²	¼ ¨ ­�¡�¢�°1­�´�±	±7«�¬ ¨ ­�¡�´�¶,´�·1¡�¢ ¥  
{ei}i∈Ξ

Á#e�«�ª7´�´ ¸	¨  �¡�¢�£ a ¤R¨ °1­�²	½ ¥ ­�ª1£�± § ·���ª7´�¶,´�±	¢n²	½
Mn

Á	W § µ�  À ´�¶ ¨ ²1¡�«�¢�£

a =
∑

i,j∈Ξ

λi,jei,j,

´�¡�ª1²
ei,iaej,j = λi,jei,j

À ª1¬E©'« � À ­�· ¨ «�° § i ¸ j °7«�½�ª1²	³	± § ºj²	± À ´�©�¡�­ ¥ ²	½ Ξ Á
t�z,67yrz$#Oo . i � $ - � ������
 - 
'���31 -�� "���$	������$	$	.21

�
�d������$d� - 
Â�����1���1��������$ - � � - �,�g d�������	
 �

$ - ���	$	
 - ���L���	
�$ - � ��� � � ��"�.R
 � �	��������"g� - 
 - � /#" - ����"���$d����
'�
l2(Ξ)

�'
���������� �Ã��� � � ��" - � �]- $
� ���1����$�� 4

C
N_ �¡�¢�£

A ¤ ¶C«�©�¡�²1¶C«�ª1£�±7«�¬�©�­�¶,¶3 �¢�«�¢�² ¥ ±7«�¬�²	± ¥ ­�ª1¾O¢�² ¥ ±7«�¬É«�ª1¯�´�µ�°7« ¥ ¯�²'ª1£�µ�´�°	¢�­ ¥ ­�¶
¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ´ l2(Ξ)

²
Ab ¤S¨

­ À «�ª1¯�´�µ�°7« ¥ ¡�´�º]­�¯�°7«�±	²	³1´�±	± § º���ª7´�¶,´�±	¢�­ ¥ «�ª1¯�´�µ�° § A
Á�Gg­�¯ À «Q¡� #¹

¿�´�¡�¢ ¥  �´�¢®¶C«�©�¡�²1¶C«�ª1£�±7«�¬E©�­�¶,¶3 �¢�«�¢�² ¥ ±7«�¬E²	± ¥ ­�ª1¾O¢�² ¥ ±7«�¬ ¨ ­ À «�ª1¯�´�µ�°7« Ao
«�ª1¯�´�µ�° § B(l2(Ξ)) ¸¡�­ À ´�°,��«�¿®«�¬Z«�ª1¯�´�µ�°	 

Ab
Á7\5´�°1´�¶ ¨ °1­�²	½ ¥ ­�ª1£�±	 �¾c¡�´�¢�£

(aα)
��ª7´�¶,´�±	¢�­ ¥ A ¸  �ª1£�¢�°7«�¡�ª�«�µ�­ ¡ º#­�¹

À ¬'¿! �¾_¡�¬ ©-��ª7´�¶,´�±	¢� 
a
²	½

B(l2(Ξ))
Á1Gg­�¯ À «���ª7´�¶,´�±	¢

a
ª7´��®²	¢ ¥ Ao

Á
N_°1´ À ¨ ­�ª7­��®²1¶ ¸ ³	¢�­ Ao

¡�­ À ´�°,�®²	¢®¶C«�©�¡�²1¶C«�ª1£�±1­�´H­�°	¢�­�¯�­�±7«�ª1£�±1­�´_¡�´�¶,´�·1¡�¢ ¥ ­ {ei,i}i∈Ξ ¶3²'¹±	²1¶C«�ª1£�± § º ¨ °1­�´�©	¢�­�°1­ ¥ «�ª1¯�´�µ�° § B(l2(Ξ))
Á�Gg­�¯ À «�¡ ¨ ´�©	¢�°7«�ª1£�±1­�´ °7«�½�ª7­��!´�±	²1´ ��ª7´�¶,´�±	¢�«

a²1¶,´�´�¢n¡�ª7´ À  �¾O¿!²	· ¥ ² À J
a =

∑

i∈Ξ

λi,iei,i,

¢�Á1´�Á
a
¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬E �ª1£�¢�°7«�¡�ª�«�µ § ¶ ¨ °1´ À ´�ª7­�¶ ¡�´�¢�² {λi,iei,i}i∈Ξ

Á	N_ �¡�¢�£ À ª1¬E©'« � À ­�¯�­ α
aα =

∑

i∈Ξ

λi,iα ei,i.

Gr«�© ©'«�©�¡�´�¢�£
(aα)

 �ª1£�¢�°7«�¡�ª�«�µ�­E¡ º#­ À ²	¢�¡�¬�©N��ª7´�¶,´�±	¢� 
a ¥ B(l2(Ξ)) ¸

¢�­ À ª1¬ ©'« � À ­�¯�­ i ¡�´�¢�£
{λi,iα }i∈Ξ

¡ º#­ À ²	¢�¡�¬ © λi,i Á�\5´�°1´�¶ ¨ °1­�²	½ ¥ ­�ª1£�± § · ��ª7´�¶,´�±	¢
b
²	½

A
Á�IH¶,´�´�¶

aαb = baα
À ª1¬



� ���1���1��������$	._�_� - �,�g d�������	
�$	._�_�	$	
 - ���L���	
�$	._�]��� � � ��"�. 
�)
©'« � À ­�¯�­ α Á�e!­�©'« �!´�¶ ¸ ³	¢�­ ab = ba

Á	N_ �¡�¢�£

b =
∑

i,j∈Ξ

λi,jei,j ,

¯ À ´ {ei,j}i,j∈Ξ ¤
¡�²1¡�¢�´�¶C«®¶C«�¢�°	²	³	± § º ´ À ²	±	²	¼ ¨ ­�¡�¢�°1­�´�±	±7«�¬ ¨ ­ ¡�´�¶,´�·1¡�¢ ¥   {ei}i∈Ξ

Á	IH¶,´�´�¶

aαb =

(∑

i∈Ξ

λi,iα ei,i

)( ∑

i,j∈Ξ

λi,jei,j

)
=
∑

i,j∈Ξ

λi,iα λ
i,jei,j

²
baα =

∑

i,j∈Ξ

λi,jλj,jα ei,j.

=Cª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­ ¸ À ª1¬ ©'« � À ­�· ¨ «�° § i ¸ j ²	± À ´�©�¡�­ ¥ ²	½ Ξ ²1¶,´�´�¶

λi,iα λ
i,j = λi,jλj,jα .

Gr«�©E©'«�©j©�­�¶ ¨ ª7´�©�¡�±1­�´L³	²1¡�ª7­ λi,i
¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬ ¨ °1´ À ´�ª7­�¶ ¡�´�¢�² (λi,iα )α ¸

¢�­�­�¢�¡�¾ À « ¨ ­�ª1 �³7«�´�¶ ¸ ³	¢�­
À ª1¬ ©'« � À ­�· ¨ «�° § i ¸ j ²	± À ´�©�¡�­ ¥ ²	½ Ξ ²1¶,´�´�¶

λi,iλi,j = λi,jλj,j.

=Cª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­ ¸

ab =

(∑

i∈Ξ

λi,iei,i

)( ∑

i,j∈Ξ

λi,jei,j

)
=
∑

i,j∈Ξ

λi,iλi,jei,j =
∑

i,j∈Ξ

λi,jλj,jei,j = ba.

NH­$��¢�­�¶3  ��ª7´�¶,´�±	¢
a
ª7´��®²	¢ ¥ A ¸ « ½�±7«�³	²	¢ a ª7´��®²	¢ ² ¥ Ab

Ár=Cª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­ ¸ Ab
¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬ �ª1£�¢�°7«�¡�ª�«�µ�­ ½�«�¶3©	±	 �¢�­�· ¸ ¢�Á1´�Á'¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬�«�ª1¯�´�µ�°1­�· »]­�±jKH´�·1¶C«�±7«'ÁGg´ ¨ ´�°	£H°7«�¡�¡�¶,­�¢�°	²1¶�­�µ�¿!²	·�¡�ª1 �³7«�·�Á�= ¨ ´�©	¢�°7«�ª1£�±1­�´5°7«�½�ª7­��!´�±	²1´K��ª7´�¶,´�±	¢�«

a
²1¶,´�´�¢H¡�ª7´ À  #¹

¾O¿!²	· ¥ ² À J�¡� �¿�´�¡�¢ ¥  �´�¢l´ À ²	±1¡�¢ ¥ ´�±	±1­�´�­�¯�°7«�±	²	³1´�±	±1­�´!°7«�½�ª7­��!´�±	²1´®´ À ²	±	²	¼ § λ 7→ eaλ (λ ∈ R)
¥ ­®¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ ´ ¥ ¡�´�º ¨ °1­�´�©	¢�­�°1­ ¥ «�ª1¯�´�µ�° § Ao

¢�«�©�­�´ ¸ ³	¢�­

a =

‖a‖∫

−‖a‖

λ deaλ.

N_°	² ��¢�­�¶ À ª1¬ ��ª7´�¶,´�±	¢�«
x ∈ B(l2(Ξ))

µ�  À ´�¢ a ↔ x ¥ ¢�­�¶¦²Â¢�­�ª1£�©�­ ¥ ¢�­�¶f¡�ª1 �³7«�´ ¸ ´�¡�ª1²
x↔ eaλ

À ª1¬ ¥ ¡�´�º λ ∈ R
Á	N_ �¡�¢�£ À ª1¬E©'« � À ­�¯�­ α

aα =

‖aα‖∫

−‖aα‖

λ deαλ .

\5´�°1´�¶M­�°	¢�­�¯�­�±7«�ª1£�±1­�´Z¡�´�¶,´�·1¡�¢ ¥ ­ {eβ,β} ¨
°1­�´�©	¢�­�°1­ ¥ ²	½ Ao

¢�«�©�­�´ ¸ ³	¢�­ ¥ ¡�¬'©	²	· ¨ °1­�´�©	¢�­�°²	½]¡�´�¶,´�·1¡�¢ ¥ « {eaλ} ∪ (∪α{eαλ}) ¨
°1´ À ¡�¢�« ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬ ©'«�©j¢�­�³	±7«�¬ ¥ ´�°�º'±	¬'¬E¯�°7«�±	£ ±1´�©�­�¢�­�°1­�¯�­ ¨ ­ À ¹¡�´�¶,´�·1¡�¢ ¥ « ¡�´�¶,´�·1¡�¢ ¥ « {eβ,β}

Á�e�«�ª7´�´H°7«�¡�¡�  � À «�´�¶ ¢�«�©��!´]©'«�©j²j°7«�±1´�´�Á
BN_ �¡�¢�£ {ei}i∈Ξ ¤ ¶C«�©�¡�²1¶C«�ª1£�±1­�´�­�°	¢�­�¯�­�±7«�ª1£�±1­�´ ¡�´�¶,´�·1¡�¢ ¥ ­Â¶3²	±	²1¶C«�ª1£�± § º ¨ °1­�´�©	¢�­�°1­ ¥«�ª1¯�´�µ�° § B(l2(Ξ))

Á8�H´�°1´�½ ∑⊕
i∈Ξ eiC

­�µ�­�½�±7«�³	²1¶ ¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ ­ ¥ ¡�´�º-��ª7´�¶,´�±	¢�­ ¥ a ²	½ Mn
¢�«�©	²'º ¸³	¢�­

eiaej = 0 À ª1¬ ©'« � À ­�· ¨ «�° § i ¸ j °7«�½�ª1²	³	± § º ²	± À ´�©�¡�­ ¥ ²	½ Ξ Á�Gg­�¯ À «!¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ ­ ∑⊕
i∈Ξ eiC



�DO �5"d
��	�� �� - 
 ��4�� 4
¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬ ²	± ¥ ­�ª1¾O¢�² ¥ ±1­�·[«�ª1¯�´�µ�°1­�· ­�¢�±1­�¡�²	¢�´�ª1£�±1­ ¥�¥ ´ À ´�±	±1­�· ¥�§ ��´�­ ¨ ´�°7«�¼	²	²S '¶3±1­��!´�±	²	¬²j²1¶,´�´�¢n¶,´�¡�¢�­ ¡�ª7´ À  �¾O¿®«�¬ ¢�´�­�°1´�¶C«'Á

t�z,67yrz$#Oo �di �Q� � � ��"�� ∑⊕
i∈Ξ eiC

�'
���������� �!�����1���1��������$ - �®� - �,�g d�������	
�$ - �®�	$	
 - ���L���	
�$ - �
��� � � ��" - � 
 � �	��������"g� - 
 - � /#" - ����"���$d����
'�

l2(Ξ)
4

C
N_ �¡�¢�£

b ¤ ¨ °1­�²	½ ¥ ­�ª1£�± § ·*��ª7´�¶,´�±	¢H²	½
Mn

¢�«�©�­�· ¸ ³	¢�­ ab = ba À ª1¬�©'« � À ­�¯�­ ��ª7´�¶,´�±	¢�« a²	½ ∑⊕
i∈Ξ eiC

Á	Gg­�¯ À «

eib = bei (∀ i ∈ Ξ).
<Q¢�¡�¾ À « eibej = beiej = 0 À ª1¬ ©'« � À ­�· ¨ «�° § i ¸ j °7«�½�ª1²	³	± § º ²	± À ´�©�¡�­ ¥ ²	½ Ξ

Á�NH­$��¢�­�¶3 
��ª7´�¶,´�±	¢

b
ª7´��®²	¢ ¥ ∑⊕

i∈Ξ eiC
Á�J ¥ ² À   ¨ °1­�²	½ ¥ ­�ª1£�±1­�¡�¢�² ��ª7´�¶,´�±	¢�«

b
«�ª1¯�´�µ�°7« ∑⊕

i∈Ξ eiC
¬ ¥ ª1¬	´�¢�¹¡�¬ ¶C«�©�¡�²1¶C«�ª1£�±1­�·É©�­�¶,¶3 �¢�«�¢�² ¥ ±1­�·Z²	± ¥ ­�ª1¾O¢�² ¥ ±1­�·Z«�ª1¯�´�µ�°1­�· ¥ ¯�²'ª1£�µ�´�°	¢�­ ¥ ­�¶ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ´

l2(Ξ)
Á
B

N_ �¡�¢�£
Ao ¤ ¶C«�©�¡�²1¶C«�ª1£�±7«�¬ ©�­�¶,¶3 �¢�«�¢�² ¥ ±7«�¬ ²	± ¥ ­�ª1¾O¢�² ¥ ±7«�¬ ¨ ­ À «�ª1¯�´�µ�°7« «�ª1¯�´�µ�° §

B(l2(Ξ)) ¸ PAo ¤
¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ ­ ¥ ¡�´�º ¨ °1­�´�©	¢�­�°1­ ¥ ²	½ «�ª1¯�´�µ�° § Ao

Á �H´�°1´�½
PAo(C)

­�µ�­�½�±7«�³	²1¶
¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ ­ ¥ ¡�´�º���ª7´�¶,´�±	¢�­ ¥ a ²	½ Mn

¢�«�©	²'º ¸ ³	¢�­ eaf = 0 À ª1¬®©'« � À ­�· ¨ «�° § e ¸ f ­�°	¢�­�¯�­�±7«�ª1£�¹± § º ¨ °1­�´�©	¢�­�°1­ ¥ ²	½ PAo

ÁdGg­�¯ À «E¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ ­ PAo(C)
¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬ ¥ ´�©	¢�­�°	± § ¶ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ­�¶²j²1¶,´�´�¢n¶,´�¡�¢�­ ¡�ª7´ À  �¾O¿®«�¬ ¢�´�­�°1´�¶C«'Á

t�z,67yrz$#Oo �xi
PAo(C)

�'
���������� � �����1���1��������$ - �l� - �,�g d�������	
�$ - �n�	$	
 - ���L���	
�$ - �E��� � � ��" - �

 � �	��������"g� - 
 - � /#" - ����"���$d����
'�

l2(Ξ)
4

C
= ¨ ´�° ¥ « À ­�©'« �!´�¶ ¸ ³	¢�­ PAo(C)

¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬ «�ª1¯�´�µ�°1­�·�Á�N_ �¡�¢�£ a ¸ b ¤ ¨ °1­�²	½ ¥ ­�ª1£�± § ´���ª7´�¹
¶,´�±	¢ § ²	½ PAo(C)

²
e ¸ f ¤A¨ °1­�²	½ ¥ ­�ª1£�±7«�¬ ¨ «�°7«L­�°	¢�­�¯�­�±7«�ª1£�± § º ¨ °1­�´�©	¢�­�°1­ ¥ ²	½ PAo

Á�Gg­�¯ À «
¨ ­ ­ ¨ °1´ À ´�ª7´�±	²	¾

eaf = fae = 0, ebf = fba = 0.
P ¢�«�©��!´

1− e− f ∈ PAo

² ¨ ­ ­ ¨ °1´ À ´�ª7´�±	²	¾ ea(1− e− f) = 0.
<Q¢�¡�¾ À «

eabf = ea(e+ f + (1− e− f))bf = eaebf + eafbf + ea(1− e− f)bf = ea0 + 0bf + 0bf = 0.

=Cª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­ ¸,¨ °1­�²	½ ¥ ´ À ´�±	²1´ ab ª7´��®²	¢ ¥ PAo(C)
ÁrW�­��®±1­ ¨ °1­ ¥ ´�°	²	¢�£�±1´ ¨ ­�¡�°1´ À ¡�¢ ¥ ´�±	±1­ ¸³	¢�­ ­�¡�¢�«�ª1£�± § ´!«�©�¡�²1­�¶ § ²	± ¥ ­�ª1¾O¢�² ¥ ±1­�· «�ª1¯�´�µ�° § ¢�«�©��!´L²1¶,´�¾O¢ ¶,´�¡�¢�­ À ª1¬ PAo(C)

Á
Gg´ ¨ ´�°	£ À ­�©'« �!´�¶ ¸ ³	¢�­É²	± ¥ ­�ª1¾O¢�² ¥ ±7«�¬S«�ª1¯�´�µ�°7« PAo(C)

¶C«�©�¡�²1¶C«�ª1£�±7« ¥ ¯�²'ª1£�µ�´�°	¢�­ ¥ ­�¶
¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ´ l2(Ξ)

Á�N_ �¡�¢�£
b ¤ ¨ °1­�²	½ ¥ ­�ª1£�± § · ��ª7´�¶,´�±	¢Â²	½

Mn
¢�«�©�­�· ¸ ³	¢�­ ab = ba À ª1¬©'« � À ­�¯�­*��ª7´�¶,´�±	¢�«

a
²	½

PAo(C)
Á1Gg­�¯ À «

eb = be (∀ e ∈ PAo(C)).

<Q¢�¡�¾ À « ebf = bef = 0 À ª1¬�©'« � À ­�· ¨ «�° § e ¸ f °7«�½�ª1²	³	± § º ¨ °1­�´�©	¢�­�°1­ ¥ ²	½ PAo

Á�NH­$��¢�­�¶3 
��ª7´�¶,´�±	¢

b
ª7´��®²	¢ ¥ PAo

Á#J ¥ ² À   ¨ °1­�²	½ ¥ ­�ª1£�±1­�¡�¢�²Q��ª7´�¶,´�±	¢�«
b
«�ª1¯�´�µ�°7«

PAo

¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬l¶C«�©�¡�²'¹¶C«�ª1£�±1­�· ©�­�¶,¶3 �¢�«�¢�² ¥ ±1­�·�²	± ¥ ­�ª1¾O¢�² ¥ ±1­�· «�ª1¯�´�µ�°1­�· ¥ ¯�²'ª1£�µ�´�°	¢�­ ¥ ­�¶ ¨ °1­�¡�¢�°7«�±1¡�¢ ¥ ´ l2(Ξ)
Á
B

t�z,67yrz$#Oo ��i %  1����� {ei}i∈Ξ ' �����1���1��������$ - � - "g� -���- $�������$ - �����������d����
 - �3�	$	�1��������$	.21
/#" - ���d� - " - 
Ã��� � � ��"�.

B(l2(Ξ))
�

A ' �����1���1��������$���� � - �,�g d�������	
�$���� �	$	
 - ���L���	
�$���� ��� �
� � ��"��l
 � �	��������"g� - 
 - �[/#" - ����"���$d����
'�

l2(Ξ)
* � - �g��"	�®��� ���

�
�d������$d�

a
����� - � * ��� -

eiaei = λi
*

ejaej = λj
*
λi 6= λj

�
eiaej = 0

�������	���L� - �Z/���"�.
i
*
j
"���
��	����$	.21É�	$#�g���1� - 
 �1


Ξ
4C+�-�� ���

A =
∑⊕

i∈Ξ eiC
4

C
\5´�°1´�¶ ¨ °1­�²	½ ¥ ­�ª1£�± § ·N��ª7´�¶,´�±	¢

b
²	½

A
Á	IH¶,´�´�¶

ab = ba
Á	N_ �¡�¢�£

b =
∑

i,j∈Ξ

λi,jei,j ,



� ���1���1��������$	._�_� - �,�g d�������	
�$	._�_�	$	
 - ���L���	
�$	._�]��� � � ��"�. ��

¯ À ´ {ei,j}i,j∈Ξ ¤

¡�²1¡�¢�´�¶C«®¶C«�¢�°	²	³	± § º ´ À ²	±	²	¼ ¨ ­�¡�¢�°1­�´�±	±7«�¬ ¨ ­ ¡�´�¶,´�·1¡�¢ ¥   {ei}i∈Ξ
Á	Gg­�¯ À «

a =
∑

i∈Ξ

λi,iei,i,

³	¢�­ ­�½�±7«�³7«�´�¢
eiaej = 0 · ei,j À

ª1¬E©'« � À ­�· ¨ «�° § i ¸ j °7«�½�ª1²	³	± § ºj²	± À ´�©�¡�­ ¥ ²	½ Ξ Á	IH¶,´�´�¶

ab =

(∑

i∈Ξ

λi,iei,i

)( ∑

i,j∈Ξ

λi,jei,j

)
=
∑

i,j∈Ξ

λi,iλi,jei,j

²
ba =

∑

i,j∈Ξ

λi,jλj,jei,j.

=Cª7´ À ­ ¥ «�¢�´�ª1£�±1­ ¸ À ª1¬ ©'« � À ­�· ¨ «�° § i ¸ j ²	± À ´�©�¡�­ ¥ ²	½ Ξ ²1¶,´�´�¶

λi,iλi,j = λi,jλj,j.

Gr«�©j©'«�©
λi,i 6= λj,j ¸ ¢�­ λi,j = 0 À ª1¬ ©'« � À ­�· ¨ «�° § i ¸ j °7«�½�ª1²	³	± § ºE²	± À ´�©�¡�­ ¥ ²	½ Ξ Á7=Cª7´ À ­ ¥ «�¹¢�´�ª1£�±1­ ¸ eibej = 0 À ª1¬l©'« � À ­�· ¨ «�° § i ¸ j °7«�½�ª1²	³	± § ºE²	± À ´�©�¡�­ ¥ ²	½ Ξ ¸ ¢�Á	´�Á b ∈∑⊕

i∈Ξ eiC
Á��_¢�­

²E¢�°1´�µ�­ ¥ «�ª7­�¡�£ À ­�©'«�½�«�¢�£1Á B
���������	��
�����
���J�¡�²'ª1 _¢�´�­�°1´�¶%
 ¸ �0²��0¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ ­_¶C«�©�¡�²1¶C«�ª1£�± § º!©�­�¶,¶3 �¢�«�¢�² ¥ ± § ºL²	± ¥ ­�¹ª1¾O¢�² ¥ ± § º ¨ ­ À «�ª1¯�´�µ�°�«�ª1¯�´�µ�° § B(l2(Ξ))

²	±	Ä�´�©	¢�² ¥ ±1­ ¥ ©'ª�« À §0¥ «�´�¢�¡�¬ ¥ ­�¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ ­ A (Mn)
Á

e!´�·1¡�¢ ¥ ²	¢�´�ª1£�±1­ ¸�¨  �¡�¢�£ M (B(l2(Ξ))) ¤
¶3±1­��!´�¡�¢ ¥ ­ ¥ ¡�´�º�¶C«�©�¡�²1¶C«�ª1£�± § º®©�­�¶,¶3 �¢�«�¢�² ¥ ± § º ²	±'¹

¥ ­�ª1¾O¢�² ¥ ± § º ¨ ­ À «�ª1¯�´�µ�°Â«�ª1¯�´�µ�° § B(l2(Ξ))
Á�@3«�¡�¡�¶,­�¢�°	²1¶ ­�¢�­�µ�°7« �!´�±	²1´

φ : M (B(l2(Ξ))) →
A (Mn) ¸

­ ¨ °1´ À ´�ª7´�±	±1­�´]©'«�©

φ(Ao) = A , Ao ∈ M (B(l2(Ξ))), A ∈ A (Mn),

´�¡�ª1²
Ao ⊂ A

Á�J ¡�²'ª1 H¢�´�­�°1´�¶N� ¸ � À ª1¬H©'« � À ­�·®«�ª1¯�´�µ�° § Ao ∈ M (B(l2(Ξ)))
¡� �¿�´�¡�¢ ¥  �´�¢Q´ À ²	±'¹¡�¢ ¥ ´�±	±7«�¬ «�ª1¯�´�µ�°7« A ∈ A (Mn)

¡�­ À ´�°,��«�¿®«�¬
Ao
Á�NH­$��¢�­�¶3 n­�¢�­�µ�°7« �!´�±	²1´

φ
¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬n²	±	Ä�´�©'¹¢�² ¥ ± § ¶ ¸ ² ¥ ­�­�µ�¿�´Q¶ § ¨ °1´ À ¨ ­�ª�«�¯�«�´�¶ ¸ ³	¢�­ φ ¬ ¥ ª1¬	´�¢�¡�¬nµ�²1´�©	¢�² ¥ ± § ¶Z­�¢�­�µ�°7« �!´�±	²1´�¶ ¸ ¢�Á�´�Á À ª1¬©'« � À ­�·�«�ª1¯�´�µ�° § A ∈ A (Mn)

¡� �¿�´�¡�¢ ¥  �´�¢ ´ À ²	±1¡�¢ ¥ ´�±	±7«�¬�«�ª1¯�´�µ�°7« Ao ∈ M (B(l2(Ξ))) ¸
¡�­�¹

À ´�°,��«�¿®«�¬	¡�¬ ¥ A
Á	J5­ ¨ °1­�¡]­®¢�­�¶ ¸'¥ ´�°	±1­*��¢�­�²'ª1²j±1´�¢ ¸ ­�¡�¢�«�´�¢�¡�¬�­�¢�©	° § ¢ § ¶0Á

. q35'z#yro�5 ��yro
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 \/!� $M ��<�!*�$ *�/!��� $M È /I�^[R/%� � +�� /%*��^/!1 C∗ F �0� V% �QM�b�!�H�5� G *,+*�T}��T/!1DSd�;+
3��T�0*��0��� h
�0�I� �8� h # /I��� � w�Ã � � hzU	� �I�I��6��0��� �

� �<;bI���! "�G�� %�' ¦o��)+�PG *M-�*�� +
 ^/!� $M ��^$M È /I�^[R/%� � +�� /%*��D/!1 C∗ F �0� V% �QM�b�!���5�`(�[M��� *�V% �� U�� ���2� h �0� � � � h # /I��� � w	Ã �I� h
U	��� 6 � � ��K)8 G �#� � � �I�*� � �;��9 �I�I� 90F � � � F � 9 � �0F � �

� �<c�� ��	 4 	 ���<� h � ,��$^&Y 4 9MY1
��<��gS� X	=2EI@�+�gÀ'�+�4�=>3�4�9:¬mE0u�=2@�(0?�EI@�E0-�� hÀna� ��A�(26�,�(8w#�*« �I� � h ���I� 1I�
9�� C ?&%$G$�M; � 8�*�� È � �!�7�I/!1
��*�QR/%��*�$M 	$D/%[R ��b�;+
/!�"�0� V% �QM�b�!�o�5��U�� È � - È }���Sd�;+
3�� h<�*« �0� � h # /I��� ��� wIÃ �I� hzU	� �I��6 « � �
� � g)5*��Y�:��.Z�gS� c � ,	����^*��
<\8�
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� ��� �����	��
 � � Á�u!Á 1
1 �0*�$�� '�3��!*O(,+b�;+
 �<�*�� "= ��
� � +?>

��� f��2Á;@�b%�Iª HF3�� �9[��![R ��e� �:$M �"=/!+
 	$ +
/¸� *�"=/I� �M+�� "= �0� V% �QM�b�!�`/!1^QR/%��*�$M 	$ � � *� *�;�:/%[R ��b�;+
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/ ��� 0 
4� ������� �"� ����/�� 
:� ��� / w 
 � y�
 � H ¸�� � w M
0 ��/ � 
 � u � � ~ /���� y�� 0 / �@� � 0 � / � � B(H) /���� � � w

P(M ) = {p ∈ M : p2 = p = p∗} 0 � w<� � � / w<w � L � 
 �
/ ����� � 
*) � L w ��
 � y � � M
Á�v�� � L ��� w ��� 
 � / � 
 �u � � ~ /���� / �@� � 0 � / M z ����� 0 �%����� 
 w ��� 0 �

Z (M )
Á

� � w A 0 � /�� /�� 0 � w � /��<� y�� 0 / �@� � 0 � / � � M
Á � �"� ����/���~ / �&��� � � δ : A→ M �Ty L / ��� ��� ����+��-, �/. ��0 �


 � A z � w<� � / ��� � y � � M � � w<� �_� �"� / �"� w � δ(xy) = δ(x)y + xδ(y)
� 
4� � y � 
 ��/ ��� x, y ∈ A

ÁÈ~xw �Ty � 
 w� ��1 L)�	� wXw 
 �X��� � ��� w<� / w � 
 �����X���<� a ∈ A
w<� �W~ / �&��� � � δa(x) = [a, x] = ax − xa ¸ x ∈ A ¸ ����'���� y/¥����� � � / w ��
 � 
 � A ¸�� � /���� � w ��
 � δa(A) ⊆ A

Á 	"� L � ����� � � / w ��
 � y δa /���� L / ��� ��� � �2� ��+�����+��-, �/. ��0 �43

 � A Á~ � A �Ty / ∗ ¹ y�� 0 / �@� � 0 � / � � M

w<� ��� /J����� � � / w ��
 � δ : A → M �TyXy / � � w 
 0 � / ∗ �5����+��-, �/. ��0 � � �
δ(x∗) = δ(x)∗ � 
 � / ��� x ∈ A

Á �e
 � ���X���<� ����� � � / w ��
 � δ : A → M 
 � / ∗ ¹ / �@� � 0 � / A � � w 
 M z �
����'����F~ / �&��� � ��y

δRe(x) :=
δ(x) + δ(x∗)∗

2
, δIm(x) :=

δ(x) − δ(x∗)∗

2i
, x ∈ A.

~xw �Ty ��/ y � w 
�y ��� w<� / w δRe
/���� δIm /���� ∗ ¹ ����� � � / w ��
 � y�
 � A ¸ ~ 
 ��� 
 �X��� δ = δRe + iδIm

Á
� � w

E
0 � / w z%
 ¹ y3� ����� � ����/ ��� � M

Á�v�� ���
E �Ty /�� ∗ ¹ � ����/ � � � M

/���� w<� � L�
 ��� � w ��
 � y x ∈ M ¸
y ∈ E ¸ |x| 6 |y| � ~ �	� � w<� / w x ∈ E

Á
� �
������� w<� �X� 
4����
/z � � �\� � 
:� ��� w � 
 � w z%
 ¹ y3� ����� � ����/ �Ty � � � 
 � u � � ~ /���� / �@� � 0 � / y Á# � �76�� £ � s �v�   . | 
�O ¸ � � 
:��
Ay3� w ��
 � �'Á � Á �D��� i q �

E
Y r
wo

� g�Tcj r d�W a � j �cr YcW�d�W�YcW�d�U#TXY[m U�\�j�m8�%d#k�fJU#m�m
U#T���d � l U M

acbed�m acbed�l�d%d<��Y r a r U?g�d�moacl U#T �ol�j�9�d�g#acYcj�m
z ∈ Z (M ))

r k3g�b acboU3a
E = z · M 4

� � 
 � ¹ ����� 
 w z%
 ¹ y3� ����� � ����/ � E 
 � M ¸ � �"���@�&� ��� z � w<� / � /�� / L � � 
 �<~ ‖·‖E ¸��Ty>L / ��� ���!�:
��
�������
∗ ������� �
� ¸+� �

‖axb‖E 6 ‖a‖M · ‖b‖M · ‖x‖E

z � �������X��� x ∈ E
/���� a, b ∈ M

Á
~xw y � 
4�	� � 0 � 
 0 y ���n�X��� w<� / w /��,�&/ � /�� / L � ∗ ¹ � ����/ � (E , ‖·‖E ) �Ty ∗ ¹ L)��
Ay ��� /���� w<� / w x ∈ M , y ∈

E
/���� |x| 6 |y| � ~ �	� � w<� / w x ∈ E

/���� ‖x‖E 6 ‖y‖E

Á



�_d�lnY;\�U3acYcj�m r j�m �ÁU#moUXg�b ∗ �cq W�d�U#T r Y[m \�j�m �%d#k�fJU#m�m ��T���d � l U r �D+
� � w A 0 � / C∗ ¹ y�� 0 / �@� � 0 � / � � w<� � C∗ ¹ / �@� � 0 � / B(H)

Á�� �{| 
 ¸ � �=~�~ / � Á�
�Á ��� ���X���<�p����� � � / w ��
 �
δ : A→ A �Ty / ‖·‖B(H)

¹ L�
 � w � � �e
4�Ry ÁXv�� ��� 
4����
/z � � � v�� � 
 ���=~ � � �X� y /�� ��� w ��� y3��
 � 
 � w<� ������� � � / w ��
 �
δ
w 
 w<� ��� 
 � u � � ~ /���� / �@� � 0 � / Awo ¸,z � ����� Awo �Ty / wo ¹ L)��
Ay�� ��� 
 � C∗ ¹ y�� 0 / �@� � 0 � / A � � B(H)

Á
� 
 � � ��� � � | 
�O ¸ � � 
:��
Ay3� w ��
 � �'Á �'Á � � � ¸ | 
 ¸ v�� � 
 ���=~ � Á�
�Á ! ¸ } 
 � 
4��� /��<� � Á�
�Á &�� ¸ | 
D
 ¸ v�� � 
 ���=~ ��� i

� d#a
A � d_U

C∗ �cr k � U#T���d � l U?Y[m acbed
C∗ � U#T���d � l U B(H)

U#meW Tcd#a
δ : A → A � d_UpW�d�lnY;\�U3acYcj�m j�m

A
4

" bed�m acbed�l�d?d<��Y r a r U#m�d�Tcd�fpd�moa
a

Y[m
A

wo
= N

r k3g�b acboU3a
δ(x) = δa(x) = [a, x]

��j�l U#T[T
x ∈ AU#meW ‖δ‖A→A = ‖δa‖N →N

4 ^ j�l�d�j�\�d�l � d g�U#mwg�bej3j r d r k3g�b U#m d�Tcd�fpd�moa
a ∈ N

U r ��j�T[Tcj �ir �
‖a‖N 6 1

2 · ‖δa‖N →N

4

�xi�� % �  ��J�/£ ��� s�£
v�� � 
4�&� � 
4� w w<� �Ty y � L w ��
 � M �Ty /�� /�� 0 � w � /��<� � 
 � u � � ~ /���� / �@� � 0 � / ÁG� � ��� L / ��� w<� / w

/ � � 
*) � L w ��
 � p ∈ P(M ) �Ty L / ��� ��� �
� �/. 0�� � � 0 6= q ∈ P(M ) ¸ q 6 p � ~ �	� � w<� / w q = p
Á

~ � q �Ty /�� / w 
 ~ w<� ��� q · M · q = q · C Á# � �76�� £ � s �v�   �di�� d#a
(E , ‖ · ‖E ) � d
U��ÁU#moUXg�b ∗ � YcW�d�U#T¢Y[m acbed \�j�m �%d#k�fJU#m�m`U#T���d � l U M

U#meW
Tcd#a

δ : E → E � d�UGW�d�lnY;\�U3acYcj�m`j�m
E
4 " bed�m

δ
Y r U?g�j�moacY[mok3j/k r fJU=�&�oY[m�� j�m

(E , ‖ · ‖E )
4

C
� � w<� 
4� w ��
Ay8y 
 � � ������� / �"� w � ¸#z �W~ /0� / y8y�� ~?� w<� / w δ �Ty / ∗ ¹ ����� � � / w ��
 � Á 	
� � L � (E , ‖ · ‖E ) �Ty/ � /�� / L � y<� / L � ¸ � w �Ty�y���1 L � ��� w�w 
X� � 
 �X� w<� / w�w<� � � � / � � 
 � δ �TyEL)��
Ay ��� Á 	"�&�&��
Ay � / L�
 � w � /��<� ÁXv�� ���w<� �����_��� �Ty w / y � �"� ��� L � {an}∞n=1 ⊂ E

/���� /��¥� � �=~?��� w 0 6= a ∈ E y�� L ��w<� / w a = a∗ ¸ ‖an‖E → 0/���� ‖δ(an)− a‖E → 0 / y n→ ∞ Á
� � w a = a+ − a−

0 � /�� 
 � w<� 
:�*
 � / � ��� L�
 ~ ��
Ay3� w ��
 � 
 � a ¸ w<� / w �Ty a+, a− ∈ E ¸ a+, a− > 0 ¸/���� a+a− = 0
Á/� � w<� 
4� w ��
Ay8y 
 � � ������� / �"� w � ¸Nz �.~ /0� / y8y�� ~?� w<� / w a+ 6= 0 ¸"
 w<� ��� z �Ty � z � L�
 � y3� �����w<� � y � �"� ��� L � {−an}∞n=1

Á 	
� � L � a ∈ E ¸ w<� �����
��� �Ty w y / � � 
*) � L w ��
 � p ∈ M y�� L ��w<� / w pap > λp � 
 �
y>
 ~?� λ > 0

Á��
	 ����
������&� an z�� w<� an
λ z 	 ~ 
 � 
:y8y�� ~ 	 pap > p ��� 	 ��� 	�� ����� y �:~ 	 � � 	 � 
 w ��� c ∈ M

�
z 	F� 
! 	 p = c∗papc ∈ E �" ��	 � 	 
 � 	Fw z � � � y8y���#�� 	 �$
:y 	 y$%

(i)
" ��	 � 	&	 � �Ty w y

'�(
 w �:~ 0 6= q ∈ P(M ) y���� � w<� 
 w q 6 p )

(ii)
" ��	 ��
 w<w �*� 	 P(M ) + � 	 y,� � w � � � w 
'���-
 w �:~ y q 6= 0 y���� � w<� 
 w q 6 p �. � w<��	 �$
:y 	 (i)

� z 	�� 
! 	 q ∈ E 
'��+ q 6 qaq �0/1����� 	 q �Ty2
'�3
 w �:~ � � w ��� ��� � z�y qanq = λnq
�

λn ∈ C
� 
'��+ z 	 � ~�~ 	 +���
 w4	 � � + 	 +���� 	�w<� 
 w limn→∞ λn = 0 �5�4�:~ w<��	 
:y8y�� ~ � w � � � ‖an‖E → 0 �

/1����� 	
δ(qanq) = δ(q)anq + qδ(anq)) = δ(q)anq + qδ(an)q + qanδ(q)

� w ��� ��� � z�y w<� 
 w

‖δ(qanq)− qδ(an)q‖E 6 2‖δ(q)‖M ‖an‖E → 0, 
 s n→ ∞,


'��+
q 6 qaq = ‖ · ‖E − lim

n→∞
δ(qanq) = ‖ · ‖E − lim

n→∞
δ(λnq) = δ(q) lim

n→∞
λn = 0.

" � �Ty6� � � w � 
�+��*� w y.z�� w<� w<��	 
:y8y�� ~ � w � � � w<� 
 w q 6= 0 �. � w<��	 �$
:y 	 (ii) ��w<��	 � 	2	 � �Ty w y

��7
'� � z��Ty 	 ��� w<� � � � �7
'�	y 	 �1� 	 ��� 	 {en}∞n=1 ⊂ P(M ) y���� ��w<� 
 w
0 6= en 6 p ����� 
'��� n > 1 �98:� 	 
 � � � � z 	G� 
! 	 {en}∞n=1 ⊂ E 
'��+ enaen > en

����� 
'� � �7
 w � � 
'�
�1� ~ # 	 � n ∈ N ��; 	=w {mn}∞n=1 # 	 
'� � y 	 �1� 	 ��� 	 �)� � � y�� w �� 	 ��� w4	 � 	 � yPy���� � w<� 
 w

mn > (2n+ 1)/‖en‖E , n > 1.

< 
:y8y����&� w � 
�y���#Ry 	 �1� 	 ��� 	 � � � 	 � 	 y8y=
 �<� � z 	 ~ 
 � 
:y8y�� ~ 	 z�� w<� � � w � � y8y �)� � 	 � 	 � 
'��� w � w<� 
 w

‖an‖E < m−1
n 2−n, ‖δ(an)− a‖E < m−1

n



��� ��������� � � 	 ��

��������� ����� 	 ����������
 ��� � �4���

'��+ w<� 
 w

‖an‖E < 2−1nm−1
n ‖δ(en)‖−1

M

z ��	 � 	  	 � n > 1 �Ty�y���� � w<� 
 w δ(en) 6= 0 ��; 	=w �Ry6+ 	 ' � 	 
'� 	 � 	 ~ 	 � w

c :=
∞∑

n=1

mnenanen ∈ E

z ��	 � 	�w<��	 y 	 � � 	 y � � �1 	 � � 	 y ��� w<��	 � ���<~ ‖·‖E

� y������ 	 z 	�� 
! 	 ‖mnenanen‖E < 2−n �! 	 ��� w4	 ��+ w �� # w 
'��� 
 � � � w � 
�+��*� w � � � # � y � � z����&� w<� 
 w�w<��	 � ���<~ ‖δ(c)‖E �Ty ��
 � � 	 � w<� 
'� 
'� � � � y�� w �� 	 ��� w4	 � 	 � n �. ��+ 	!	 + � '&� ���&��y���� � n > 1
� z 	F� 
! 	 ‖δ(c)‖E > ‖enδ(c)en‖E 
'��+

‖enδ(c)en‖E = ‖δ(enc)en − δ(en)cen‖E = mn‖δ(enanen)en − δ(en)enanen‖E

= mn‖enδ(enanen)en‖E = mn‖enδ(an)en + enδ(en)anen + enanδ(en)en‖E

> mn‖en(δ(an)− a)en + enaen‖E −mn‖enδ(en)anen‖E −mn‖enanδ(en)en‖E

> mn(‖enaen‖E − ‖en(δ(an)− a)en‖E )− 2mn‖an‖E ‖δ(en)‖M

> mn(‖enaen‖E − ‖δ(an)− a‖E )− n > mn‖enaen‖E − 1− n > mn‖en‖E − 1− n > n.

" � �Ty.y � � z�y w<� 
 w δ �Ty

 � � � w ���1� � �Ry ~ 
)�&�����&� � � (E , ‖ · ‖E ) � B"$# �76��&%�� s �v��')(+*	� ��,
(E , ‖ · ‖E ) � �.-��/- � - ��
 ∗ 0 �21 ��- ����� , 
 �3� �4� �$� ��5 - �
� - �76 � � �8- M

- �91
� ��,

δ � �:- 1 ��� � �;-�, �2�4�<�4�
E
� "�
 � �

δ
�>= - �;�4� , �������?��=@5 -=�&� ����6)�4�

(E , ‖ · ‖M )
- �91 ‖δ‖∞ :=

‖δ‖(E ,‖·‖M )→(E ,‖·‖M ) 6 2‖δ‖ 	 �A
 ����� ‖δ‖ = ‖δ‖(E ,‖·‖E )→(E ,‖·‖E )
�

C B � < �4� � � y�� w � � � � � 
 + 	 � �� �
 w � � � δ : E → E �Ty 
 � � � w ���1� � �Ry � � (E , ‖ · ‖E )
� ���l�7
 � w �*������
 � �

‖δ‖ := ‖δ‖E →E <∞ �
; 	=w x ∈ E 
'��+ δ(x) 6= 0 � ; 	=w 0 < ε < ‖δ(x)‖M 
'��+(+ 	 � � w4	 # � px w<��	 y<� 	 � w � 
'��� �4� ) 	 � w � � ��)� w<��	 � � 	 � 
 w ��� |δ(x)| � ����� 	 y<� � ��+����&� w � w<��	 y 	 � ~ 	 � w [‖δ(x)‖M − ε, ‖δ(x)‖M ] �
CPy����&�@D 	 � � 
'��+?EF 
'� ~ 
 �HG w<��	 ��� 	 ~ � � � 	 �$
'� � # w 
'��� w<� 
 w px 6= 0 �
 	F� 
! 	Fw<� 
 w 0 < (‖δ(x)‖M − ε)px 6 |δ(x)|px � " ��	 � px ∈ E 
'��+

|δ(x)|px = (px|δ(x)|2px)1/2 = (pxδ(x)
∗δ(x)px)

1/2 = |δ(x)px|.

/1����� 	Fw<��	 � ���<~ ‖ · ‖E �Ty ~ � � � w � � 	�� z 	 � # w 
'��� w<� 
 w

(‖δ(x)‖M − ε)‖px‖E 6 ‖δ(x)px‖E = ‖δ(xpx)− xδ(px)‖E 6 ‖δ(xpx)‖E + ‖xδ(px)‖E

6 ‖δ(xpx)‖E + ‖x‖M ‖δ(px)‖E 6 ‖δ‖‖xpx‖E + ‖x‖M ‖δ‖‖px‖E

6 ‖δ‖‖x‖M ‖px‖E + ‖x‖M ‖δ‖‖px‖E = 2‖δ‖‖x‖M ‖px‖E ,

w<� 
 w �Ty
(‖δ(x)‖M − ε)‖px‖E 6 2‖δ‖‖x‖M ‖px‖E .I �� ��*+����&� # � ‖px‖E 
'��+ �Ry����&� 
 � #�� w � 
 � ��� 	 y8y �)� ε � z 	 ��� � 	 � w<� 
 w

‖δ(x)‖M 6 2‖δ‖‖x‖M .

" � �Ry w<��	 � � 	 � 
 w ��� δ �Ty:# � ����+ 	 +�z�� w<� � 	 y<� 	 � w�w � w<��	 � ���<~ ‖ · ‖M

� ��� 
�+�+�� w � � � � ‖δ‖∞ 6 2‖δ‖ � BF � z z 	 ���� 	 
�� �4���)�9�)� " ��	 ��� 	 ~KJ �
C L�M&NONOPQNOPSRUTWVXNOM+V&Y[Z
\ I 	 � � w4	 # � Ẽ 
'��+ Ê

w<��	 ��� � y�� � 	 �)� w<��	 �*+ 	 
'� E z�� w<� � 	 y<� 	 � w�w �w<��	 ����� �����<~ 
'��+�z 	 
 G � � 	 � 
 w ��� w � � � � � � � � � 	 y<� 	 � w �� 	 � � � " ��	 � E ⊂ Ẽ ⊂ Ê � . w �Ty6��� 	 
 � w<� 
 w Ẽ �Ty

 C∗ ] y���#7
'�@� 	 # � 
 ��� M 
'��+ w<��	 + 	 � �� �
 w � � � δ 	 � w4	 ��+&y # � � � � w ���1��� w ��^ y 	!	 < �4� � � y�� w � � �`_ba6�&� w �

 + 	 � �� �
 w � � � δ̃ : Ẽ → Ẽ

� ���(
�+�+�� w � � � ‖δ̃‖∞ = ‖δ‖∞ �



�U��� � �;-�, �2�4�X= �4� �/- � - ��
 ∗ 0 � 1 ��- �>=/��� � �4� �$� ��5 - �
� � �76 � � �8- = � �
/1����� 	 Ê �Ty�
 wo ] ��� � y 	 + w z � ] y��*+ 	 + ��� M

� � w ��� ��� � z�y � # � < �4� � � y�� w � � � J �/w<� 
 w Ê = z ·M ����� y �:~ 	
� 	 � w � 
'��� �4� ) 	 � w � � � z ��� M � " ��	 � Ê �Ty2
 W ∗ ] y���#7
'�@� 	 # � 
�z�� w<� w<��	 �*+ 	 � w � w � z �+B � " ��	 ��� 	 ~ � �
w<��	 + 	 � �� �
 w � � � δ̃ 	 � w4	 ��+&y
�&� w � 
 + 	 � �� �
 w � � � δ̂ : Ê −→ Ê

� ���-
�+�+�� w � � � �#w<��	 � 	2	 � �Ty w y 
'� 	 � 	 ~ 	 � w
a ∈ Ê y���� � w<� 
 w δ(x) = δa(x) = [a, x] ����� 
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δ(x) := δa(x) = [a, x] = ax− xa
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γ





U ′
1(x) = −AU1(x)/x +AγU3(x) + T1(x)/(g1(x) + 2g2(x));

U ′
3(x) = −γU1(x) + T3(x)/g2(x);

T ′
1(x) =

(
B/x2 − κ2

)
U1(x)− CγU3(x)− 2DT1(x) + γT3(x);

T ′
3(x) =

(
γ2B − κ2

)
U3(x)− CγU1(x)−AγT1(x)− T3(x)/x,
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A = g1(x)/(g1(x) + 2g2(x))

�
B = 4g2(x)(g1(x) + g2(x))/(g1(x) + 2g2(x))
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C =

2g1(x)g2(x)/(x(g1(x) + 2g2(x)))
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D = g2(x)/(x(g1(x) + 2g2(x)))
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µ0 =
1

1− ξ0

1∫

ξ0

µ(x) dx, κ2 =
ρω2b2

µ0
,

  �Fl
µ0 � ��m
l!� s l�l ��s � x l s)p lZ£ w � u+r�¡ �®�
z p:  � �

κ � ¥ l � mI� � £�l�m s � ¡Ãx ��� ��w�� � �
γ = kb � ¥ l � mI� � ]
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µ = µ0g2 � �I��mI��£�l � m � e���£�l ��� ��z p � ¡��<p l w�� mI��� p � r���s
w�§
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α
�
β
�

�)m p)x l�£
α > 0

�
β > 0 %

T1(ξ0) = 0, T1(1) = −αU1(1)
�

T3(ξ0) = 0, T3(1) = −β U3(1) �
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X(m) = (U
(m)
1 , U

(m)
3 , T

(m)
1 , T

(m)
3 )

�
m = 1, 2

�Au � w z r l � z w m ¡����<p l�� p � � l�£�l ^4� a p{s l w � ]
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U
(1)
1 (ξ0) = 1, U

(1)
3 (ξ0) = 0, T

(1)
1 (ξ0) = 0, T

(1)
3 (ξ0) = 0,

U
(2)
1 (ξ0) = 0, U

(2)
3 (ξ0) = 1, T

(2)
1 (ξ0) = 0, T

(2)
3 (ξ0) = 0.
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C1T

(1)
1 (1) + C2T

(2)
1 (1) = −α(C1U

(1)
1 (1) + C2U

(2)
1 (1)),

C1T
(1)
3 (1) + C2T

(2)
3 (1) = −β(C1U

(1)
3 (1) +C2U

(2)
3 (1)).
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D(α, β, γ, κ) = αβP1(γ, κ) + αP2(γ, κ) + βP3(γ, κ) + P4 = 0, ^ � a
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Pi �

¨Wu8s)v:©)p)p w��
κ

p
γ

z p �j�

P1(γ, κ) = U
(1)
1 (γ, κ)U

(2)
3 (γ, κ) − U

(2)
1 (γ, κ)U

(1)
3 (γ, κ),

P2(γ, κ) = U
(1)
1 (γ, κ)T

(2)
3 (γ, κ) − U

(2)
1 (γ, κ)T

(1)
3 (γ, κ),

P3(γ, κ) = T
(1)
1 (γ, κ)U

(2)
3 (γ, κ) − T

(2)
1 (γ, κ)U

(1)
3 (γ, κ),

P4(γ, κ) = T
(1)
1 (γ, κ)T

(2)
3 (γ, κ) − T

(2)
1 (γ, κ)T

(1)
3 (γ, κ).
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αβP11 + αP12 + βP13 + P14 = 0;

αβP21 + αP22 + βP23 + P24 = 0,
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a0α
2 + a1α+ a2 = 0, −a0α+ a12β + a13 = 0, ^ J � a
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a0 = P22P11 − P21P12

�
a1 = P24P11 + P22P13 − P21P14 − P23P12

�
a2 = P24P13 − P23P14

�
a12 = P21P13 − P11P23

�
a13 = P21P14 − P24P11 �
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1. a0a2 > 0
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S < 0;

2. a0a2 < 0
	
S > 0

	
M > 0;
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S < 0

	
K > 0
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U ′
1(x) = −AU1(x)/x+ T1(x)/(g1(x) + 2g2(x));

T ′
1(x) =

(
B/x2 − κ2

)
U1(x)− 2DT1(x);

T1(ξ0) = 0, T1(1) = −αU1(1),
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U ′
3(x) = T3(x)/g2(x);

T ′
3(x) = −κ2U3(x)− T3(x)/x;

T3(ξ0) = 0, T3(1) = −βU3(1).

^ J	� a
O��&� w�r�����u�¡ ^ J 
 a pAr
p ^ J	� a � £ w ¢ s
w s l � ��z p � p £ w:w �)m
l!�Fl r
p:��� �I��mI��£�l � m

α
pAr
p

β
� w�w�� z�l � ]

� � z�l s)s
w � N r�¡Z¤���w� 5w���w � s � v8w�� � w�� m
l ¥yu���� � ¡Ås l ��w�r���v8wQv8w�w m�� p)s � ��� ��wyx l v mI��� p � r���s
w� 5w m
l �5w ]
s � s ����� p �&�
l�m�� p
wys)s
w� 5w £ s
w ¢<l�� � z��

(κ1, 0)
�
(κ2, 0)

�As
w<p �,�)m p
w m s � ¡ p)s�¨^w m�£�� ©)p:¡ w �)m p)s ��� ]
r l&¢ s
w � ��pnv ��l�£�l § � � z u mI��� p � r���s:��� pAr
p �)m w � w�r���s:��� v8w�r l ¥ � s)p:§ �

� *���H ��;�<>=m9�7:9��
J�� �DFDE�<>FD9mH�<>=I@������ � E	�DH�LDF ��H�@D9mNIJW* .qm w z�l!�Fl s ����l�m p:¡ z �Ix)p � r
p:� l r�� ]
s:���i¤�v �&�
l�m p £�l s:��w zZ� w z w ��� � � s
w z r l s)p�� �I��mI��£�l � m w z�z   mI� s)p)x)s:����u � rFw z p:¡�� � Y s � x � r l�� r�¡
� ���j� s)s:���

α = 1
�
β = 1

�
g1(x) = 1.5f0

(
2− x10

) �
g2(x) = f0

(
2− x10

) �
ξ0 = 0.76

�

f0 = (1− ξ0)

/ 1∫

ξ0

(
2− x10

)
dx

m
l ¦ � r ��� � �)m ¡ £�� ¡v� ���j� x �Z� w � w � � m w l s)p�� � p �&�
l�m�� p
wys)s:���nv m p z ��� � .Wl�m)z � l��
z�l^z�l � z p � p � ]
�
l�m�� p
wys)s
w� 5w £ s
w ¢<l�� � z�� p:�5w�¥ mI�,¢<l s:�hs �^m p � � J ��� � � l�£ z � ¥ mI� s:� � ¡m��� ��wyx l v � v8w�w m�� p)s � � � ]
£ p % Q1(2.213, 0.5)

�
Q2(2.498, 1)

�
Q3(2.984, 3.479)

�
Q4(2.984, 1)

�
Q5(4.753, 2.5) � N8� r l�lÄm
l ¦ � ]

r ��� �Åw�¥ mI� ��s � ¡�� ���j� x �Z�qz ��w � s:� £ p �j� s)s:� £ p
Qi

�
Qj

�
i 6= j �



_ 
 !~$�2�;�"����A>������.� 	%!~$�-�')"��A3�*
	 �A! � 	�� =²E5*Á! ���.�

� � Ï ���y�

- l w m
l�£��
� w�� z w�r�¡ l �_u � � � s
w z p:����� x:��w ��w�r���v8w � r�¡ � r l!� u����<pm� �I��m ��wyx l v
(Q1, Q3)

�
(Q2, Q3)

�
(Q3, Q4)

�
(Q3, Q5)

� u�� l�� � z u l � l!� p)s � � z�l s)s
w lWm
l ¦ l s)p l � �)m p)x l�£ z � � w�r
s:¡ l � � ¡ �
l�m ]
z w l u � rFw z p l � l w m
l�£ � � N r�¡<w � � � r���s:��� ¦ l�� ��p �I��m p £�l�l � £�l�� ��w�s l�l!� p)s � � z�l s)s
w � ��� � N r�¡ �I��m �
(Q1, Q2)

� s �,�)m p £�l�m �7s � § �Fl s
w % ^ α1 = 0.99780
�
β1 = 1.0007 a � ^ α2 = 0.19957

�
β2 = 0.54447 a �-²w���¨ � v:�'�7x:��w

α1 > α2
�
β1 > β2

� w�� z w�r�¡ l � �®�Fl r � ��� z � z w � �²x:��w���wyx)v)p
(Q1, Q2)

� �)m p)s ��� ]
r l&¢8� �<p l:z �)m ¡ £ w�§ � ���j� x l~�
l�m)z w�§ � p �&�
l�m�� p
wys)s
w�§av m p z w�§ � £ w� �u�� � � v ¢<l��)m p)s ��� r l&¢8� ���
z ��w m w�§ � p �&�
l�m�� p
wys)s
w�§ v m p z w�§ � S�l ¦<p z��)m ¡ £ u�� � ���j� x)u � r�¡ ^ α2, β2 a �¢um¥ l&¢8�j�yl�£>� ¡ z ¤���w £ �t m
l!� s:¡m¡ � w�  m
l ¦<s
w � ��� z w ��� � � s
w z r l s)p:¡ � w � � ��z r�¡ l �

0.05% ^ w �)m
l!�Fl r�¡8r
p � �<x l ��� m
l ��s � x � �<pm�
©)p�¨ m � � r�¡{v8w�w m�� p)s � ����wyx l v � p �&�
l�m�� p
wys)s
w� 5w £ s
w ¢<l�� � z�� a �.qm p z�l!�Fl�£ �)m p £�l�m ��v8w�  �j�
� u�� l�� � z w z�� s)p l l!� p)s � � z�l s)s
w� 5w m
l ¦ l s)p:¡ u �j�yl � � ¡ u � � � s
w ]
z p:��� x l�m
l � z ��w m w l p/� m
l ��� l u � rFw z p l � l w m
l�£ � � S�l ¦<p £ �)m ¡ £ u�� � ���j� x)u �)m p

α = 0.001
�

β = 0.01 � Y � ¥ l�m
l�£1� r l!� u����<p l � m p ��wyx)v)p s �:z ��w m w�§ p � m
l ��� l § � p �&�
l�m�� p
wys)s:��� z�l � z ¡�� %
H1(2.10317, 1)

�
H2(13.3779, 1)

�
H3(13.3779, 8.36408) � N r�¡ �I��m �/��wyx l v

(H1,H2)
z � � w�r
s:¡ l � ]

� ¡ z ��w m w l u � rFw z p l � l w m
l�£ �ap ^ α1 = 0.00097
�
β1 = 0.01004 a � ^ α2 = −38.2018

�
β2 = 0.31939 a �N r�¡ �I��m �

(H1,H3)
� � v ¢<l\z � � w�r
s:¡ l � � ¡ z ��w m w l u � rFw z p l � l w m
l�£ � � N r�¡ �I��m � ��wyx l v

(H2,H3)z � � w�r
s:¡ l � � ¡ � m
l ��� l u � rFw z p l � l w m
l�£ � p ^ α1 = 0.00125
�
β1 = 0.01004 a � ^ α2 = −99.3972

�
β2 = −28.8104 a �- � v)p £ w�¥ mI� �5w £ � �)m
l!�I� � ��z r l s £�l ��w �Äz w ��� � � s
w z r l s)p:¡ �I��mI��£�l � m w zqz   mI� s)p)x)s:���Qu � rFw z p:¡��
� r�¡Ås l w � s
w m w � s
w� 5w�©)pAr
p)s �
m p)x l�� v8w� 5w z w�r
s
w z w �j� �)w�¥ l��&�
l x)p z�� ���<p:§ � w � � � ��wyx)s)u��f��wyx)s
w � ���
�)m p���wyx)s
w � ��p z ��w � s
w�§Áp)s�¨^w m�£�� ©)p)p � w m ¡ � v �

10−4 � .qm p � w z � ¦ l s)p)p���wyx)s
w � ��pÅw �)m
l!�Fl r l s)p:¡
v8w�w m�� p)s � ����wyx l v � p �&�
l�m�� p
wys)s
w� 5w £ s
w ¢<l�� � z�� ��wyx)s
w � ��� z w ��� � � s
w z r l s)p:¡ � w z � ¦ � r ��� � �

C~FD9mH�LD7:9�;GLD7

¾�£������
	�� &

I& ­F���®�������y�K�I�������+�y�n�����y�4����©¢ª���¦y��¤����y����§���©¢ª�� � �����8£ �IÂQ£ Æ�°T�y���F�4�����y�4�+¼4½�½��5£ �\¿!­ | ��£
¼�£ =_l  #����CEl l%=L&6NO&6��& J.N�?hr< "A�A'C0����NO&��2? ¬����
����� �,¬!� " ���#��$�%'&���� ¨ ��()� " �
*+��,)��� ? %�$ � ��%-��( ? ¬!���.&�/)0
&��.&+1 Æ i32D? ����, �*�

14�65 ? � � ? ()� ��7
/ ? %8��" � ? �
*�" � ?8? � " �
* £ ��¾ ;h;:9 £ ��; ��/ £)¾��)<h¼�£ � g £8¾�= ;<{ ¾®­ ; £
¿5£ 
?>�@�A)B 	�C 
I&�DO& �A�����+�   �+�����y�����²�y¤+�������T¤��y�4����©¢ª�¡����y�4�����T�#���F¦y�+���y��¬T�����   £ �IÂQ£ Æ�°T�y���F�4�����y�4��¼4½�½ ; £ �

¼�=�¼#��£



!�E�-�-�25$+> E5*�" 3�>)' 3qH%$�=7$�/#3�2�=²E5*Å*��4=7$+>)'76y>)G���;
-�" E5*�'����Å&%"�� > 3�E &%> E�=²E &%> E��yEÄ*AE5")> E5*AE &7$ _ �
| £ 
?>�@�A)B 	�C 
I&�DO& J D ��� @�� > 	�C 
I& � & J 
?>�@�A)B 	�C ��
I&�
I& ���I�4¦y���®�����y�������q� �4¤�����¦��y�����   �W����� �+¡+¬T�����y�������

���y�y�4� �Q�y�q¤5�4���y�4�<�������5¬1�   ¦y�<������������������©7�Ã���4���������4�0��� �Ä¤5�4�y����������� �*� ­%�������8£��)���)¡+������¤�£A¡5� ¨ ���5£
Âq�4�����F�4���y¤+�5£�ÂZ��ª5�����y¤+�5£������)¦�§��������+��©7������¡+¤+�8£ �I¼4½5¾ ¿5£ �\­F©¢¦8£�¿5£ �I¶²£8¾�¾ | { ¾�¼ ; £

9 £ 
	� @�
��
� C ��
I&)
I& J�
?>�@�A)B 	�C 
I&
DO& �������y�����²�y¤+�����   � �4¤�����¦��y�����y���������Z����� �+¡+¬T�����y�������Z���y�y�4� �#�y�K¤5�4� ¨
�y�4�Ä�����y¤+���F���y���y� � ±%���+��¡4������¦y�<������������������©7�0���4���������4� ���q¤5�4�y����������� �*� ¶F�y�+£F¬1¡+�+�8£)���+�y¡�������£
�F�4�����F�4���y¤+�8£ �I¼4½5¾�=�£ ���%£�¼4½5�
< ¾�£ �I¶²£�¿ { ¾ ½5£

�5£�� �:@ ����� A�� 
I&��L& J � ����� ��� � C�� & � & ���1�4¦y���®�����y�������~¦��4�y�4�
�������4�1¡5¦y�+¡5� �4� �1� �4¤�����¦��y�����   �y�����y�y�������y�y�4�
�����y¤+� �*� �%¤5�4�y�4�����y����¤+���Z���������8£5����¡5�8£5�y���y�����4�\³��¢¶²£ �I¼4½5¾ 9 £ �\­F©¢¦8£�¿5£ �I¶²£8¾ | { ¾ ; £

=�£ N�?"D� "�4�4$��I& JI¢�$ lYCEM: �NO&ku � (���" � � %'&���� " 0 ? � � " ��¬ &�� " ��� " � � �60)� &���0-7 ? &�%8� $ � ��% %8" �
" %'&�/ $ � ?�� � ? �,¬!,
% ? &����)� ? % ? � � � �*� 14�65 ? � � ?ag � ��7
/ £! �
*�� * £ �I¼4½�½�¼�£ ��; ��/ £)¾ ½5�)<h¿5£ � g £�¾®­�¿��I¼4½5¾�£

­5£�"�� ���$#%�&� �
	 � &�'[& J�D(� � ��) �
	�� & � & ´+�4���
�4�����y����¤+�y�²¤5�4�y���������   �����4����©{�#¡5¦y�+¡5����ª\��������ª�£ �(�K�y����Æ��T��¡ ¨
¤5�4���T�y¡+�
¤+�5��¾ ; ­5¾�£ �I¼]­ | ��£

; £�* � �
+ � �
	�C-, &�.j& J * �/� @�� �
	�C 
I&�0j& J�1 C ��@ �
	�C32 & � & Âq�4�����F�4�����y����¤5���%�
���������y���4�������y�F���4���y�4��©¢ªT¦y���4�y��� ¨
���4�I�I�F�����y�����y����§���©¢ª����+¡+���4¦y���4��������ª �*�54 ; 1�176 �y�)�  +  �T¤5�4���#¦y�\�
��ª5�����y¤5�K��¦��y�!����©¢ªZ�����®��·98������)§��
¾®­ { ¼�¼I�������y���   ¼4½5¾ ¿#��£ À®£��A����£�����¤+�8£ �#�1ÂW¶¢¶���������¯²�\�y¼4½5¾ ¿5£ �I¶²£�¼ 9 ¼�£

¾ ½5£�� �:@ ����� A�� 
I&:�L& J ��� 	�C � &��L& � �y�y��¦y�������y�4����©¢ªq���������y�!�T�����   ªq�y�   �y�����y�y�������y�y�4� �I���4���y�4�������~¦y�+�
�������������Z� �4��¡5ª5�����   �*� ������£���¯²�\£yÂZ��ª5�����y¤+�#�����������4� �#�������5£ �I¼4½5¾ �5�
< 9 £ �I¶²£�­ 90{	; ¿5£

¾�¾�£ 
-
<;�� � ��B 	�C=2 & 2 & J 
?>�@�A)B 	�C 
I& DO& �T�������y�������y¤+���Á���y������� �4«��y���W���+¡+���4¦y���4�����y��©¢ªÄ���y�������n��ª+�y����� ¨
���y«I£ �5�K�²�y�
��¤+���Z� ����£��y� ���   �y�4�Z����ª5�����y����¤+���~¡5� ¨ �4��¼4½�½��5£ ��¾�¾®­I��£

¾�¼�£�� �:@ ����� A�� 
I&>�L& J ��� 	�C � &��L& �d�����4�y��������ªW�y�y��¦y�������y�4���y�4� �~�)�y��¬T���������~�y�   �y�����y�y�������y�y�4� �~��������� ¨
���+���y����¤5�4� �1���4���y�4������� �*� ­F��� �y�y¤+����¤�£��F�4�4£+¬1¡+�+�8£ �I¼4½5¾®­5£ ���%£�¼4½5����©¢¦8£�¾�£ �I¶²£ 9 ½ { ��½5£

¾ ¿5£ 
	?�
���� + � � 
I&�@�& �)�4���y���q�F�����y�����y����§���©¢ª^�<¦y�����)©7���y�4��©¢ª<���+¡+���4¦y���4�������4�q����¦y���4���y������§��<¡������4����� ¨
��������§�£�¶F¦y�y�����4���y���K¦y�������4�y��£ �IÂQ£ Æ����®���y�5��¾ ;h; ¾�£ �I¼]­:=I��£

¾ | £�A � � � @ � ���B.j&�.j& ³K�y���y������©7�K�
�������y©�£����®�A£y¼�£ �I¶C8��+£ Æ�±CDK­ ¨ 8����������4¡+�+����¼4½5¾�¾�£ � 9 ­��~��£

E:F�G<F5H<IKJ!L�M/F5N
J�O�P!G ©.®RQCSUT�V G�P�I ©�­#«6®RW w
X-Y!Z![�\:]�^`_bac\:d%e�f!Y�_�g`h=i�j�Y�_$d%flk$j!m$n
¯0¬1��©¢�^�F�4�����F�4�����y����¤+�������y�����y��¡+� � �²���������W­%�po ��¯²�
�j��¶¢¶%�cq#�y¿���¼4½�¼�=���­F��� �y�y¤+����¤+�4���+¡4�8£�Âq�4��¤+¡�� �5��¼�¼
;�� C � + �!r3s ��? 	 @ + � � 	 B + � �-� � � �&��t���� ��� �!u3> � � � C ���&����?Cv
¯0¬1��©¢�Q���®�����y����§���©¢�q¡5�������������y�����
�j��¶¢¶%�cq#�y¿ |h| ½ ; ½5���A�������4� ¨ ��� ¨ �1�4��¡���¡4�8£yÂ�����§®���4¤5�4���5��­F�
;�� C � + �!r3s ��? � � � � +�� 	 ? @
� 	�� ��� ��w � �!x 	 � @��
 ¨ %'&�" / Æ 
�y�z<{�¾6Ã�y��%|�}�y�z4�C~���ÂU{C~��<{
2 ��� (
� Æ �*� ��� ¬�" 0 £ ��� * � ½�½�½�½ ¨ ½�½�½�¿ ¨ ½ |h|h| ¨ |h| ; �
X-Ylflm�\:]!d%j(��d%k$_$m�gbXpm$e�Zlk$h%k$j!m$n
¯0¬1��©¢�Q���®�����y����§���©¢�q¡5�������������y�����
�j��¶¢¶%�cq#�y¿ |h| ½ ; ½5���A�������4� ¨ ��� ¨ �1�4��¡���¡4�8£yÂ�����§®���4¤5�4���5��­F�
BC� x ��� @ � ��� @ � � � � +�� u-@
� 	�� ��� ��w � �!x 	 � @��
 ¨ %'&�" / Æ ¾h¹��!���!����|�}�y��h¾`~��<{
� h%k$j�Xpm$e�Zlk$h�ip\:d%�
k$j!m$n
¯0¬1��©¢�^�F�4�����F�4�����y����¤+�������y�����y��¡+� � �²���������W­%�po ��¯²�
�j��¶¢¶%�cq#�y¿���¼4½�¼�=���­F��� �y�y¤+����¤+�4���+¡4�8£�Âq�4��¤+¡�� �5��¼�¼
B � � + )p��?���� � #��!u�?K� 	 @ � � + ��� � 	 @ + � � � + � �-� � � �&��t���� ��� �!u3> � � � C ���&����?Cv
¯0¬1��©¢�Q���®�����y����§���©¢�q¡5�������������y�����
�j��¶¢¶%�cq#�y¿ |h| ½ ; ½5���A�������4� ¨ ��� ¨ �1�4��¡���¡4�8£yÂ�����§®���4¤5�4���5��­F�
��� w � � ��� @ � � � � +�� u-@
� 	�� ��� ��w � �!x 	 � @��
 ¨ %'&�" / Æ 
%��z���y:~���{����4
�|hÃ�y��5�.¹��>~��<{
2 ��� (
� Æ �*� ��� ¬�" 0 £ ��� * � ½�½�½�½ ¨ ½�½�½�¼ ¨ | �!­ ; ¨ | ½:�!­



_ � !~$�2�;�"����A>������.� 	%!~$�-�')"��A3�*
	 �A! � 	�� =²E5*Á! ���.�
�O� - 1b��� -�� � -���
 -�, 
 � 5 -�, �2� - ���?�?� � � - �
?A@�B�C 	 �9�4� ��5 � ?A@ 	&� =�=4� � ? 	��A� ?�L�M�L��

��� / "�� � � "�.	� F
��� < � � ��
 � " �9� / .�F " � � B � C F I � ��� 8 � F I . "�.	� F /��� � � F .�F � � 
 � D � F � � C / 8 � ; .�F I � . 8 � ;  ��� � D.C .�I �
� 
��������1
'� � � � � 1,2 � � 
�������� 	  ;9� � � 2 ��� � �4�  � � � � 1,2

1 � ���)� 2D? � � º &�� 2D? %'&�� " ¬ &�/ 14�
��� " � �)� ? � � 2D? »�� / " &�� ? ��$ ; ��� � » � v
2 � ���)� 2D? � � � ? 0 ? �.&�/"! �
" 5 ? � ��" �4,

#�$�%'&'(*)�+,&�� 1�0 ? � � " ��¬ &�� " ��� ��$ 0)" - ? � ? � �(¬ 2 &��.&]¬!� ? � " ��� " ¬��'��$ ����/ " 0 7��60)" ? �8&]¬r¬����.0)" �
* � � � 2D? &]¬����
��� " ¬ �����
��0)" �
*
0
&��.& 2 &�� 7 ?8? � " �,¬!� ? &���" �
*�/ , &������.&]¬!� " �
* � 2D? &���� ? � � " ��� ��$3� ? � ? &�� ¬ 2D? � � " � � ? ¬ ? � � , ? &�� � £ 14� � 2D? ()� ? � ? � � (�&�( ? � �
. ? " �65 ? ��� " *:&�� ? & � ? . " �65 ? � � ? ()� ��7
/ ? % ��� 0 ? � ? � %8" �
" �
* � . � (�&��.&�% ? � ? � � · 7 ? 0
0)" �
* 5�&�/ � ? � À ? � � ? � " �
* " � � �
� 2D? 7����
��0
&���,�¬�����0)" � " ���
��$ ���'� 2D? 7����
��0
&���, ¨ 5�&�/ � ? ()� ��7
/ ? % £ i32D? 7����
��0
&���, ()� ��7
/ ? % 0 ? � ¬!� " 7 ? ��� 2D? . & 5 ? �
()� ��(�&�*:&�� " ��� " � & 2 ��/ / � . " � 2 ��%8��* ? � ? ���
�6¬!,)/ " ��06� " ¬ &�/ . & 5 ? *��
" 0 ? / ��¬ &�� ? 0 " � &'% ? 0)" �
% £ � ?#2 & 5 ? ( ? ��$ ��� % ? 0
� 2D? ����/ �)� " ������$)� 2 " � ()� ��7
/ ? %�()� ? 56" ���
��/ , � . ? 2 & 5 ? ��� ��0)" ? 0 � 2D? ����� �,¬!� �)� ? ��$
� 2D? 0)" ��( ? � ��" ���#� ? � &���0 ��7)�.&�" � ? 0 � 2D?
� ? 5 ? �.&�/�$ ��� %��
/ & ? £ i32D? � ? $ ��� %��
/ & ? ¬������ ? / &�� ? . " � 2 ��( ? ¬!���.&�/�(�&��.&�% ? � ? � ��&���087 ? 0
0)" �
*#5�&�/ � ? � £ � ?+2 & 5 ? ��� ? &�� ? 0
� 2D? &�� ¨ " / " &���, � &��,¬ 2 ,�()� ��7
/ ? %8� . 2 " ¬ 2 &��)� ��%'&�� " ¬ &�/ / ,'� &�� " ��$ ,'7����
��0
&���,�¬�����0)" � " ���
� ���8� 2D? ¬!,)/ " ��0 ? �	/ � " � � ? � ��&�/
7����
��0
&���, £ � ��/ �)� " ������$�7����
��0
&���, ()� ��7
/ ? %�" � $ ���
��0 " � � 2D? $ ��� %-��$�&?/ " � ? &���¬���%�7
" ��&�� " ��� ��$�&�� ¨ " / " &���,#()� ��7
/ ? %8� £
0 ���
��0
&���,�¬�����0)" � " ���
� &�� � 2D? ���)� ? � 7����
��0
&���, &�� ? � &�� " ��� ? 0 £ �
��� � 2D? ?2¨ " ��� ? �,¬ ? ��$3&'�
��� ��� " 56" &�/ ����/ �)� " ��� � " � " �
� ?�� �
" � ? 0 � 2 &�� � 2D? 0 ? � ? � %8" ��&�� � ��$ � 2D?�? % ? � * ? � � ��,)��� ? % ��$�&�/ * ? 7)�.&�" ¬ ?�� ��&�� " ���
� " � 1 ? � � £ �2? ¬����
����� �,¬!� " ���
��$ 7 ? 0
0)" �
*#5�&�/ � ? � 2 & 5 ? 7 ?8? �t¬ &���� " ? 0'���)�3$ � ��% " �)$ ��� %'&�� " ��� ���'� . ��(���" � � �3��$ � 2D? 0)" ��( ? � ��" ��� � ? � v &��3� 2 &�� � � 2D?
&�(
()� �:&]¬ 2 � �8����/ 56" �
*8� 2D? " �65 ? � � ? ()� ��7
/ ? % 0)" 0 �
���+� ?�� �
" � ? � 2D?B?2¨ (
/ " ¬�" � � ? ()� ? � ? � �.&�� " ��� ��$ � 2D? 0)" ��( ? � ��" ��� � ? � £i32D? ����/ �)� " ��� ��$�� 2D? " �65 ? � � ? ()� ��7
/ ? % 0)� ? ���
����&�/ . &�,)��� &�� " ��$ , & ()� " ��� " " �)$ ��� %'&�� " ��� ��� � 2D? �
��� ¨ � ? *:&�� " 56" �4,
��$�� 2D? 7 ? 0
0)" �
* 5�&�/ � ? � £ 14� ���.0 ? � � � ��7)�.&�" � & �
�
" � � ? � ? ¬����
����� �,¬!� " ��� ��$�� 2D? (�&��.&�% ? � ? � � � & �
�
" ¬�" �4, � 2D? ��� ? %
" � $ ��� %��
/ &�� ? 0 £²» � � 2D? " �
" � " &�/ ���.&�* ? � � 2D? � 2D? ��� ? % &�/ / � . � � � ��/ � ? � ���)� (�&�" � � ��$�(���" � � � ��$#� 2D? 0)" ��( ? � ��" ���
� ? ��$ ��� . 2 " ¬ 2 � 2D? � ? " ���
� ����/ �)� " ��� ����" ��" ���
�����
�
" � � ? £ � ��%8(
�)�.&�� " ����&�/ ?2¨ ( ? � " % ? � � � � 2 � . � 2D? ()� ? 5�&�/ ? �,¬ ?
��$ � 2D? ��" � ��&�� " ��� . 2D? � � 2D? 0)" ��( ? � ��" ����¬��)� 5 ? �D¬ &�� 7 ? ¬ &���� " ? 0 ���)� �
�
" � � ? / , � 2 � ���
* 2 � . �'*�" 5 ? � (���" � � � ��$ � 2D?
0)" ��( ? � ��" ��� � ? � £ � " � 2 " � � 2D? $ �.&�% ? . ����2 ��$ � 2D? . ����2 � &�� ? - ? ¬!� " 5 ? % ? � 2 �60 ��$3� ? / ? ¬!� " �
* & (�&�" � ��$3(�&��.&�% ? � ? � �
. " � 2 & ��%'&�/ / ? ��� ����" � � 2D? " �
(
�)��0
&��.& " �#� �Q¬����
��" 0 ? ��� 2D? � 2 " �.0 (���" � ����$?� 2D? 0)" ��( ? � ��" ��� � ? � £ 1 ��" �#� ? 5 ? &�/ ? 0
� 2 &�� � 2D? � ? ¬����
����� �,¬!� " ��� % ? � 2 �60 ()� ? � ? � � ? 0 &�/ / � . � � �'� ? ��� ��� ? � 2D? � ?�� �
" � ? 0 (�&��.&�% ? � ? � � . " � 2 & 2 " * 2�? �
���
* 2
&]¬r¬��)�.&]¬!, £

3�46587:9 (<;�%�Ð ¬!,)/ " ��06� " ¬ &�/ . & 5 ? *��
" 0 ? � 0)" ��( ? � ��" ��� � ? � � � ? ¬����
����� �,¬!� " ��� � ? / &���� " ¬p� ¨ " �
* £

=������?#�� '�� � %
¾�£?> phD4!	?��e&%�I&A@ �h-49.-�8�UW-§�>Qc-4R61�UY\6S´R#/21436Q*8�\"X�5Vf�-�B"Q*143h+DC 8�\"XFE<3#9#3#T�XFG 14� ��� �60)�,¬!� " ��� � � � 2D?�i32D? ����, ��$?14�65 ? � � ?
� ( ? ¬!���.&�/ g � ��7
/ ? %8�IH ��º ��� ¬�� . � � " 1�%'&�� / " � ��¼4½�½��5��¿!­ | ( £8· " � � �
����" &�� À®£

¼�£ =_l  #����CEl l[=L&6NO&"��& J#N�?hr< "A�A'C0���jNO& �2? ¬����
����� �,¬!� " ��� ��$ º &���� ¨I� ()� " �
* � ,)��� ? %J�)� ��% � ( ? ¬!���.&�/ � &��.&?1 Æ i32D? ����, £P 8��h-�1�50- ¦ 14R#/0+ -��75LUY8 K�8	,6UY8'-E-�1�UY8	, �8¾ ;h;:9 � 5:��/ £�¾�� �
� £�¼�� (
( £�¾�= ;<{ ¾®­ ; £ �ku 1 Æ�¾ ½5£ ¾ ½!­�½ � ¾�= | ¾ 96; = ;:9 ½!­&­�½�¼:= 9 =!­5£
¿5£ ��!	A:m �� "��?hr��I&�NO& Z'-4R61�UY\#3´UV9.-�8�Q*U LMBh3#T2UYUNB"143.-��<\"X�S	5�+ R6�<U b�U§-�\#R�f�1�U*+ R	E�X�-�8�UY\#38G i32D? ����, ��$�1�0 ? � � " ��¬ &�� " ���

��$ 0 ���
��0
&���, � ����0)" � " ���
� &���0 " � � » (
(
/ " ¬ &�� " ���
�IH ��º ��� ¬�� . � � " 1�%'&�� / " � ��¼4½�½ ; ��¼�=�¼ ( £8· " � � �
����" &�� À®£| £ ��!	A:m �� "��?hr>�I&�NO& JeNOp,OWmc "A:?hr��I&��e& J_��!	A:m �� "��?hr< ª�I&��I&�u � � 2D?�� ? � ? � %8" ��&�� " ��� ��$ � 2D? � " ¨ &�� " ��� &���0
P �:&�0)" �
* ��$3��� ? ��$ � 2D?  ��0)� ��$�& � �60 » ¬r¬����.0)" �
*'� �'� 2D?:Q &�� �)�.&�/R�)� ?�� � ? �,¬�" ? � ��$ " � � u � ¬�" / / &�� " ���
� £ @ -�5EQ*8 w
S 96�7S	1�Q*5DB w S	8�(VQW3 w�z 36Qc-�� w@z -�B<X w�T R6��fUC \6S	Q w 8:36SVB"U�G W ? �.&�/ 0 ��$ � 2D? ! 0)%��)���X! �
" 5 ? � ��" �4, £ º &�� 2D? %'&�� " ¬�� £
º ? ¬ 2 &��
" ¬�� £ � ��%8(
�)� ? � ����$ � ¬�" ? �,¬ ? H ��¼4½5¾ ¿5£ 5:��/ £y¿5� (
( £�¾�¾ | { ¾�¼ ; · " � � �
����" &�� À®£

9 £ ��$*m�B# #C<r< �I&ª�I& Jt��A:m �� "��?hr��I&�NO& 1�0 ? � � " ��¬ &�� " ��� ��$Y� " ¨'? 0)� ? ����&���0 P �:&�0)" �
* ��$ &��  ��0 ��$ � 2D?
 �
/ ? � { 0 ? � �
���
/ / " 0 ? &�% 7 , � 2D?�Q &�� �)�.&�/��)� ?�� � ? �,¬�" ? �+��$ " � � ; " 7)�.&�� " ���
� £ v R6S	1�8:3h+�RG]a)�f#f:+ UW-49�368:9 P 8:96S	5EQ*1�UV3h+z 36QYX�-���36Q*UVT25 ��¼4½5¾�=�� 5:��/ £�¾�¾�� �
� £�¾�� (
( £�¾ { =�£ �ku 1 Æ�¾ ½5£ ¾�¾ ¿ | � � ¾ ;h; ½ | =]­ ; ¾�=4½+¾ ½�½+¾ 4 £

�5£ �' .mEphl �� "M��I&_¡L& J��' "�4$ lYC<r���&��e&[� ? � ? � %8" ��&�� " ��� ��$?� 2D?§g &��.&�% ? � ? � ����$+&�� " � W ��%8��* ? � ? ���
� 0 ? &�%  / &���� " ¬
� " ¨ &�� " ��� £ K�BhRh+ RE,6UVT�X�-�5DB"U bI�h-�5EQ*8�U B§8:36S�T�X.8�\"XOT�-�8�Q*14R6�t��Z�K�Z � G  ¬���/ ��*�" ¬ &�/ 0 �
/ / ? � " � ��$ �2? � ? &�� ¬ 2 � ? � � ? � � ��$
� 2D? 0 / &]¬[2 � ? &  ¬����
��%8" ¬ � � ��( ? �.&�� " ����H ��¼4½5¾ 9 � �
� £y¿5� (
( £�¾ | { ¼4½q· " � � �
����" &�� À®£



!�E�-�-�25$+> E5*�" 3�>)' 3qH%$�=7$�/#3�2�=²E5*Å*��4=7$+>)'76y>)G���;
-�" E5*�'����Å&%"�� > 3�E &%> E�=²E &%> E��yEÄ*AE5")> E5*AE &7$ _ �
=�£ N�?"D� "�4�4$k�I& J@¢�$ lYCEM: �NO&@u � g ��" � � º &���� 1�0 ? � � " ��¬ &�� " ��� " � � �60)� &���0 0 ? &�%8�'$ � ��% º " �
" %'&�/ �)� ?�� � ? �,¬!,

º ? &����)� ? % ? � � � £ P 8��h-�1�50- ¦ 14R#/0+ -��75�UY8 K�8	,6UY8'-E-�1�UY8	, ��¼4½�½�¼�� 5:��/ £K¾ ½5� �
� £7¿5� (
( £�¾®­�¿ { ¼4½5¾�£ �ku 1 Æ�¾ ½5£ ¾ ½!­�½ �
¾ ½��!­�¼�=���½�¼ ; ½�½5¾ ½�¿:=]­+£

­5£ =_D4$ M:q4A'CEM�!	?��e&j �& JINtCElYCE�4A�!	?��e&��e& � 361���R68�UVT�X�-�5DB"UW- BhRh+ -0/E368�UY\#3 U��6Rh+ 8�\o�´S"f�1�S#,6U X�Qc-2+ 3"X G W &�� %8���
" ¬u � ¬�" / / &�� " ���
� &���0 � & 5 ? ��" �  / &���� " ¬ 0 �60)" ? �IH ��� " ? 5 ��� Q &���2 £ 0)�
% 2�&�� �y¾ ; ­5¾���¼]­ | ( £8· " � � �
����" &�� À®£; £ �	A: "D2�� "!	?hr�H2&'nI& J%�	A'CE�0mc "!	?hr§�I&	��& J_��rhC<mV!	?hr§}k&��e& º &�� 2D? %'&�� " ¬ &�/ º �60 ? / " �
* ��$ � & 5 ?jg � ��¬ ? ��� ? � " � º &�" �g " ( ? / " � ? � £�
 @'P4P
� UY�78�\#36\#3>54X BhRh+ 3�f�R>�§-�B<X�368�U B#-�5Vf:+ R654X.8�\"XO5E1E-49 w�¦ -�1�� C w «6®��h©#©��%-��<143h+ \#3�©�­#«��", w Z'-DE2UY5E\
9#R*B6+ 3#9#R6� G 4 ; 1�1 � " � � ? � � ¬ 2 � ��/ ��� � 2D? º ? ¬ 2 &��
" ¬��#��$ � ��� � " �6�
���
� º ? 0)" & £ g�? � % � � ? 7)� ��&���, ¾®­ { ¼�¼��F¼4½5¾ ¿5£
» 7
�����.&]¬!� �?��$ �2? (������ �IH � 1 º ��� !+� � � » Q �y¼4½5¾ ¿5��¼ 9 ¼ ( £�· " � � �
����" &�� À®£

¾ ½5£ �' .mEphl�� �� "M~�I&�¡L& J > phD�?hr~�e&�¡L&ªu � � 2D?�� " ��( ? � ��" ��� �2? / &�� " ���
� $ ����&�� 14� 2 ��%8��* ? � ? ���
� � & 5 ? *��
" 0 ?
� " � 2 » ��� ? �6��&�� " ��� £ z -4T�X we� Rh+ UV965 �F¼4½5¾ �5� 5:��/ £ 9 ¾�� �
� £ 9 � ( £ 9 =�� {)9 ­�¼�£ �ku 1 Æ%¾ ½5£ ¿5¾ ½�¿ � � ½�½�¼ 9 � 9 |h| ¾���½ 9 ½5¾�½5¾
· ¾ ½5£ ¿5¾ ½�¿ � � ½�½�¼ 9 � 9 |h| ¾�=�½5¾ ½+¾ ¿ =�À®£

¾�¾�£ �7B��" "l $ ��?hrk}k&.}k& J���!	A:m �� "��?hr��I&	NO&�� UV3<,68:R65EQ*U Bh37U%�<UV/214R	E<3654X�T�X.UYQW3�Q*1�S�/ER�f�14R6�6R<968�\*B<X>5EUY5EQc-�� U B<X.14368�U*+ UY54X�T�X
G � " &�*��
����" � &���0 ; " 7)�.&�� " ��� g � ��� ? ¬!� " ��� ��$ g " ( ? / " � ? � ,)��� ? %8� &���0 � � ���.&�*��IH � !+$ & � �.&�� ?~g�? ��� ��/ ? �
%i�? ¬ 2 �
��/ ��*�" ¬ &�/�! �
" 5 ? � ��" �4, ��¼4½�½��5�A¾�¾®­ ( £�· " � � �
����" &�� À®£

¾�¼�£ �' .mEphl�� �� "Mª�I&�¡L& J > phD�?hr>�e&�¡L&�u �'� 2D?Lg � ��( ? ��� " ? �+��$ & � " ��( ? � ��" ��� � ? ��$ ��� &�� 14� 2 ��%8��* ? � ? ���
� � ,)/ " ��06� " ¬ &�/
� & 5 ? *��
" 0 ? � @ + 3#96U Bh36�'Bh3	E25DB"U b_��36Qc-���36Q*UVT�X�-�5DB"U b E�X.S	1�8:3h+"G ; / &�0)" 2�& 562�&<1 º &�� 2 £4¸+£ H ��¼4½5¾®­5� 5:��/ £�¼4½5� �
� £�¾�� (
( £ 9 ½ {
��½q· " � � �
����" &�� À®£ �ku 1 ¾ ½5£ ¼4¿��:=�¾ � ; Q � £ ¼4½5¾®­5£ ¾�£ ¾�¾ ¿ ; =�£

¾ ¿5£ � ��B6$ M'��CED§�I&���&@x 3652T�X�-�Q���3<,6UY5EQ*143h+DC 8�\*B<X�U@f�14R6�7\65�+ R6�<\*B<XoQ*1�S�/ER�f�14R6�6R<9#R6��8:3�f�14R<T�X.8:R65EQ*C�UkS	5EQWR6\#T�X.UY�6R65EQ*C �
5Vf�1436�6R<T�X.8:R"-§f�R652R#/2UW- G � &�/ ¬��
/ &�� " ��� ��$ º &�" � &���0 � " ? / 0 g " ( ? / " � ? �'$ ��� � ��� ? �
*�� 2 &���0 � �.&�7
" / " �4, Æ �2? $ ? � ? �,¬ ?
0 � �,2VH ��º ��� ¬�� . � QC? 06�.& ��¾ ;h; ¾���¼]­:= ( £�· " � � �
����" &�� À®£

¾ | £ Kk "l $*mV!	$ MOnI&:nI& �%X.UY5�+ -�8�8�\.-7�§-�QWR<96\���S�T�X�-0/28:R"-Lf�R652R#/2UW-AG Q �
% ? � " ¬ &�/ º ? � 2 �60)� £ i �)� ��� " &�/ H � � g 7 £ � 0 W ; ¨I� g 7 �
¼4½5¾�¾�� 96; ¼ ( £8· " � � �
����" &�� À®£

x -4T�-�UY�h-49��%-0/21�S�361�\§©.®h¬�©�­#«6®
¯7° ��� ����� ·��ªµ)� �� � ° ² ���
� ���)� 2D? � � º &�� 2D? %'&�� " ¬ &�/ 14�
��� " � �)� ? � � 2D? »�� / " &�� ? ��$ ; ��� � » � �
¼�¼\º &���26�
� � ��� ?8? � �
; / &�0)" 2�& 562�&<1 ¿���¼4½�¼�=�� � �
����" &
� ���)� 2D? � � � ? 0 ? �.&�/"! �
" 5 ? � ��" �4, �­ & º " /�/ ¬ 2 &<2:��5�& � ��� ?8? � � � ����� ��5 ¨ ��� ¨ � ��� ¿ |h| ½ ; ½5� � �
����" &
 ¨ %'&�" / Æ 
�y�z<{�¾6Ã�y��%|�}�y�z4�C~���ÂU{C~��<{
2 ��� (
� Æ �*� ��� ¬�" 0 £ ��� * � ½�½�½�½ ¨ ½�½�½�¿ ¨ ½ |h|h| ¨ |h| ; �
!%�#" �	$ � �ªµA� � ± $ °�$ ���
� ���)� 2D? � � � ? 0 ? �.&�/"! �
" 5 ? � ��" �4, �­ & º " /�/ ¬ 2 &<2:��5�& � ��� ?8? � � � ����� ��5 ¨ ��� ¨ � ��� ¿ |h| ½ ; ½5� � �
����" &
 ¨ %'&�" / Æ ¾h¹��!���!����|�}�y��h¾`~��<{
� $ %� "[·&�ªµ('I�'·)"y�
� ���)� 2D? � � º &�� 2D? %'&�� " ¬ &�/ 14�
��� " � �)� ? � � 2D? »�� / " &�� ? ��$ ; ��� � » � �
¼�¼\º &���26�
� � ��� ?8? � �
; / &�0)" 2�& 562�&<1 ¿���¼4½�¼�=�� � �
����" &
� ���)� 2D? � � � ? 0 ? �.&�/"! �
" 5 ? � ��" �4, �­ & º " /�/ ¬ 2 &<2:��5�& � ��� £ � � ����� ��5 ¨ ��� ¨ � ��� ¿ |h| ½ ; ½5� � �
����" &
 ¨ %'&�" / Æ 
%��z���y:~���{����4
�|hÃ�y��5�.¹��>~��<{
2 ��� (
� Æ �*� ��� ¬�" 0 £ ��� * � ½�½�½�½ ¨ ½�½�½�¼ ¨ | �!­ ; ¨ | ½:�!­



!#"%$�&%')()$+*�()$�,�-�()').0/1$�2�34/1$�25'7683�-�()').:9<;�=%>%$+"
?A@�B�C 	�D%E+/ ?A@ 	F!#GIH8;
-�( ? 	KJ � L�C�M���C

����� 	������ 
��
�������! �� "���#�����$&%('�)*� "� ��!��� "�� �]�����]�

X t(- S>0 2�- 0qSTR `(0#e^RTY~X � UW[ o UQXZg�X�0qUWOWY\RTS t 0qk:[ 1

3S*��U*��>;G9 ��7:@

sth�P�S8T!b�d�e/uj\&T+Wwn]dI\�[,d�x�z�yQz�R{W�P�\�[,z
[ZR�[�Uml,d�R \�n]T�^�`�acbI\&S8dI\rq

|~}A}A�y�����A�8�F�$�����4���y���1�y�4�����y����¤+���\�
��ª5�����y���¢�4�����   «����I� �����	�   ���y�����y���W����¦y��������£�­Ä�����^���y���y����¡������y���y�
�����y�F�����y�¢����¦y������� �4�^�~� �4¤+�y�²�y�����   �¢��¦y���®�����������   ��«��y�Q�������4�~������¤5�4�y������©7�¢���4�����+© �������)¡4�8£
8��+�����®��� ¨
��© �������F����§���©7���4¦y���®�����y�����   �4¡4�y���������������y�4�q����� �����y�����y����¤5�4�Z���y�������)©{���
���������Z�������+���8���4¦y���®�����y�����y�
���y�������)© �������
�4�Á�4¡4�y���������������y�4� �4�y���y¤+���y���������y�������{�������)¡4�8�%¦y���
�����F�<�{¦y�������
�r�����������   £G�²¦��y� ����©
�y�4�����y����¤+�y����� ���y�
�����   ���<�
��¬T�y¡W¦y�+��������¦��4�)�Z¦y���
�����F�5��¦y�������
�r�����������   �^�F�4¤5���y�)¡+�F�5£l8���¤+�4� ���y�+���y���
¦y�������
�r�����������y���I¦y���4�y�����4��§���©7�)������� �4�)�Á�
��¬T���Q�4©7��§W¦y���������y�4���4�����y�Q¤<¦y�������
�r�����������y� �I¦y�������   � ¨
��©7�����������¢£�­F���®�����y�1�Z�y�����y�®���4�����y�1¦y�4�   ���y�²��¡+¬T�����   Ç��y���
���y���1�4¡4�y���������������y�4�q����� �����y�����y����¤5�4�q���y����� ¨
�)©�£$�F�������y�4���y���y�+���y���I���   ¤+�   �4¡4�y�����������������   �
��������§q�������+���Q�)�y��¬T����������¡����4���y���������   ��«1�   ¦y�+��������¦�¡
¦y���
�����F�5�+�y�
�����I�)�y�4� �4¡+���4���y����¡+�:�����+¡+¤���¡+�+¡����������y�4��������¡+�n¤+¡+�)¡4�   �������y�4�~�y���y�4��ª5���q���4�W�����y�F�����5£

È�É)Ê~ËAÌ5ÍyÎ\ÌQÏ4É � Í ��Ð��������+�   �)�y��¬T���������y�4¡4�y�����������������   �
��������§��+¡5������������¡+�¢�+¤+¡+�)¡4�   ���������   �y���y�4��ª5�   £

� *���NIL ��7�<>F ��� N ��
>?AJ:<>H�@DFG? 
�F �DNI9mH �

Y £�� � l�£�� ��p)x l�� v)pm�8� l v � � � �<x ��� ��w�p �&� w�r�����u���� � ¡���w�¥�� ¡ z r l s)p:¡  �p � w�� l �
� � v8w�  �j� s � �)m w ]
��¡ ¢<l s)p)p�¨ mI�   £�l s:� �ImI����� u ¢8�Fl s)p:§ ^ w �)m
l!�Fl r l s)p:§Äp � wyv � � � � l r�� � � z a �)m
l!��� w�r �   � ��� � ¡ z � � w�r ]
s l s)s:� £ phw �)m
l!�Fl r l s)s:� l u � rFw z p:¡ pAr
p � � v � v)p £ p ] r
p�¥�w �
l�m
l�£�l s)s:� £ p/� � v m
l&� r�¡ l � � ¡ m w�r��
w�¥�� l v:��w z ��u � w z r l � z w m ¡����<pm� w �)m
l!�Fl r l s)s:� £ u � rFw z p:¡ £ � .qm p £�l�m w £ w�¥�� ¡ z r l s)p:¡  �p � w�� l ���
� r
u ¢ p:�Z¨ mI� � � � z�� � � u�s)p ¢<l

B � � w�r
s � ¡�¥yu+r l�z���� r�  l ¥ mI� �'� � v8w���w m w�§ s � x)p)s �yl � � ¡ � r l!� u�� ]
�<p:§ �I��mI�   mI� ¨ �j� s)s
w�§ � � � ����p � Y w �)m
l!�Fl r l s)s
w £ ��£ � � r l ¤�� � ¨ mI� � � �,¨Wp)v � p m u l ����¥yu8v z u

Bp � w�¥ ��z r�¡ l ��� z�m
l�£�l s)s)u���� � v � p
w £ u
γ(B)

�6¨^w m�£�� r
p:��u����<u�� u�� z�l�m�¢8�Fl s)p l �
B � � w�r
s � ¡

¥yu+r l�z��Z� r�  l ¥ mI� � �Y � w �j��z r�¡���� l�£ ¥�w�r���¦<p)s � � z�l�� r
u8x �yl�z ¤�¨Q¨ l v:�'� �)m wyp:� z w � p £ � § w�¥�� ¡ z r l s)p l�£  �p � w�� l ]
���&� z�� w�r
s lv� wys:¡m� l s s � s l ¨^w m�£�� r���s
w £ u m w z s l �Ts
w0p �&� w�r����5w z�� s)p l ¥ l�� v8wys l x)s:��� s � ¥�w m w z
¨^w m�£ u+r z v � x l�� � z�l  �p � w�� l �QpAr
pv� � vAr �Zx l s)p:§ �)m p)s)u ¢8�j�yl �Åv w �)m
l!�Fl r l s)s
w�§ � v)v)u mI� ��s
w � ��p �� * � * S6������£�� � m p z��yl�£�� ¡Ás ��£ p �)m w�¥�r l�£�� ��p)v � � ��mI� v:� l�m s � s � r
p)x)p l�£ �,¥ l�� v8wys l x)s:����u�� z�l�m ]
¢8�Fl s)p:§��'� �)m
l!�I� � ��z r�¡����<pm� � w�¥�w�§�¥ l�� v8wys l x)s:� l £ s
w ¢<l�� � z�� ¨^w m�£ u+r � - � v8w z � £ p�¡ z r�¡���� � ¡ �s �,�)m p £�l�m �%u�� z�l�m�¢8�Fl s)p:¡�� � p � � l�£��

X
¡ z r�¡ l � � ¡ £ w �Fl r���� � l w m p)p

T
�ÅpAr
p�� � p � � l�£��

X
u � w ]

z r l � z w m ¡ l � �)m p)s:©)p � u £�� v � p £ u £�� � �
¬© ¼4½5¾®­I´�¡+���F���W¯T£�¥¢£
1 �)�4�������~��©¢¦y�4���y�����I¦y�+�^¦y���������5¬#¤5�T¦y���4� �y�4�
�)©d�²¡5�+���4�
���y������§���©¢ªq����¡5����©¢ªZ�y�����y�®���4���������Ä¶ � ��¯²�

< 1 £ ¾�£ ¼�£ ��¦y������¤���<a½�¿5¾ | ¨ ¼4½5¾ � ¨ ½�½�½ 9 £



� -�2�=
;)( 2�;�=²3���;�" 3�*AE+,�>%$�6y> E��yEQ;)>)')*A3�=²-�;
/1$ _ �
e w� �p)x l�� v)p l���z ¡m��v)p �,¥ l�� v8wys l x)s:����u�� z�l�m�¢8�Fl s)p:§��Áw�¥ m
l � � ��� ��£ � � r�¥�r �  5w �j��m ¡ £�l � � s)p:� ]

£ u_¨^w m�£�� r���s
w� 5w z � z w �j� � UQ�,�)m p £�l�m � l�� r
p ��w���¡ ¥�� w � s
w0p:�{u�� z�l�m�¢8�Fl s)p:§
Γ

pAr
p
∆
¥ l�� ]

v8wys l x)s
w�����w0p £6� r
p)v � ©)p:¡
Γ⇒∆

����£���� w ��l ¥ l���£ � � r � s l p £�l�l �'�Ts
w ¨ mI� � � �
Γ

z r l x l �
∆z � l w m p)p

T
� � w �:�j�yl � � ¡~¨^w m�£�� r
p:� � ©)p)p z�z p �FlWz � z w � p £ w � ��p % T,Γ ` ∆ �� * � * . u � ���

T � v � v � ¡ ] r
p�¥�wZ� l w m p:¡ ^ £ s
w ¢<l�� � z w �)m
l!� rFw ¢<l s)p:§ a � p: �s � ��u m � Σ
p � u � ���

Γp
∆ � �)m wyp:� z w�r���s:� l�£ s
w ¢<l�� � z�� ¨^w m�£ u+r � p: �s � ��u m �

Σ � ^ k s
w ¢<l�� � z��
Γ

p
∆
£ w� �u���¥�� ���

¥ l�� v8wys l x)s:� £ pnp � w �Fl�m�¢8� �<p l�� ¡ z s)pm��¨^w m�£ u+r�� £ w� �u��Äp £�l ��� z ��w ¢8�Fl s)p:¡ ��z w�¥�w � s:��� �
l�m
l ]
£�l s)s:��� � a Y � z w � p £ w � ����� � vAr �Zx l s)p:¡

∆
p:�Z �p � w�� l ���

Γ
znmI��£ v � � � l w m p)p

T
� �,� p � � z��yl � � ¡

z z p �Fl
T,Γ ` ∆

p w �)m
l!�Fl r�¡ l � � ¡ � w ��m
l!�I� � z w £ � wys:¡m��p:¡�¨^w m�£�� r���s
w� 5w z � z w �j� z p � x)p � ]
r l s)p)p �)m
l!� p)v � ��w z % � r�¡ r ��¥�w�§ ¨^w m�£ u+r��

δ ∈ ∆
� u�� l�� � z u l � � w � r l!� w z�� � l r���s
w � ����¨^w m�£ u+r

ϕ1, . . . , ϕn
� � v � ¡ ��x:��w

ϕn = δ
pÄv �,¢8�j� ¡Z¨^w m�£ u+r �

ϕi
r
p�¥�w �)m p)s ��� r l&¢ p:�

T ∪Γ
�5r
p�¥�w � w�r
u8x � ]

l � � ¡np:� �)m
l!� ¦ l�� � z u����<pm��¨^w m�£ u+r
ϕ1, . . . , ϕi−1

�Q� w £ w � ���ivAr ����� p)x l�� v)pm� �)mI��z pAr z � z w �j� �
� � p � vAr �Zx l s)p l�£«�)mI��z pAr � v z�� s:��w mI��£ p � w ��z w�¥�w � s:� £«�
l�m
l�£�l s)s:� £ � z ��w � ¡��<p £ z

Γ �� *>(+* .qm p z�l!�Fl s)s:� §ns)p ¢<l ¨ � v:��s l&� w ��m
l!�I� � z�l s)s
w z � � l v �yl �Åp:�Q� l w m
l�£ � w � w�r
s
w�� l �
J²" 3�&
;	���<' 3I; 25*A3�=)9Q&²3�>)'���=7$+*�> E�-�')"���>)G %^ J a T,Γ ` ∆ )^ � a T,Γ ` δ &%"��{*A-�3 �

δ ∈ ∆ )^ _ba &%"�� "	����E5.��^E�= /²;�")G
δ ∈ ∆

-�;	�Å3�-�25*�;
3�2 25$+(
E5. (
E5> 3+6y>)GI.h>%$���E�=
γ1, . . . , γn ∈ Γ

	
682�E

T ` (∀ v̄)(γ1 ∧ · · · ∧ γn ⇒ δ)
	 ��&²3

v̄ � H 3�=²3+683�>�� -�*AE���E &%>)G�� H 3�=²34/#3�>)>)G���	T* �)E & ���<' �
*
γ1, . . . , γn, δ )^ 
 a &%"��{"	����E5. /#E &²3�")'

X
2�3�E�=%')'

T
'{"	����E��yEÁE+,�>%$�6y')*8$+>)'��

ν : V → X
-�*AE���E &%>)G�� H 3�=²3 0/#3�>)>)G��

V
	�* �)E & ���<' �Ä*

Γ∪∆
	�'
,#' -�25')>)> E�-�25'

X � γ[ν]
&%"��Ä*A-�3 �

γ ∈ Γ
*�Gq2�3�()$�3�2�' -�25')>)> E�-�2 �

X � δ[ν]
&%"��{*A-�3 �

δ ∈ ∆
�

� * � * k:l � � s)p:� £ w�¥�� ¡ z r l s)p:¡ v8wys l x)s
w�§� �p � w�� l ���
Γ = {γ1, . . . , γn}

� w �:�j�yl � � ¡�¥�w�r l�lQ�)m w ]
� ��w�§�¨^w m�£�� r
p:� � ©)p)p � Y ¤���w £_� r
u8x �yl��t� w £ w � ���f� ��£�l s:� ��z w�¥�w � s:��� �
l�m
l�£�l s)s:����¨^w m�£ u+r��
γ := γ1 ∧ · · · ∧ γn

s � v8wys � � � s:��� £ w ¢ s
w w�¥�w�§:��p � �_¨^w m�£�� r���s:� £ p z � z w �j��£ p �*� ���Fl § � � z u ]
���<p £ pÃr
p:¦ � �)m
l!� rFw ¢<l s)p:¡ � P w m�£�� r
p:� £ � � ��w�¡��<p:§ � � �,¨Wp)v ��� ©)p l §��0w�¥�� l v:��w z

v1, . . . , vm
�

u � w z r l � z w m ¡����<pm�0u � rFw z p��
γ(v1, . . . , vm)

� mI��� v m � z��yl � � ¡ � r l!� u����<p £ ¨ � v:��w £ �%r l  �v8w �)m w ]
z�l�m ¡ l�£ � £ ��� w £ w � ���1� l w m
l�£ � w � w�r
s
w�� l �

� ;
-�2 �
v̄ := v1, . . . , vm � H 3�=²3+683�>��n-�*AE���E &%>)G��nH 3�=²34/#3�>)>)G���	 * �)E & ���<' � *��^E�= /²;�"8;

γ(v̄)
�

	�$�-�-4/#E�2�=%'
/ -�' ��>%$�2�;�=
;
Σ∗ 	�H E5"8;7683�>)>8;	� '
,

Σ
&²E��y$+*�" 3�>)' 34/d(
E5> -�25$+> 2

c̄ := c1, . . . , cm
	8' 2�3�E 0=%'	�

T ∗ -�' ��>%$�2�;�=%G
Σ∗ 	
H E5"8;7683�>)>8;	� '
,

T
&²E��y$+*�" 3�>)' 34/a$+(
-�' E+/KG

γ(c̄)
�

^ J a�
 "��{"	����E5.��^E�= /²;�")G
δ(v̄)

-�' ��>%$�2�;�=%G
Σ

T ∗ ` δ(c̄) ⇔ T, γ(v̄) ` δ(v̄) ⇔ T ` (∀ v̄)
(
γ(v̄) ⇒ δ(v̄)

)
.

^ � a�
 -�")'
T ` (∃ v̄) γ(v̄) 	�2�E

T ∗ (
E5> -�3�=%*8$�25')*�> E�=7$�-��<'�=��%3�2
T
	K2;�²3!�)&%"��:"	����E��yEÁH�=²3�&%" E 09Á3�>)'��

ϕ
-�' ��>%$�2�;�=%G

Σ
T ∗ ` ϕ ⇔ T ` ϕ.

� *��9* UQ�,�)m p £�l�m � z�mI��£ v � �� �p � w�� l ��� �
B � � w�r
s � ¡v¥yu+r l�z��Z� r�  l ¥ mI� � z � mI�,¢<l s)p l

ZFC ` (V(B)
� ZFC),

� p £Kz w�r
p:��p m u���� l�l � wyv � ��u l�£ w � ��� z�� � 8 ¥ l�� v8wys l x)s
w� 5w u�� z�l�m�¢8�Fl s)p:¡ �
V(B)

¡ z r�¡ l � � ¡ £ w �Fl ]
r���� � � 8 �'�I¨^w m�£�� r���s
w�¤�v z p z�� r l s:��s
w z � z w � p £ w � ��p

ZFC, B � � w�r
s � ¡v¥yu+r l�z��Z� r�  l ¥ mI� ` (V(B)
� ZFC),




 � � ; 2+/1$+> ��� 
 �
v8w���w mI� ¡ � zZ��z w �fwyx l�m
l!� ���Fw���s � x �yl �Åx:��w � r�¡ z�� ¡Av8w� 5w �)m
l!� rFw ¢<l s)p:¡

ϕ
�m¡ z r�¡���� l  5w � ¡v� l w m
l ]

£ w�§ � � 8 � z � � w�r
s:¡ l � � ¡ r ��¥�w l p:� � r l!� u����<pm��� m
l � mI��z s
w � pAr���s:���nu � rFw z p:§ %^ J a ZFC, B � � w�r
s � ¡v¥yu+r l�z��Z� r�  l ¥ mI� ` (V(B) � ϕ);^ � a ZFC ` (∀B)(B � � w�r
s � ¡v¥yu+r l�z��Z� r�  l ¥ mI� ⇒ V(B) � ϕ);^ _ba ZFC∗ ` (V(B) � ϕ),
  �Fl

ZFC∗ � mI��� ¦<p m
l s)p l � � 8 v8wys � � � s:��w�§
B

p � v � p
w £ w�§��
B � � w�r
s � ¡v¥yu+r l�z��Z� r�  l ¥ mI� � �

� *�� ;�<>H�JIN ��@D7��D@���H~7�< 
�H �ILD7:F �DH�E �DFDH~E�FDE�9mH����
Y�� � � u{s)p ¢<l

B � � w�r
s � ¡v¥yu+r l�z��Z� r�  l ¥ mI� �� * � * . u � ���
X
�
[=]X

�
[∈]X � w �)m
l!�Fl r�¡ l�£ � l z � � 8 � l�m�£ � pAr
p vAr ����� � � g w z w m ¡m�'�\x:��w

(X, [=]X , [∈]X)
¡ z r�¡ l � � ¡ X,z,bI\�[,T�l,h�P�x�h�T,o ^ ��wyx)s l�l � B ] l,h�P�x�h�T,o a P�bIn!\&X+W�P�d�xm\&R�p�T,o R�d�R�S�\rq�T,o

R�dIn]h�P�S8z&Wj}
Σ := {=,∈} pAr
p �I¥�w�r l�l v8w m w���v8w��

B ] R�d�R�S�\rq�T,o �Ap £�l ¡ zÁz p � u v8wys�� �Zs)v:©)p�� � r l ]
� u����<pm��¨^w m�£ u+r %

X 6= ∅, [=]X : X2 → B, [∈]X : X2 → B,

[=]X(x, x) = 1B,

[=]X(x, y) = [=]X(y, x),

[=]X(x, y) ∧B [=]X(y, z) 6B [=]X(x, z),

[∈]X(x, y) ∧B [=]X(y, z) 6B [∈]X(x, z),
[∈]X(x, y) ∧B [=]X(x, z) 6B [∈]X(z, y)

� r�¡ z���l �
x, y, z ∈ X � Y�£�l�� ��w

(X, [=]X , [∈]X)
� p:¦<u�� �)m w � ��w

X �� * � * .qm
l!��� w�rFw ¢ p £ ��x:��w
X � B ] � p � � l�£�� � N r�¡Äv �,¢8� w�§�¨^w m�£ u+r��

ϕ(x̄)
� p: �s � ��u m �

Σ
��  �Fl

x̄ = x1, . . . , xn � � w�r
s:� § �&� p � wyv ��z w�¥�w � s:��� �
l�m
l�£�l s)s:���
ϕ
� z�z�l!�Fl�£
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s � r���s:� § � p £Kz w�r

[ϕ(x̄)]X
�)u � rFw z p £>� ¡v� �,� p � � z�� ����� l�m�£

[ϕ(x̄)]X(x̄)
z�z p �Fl

[ϕ]X
p mI��� ¦<p m p £

� l w m p��fw �)m
l!�Fl r l s)p:¡ £ p

[x = y]X = [=]X(x, y), [x∈ y]X = [∈]X(x, y),

[ϕ ∨ ψ]X = [ϕ]X ∨B [ψ]X , [ϕ ∧ ψ]X = [ϕ]X ∧B [ψ]X , [¬ϕ]X = ¬B [ϕ]X ,

[(∃x)ϕ]X = supB

{
[ϕ]X : x ∈ X

}
, [(∀x)ϕ]X = infB

{
[ϕ]X : x ∈ X

}
,

  �Fl
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p
ψ � ¨^w m�£ u+r�� � p: �s � ��u m �
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w �
l�mI� ©)p:¡ � w � w�r
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l
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B � � w�r
s � ¡�¥yu+r l�z���� r�  l ¥ mI� ��p��
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w mI������£ w�� m
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ϕ(x̄)
� p: �s � ��u m �

Σ
z
ZFC∗ z � z w � p £�� ¨^w m�£ u+r �

(∀ x̄ ∈ X) [ϕ(x̄)]X ∈ B � Y �j� r���s l §:¦ l�£ £ �f¥yu �Fl�£ � p ��� ��� � � 8 z�£�l�� ��w
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ϕ(x̄)

� p: �s � ��u m �
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X
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p � p:¦<u��

X � ϕ(x̄)
� l�� r
p

[ϕ(x̄)]X = 1B � ^ .qm pv¤���w £ � w �
mI� ��u £�l�z��yl � � ¡ z vAr �Zx l s)p l
x̄ ∈ X � at1p � � l�£ u

X
s � ��� z�� ��� X,z,bI\�[,T�l,h�P�x�h�T,o ^ B a l,h�P�x�h�T,o a q�T,g�\rb���e q�h�T�k�\&R�S�[,P Φ �)m
l!� rFw ¢<l ]

s)p:§ � p: �s � ��u m �
Σ
�Tp � p:¦<u��

X � Φ
� l�� r
p

X � ϕ
� r�¡ z���l �

ϕ ∈ Φ � . w �1X,z,bI\�[,T�l,h�P�x�h�T,o
^ B a l,h�P�x�h�T,o a q�T,g�\rb���e S�\&T+Wjd�d � wys)p £��yl � � ¡ £ w �Fl r�� £ s
w ¢<l�� � z�� z���l �_� l w m
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X � £�l ��p £ �Ax:��w z�� r
u8x �yl ¥ l�� v8wys l x)s
w� 5w £ s
w ¢<l�� � z��

Φ
u � rFw z p l

X � Φ
¡ z r�¡ l � � ¡�¥ l�� v8wys l x)s:� £

u�� z�l�m�¢8�Fl s)p l�£ ^ ��£ ��� J a � �)m
l!�I� � ��z r�¡����<p £ � w�¥�w�§ s � ¥�w m ¨^w m�£ u+r {X � ϕ : ϕ ∈ Φ} �2 � v p:� z�l�� ��s
w�� z ¥yu+r l�z w���s � x)s
w�§ � p � � l�£�l p � ��p)s)s:� z���l � ��z ��w�rFw� �p)p � ���)mI��z pAr �:z � z w �j�
� w�� mI� s:¡����0p � ��p)s)s
w � ��� � -²wyx)s l�l  5w z w m ¡ � z��)m
l!��� w�rFw ¢<l s)p)p �1x:��w

X
¡ z r�¡ l � � ¡

B ] � p � � l�£ w�§ �
�&�)mI��z�l!� r
p z � � r l!� u����<p l ¨ � v:��� %^ J a ZFC ` (X � Φ)

� ��&²3
Φ � -�E5*AE5(8;)H)> E�-�2 �Å*A-�3 �:25$+*A2�E5" E���').d-�' ��>%$�2�;�=%G

Σ )^ � a 3�-�")' /K> E�9Á3�-�25*8$:H�=²3�&%" E�9Á3�>)').
Γ

'
∆
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Σ

25$+(
E5*�G.	�682�E
ZFC ` (X � Γ)'

Γ ` ∆
� 2�E

ZFC ` (X � ∆) �
- � v)p £ w�¥ mI� �5w £ � z � �,� p � p

X � ZFC
� w � � � 8 £ w ¢ s
w � wys)p £�� ��� v � v � w z wyv)u � s
w � ��� �&�
l ]

©)p � r���s:��� � v � p
w £ � � 8 �:� � vnp � w z wyv)u � s
w � ��� z���l ��� l w m
l�£ � � 8 �
� * � *	� ;
-�2 �

X � B 0 -�' -�2�34/1$q'�H8;
-�2 �
ϕ(x, ȳ) � H�=²E5'
,�*AE5"���>%$ � �^E�= /²;�"%$^-�' ��>%$�2�;�=%G

Σ
		��&²3

ȳ = y1, . . . , yn
�²D%E���&7$Ä* � � 8 &²E5()$�,4;
34/#E�	�682�EZ&%"�� "	���5G��

x1, x2, ȳ ∈ X
'
b ∈ B

[x1=x2] > b ⇒ [ϕ(x1, ȳ)] ∧ b = [ϕ(x2, ȳ)] ∧ b.

C
t#w� �r ��� s
w � � _ ^ J a �&�)mI��z�l!� r
p z w � w�w���s
w�¦ l s)p l

[
ϕ(x, ȳ) ∧ (x= xi) ⇔ ϕ(xi, ȳ) ∧ (x=xi)

]
= 1B .

tTr l!� w z�� � l r���s
w��
[ϕ(x1, ȳ)] ∧ [x1 =x2] = [ϕ(x2, ȳ)] ∧ [x1 =x2],

� ��s � x)p:�'� zZ� r
u8x �yl
[x1 =x2] > b

£ � p £�l�l�£

[ϕ(x1, ȳ)] ∧ b = [ϕ(x1, ȳ)] ∧ [x1 =x2] ∧ b = [ϕ(x2, ȳ)] ∧ [x1=x2] ∧ b = [ϕ(x2, ȳ)] ∧ b. �

� *��9* Y � r
u8x �yl
ZFC ` (X � ZFC)

� �,� p � p
[ϕ(x̄)]X

p
X � ϕ(x̄)

w�¥ m
l � � ��� ��£ � � r s l ��w�r���v8w
� r�¡ ¨^w m�£ u+r

ϕ
� p: �s � ��u m �

Σ
�¢s
w p � r�¡ ¨^w m�£ u+r0� � w �Fl�m�¢8� �<pm� z ��w ¢8�Fl s)p:¡Ãr ��¥����Ãw �)m
l!�Fl ]

r�¡ l�£ ��� z � � 8 �)m
l!� p)v � ��s:���npv¨Wu8s)v:©)p
wys � r���s:��� � p £Kz w�rFw z � R�� r
p ϕ � � � v � ¡~¨^w m�£ u+r � �:��w
� w �

[ϕ(x̄)]X
� wys)p £��yl � � ¡

[ψ(x̄)]X
��  �Fl

ψ � m
l ��u+r���� � ��� b�d�q�d�h�P���d�d w �)m
l!�Fl r�¡ l�£ ��� � p £Kz w�rFw z �
� � l � � � v � ¡ ¨^w m�£ u+r �

ψ
� p: �s � ��u m �

Σ
��x:��w

ZFC ` (ϕ ⇔ ψ) � Y x ��� ��s
w � ��p � mI������£�� � m p z�� ¡
¥yu+r l�z w���s � x)s)u�� £ w �Fl r��

X
� l w m p)p � � 8 � £ � p £�l�l�£ z w�� £ w ¢ s
w � ����u � w�� m
l ¥�r�¡m���8� � v)p l � l�m�£ �

pv¨^w m�£ u+r��&�)v � v
[x ∩ y = ∅]X

pAr
p
X � (f : x→ y) �2 m w £�l ��w� 5w�� z v8wys � � m u8v:©)p:¡�� z p �j�

[ · · · ]X
p
X � (· · ·) � w � u � v �yl � � ¡ s l ¨^w m�£�� r���s
w l u � w ]

� m
l ¥�r l s)p l � z s l ¦<s)pm� � � l�m�£ w z �Tw �)m
l!�Fl r�¡ l�£ ��� z � � 8 � UQ�,�)m p £�l�m � z v8wys:� l v � � l
f : A→X� �,� p � �

[f(a1)= f(a2)]X = b
� r
u ¢ p:� � wyv mI� � l s)p l�£ ¨^w m�£ u+r��

(∃x1, x2)
(
x1 = f(a1) ∧ x2 = f(a2) ∧ [x1=x2]X = b

)
.

� *��+* t1p � � l�£��
X

s � ��� z��yl � � ¡ T,S8g�\rb�d�q�T,o � l�� r
p

(∀x, y ∈ X)
(
[=]X(x, y) = 1B ⇒ x = y

)
.
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u8x �yl
2 ] � p � � l�£ �&��  �Fl 2 := {0, 1} � �)m w � � l §:¦ � ¡v¥yu+r l�z���� r�  l ¥ mI� �
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p £ w � ����w���s � x �yl �

� � � s �j��m ��s
w � ����p)s:� l�m:�)m
l � � ©)p)p mI��z�l s � � z�� % [=]X(x, y) = 1 ⇔ x = y �
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B � � w�r
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X

p � ��p)s)s �Z� v � p
w £�� ¤�v � � l s � p
wys � r���s
w � ��p %
X � (∀x, y)

(
(∀ z)(z ∈ x⇔ z ∈ y) ⇒ x = y

)
.

t mI� ��uÁw�� £�l ��p £ �8x:��wQ¤�r l�£�l s:���
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¡ £ p
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supB
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C � � w �I£ s
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C
p w�¥�w���s � x � ��� � p £Kz w�rFw £
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p

[z ∈x] = sup
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(
b ∧ [z= y]

) � r�¡ z���l �
z ∈ X.

Y � r
u8x �yl � w�w�� z�l � � � z p:¡ ��� ���j� s)s
w� 5w �I��m w�§ ��l�£�l § � � z
(bi)i∈I ⊂ B
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(xi)i∈I ⊂ X

� z�£�l�� ��w
asc{(bi, xi) : i ∈ I} p �&� w�r�����u l � � ¡~¥�w�r l�l v8w £6�I� v:��s � ¡~� �,� p � �
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bixi
w���s � x �yl �

[z ∈x] = sup
i∈I

(
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) � r�¡ z���l �
z ∈ X.
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b ∈ B

p
Y ⊂ X

� w � � l�£
asc({b} × Y )
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[z ∈x] = b ∧ sup
y∈Y

[z= y]
� r�¡ z���l �

z ∈ X.
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p

(∀C ⊂ B ×X)(∃x ∈ X)(x = ascC),

(∀x ∈ X)(∃C ⊂ B ×X)(x = ascC).
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i∈I
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P ∈ Prt(B, Y )
s � ��� z��yl � � ¡

��d�p,b�d�xm\&R�p�T,o�T,X,T!b�T,x�p�T,o�� w �I£ s
w ¢<l�� � z��
Y ⊂ X

p w�¥�w���s � x �yl � � ¡ � p £Kz w�rFw £
cyc Y �(+* � * g w z w m ¡m�'�Fx:��w

X
u � w z r l � z w m ¡ l � Y�Wjd�h���d�Y�zZYI\�Ww\rqQ\��8dI[,P�h�d�U � l�� r
p
(
∀P ∈ Prt(B,X)

)
(∃x ∈ X)(x = mixP ).

(+*��9* . u � ���
ϕ(x, ȳ) � ¨^w m�£ u+r �t� p: �s � ��u m �
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�j  �Fl
ȳ = y1, . . . , yn � t1p � � l�£��
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u � w z r l � z w m ¡ l � Y�Wjd�h���d�Y�zZq�P�p�R�d�q�z,q�P
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ϕ
� l�� r
p

(∀ ȳ ∈ X)(∃x0 ∈ X) [(∃x)ϕ(x, ȳ)] = [ϕ(x0, ȳ)].

2 � v r l  �v8w z p �Fl ����� l�� r
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X
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(∀ ȳ ∈ X)
(
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)
.
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i∈I
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bi ∧ [z=xi]
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= b ∧ sup

i∈I
[z= yi]
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z ∈ X.
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 £ � p £�l�l�£

sup
i∈I

(
bi ∧ [z=xi]

)
= sup

i∈I

(
bi ∧ [z= yi]
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6 b ∧ sup

i∈I
[z= yi].
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6 sup

i∈I

(
bi ∧ [z=xi]
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bi ∧ [z= yi]
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∨
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b ∧ ¬bi ∧ [z= yi]
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(1) [ϕ(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)]∧ b = [ϕ(x1|b, . . . , xn|b, y1, . . . , ym)]∧ b 	 ��&²3

ϕ � H�=²E5'
,�*AE5"�� 0>%$ � �^E�= /²;�"%$Á-�' ��>%$�2�;�=%G
Σ;

(2) [y∈x|b] = [y∈x] ∧ b;
(3)

(
x|a
)∣∣

b
= x|a∧b;

(4) x|b= y|b ⇔ [x= y] > b;

(5)
(
asci∈I bixi

)∣∣∣
b
= asci∈I (bi ∧ b)xi = asci∈I (bi ∧ b)xi|b;

(6) (aY ↑)|b = (a∧ b)Y ↑ �
C
0 � z�l�m�¢8�Fl s)p l ^ J a � r l!� u l �Åp:� � � 
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[xi =xi|b] > b �S6��z�l s � � z w ^ � a z � � l v �yl �Åp:� � r l!� u����<pm� w�© l s
wyv %
[y∈x|b] > [y∈x] ∧ [x=x|b] > [y∈x] ∧ b;
[y∈x|b] 6 [x|b 6=∅] = ¬[x|b=∅] 6 ¬¬b = b;

[y∈x|b] = [y∈x|b] ∧ b 6 [y∈x|b] ∧ [x|b =x] 6 [y∈x].
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b∈Ω(x)

[z ∈x|b] = sup
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[z ∈x] > ¬ω(x), ¬ω(z) > ¬ω(x).
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5.UR)Q7�3�$K�� 8$*@#"X7N2;$*@#���2K %�3&@#��593("X�N��$*@#"K�W2; #3�$*59�� Q7NA�7N Q7NA.>H%*59%�7�%D@;59%D�&"(%&"C7N�&3&@ 7N�&"C7L��GY>�"C7N�&%�7NE��;+



��# �z�� "#��z�K���\�-#%
+��!��z��#��K�[�	#Â�������\�-#%
+��!��z��#��K�/���K���2�-!������$�����K� 1	� ��
% "!-
+�&� � �
� r ��
 w ���6��� ~Ü{��O��{%�%� � }�� � ��� � � � ��
-{4} � wH
(
�� � � ~

dF V$*@;59%T%&"(3�$*59�� ,-0B!" 3(��A.A9"(3�$ 7N #: %*@#���*$*A.> :H59%&3�2#%&%8%&"�L�"��Z7NAX"76#7NUR);A9"(%T�N�R3(�� /L�"��*E�"� #3(" L�"(3�$&���
A]7N$*$*593("(%C+�e0@#"�3(�� /L�"��*E�"� #3("(%R5. Z 6#7NUR);A9"(% �H- 8H-�7N #:%4M=6"�A9�CB 7N�&"?$&��)6��A9��E�593C7NA!5. $*@#"�%&"� #%&"?$*@Q7N$
$*@#"��&"O59% A9� 3C7NA.A.>G%&��A.59:R$&��)6��A9��E�>

τ
%*2#3&@?$*@Q7N$ $*@#"

τ � 3(�� /L�"��*E�"� #3("'3(��5. #3�59:;"(:?BD5.$*@G$*@#"�3(���*�&"(%*)6�� #:H5. ;E� � 3(�� ;L�"��*E�"� #3("�+����������� �"!$#"j,"�$
X
=6"07�L�"(3�$&����A]7N$*$*593("�+�] A9"C7N�*A.>�-

(X,
o−→)

59% 7
T1 � 3(�� /L�"��*E�"� #3("DL�"(3�$&��� A]7N$*$*593("�+�;2;�*$*@#"��*UG���&"�-

(X, %'&−→)
59%07P3(�� /L�"��*E�"� #3("KL�"(3�$&���!A]7N$*$*593("�-/BD@#"��&"�( o−→ ) 59% T1

5+*
X

59%Nk��&3&@;5.UG"(:;"C7N 
$W3��*+ � 8H-�4#-�,H-
GH- � � � '�+

dF 7xj,"�=6"(%*E�2#"�7N #: 3(��UR);A9"�$&"?UG"�$*�*5.-�7N=;A9"?A9� 3C7NA.A.> %&��A.59: L�"(3�$&���XA]7N$*$*593("�-
xα %'&−→x

5+*
xα

o−→x� � � -�H �&��)6��%*5.$*59�� "8��F+�dF$KB07�%P7NA9%&�\%*@#�CBD 5. � � � - H �&��)6��%*5.$*59�� 4�� $*@Q7N$C-65. ! Ω -$( %'&−→ ) 59%'"(1/2;5.L�7NA9"� /$$&�/( o−→ ) ������ #"�$&%O5+* Ω
59%�3(��2; /$Z7N=;A9"�+ �;2;�*$*@#"��*UG���&"�-Q5.$�B07�%�);�&�CL�"(:M$*@Q7N$�$*@#" ; � 3(�� /L�"��*E�"� #3("�5. X59%X$&��)6��A9��E�593C7NA!5+*

dim(X) < ∞ ������-�e0@#"(���&"�U ���F-�7N #: $*@Q7N$�$*@#" <�= � 3(�� /L�"��*E�"� #3("�59%X$&��)6��A9��E�593C7NA5+*
X

@Q7�%S7�%*$*�&�� ;ET���&:;"��'2; ;5.$G� � � -�e0@#"(���&"�U � �F+�dF$'59%KB!���*$*@ $&�� #��$*593("Y$*@Q7N$S$*@#"
so � 3(�� /L�"��*E�"� #3("5. 7ÜVD7N Q7�3&@MA]7N$*$*593("

X
�N� 3(��2; /$Z7N=;A9"�$F> )6"P3(��5. #3�59:;"(%�BD5.$*@M$*@#"P #���*U 3(�� /L�"��*E�"� #3("�5+*

X
59%OA]7N$*$*593("

59%&��UG���*);@;593S$&�
c0

� ����-�e0@#"(���&"�U3���F+
����������� �102#�j,"�$

M = {mξ}ξ∈Ξ
=6"?7�� 7NUR5.A.> �N�XbO59"(%3-G%&"�UR5. #���*UG%��� 7�L�"(3�$&���XA]7N$*$*593("

X
+

d �*-H�����S7N />
0 6= x ∈ X

-Q$*@#"��&"X59%
mξ ∈ M

%*2#3&@ $*@Q7N$
mξ(x) > 0

-
(X,M )

59%K%Z7N59:T$&�?=6"�7��µ½5�Ý²�¯/�
¿%³"¶7�Í¬$® �	±�²�²�¯�°�¬ $W3��*+H��� � -"Y'"�<# ;5.$*59�� � +���+ @�� '�-�7N=;=;�&"�L 5]7N$&"(:Y=/>5476�0 -�BD5.$*@Y$*@#"�8X¯.¬�¸:9 �µ½5�Ý²�¯/�ª¿%³"¶7�

M
+

]!�� /L�"��*E�"� #3("X5. M7µbO59"(%3-SUX2;A.$*5 �  #���*U $<; � °�³"¿�¾"¬D¶���¬D¿%°�¬�'OB07�%�%*$*2#:H59"(:8�&"(3("� /$*A.>85. � DC�F+
=æUBj,%M7N�&" 7NA9%&�?>  #�CBD 7�%xg'7N2#%&:;����* A9� 3C7NA.A.> 3(�� /L�"76 � %&��A.59:VL�"(3�$&���MA]7N$*$*593("(%%$W3��*+P� 8H-0),+ � G�� '�+

UK��$&" $*@Q7N$M #�CB � :#7(>H%T$*@#"  Q7NUG""(FUX2;A.$*5 �  #���*UG"(: %*)Q7�3(" ) 59%M7NA9%&� 2#%&"(: �����T1/2;5.$&" :H5+* "��&"� /$M3�A]7�%&%
�N� %*)Q7�3("(%P� ���N�F+

����������� ��@A#�cK5.L�"� 7YL�"(3�$&���OA]7N$*$*593("
X
-Q7��W2; #3�$*59�� 

r : X →
!
+
59%�3C7NA.A9"(:M7B8X¯.¬�¸:9 �4¸-¬D½z®�³+¸7�

¬7�µ¯�¿%³"¶7� $W3��*+ � 8H-zY'"�<# ;5.$*59�� �H+ �+DC� '�-;BD@#"� #"�L�"��-n
(a) r(x+ y) 6 r(x) + r(y)

������7NA.A
x, y ∈ X;

(b) limn→∞ r(αnx) = 0
������7NA.A

x ∈ X
7N #:\������7NA.A !

3 αn → 0;

(c) |y| > |x| 5.UR);A.59"(% r(y) > r(x)
+

d �
r(x) 6= 0

������7N />
0 6= x ∈ X

-
r
59%G3C7NA.A9"(: 7C8X¯.¬�¸:9 �4¸-¬D½z®�³"¿%³"¶7� 7N #:

(X, r)
59%G%Z7N59: $&� =6"

7 �4¸-¬D½z®�³"¿%³"¶7�Í¬$®��	±�²�²�¯�°�¬
(
7N=;=;�&"�L 5]7N$&"(:T=/>á´D6�0

)
+

e0@#"X3(�� /L�"��*E�"� #3("Y5. 7LH\UBj 59%��Z7N$*@#"��K%*5.UR5.A]7N�K$&�G$*@#"P #���*U 3(�� /L�"��*E�"� #3("�5. 7R #���*UG"(:MA]7N$*$*593("
"76;3("�);$��N��)6��%&%*5.=;A9"'A]7�3:>\�N� 7YA9� 3C7NA.A.>\3(�� /L�"768=Q7�%&"'�����D$*@#"P3(���*�&"(%*)6�� #:H5. ;EG$&��)6��A9��E�>�+

e0@#"0 #"76H$ "76#7NUR);A9"0);�&"(%&"� /$&% 7K3(�� /L�"��*E�"� #3("OBD@;593&@GE�"� #"��Z7NA.5.-C"(% 3(�� /L�"��*E�"� #3("(% �W�&��U^Z 6#7NUR);A9"(% �
7N #: 8H+

����������� �FE�#�G "?%Z7(> $*@Q7N$Y7T3(��A.A9"(3�$*59�� 
R = {rξ}ξ∈Ξ

�N�XbO59"(%3-G)#%&"�2#:;��%&"�UR5. #���*UG%Y�� 
X

59%
758X¯.¬�¸:9:�µ½5�Ý²�¯/���4¸-¬D½z®�³"¿%³"¶7�R-;5[��������7N />

0 6= x ∈ X
-H$*@#"��&"S59%

rξ ∈ R
BD5.$*@

rξ(x) > 0
+zdF 8$*@;59%O3C7�%&"�-

(X,R)
59%O%Z7N59:8$&�Y=6"P7 �µ½5�Ý²�¯/���4¸-¬D½z®�³"¿%³"¶7�Í¬$®��	±�²�²�¯�°�¬

(
7N=;=;�&"�L 5]7N$&"(:T=/>H4x´D6�0

)
+

UK��$*593("!$*@Q7N$C-�=/>X$*@#" �;�&"�URA.5. R$*@#"(���&"�U $W3��*+H� 8H-+e0@#"(���&"�U �H+ �I,�� '�-I="H\UBj,% 7N�&"!"76#7�3�$*A.>X$*@#" A9� 3C7NA.A.>
%&��A.59:\L�"(3�$&����A]7N$*$*593("(%C+

e0@#"/8X¯.¬�¸:9:�µ½5�Ý²�¯/���4¸-¬D½z®�³"¿%³"¶7� °�³"¿�¾"¬D¶���¬D¿%°�¬ $<;�> � °�³"¿�¾"¬D¶���¬D¿%°�¬�'O5. (X,R)
-

xα
JLK
−→x ⇐⇒ (∀ rξ ∈ R) rξ(x− xα) → 0, (6)

3(��5. #3�59:;"(%OBD5.$*@
τ � 3(�� /L�"��*E�"� #3("�-QBD@#"��&" τ 59%D$*@#"P3(���*�&"(%*)6�� #:H5. ;EGA9� 3C7NA.A.>8%&��A.59:\$&��)6��A9��E�>\5. 

(X,R)
+

����������� �NM2#�cK5.L�"� �L�"(3�$&���!A]7N$*$*593("(%
X

7N #:
E
-H7'�W2; #3�$*59�� 

p : X → E+
59%!3C7NA.A9"(:\7N 

E � L�7NA.2#"(:bO59"(%3-P%&"�UR5. #���*U $W3��*+ � 4Q-�G�� '�-;BD@#"� #"�L�"��-n
(a) p(x+ y) 6 p(x) + p(y)

�����K7NA.A
x, y ∈ X;

(b) p(αx) = |α| · p(x) ������7NA.A x ∈ X
-
α ∈

! J



� � � �����z���-!D� 1 ����� 5 � 5 ,
	 �/��� �z��#��"
 	a5
�  5

(c) |y| > |x| 5.UR);A.59"(% p(y) > p(x)
+

d �*-#7�:;:H5.$*59�� Q7NA.A.>�-
p(x) 6= 0

�����K7N />
0 6= x ∈ X

-;B!"P%Z7(>�$*@Q7N$
p
59%�7N 

E � ¾+±�� ½�¬$®B8X¯.¬�¸:9�¿%³"¶7�R+
k L�"(3�$&���\A]7N$*$*593("

(X, p,E)
"(1/2;5.);)6"(: BD5.$*@ 7N 

E � L�7NA.2#"(:âbO59"(%3-  #���*U
p
59%\3C7NA.A9"(: 7J�	±�²�²�¯�°�¬

¿%³"¶7�Í¬$® �	±�²�²�¯�°�¬�$�7N=;=;�&"�L 5]7N$&"(:T=/> 0 6�0-'�+
m "�L�"��Z7NA $F> )6"(%0�N� 3(�� /L�"��*E�"� #3("(%D5. \A]7N$*$*593("K #���*UG"(:�A]7N$*$*593("(%0B!"��&"S%*$*2#:H59"(:��&"(3("� /$*A.>?5. � � -�@;-���8��F+

W� #"P�N��$*@#"SUG��%*$D5. /$&"��&"(%*$*5. ;E�3(�� /L�"��*E�"� #3("(%K@#"��&"'59%D$*@#" > � °�³"¿�¾"¬D¶���¬D¿%°�¬�n

xα
K

−→x ⇐⇒ p(x− xα)
o−→ 0. (7)

UK��$*593("S$*@Q7N$C-#$*@#" > � 3(�� /L�"��*E�"� #3("X5. (X, | · |, X)
3(��5. #3�59:;"(%�BD5.$*@T$*@#" ; � 3(�� /L�"��*E�"� #3("X5. X

BD@;593&@M59%
 #��$O$&��)6��A9��E�593C7NA,5[�

dim(X) = ∞ +
����������� � � #Ük L�"(3�$&��� A]7N$*$*593("

X = (X,M , E)
"(1/2;5.);)6"(: BD5.$*@ 7 %&"�)Q7N�Z7N$*5. ;E � 7NUR5.A.>

M = {pξ}ξ∈Ξ
�N�

E � ¾+±�� ½�¬$® 8X¯.¬�¸:9>¸-¬7�µ¯�¿%³"¶7�­¸Y59%P%Z7N59: $&�\=6"?7"�	±�²�²�¯�°�¬L�µ½5�Ý²�¯/�ª¿%³"¶7�Í¬$® �	±�²�²�¯�°�¬"$�7N= �=;�&"�L 5]7N$&"(:8=/> 0 476�0-'�+(e0@#"P3(���*�&"(%*)6�� #:H5. ;E�3(�� /L�"��*E�"� #3("�n

xα
� J
−→x ⇐⇒ (∀ pξ ∈ M ) pξ(x− xα)

o−→ 0 (8)

59%O3C7NA.A9"(:8$*@#"���; � °�³"¿�¾"¬D¶���¬D¿%°�¬-º�] A9"C7N�*A.>�-�7N />/jlUBj 59%�7N áj�=æUBj +
����������� ���2#\cK5.L�"� $FB!� L�"(3�$&���YA]7N$*$*593("(%

X
7N #:

E
+�k �W2; #3�$*59�� 

ρ : X → E+
59%�3C7NA.A9"(: 7N 

E � ¾+±�� ½�¬$®B8X¯.¬�¸:9 �4¸-¬D½z®�³"¿%³"¶7�R-;BD@#"� #"�L�"��-n
(a) ρ(x+ y) 6 ρ(x) + ρ(y)

������7NA.A
x, y ∈ X;

(b) ρ(αnx)
o−→ 0

������7NA.A
x ∈ X

7N #:)!
3 αn → 0;

(c) |y| > |x| 5.UR);A.59"(% ρ(y) > ρ(x);
(d) x 6= 0

5.UR);A.59"(%
ρ(x) 6= 0

+
d � 3(�� #:H5.$*59�� 

(d)
59%D:H�&��);)6"(: -

ρ
59%O%Z7N59:\$&�R=6"P7N 

E � ¾+±�� ½�¬$®B8X¯.¬�¸:9 �4¸-¬D½z®�³+¸-¬7�µ¯�¿%³"¶7�R+
k L�"(3�$&���\A]7N$*$*593("

X
"(1/2;5.);)6"(: BD5.$*@ 7N 

E � L�7NA.2#"(: bO59"(%3- )#%&"�2#:;�� #���*U
ρ
59%\3C7NA.A9"(: 7J�	±�²�²�¯�°�¬

�4¸-¬D½z®�³"¿%³"¶7�Í¬$®"�	±�²�²�¯�°�¬ $�7N=;=;�&"�L 5]7N$&"(: =/> 0�´D6�0 7N #: :;"� #��$&"(: =/>
(X, ρ,E)

'�+6e0@#"G3(���*�&"(%*)6�� #:H5. ;E
3(�� /L�"��*E�"� #3("�n

xα
K

−→x ⇐⇒ p(x− xα)
o−→ 0 (9)

59%O3C7NA.A9"(: -Q7�%D5. áZ 6#7NUR);A9" � -;$*@#"#> � °�³"¿�¾"¬D¶���¬D¿%°�¬R5. (X, ρ,E)
+|] A9"C7N�*A.>�-Q7N />xjlUBj 59%�7N sj H\UBj +

W�2;�!A]7�%*$0"76#7NUR);A9"�);�&"(%&"� /$&%D7X3(�� /L�"��*E�"� #3("'BD@;593&@\E�"� #"��Z7NA.5.-C"(%03(�� /L�"��*E�"� #3("(%0�W�&��U 7NA.A�);�&"�L 59��2#%
"76#7NUR);A9"(%�"76;3("�);$O$*@#"#<�= � 3(�� /L�"��*E�"� #3("P�W�&��UçZ 6#7NUR);A9"L��+

����������� ���A#�k � 7NUR5.A.>
R = {ρξ}ξ∈Ξ

�N�
E � L�7NA.2#"(: bO59"(%3-\)#%&"�2#:;��%&"�UR5. #���*UG%R59%R%Z7N59: $&� =6"

¸-¬ �z±"¶$±�²�¯�¿ � BD@#"� #"�L�"��C- ������7N />
0 6= x ∈ X

- $*@#"��&"M59%
ρξ ∈ R

%*2#3&@ $*@Q7N$
ρξ(x) > 0

+Qd �
R

59%
%&"�)Q7N�Z7N$*5. ;E#-#B!"P3C7NA.A,5.$�7N 

E � ¾+±�� ½�¬$®58X¯.¬�¸:9 �µ½5�Ý²�¯/���4¸-¬D½z®�³"¿%³"¶7�R+
k L�"(3�$&���KA]7N$*$*593("

(X,R, E)
"(1/2;5.);)6"(:MBD5.$*@ 7N 

E � ¾+±�� ½�¬$® 8X¯.¬�¸:9#�µ½5�Ý²�¯/���4¸-¬D½z®�³"¿%³"¶7�
R

59%�%Z7N59:
$&� =6" 7 �	±�²�²�¯�°�¬ �µ½5�Ý²�¯/���4¸-¬D½z®�³"¿%³"¶7�Í¬$® �	±�²�²�¯�°�¬ $�7N=;=;�&"�L 5]7N$&"(: =/> 0 4x´D6�0-'�+[e0@#" 3(���*�&"(%*)6�� #:H5. ;E
3(�� /L�"��*E�"� #3("�n

xα

� JLK
−→x ⇐⇒ (∀ ρξ ∈ R) ρξ(x− xα)

o−→ 0 (10)
59%O3C7NA.A9"(:8$*@#"���;�> � °�³"¿�¾"¬D¶���¬D¿%°�¬�+

	 r�
s��y\{%����� � � ��{%�%� � }�� � ��� � ~
` 7N�*59��2#% 2; /=6��2; #:;"(:�3(�� /L�"��*E�"� #3("(%�@Q7(L�" =6"("� X5. /L�"(%*$*5.E/7N$&"(:��&"(3("� /$*A.>P5. �� � -�D -+���EA,�2@H-5� ,H-�� � -���4�A

��GH-�8 � A�8����F+�e0@;59%�%&"(3�$*59�� X59% ��� 3�2#%&"(:P�� P$*@#" 2; ;5[<Q3C7N$*59�� Y�N�Q7N););�&��7�3&@#"(%,�����,2; /=6��2; #:;"(:�3(�� /L�"��*E�"� #3("(%
5. :H5+* "��&"� /$�%&"�$*$*5. ;E�%C+|kO�W$&"��S$*@;59%C-6B!"R:H59%&3�2#%&%P%&"�L�"��Z7NA $F> )6"(%P�N�02; /=6��2; #:;"(: 3(�� /L�"��*E�"� #3("(%X�&"�A]7N$&"(:
$&�G"76#7NUR);A9"(%D5. Àm "(3�$*59�� "�H+



��# �z�� "#��z�K���\�-#%
+��!��z��#��K�[�	#Â�������\�-#%
+��!��z��#��K�/���K���2�-!������$�����K� 1	� ��
% "!-
+�&� � 8
	 r 
 r�� � � � }+w � �ªw;��
-~�r j,"�$ I =6"D7N Y59:;"C7NA;5. G7K3(�� /L�"��*E�"� #3("OL�"(3�$&��� A]7N$*$*593(" (X,

�
)
+"e0@#"!����A.A9�CBD5. ;E

:;"�<# ;5.$*59�� 59% UG��$*5.L�7N$&"(: =/> $*@#" :;"�<# ;5.$*59�� �N�
un � °�³"¿�¾"¬D¶���¬D¿%°�¬J9�¯�²�Áâ¶�¬�¸ ��¬$°K²x².³â±"¿ ¯�®�¬$±��

I
³¨·

±Ü¿%³"¶7�Í¬$® �	±�²�²�¯�°�¬
(X, ‖ · ‖) ����4��F+
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mξ,u(x) = mξ(|x| ∧ u) (ξ ∈ Ξ, u ∈ X+). (12)
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ρξ,u(x) = ρξ(|x| ∧ u) (ξ ∈ Ξ, u ∈ X+). (13)
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πu(x) = p(|x| ∧ u) (u ∈ X+). (14)
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πξ,u(x) = pξ(|x| ∧ u) (x ∈ X). (15)
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> �@?5ACBEDGF 1 H@I �KJ �KL(ACMONQP 2
1 RTS+U�V�W XYW�ZKS[X\S[] , V�W U5^OU�W _ , XY`aW ]Eb�c 2 ^OU�W _ , XY`aW ]Eb=d+efRTS[Xa]Yg�S+h ,

ifjlk&m1jon�p+q+q�j�m<r=sCt�uYj�v wlxzy{q�m1t{p�|
}@~ uE� } t�m���p+q$u }@~ q+��p+q�j�s�uE��p�j��[�[t�q ~ j�sjon<� ~ q�����uE��t�s�s ~ |�p�m+q�t�m�w

�=�G�o�o�[�����WV@� U�]Yg�W `&��S+� , X ]�� , h�W _ , `ad�� , U ,[®:, `a`YS[Xab�S+U���`a�!� ® W , U�] ® d�U��!W ]YW d�U�`&e�d+X=S+U s X ® g�W � , � , S+U�_ ,[® ]Yd+X� S[]a]YW ®:, A ]Yd&� , d+e _ U�W ] , �!W � , U�`aW d�U ^ � U�]Yg�W ` ® d�U�] ,8� ] ]�� , h�W _ , ]Yg!X ,:,�® g�S[X\S ® ] , XYW �1S[]YW d�U�` ^�U g ,�_ XY`�] d�U ,6® d�U�]\S+W U�`]Yg , X , � S[]YW d�Uz� , ] � ,:, U�]Yg , _ ,[® ]Yd+X � S[]a]YW ®:, A ]Yd�� , d+e _ U�W ] , �!W � , U�`aW d�UzS+U��<W ]Y`O��U�W _ , XY`YS � ® d��/� � , ]YW d�U Au ^�U g ,` ,[® d�U��3d�U , `ag�d � `5]Yg�S[]=]Yg , _ ,[® ]Yd+X � S[]a]YW ®:, A W `5d+e _ U�W ] , �!W � , U�`aW d�U3W e&S+U��¡d�U � b¡W e(d�U , d+eK]Yg , e�d � � d � W U�h] � d ,1¢ ��W _�S � , U�] ® d�U��!W ]YW d�U�`@g�d � �!` Z � S � , _ , Xab���S � W ��S � �/d��!� � S[X@S � h , �!X\S=W � , S � W U Au W `OX , � S[]YW _ , � bz��U�W e�d+XY� � b
® d��/� � , ] , d+X � � � Orth(A,Au) = Z(A,Au) � g , X , Orth(A,Au) S+U�� Z(A,Au) � , U�d+] , ]Yg , _ ,[® ]Yd+X � S[]a]YW ®:, d+eS � � d+Xa]Yg�d��/d+XY��g�W `a�/`£e XYd�� A ]Yd Au S+U��<]Yg , `a��� � S[]a]YW ®:,A® d�U�`aW `�]YW U�h5d+eCd+Xa]Yg�d��/d+XY��g�W `a�/` π � W ]Yg |π(x)| 6 λ|x|
(x ∈ A) e�d+XT`ad�� , 0 6 λ ∈ R ] X , `a� ,[® ]YW _ , � b ^ � ]fW ` � , � � S V�U�d � U&]Yg�S[]CS+U�b&��U�W _ , XY`YS � � b ® d��/� � , ] , _ ,[® ]Yd+X � S[]a]YW ®:, A W `d+eG]Yg , e�d+XY� C∞(X) e�d+X¤`ad�� ,¦¥ S+��`Y�!d+Xa§ ,8� ]aX , ��S � � b5�!W ` ® d�U�U ,[® ] , � ® d��/��S ® ] ]Yd���d � d�h�W ® S � `a��S ®:, X ^'U g , ��d�W U�]
x ∈ X W ` ® S � � , � σ S W `ad � S[] , �zW e�]Yg , W U�] , XY` ,[® ]YW d�Uzd+e , _ , Xab<` ,1¢ � , U ®:, d+efU , W h�g���d+XYg�d�d��!`Od+e x W `¦S/U , W h�g���d+XYg�d�d��d+e x ^$U g , � S+`�] ® g�S[X\S ® ] , XYW �1S[]YW d�Uld+e _ U�W ] , �!W � , U�`aW d�U�S �Rs X ® g�W � , � , S+Uz_ ,[® ]Yd+X � S[]a]YW ®:, `KW `@]Yg , e�d � � d � W U�h ^�¨G, ] A� , S5_ ,[® ]Yd+X � S[]a]YW ®:, S+U�� � , ] Au(= C∞ (X)) � , W ]Y`K��U�W _ , XY`YS � ® d��/� � , ]YW d�U ^+U g , U A W `Kd+e _ U�W ] , �!W � , U�`aW d�U�W eS+U���d�U � b�W e , S ® g , � , � , U�]Od+e X W ` σ S W `ad � S[] , � ^{© X , `YS[XKW U�ª j8« X\S+W ` , ��S ¢ � , `�]YW d�U�]Yd _ U��<U , � ,8� S+�/� � , `¤d+eC� , XYd�!XYd��!� ® ]¤� , ] , XY�/W U , �5S � h , �!X\S+` ^�¬ W U�S � � b ] S+`OS+U<S+��� � W ® S[]YW d�U ]�� , h�W _ , S&��d�`aW ]YW _ , S+U�` � , X¤]Yd(]Yg�W ` ¢ � , `�]YW d�U ^
­5®�¯±°(² �+³G�Wb g�b!� , X S s X ® g�W � , � , S+U�_ ,[® ]Yd+X � S[]a]YW ®:, ] f S S � h , �!X\S ] ��U�W _ , XY`YS � � b ® d��/� � , ] , _ ,[® ]Yd+X � S[]a]YW ®:,W^´ ���[µ ®�¶ ���1·�����¸¤¹�º���» ® ���=¼(¸ ���1�1· ½������1· ²�¾À¿ ?�Á�Á�Á�Â)bG"�Ã ©TÄ �I] j Ä�Å " � ^

Æ �@Ç g F f A È¦M h F!PEA g
7�É F�G'E�Ê É G'E�Ë5Ë É�Ì�Í B ÍTÌ F A

R
B P�Î C Î Ì P G�Ë Ì F Ì B�Ï P E�Ð�Ñ Ì F[Ò?B P�ÎÔÓ G�Ð Í Ï Ì�Õ P E�Ð�Ñ Ì F[Ò A F Ì Ò ÍTÌ Ó Ë O H Ì Ï×ÖB P�Î Ï Ì Ë N = {1, 2, . . .} > 4 G'F3B�Ò Ì Ë A A

An Î Ì P G�Ë Ì Ò�Ë É�Ì Ó B-F1Ë Ì Ò O B P Í F�G Î E Ó Ë A× . . .︸︷︷︸
n ØEÙ Ú@ÛYÜ

×A A
n ∈ N >

7�É�Ì =<Ì Ï�Ý�B P�Î{Þ 7 B-D�E�F 7�É�Ì G'F Ì ÐßÒ1ËTB�Ë Ì Ò�Ë É B�Ë O Ý A O ÒCB P B�Ò[Ò�G Ó	O B�Ë O H Ì P G'F1Ð Ì Î F Ì B�Ï Î+O H O Ò O G PB�Ï×Ê Ì Ñ�FTB A Ë É�Ì P A O Ò O Ò�G�Ð G'F Í�É OàÓ Ë�G R
A
C

G'F�Ë É�ÌQá ERB�Ë Ì F P�O G Pãâ Ì Ï Î�> 4 G'F�Ë É�Ì Î Ì ËTB O ÏàÒ A�ä Ì F Ì Ý Ì F
Ë�G6å 
�
�> 4 G'FlË É�Ì Ó B�Ò Ì G�Ý=Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì B G'F Î Ì F Ì Î B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB�Ò A¦- E O æ Ò1Ð B P Ò3å ��
 Í F�GIH Ì Î Ë É B�Ë B P K³F Ó É O Ð Ì Î Ì B PÏ B�Ë1Ë OàÓ Ì B G'F Î Ì F Ì Î B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB ä O Ë É E P�O Ë Ì Ï Ì Ð Ì P Ë e > 0 O�P ä É OàÓ É3Ì H Ì F1Ö Í G�Ò O Ë O H Ì5Ì Ï Ì Ð Ì P Ë É B�Ò¤B Í G�Ò O Ë O H Ì
O�P H Ì F[Ò Ì O Ò(Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì B P�Î B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB O Ò�G�Ð G'F Í�É OàÓ Ë�G R > : Ö$B-F<å � 
 Ê$B�H Ì B P B�Ï×Ë Ì F P B�Ë O H Ì5Í F�G�G�Ý¤Ë�G�Ë É�Ì F Ì Ò)E�Ï×ËG�Ý - E O æ Ò1Ð B P Ò±Ý�G'F 9 B P B Ó É Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB�Ò > M B�Ë Ì F.G P A Ë É�Ì Ò Ì Ë ä G F Ì Ò)E�Ï×Ë[Ò.B-F Ì Ê Ì P Ì FTB�Ï O D Ì Î B P�Î
Ó G�Ð�Ñ O�P Ì Î>O�P å � 
 Ñ{Ö!E�Ò O�P Ê!B P Ì B�Ò1Ö.G�Ñ�Ò Ì F)H�B�Ë O G P B�Ò�Ý�G�Ï×Ï�G ä Ò�ç

®© �T� j)µ + d � S[] ¬�^ ] U d����/W Q�^ s ^
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R �K5Ò£Ý�B-F|B�Ò ä Ì N�P G äGA P G?B�Ë1Ë Ì P Ë O G P B�Ë|B�Ï×Ï É B�ÒOÑ Ì�Ì P Í B OàÎ O�P Ë É�Ì Ï O Ë Ì FTB�Ë)E�F Ì Ë�G=Ë É�Ì(Í F�G�Ñ�Ï Ì Ð ä É�Ì P BÏ B�Ë1Ë OàÓ Ì B G'F Î Ì F Ì Î B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB O Ò|G�Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O G PC> 7�É�Ì B O Ð G�ÝCË É O Ò Í B ÍTÌ F O Ò¦Ë�G5Ê O H Ì B Í G�Ò O Ë O H Ì B P Ò ä Ì FË�G<Ë É O Ò Í F�G�Ñ�Ï Ì Ð > 4 P�Ó G P�P Ì Ó Ë O G P ä O Ë É G'E�F Í F�G�Ñ�Ï Ì Ð A 9 F Ì ÒTB-F@Ò1Ë)E Î+O Ì Î Ë É�Ì Ó Ï B�Ò[Ò|G�Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O G P B�ÏÒ Í B Ó Ì Ò ä É OàÓ É B-F Ì D Ì F�G Í F�G Î E Ó Ë Î Ì Ë Ì F1Ð O�P Ì Î�> 8=Ì Ó B�Ï×Ï¤Ë É B�Ë3B P B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB

A
GIH Ì F?B â Ì Ï Î K O Ò=ÒTB OàÎ Ë�GÑ Ì$#!p�m1j&%Cm1j�'�y���u�'{p$u\p�m�� ~ sTp!' O ÝOÝ�G'F Ì H Ì F1Ö
Ñ O Ï O�P Ì B-F�Ð B Í f : A×A→ B

A�ä É�Ì F Ì
B O Ò B P B-F1Ñ O Ë)FTB-F1ÖH Ì Ó Ë�G'F5Ò Í B Ó Ì GIH Ì F K A�ä O Ë É Ë É�Ì�Í F�G ÍTÌ F1Ë\Ö3Ë É B�Ë�Ý�G'F3B�Ï×Ï x, y ∈ A

A
f(x, y) = 0

ä É�Ì P Ì H Ì F xy = 0, O ÒG�Ý�Ë É�Ì Ý�G'F1Ð
f(x, y) = Φ(xy)

Ý�G'FzÒ�G�Ð Ì Ï O�P Ì B-F�Ð B Í Φ : A → B > 7�É O Ò Ó G P�Ó Ì$Í Ë ä B�Ò O�P Ë)F�G Î E Ó Ì Î
O�P å � 
�> 7�É�Ì G'F O Ê O�P B�ÏOÐ G�Ë O H�B�Ë O G P Ý�G'F=Ë É O Ò Ó G P�Ó Ì$Í Ë ä B�Ò Í F�G�Ñ�Ï Ì Ð±Ò3G P Ë É�Ì D Ì F�G Í F�G Î E Ó Ë Í F Ì Ò Ì F)H O�P ÊÏ O�P Ì B-F�Ð B Í Ò > 8=Ì Ó Ì P Ë1Ï×Ö A 9 F Ì ÒTB-F�å � 
 Í F�GIH Ì Î Ë É�Ì Ý�G�Ï×Ï�G ä O�P Ê F Ì Ò)E�Ï×Ë >L�
 c A f-c N)( � 	  ( ���1� ���� .� ( 0 � #I( 
�� 
������ � & 
 � 0 �'� &	#*��&	# � % "��>�����1� &  «� ( ��� � � 
 ( � #I( � � � �
���6� 0 ��� ( � & 
��1��� � � ������ �|# �1� ( � 0��9 F Ì ÒTB-F Í G O�P Ë Ì Î G'E�Ë¦Ë É B�Ë¦Ë É�Ì Ð B O�P Í E�F Í G�Ò Ì G�ÝfË É�Ì&Í B ÍTÌ F/å � 
 ä B�Ò@Ë�G â�P�Î P Ì ä Ì�Õ B�Ð Í Ï Ì Ò|G�Ý�D Ì F�G
Í F�G Î E Ó Ë Î Ì Ë Ì F1Ð O�P Ì Î B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB�Ò A Ñ�E�Ë�E�Ï×Ë O Ð B�Ë Ì Ï×Ö O Ë O Ò|F Ì Ò1Ë)F OàÓ Ë Ì Î Ë�G B P E P Ì�ÕGÍTÌ Ó Ë Ì Î±Ó É B-FTB Ó Ë Ì F O D�B�Ë O G PG�Ý â�P�O Ë Ì B Î+O Ð Ì P Ò O G P B�Ï«B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB�ÒÔË É B�Ë B-F Ì Ê Ì P Ì FTB�Ë Ì Î Ñ{Ö OàÎ Ì Ð Í G�Ë Ì P Ë[ÒCB P�Î Ë É�Ì O�P�O Ë O B�Ï Í F�G�Ñ�Ï Ì ÐG�Ý â�P�Î+O�P Ê P Ì ä Ì�Õ B�Ð Í Ï Ì ÒlÒ1Ë O Ï×ÏAF Ì Ð B O�P Ò G ÍTÌ PC> 7 G'F Ì GIH Ì F A Ë É�Ì�Í F�G�Ñ�Ï Ì Ð G�Ý â�P�Î+O�P Ê�G�Ë É�Ì F Ó Ï B�Ò[Ò Ì ÒG�Ý�B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB�Ò/Ý�G'F ä É OàÓ É Ë É�Ì Ó É B-FTB Ó Ë Ì F O D�B�Ë O G P G�Ý 7�É�Ì G'F Ì Ð � É G�Ï Î Ò O Ò�Ý�E�Ï×Ï×Ö.G ÍTÌ PC>K5Ò«B P B Í�Í Ï OàÓ B�Ë O G P G�Ý?G'E�F�Ò1Ë)E Î Ö A¦ä Ì ä O Ï×Ï�Ê O H Ì B P Ì ä Ó Ï B�Ò[Ò«G�Ý P G P B â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O G P B�Ï D Ì F�GÍ F�G Î E Ó Ë3B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB�Ò/Ý�G'F ä É OàÓ É Ë É�Ì Ó É B-FTB Ó Ë Ì F O D�B�Ë O G P G�Ý¦Ë É�Ì<Í F Ì H O G'E�Ò�Ë É�Ì G'F Ì Ð É G�Ï Î Ò >

( �¦? f-c B�P�NQP g D f P c$i
4 P G'F Î Ì F Ë�G B�H�G OàÎ E P�P Ì Ó Ì Ò[ÒTB-F1Ö F Ì$ÍTÌ Ë O Ë O G P Ò A�ä Ì B�Ò[Ò)E�Ð Ì Ë É B�Ë B�Ï×Ï!H Ì Ó Ë�G'F6Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì Ò E P�Î Ì F

Ó G P Ò OàÎ Ì FTB�Ë O G P B-F Ì�r=m1��� ~ ��p!'{p1t�s >4 P Ë É�Ì Ý�G�Ï×Ï�G ä O�P Ê Ï O�P Ì Ò AKä Ì F Ì Ó B�Ï×Ï5Ò�G�Ð Ì Î Ì â�P�O Ë O G P Ò B P�Î ÑRB�Ò OàÓ Ý�B Ó Ë[Ò!B�Ñ�G'E�Ë H Ì Ó Ë�G'F�Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì Ò AÏ B�Ë1Ë OàÓ Ì B G'F Î Ì F Ì Î B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB�Ò3B P�Î Ð�E�Ï×Ë O Ï O�P Ì B-F5Ð B Í Ò >4 G'F£Ë É�Ì E P Ì�ÕGÍ Ï B O�P Ì Î Ë Ì F1Ð O�P G�Ï�G�Ê�Ö G P H Ì Ó Ë�G'F£Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì Ò A Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì B G'F Î Ì F Ì Î B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB�Ò6B P�Î Ð�E�Ï×Ë O Ï O�P Ì B-FÐ B Í Ò A�ä Ì F Ì Ý Ì F/Ë É�Ì F Ì B Î Ì F�Ë�G3å � A �)A � A,+ 
�>= O H Ì P B H Ì Ó Ë�G'F�Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì A A Ë É�Ì Ò Ì Ë
A+ = {a ∈ A : a > 0} O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î uE��p�%�j�q ~ u ~ |�p��[j�sTp G�Ý A >M Ì Ë

a, e ∈ A+ A Ë É�Ì P e O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î B �[j���%�j�sTp�sfu G�Ý
a O Ý e ∧ (a− e) = 0.K P B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB

A
ä É OàÓ É O Ò=Ò O Ð�E�Ï×ËTB P Ì G'E�Ò1Ï×ÖCB«H Ì Ó Ë�G'F=Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì Ò)E Ó É Ë É B�Ë=Ë É�Ì�Í B-F1Ë O B�Ï�G'F Î Ì F O�P Ê>B P�ÎË É�Ì Ð�E�Ï×Ë O Í Ï OàÓ B�Ë O G P O�P A B-F Ì Ó G�Ð Í B�Ë O Ñ�Ï Ì A Ë É B�Ë O Ò a, b ∈ A+ O Ð Í Ï O Ì Ò ab ∈ A+ A O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î v×t�uau ~ �+p.-j�m!'{p�m[p!' t�v /{p�0�m1t D Ñ�F O Ì.1 Ö B

`
-ot�v /{p�0�m1t E�2 K P ` B B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB r O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î B P n.-ot�v /{p�0�m1t O Ý r H Ì F O�â Ì ÒlË É�ÌÍ F�G ÍTÌ F1Ë\ÖÔË É B�Ë

a ∧ b = 0
B P�Î c > 0 O Ð Í Ï×Ö ac ∧ b = ca ∧ b = 0.

K P Ö n.- B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB O Ò3B-E�Ë�G�Ð B�Ë OàÓ B�Ï×Ï×Ö
Ó G�Ð�Ð�E�ËTB�Ë O H Ì B P�Î É B�Ò Í G�Ò O Ë O H Ì Ò á ERB-F Ì Ò > K P ` - B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB A O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î B P t�v �±j�q$u f -ot�v /{p�0�m1t ä É�Ì P Ì H Ì F
O Ë=Ý�G�Ï×Ï�G ä Ò=Ý�F�G�Ð a ∧ b = 0

Ë É B�Ë
ab = ba = 0 > K P ` - B�Ï×Ê Ì Ñ�FTB A O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î B

d
-ot�v /{p�0�m1t O Ý A H Ì F O�â Ì ÒË É�Ì�Í F�G ÍTÌ F1Ë\Ö¡Ë É B�Ë

a ∧ b = 0
B P�Î c > 0 O Ð Í Ï×Ö ac ∧ bc = ca ∧ cb = 0 >7�É�Ì H Ì Ó Ë�G'F±Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì A O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î43 p!'{p65 ~ s7' �[j���%Cvàp$u\p O Ý5Ý�G'F Ì B Ó É P G P B\Ì Ð Í Ë\Ö Ò)E�Ñ�Ò Ì Ë

B
G�Ý
Aä É OàÓ É O Ò=Ñ�G'E P�Î Ì Î B�Ñ�GIH Ì A

sup B
Ì�Õ O Ò1Ë[Ò O�P A > 7�É�Ì H Ì Ó Ë�G'F<Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì A O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î v×t�u\p�m1t�vEv wÔ�[j���%Cvàp$u\p



��� ��# ��
�� � � � � #$%  «��� � 	 �
O Ý Ì H Ì F1Ö G'F1Ë É G�Ê�G P B�Ï�Ò1ÖGÒ1Ë Ì Ð O�P A

É B�ÒCB Ò)E Í F Ì Ð�E�Ð O�P A > 4 Ý A O Ò J Ì Î Ì N�O�P�Î Ó G�Ð Í Ï Ì Ë Ì B P�ÎÏ B�Ë Ì FTB�Ï×Ï×Ö Ó G�Ð Í Ï Ì Ë Ì A Ë É�Ì P A O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î y�s ~ |�p�m+q�t�vEv w��[j���%Cvàp$u\p > . H Ì F1Ö�H Ì Ó Ë�G'F¦Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì A É B�Ò�B y�s ~ |�p�m+q�t�v�[j���%Cvàp$u ~ j�s Au A Ë É O Ò¤Ð Ì B P Ò¦Ë É B�ËOË É�Ì F Ì&Ì�Õ O Ò1Ë[Ò6B E P�O á E Ì D E Í Ë�G?B�Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì O Ò�G�Ð G'F Í�É O Ò1Ð E E P�O H Ì F[ÒTB�Ï×Ï×Ö
Ó G�Ð Í Ï Ì Ë Ì H Ì Ó Ë�G'F�Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì Au Ò)E Ó É Ë É B�Ë A Ó B P Ñ Ì OàÎ Ì P Ë O�â Ì Î ä O Ë É B P G'F Î Ì F Î Ì P Ò Ì Ò)E�Ñ�Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì G�Ý Au

D Ò Ì�Ì å � A ;�Ì Ó Ë O G P � A .¦Õ�Ì F Ó	O Ò Ì � ��
 Ý�G'F<B P O�P Ë Ì F Ì Ò1Ë O�P Ê B Í�Í F�G�B Ó É Ë�G
Ë É�Ì�Ì�Õ O Ò1Ë Ì P�Ó Ì G�Ý(Ë É�Ì E P�O H Ì F[ÒTB�Ï
Ó G�Ð Í Ï Ì Ë O G P Ñ{Ö.E�Ò O�P Ê G'F1Ë É G�Ð G'F Í�É O Ò1Ð±Ò E >K H Ì Ó Ë�G'F¤Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì A O Ò¤ÒTB OàÎ Ë�G É B�H Ì=uE��p/�[j�y�sfuYt 0�vàp&q�y�%&%Cm1j6%�p�m$u�w A O Ý ä É�Ì P Ì H Ì F|B P B-F1Ñ O Ë)FTB-F1Ö�Ò)E�Ñ�Ò Ì Ë
D
É B�Ò�B<Ò)E Í F Ì Ð�E�Ð A Ë É�Ì P Ë É�Ì F Ì/Ì�Õ O Ò1Ë[Ò�B P B�Ë@Ð G�Ò1Ë Ó G'E P ËTB�Ñ�Ï Ì Ò)E�Ñ�Ò Ì Ë C G�Ý

D
ä O Ë É supC = supD >K J Ì Î Ì N�O�P�Î¡Ó G�Ð Í Ï Ì Ë Ì H Ì Ó Ë�G'F/Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì ä O Ë É Ë É�Ì Ó G'E P ËTB�Ñ�Ï Ì Ò)E Í¡Í F�G ÍTÌ F1Ë\Ö O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î q�y�%�p�m 3 p!'{p65 ~ s7'�[j���%Cvàp$u\p H Ì Ó Ë�G'F�Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì >M Ì Ë r Ñ Ì B«H Ì Ó Ë�G'F5Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì > K Ò)E�Ñ�Ò Ì Ë

S
G�Ý
A+ O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î B P j�m$uE�Gj�/�j�sCt�v¤q�w�q$u\p�� jon�r O Ý 0 /∈ SB P�Î u∧ v = 0

Ý�G'F Ì B Ó É3Í B O F (u, v) G�Ý Î+O Ò1Ë O�P�Ó Ë Ì Ï Ì Ð Ì P Ë[Ò O�P S > 4 Ë(Ý�G�Ï×Ï�G ä Ò&Ý�F�G�Ð 0 G'F P�� Ò�Ï Ì Ð�Ð B�Ë É B�ËÌ H Ì F1Ö G'F1Ë É G�Ê�G P B�ÏOÒ1ÖGÒ1Ë Ì Ð G�Ý r O Ò Ó G P ËTB O�P Ì Î>O�P B�Ð B Õ O Ð B�ÏYG'F1Ë É G�Ê�G P B�ÏOÒ1ÖGÒ1Ë Ì Ð >K Ò)E�Ñ�Ò Ì Ë
S O�P B H Ì Ó Ë�G'F=Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì E O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î q�j�v ~ ' O Ý O Ë/Ý�G�Ï×Ï�G ä Ò�Ý�F�G�Ð |u| 6 |v| O�P E B P�Î v ∈ SË É B�Ë

u ∈ S > K Ò�G�Ï OàÎ H Ì Ó Ë�G'F@Ò)E�Ñ�Ò Í B Ó Ì G�Ý�B H Ì Ó Ë�G'F@Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î t�s ~ '{p1t�v > 7�É�Ì OàÎ Ì B�Ï P O�P B³H Ì Ó Ë�G'FÏ B�Ë1Ë OàÓ Ì O Ò %Cm ~ ��p ä É�Ì P Ì H Ì F O Ë�Ý�G�Ï×Ï�G ä Ò�Ý�F�G�Ð inf(a, b) ∈ P
Ë É B�Ë B�ËzÏ Ì B�Ò1Ë�G P Ì G�Ý a ∈ P

G'F
b ∈ PÉ G�Ï Î Ò > K %Cm ~ sC� ~ %�t�v ~ '{p1t�v G�Ý B?H Ì Ó Ë�G'F(Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì E O ÒAB P Ö OàÎ Ì B�Ï�Ê Ì P Ì FTB�Ë Ì Î Ñ{Ö B�Ò O�P Ê�Ï Ì Ë�G P {u} Î Ì P G�Ë Ì ÎÑ{Ö

Eu > , Ï Ì B-F1Ï×Ö A Eu = {v ∈ E : ∃λ > 0
Ò)E Ó É Ë É B�Ë |v| 6 λ|u|} >K P G'F Î Ì F Ó Ï�G�Ò Ì Î OàÎ Ì B�Ï O�P B<H Ì Ó Ë�G'F�Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î t�01t�s7' > K ÑRB P�Î B G�Ý�B H Ì Ó Ë�G'F&Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì E O ÒÒTB OàÎ Ë�G±Ñ Ì B %Cm1j���p1��u ~ j�s 01t�s7' O Ý B ⊕ Bd = E

ä É�Ì F Ì
Bd Î Ì P G�Ë Ì Ò uE��p ' ~ q���j ~ sfu&�[j���%Cvàp���p�sfu/jon B >K H Ì Ó Ë�G'F�Ï B�Ë1Ë OàÓ ÌzÉ B�Ò uE��p�%Cm1j���p1��u ~ j�s�%Cm1j6%�p�m$u�w O Ý Ì H Ì F1Ö¡ÑRB P�Î O Ò³B Í F�G æ Ì Ó Ë O G P ÑRB P�Î�>M Ì Ë

A
Ñ Ì B¤H Ì Ó Ë�G'F¤Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì B P�Î v ∈ A+ > 7�É�Ì P Ë É�Ì Ò Ì�á E Ì P�Ó Ì (an)n∈N O�P A O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î (v) m[p�v×t�u ~ |�p�v wy�s ~ n�j�m��lv w��[j�s�|�p�m /{p�sfu Ë�G a ∈ A O ÝfÝ�G'F Ì H Ì F1Ö�F Ì B�Ï P E�Ð�Ñ Ì F ε > 0

A Ë É�Ì F Ì/Ì�Õ O Ò1Ë[Ò|B P B�Ë)E�FTB�Ï P E�Ð�Ñ Ì F nεÒ)E Ó É Ë É B�Ë |an − a| 6 εv
Ý�G'F�B�Ï×Ï

n > nε > 7�É O Ò ä O Ï×ÏKÑ Ì Î Ì P G�Ë Ì Î Ñ{Ö an → a D v E > 4 Ý an → a D v EÝ�G'F�Ò�G�Ð Ì
0 6 v ∈ A

A Ë É�Ì P Ë É�Ì Ò Ì�á E Ì P�Ó Ì (an)n∈N O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î D m[p�v×t�u ~ |�p�v w ) y�s ~ n�j�m��lv wÀ�[j�s�|�p�m /{p�sfuË�G
a,
ä É OàÓ É ä O Ï×Ï Ñ Ì Î Ì P G�Ë Ì Î Ñ{Ö an → a D m 2 y E > 7�É�Ì P G�Ë O G P G�Ý

(v) D m[p�v×t�u ~ |�p�v w ) y�s ~ n�j�m��lv w��@t�y����{wÒ Ì�á E Ì P�Ó Ì O Ò Î Ì â�P Ì Î O�P Ë É�Ì G�Ñ$H O G'E�Ò ä B�Ö > K H Ì Ó Ë�G'F¦Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì O Ò Ó B�Ï×Ï Ì Î D m[p�v×t�u ~ |�p�v w	��y�s ~ n�j�m��lv wz�[j���%Cvàp$u\p
O Ý Ì H Ì F1Ö F Ì Ï B�Ë O H Ì Ï×Ö E P�O Ý�G'F1Ð�Ï×Ö , B-E Ó É ÖÀÒ Ì�á E Ì P�Ó Ì O�P A É B�Ò B E P�O á E Ì Ï O Ð O Ë > 8=Ì Ï B�Ë O H Ì Ï×Ö E P�O Ý�G'F1Ð�Ï×ÖÏ O Ð O Ë[Ò3B-F Ì E P�O á E Ì O Ý A O ÒlK³F Ó É O Ð Ì Î Ì B PC>M Ì Ë

A
B P�Î B Ñ Ì H Ì Ó Ë�G'FlÏ B�Ë1Ë OàÓ Ì Ò > K Ð�E�Ï×Ë O Ï O�P Ì B-F±Ð B Í Ψ : An → B O ÒlÒTB OàÎ Ë�G�Ñ Ì %�j�q ~ u ~ |�pä É�Ì P Ì H Ì F (a1, . . . , an) ∈ (A+)

n O Ð Í Ï O Ì Ò Ψ(a1, . . . , an) ∈ B+ > K Ð�E�Ï×Ë O Ï O�P Ì B-FzÐ B Í Ψ O Ò<ÒTB OàÎ Ë�GÑ Ì�j�m$uE�Gj�q�w��l��p$u�m ~ � O Ý&Ý�G'F B�Ï×Ï (a1, . . . , an) ∈ An Ò)E Ó É Ë É B�Ë ai ∧ aj = 0
Ý�G'F�Ò�G�Ð Ì

1 6 i, j 6 n
O Ð Í Ï O Ì Ò Ψ(a1, . . . , an) = 0 >

� � I D�P g f-c$i MOB F i


 Ì Ò1ËTB-F1Ë ä O Ë É Ò�G�Ð Ì B-E Õ O Ï O B-F1Ö.F Ì Ò)E�Ï×Ë[Ò ä É OàÓ É ä O Ï×Ï£Ñ Ì E�Ò Ì Î O�P Ë É�Ì Ò Ì�á E Ì Ï >? f A��KA i P F!PEA g Æ�
 � ���
A � �3
!�-��"�� #I& ��
��)����"��<
 ( � n ∈ N � �Y��� ( ����� �e# ��� # �6� ( � 0 
 & �<��� % ����
���� ( ���

1) A = I1 ⊕ I2 ⊕ . . .⊕ In
�e#I& 0 #  .� 0 �� � ��� #I& ��� & �����	
�� 0 I1, I1, . . . , In � (

A �
2) A = Rx1 ⊕ Rx2 ⊕ . . .⊕ Rxn

�e#I& 0 #  .� ������ .� ( � 0 x1, x2, . . . , xn ∈ A �
C (1)⇒ (2)

; O�P�Ó Ì Ii O Ò5Ò O Ð Í Ï Ì Ý�G'F Ì B Ó É i = 1, 2 . . . , n � B P�Î B Ó�Ó G'F Î+O�P Ê
Ë�G�å � � @ F�G Í G�Ò O Ë O G P��	���
O Ë@Ý�G�Ï×Ï�G ä Ò(Ë É B�Ë Ii = Rxi

Ý�G'F(Ò�G�Ð Ì�Ì Ï Ì Ð Ì P Ë[Ò x1, x2, . . . , xn ∈ A � , G P Ò Ì�á E Ì P Ë1Ï×Ö � A = Rx1⊕Rx2⊕
. . .⊕ Rxn

Ý�G'F�Ò�G�Ð Ì
n ∈ N

B P�Î Ò�G�Ð Ì�Ì Ï Ì Ð Ì P Ë[Ò x1, x2, . . . , xn ∈ A �
(2)⇒(1)

7�É O Ò Î+O F Ì Ó Ë O G P O Ò/Ë)F O H O B�Ï � B������������� ��!"�$#&%"'�É�Ì Î Ì$Í Ë É G�Ý³B H Ì Ó Ë�G'F�Ï B�Ë1Ë OàÓ Ì O ÒzË É�Ì Ò)E Í F Ì Ð�E�Ð)( Í G�Ò[Ò O Ñ�Ï×Ö O�PGâ�P�O Ë Ì+* G�Ý/Ë É�ÌÏ Ì P Ê�Ë É Ò³G�Ý¦Ð B Õ O Ð B�ÏYG'F1Ë É G�Ê�G P B�ÏOÒ1ÖGÒ1Ë Ì Ð �
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A � 
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 � � �#
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1) A
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 � ����0 
 ��	�
���� � ��� � 
���	 � ���#�1
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2) A = Rx1 ⊕ Rx2 ⊕ . . .⊕ Rxn

�-���6������

n ∈ N

���#�1������
.
���
���
���	2�
x1, x2, . . . , xn ∈ A �

C (1)⇒(2)
ç M Ì Ë

n ∈ N
Ñ Ì Ë É�Ì Î Ì$Í Ë É87 Ý

A 9-P�Î {e1, e2, . . . , en}
Ñ Ì Ë É�Ì Ð 9 Õ O Ð 9 Ï 7;: Ë É�7 Ê 7 P<9 ÏÒ1ÖGÒ1Ë Ì Ð 7 ÝfÏ Ì P Ê�Ë É n O�P A �>=$O�P�Ó Ì A É 9 ÒOË É�Ì&Í�:�7 æ Ì Ó Ë O 7 P Í�:�7�ÍTÌ�: Ë\Ö � A = {e1}dd⊕{e2}dd⊕. . . {ei}dd⊕

. . .⊕{en}dd � M Ì Ë 1 6 i 6 n
Ñ Ì â Õ�Ì Î�9-P�Î y ∈ {ei}dd � '�É�Ì P y = y+− y− ä É�Ì�:[Ì

y+, y− ∈ {ei}dd �M Ì Ë
f1 = π

{y+}dd
(ei) 9-P�Î f2 = π

{y+}d
(ei)

ä É�Ì�:[Ì
π
{y+}dd

9-P�Î π
{y+}d

9 :[Ì Ë É�Ì Ñ 9-P�Î Í�:�7 æ Ì Ó Ë O 7 P Ò7 P {e1, e2, . . . , en}
ä O Ë É?: 9-P Ê Ì Ò {y+}dd 9-P�Î {y+}d � :[Ì Ò ÍTÌ Ó Ë O�@ Ì Ï×Ö �;A Ë O Ò Ì 9 Ò1Ö�Ë 7 Ò Ì�Ì Ë É 9 ËOË É�Ì Ò1ÖGÒ1Ë Ì Ð

{e1, e2, . . . , ei−1, f1, f2, ei+1, . . . , en} O Ò 9-P 7;: Ë É�7 Ê 7 P<9 ÏTÒ1ÖGÒ1Ë Ì Ð 7 Ý£Ï Ì P Ê�Ë É n+1 � '�É�Ì�:[Ì Ý 7;:[Ì � Ì O Ë É�Ì�:
f1 = 0

7;:
f2 = 0 �BDCFE � #�G A Ý f1 = 0 � Ë É�Ì P ei = f2 ∈ {y+}d � - Ì P�Ó Ì {y+}dd ⊂ {ei}dd ⊂ {y+}d 9-P�Î Ò 7 y+ = 0.BDCFE �IH#G A Ý f2 = 0 � Ë É�Ì P ei = f1 ∈ {y+}dd � - Ì P�Ó Ì {y−}dd ⊂ {ei}dd ⊂ {y+}dd ⊂ {y−}d 9-P�ÎÒ 7

y− = 0 �'�É�Ì P�� Ë É�Ì Ñ 9-P�Î {ei}dd O Ò�Ë 7 Ë 9 Ï×Ï×Ö 7;: Î Ì�:[Ì Î Ý 7;: 9 Ï×Ï 1 6 i 6 n �DJ Ö å � �DK :�7�Í#7 Ò O Ë O 7 P �	���
{ei}dd = Rei

Ý 7;: 9 Ï×Ï 1 6 i 6 n � '�É�Ì P A = Re1 ⊕ Re2 ⊕ . . .⊕ Ren
Ý 7;: Ò 7 Ð Ì

n ∈ N �'�É�Ì O Ð Í Ï OàÓ�9 Ë O 7 P (2)⇒(1) O Ò/Ë : O�@�OL9 Ï � B'�7 Ó Ï 9 : O Ý�Ö P Ì�Õ Ë :[Ì Ò�M�Ï×Ë � ä Ì Ê O�@ Ì Ë É�Ì Ý 7 Ï×Ï 7 ä O�P Ê ä Ì Ï×ÏON N�P 7 ä P Ï Ì Ð�Ð 9��P�c NQN D Æ�
 � 
�	
A � 
*� / ��
�')
���������� � � ��� � ��
�	�
.')
 ��	����Q�+��	�	�
�� 
 � 
�	��3� � 
���RS������
�� / ��
�	

e � � �#
��	��#
���
6
�TU
4��	2�V� / ��
 ��/ 
V� / ��	�
 � ��
�����	�
����W���
A

� / ���W	�����	
A


4�Q���
f X ��� � 
 � ��� � 
�	�� e �)�V� / ��
�	F
���
���
���	 �������������� ��!"�YH % K @ Ì Ó Ë 7;: Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì A O Ò Ò 9-OàÎ Ë 7 Ñ Ì;�{w6%�p�m.-ar=m1��� ~ ��p!'{p1t�s O Ý 9 Ï×Ï á M 7 Ë O Ì P ËÒ Í 9�Ó Ì Ò E/I, ä É�Ì�:[Ì I O Ò 9-P 7;: Î Ì�: OàÎ Ì 9 Ï O�P A ��9 :[Ì K : Ó É O Ð Ì Î Ì 9-P��

= Ì @ Ì�: 9 Ï Ó É 9 : 9�Ó Ë Ì�: O�Z�9 Ë O 7 P Ò 7 Ý É Ö ÍTÌ�: NeK : Ó É O Ð Ì Î Ì 9-P[@ Ì Ó Ë 7;: Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì Ò 9 :[Ì N�P 7 ä P (�Ò Ì�Ì � Ý 7;:=Ì�Õ 9 Ð\N
Í Ï Ì � å ��]+��� å � � � '�É�Ì 7;:[Ì Ð ��^ � _���_�� � �&9-P�Î�_�� � `+� * � 
 Ì Ó 7 Ï×Ï Ì Ó Ë/Ò 7 Ð ÌD7 Ý£Ë É�Ì Ð O�P Ë É�Ì Ý 7 Ï×Ï 7 ä O�P ÊlÏ Ì Ð�Ð 9��P�c NQN D ( 
 	 ')
 ��	����?�+��	�	�
�� 


A

4� �{w6%�p�m.-ar=m1��� ~ ��p!'{p1t�s 
��*���#�a����� � 
��D��� � ���.	��#
\�-������� � 
�� �


 ��/ 
�' ����
���	b� ���#��
�	�
������*�#�����c� �( O * �6')
�� ��� ��
���
D
���
����d
��
A


4�D�?�(��TU
��(���d
���
���� �( O�O * �6')
�� � 
���
����d
��
A


4� / ��
��-�����e� � ��������
 � �( O�O�O * � �#
.� � ���f���*	��#
���
�	*���g�����Q� ��� � ���#
���	2�e���
u


4�\	��#
 � ��
��#��
 � ���h
���
���� � 
��#
�����	�
 � � � u �-���
�����

u ∈ A+ �������������� ��!"�Wi % KQÏ 9 Ë1Ë OàÓ Ì N 7;: Î Ì�:[Ì Îe9 Ï×Ê Ì Ñ : 9 A O Ò Ó�9 Ï×Ï Ì Î r=m$u ~ s ~ t�s ( :[Ì Ò ÍTÌ Ó Ë O�@ Ì Ï×Ö � q�y�%�p�mKr=m$u ~ s ~ t�s�*
O Ý A Ò 9 Ë O Ò â Ì Ò/Ë É�Ì Î Ì Ò Ó Ì P�Î+O�P Ê Ó É 9-O�P9Ó 7 P�Î+O Ë O 7 P 7 P 7;: Î Ì�: OàÎ Ì 9 ÏàÒ ( :[Ì Ò ÍTÌ Ó Ë O�@ Ì Ï×Ö � 7 P Ñ 9-P�Î Ò * �������������� ��!"�kj�% K Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì N 7;: Î Ì�:[Ì Îl9 Ï×Ê Ì Ñ : 9 A O Ò Ó�9 Ï×Ï Ì Înm j!p$uE��p�m ~ t�s ( :[Ì Ò ÍTÌ Ó Ë O�@ Ì Ï×Ö � q�y�%�p�m
m j!p$uE��p�m ~ t�s�* O Ý A Ò 9 Ë O Ò â Ì Ò Ë É�Ì 9 Ò Ó Ì P�Î+O�P Ê Ó É 9-O�P Ó 7 P�Î+O Ë O 7 P 7 P 7;: Î Ì�: OàÎ Ì 9 ÏàÒ ( :[Ì Ò ÍTÌ Ó Ë O�@ Ì Ï×Ö �7 P Ñ 9-P�Î Ò * �������������� ��!"�po % M Ì Ë

A
Ñ Ì 9(@ Ì Ó Ë 7;: Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì � K P Ì Ï Ì Ð Ì P Ë x 7 Ý

A O ÒzÒ 9-OàÎ Ë 7 Ñ Ì�q�y�%�p�m
t�uYj�� ~ �
O Ý¦Ë É�Ìq7 Î Ì�: OàÎ Ì 9 Ï Ax

Ê Ì P Ì�: 9 Ë Ì Î Ñ{Ö x O Ò 7 Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P<9 Ï �
 Ì P 7 ä Ê O�@ Ì Ë É�Ì Ý 7 Ï×Ï 7 ä O�P Ê :[Ì Ò�M�Ï×Ë ä É OàÓ É Ò É�7 ä ÒQË É�Ì":[Ì Ï 9 Ë O 7 P Ñ Ì Ë ä Ì�Ì P Ë É�Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P Ò7 Ý 9?@ Ì Ó Ë 7;: Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì 9-P�Î.O Ë[Ò6M P�O�@ Ì�: Ò 9 Ï Ó 7 Ð Í Ï Ì Ë O 7 P��? f A��KA i P F!PEA gsr 
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C
M Ì Ë

A
Ñ Ì 9/â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P\@ Ì Ó Ë 7;: Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì ��=$O�P�Ó Ì A O Ò â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 Pv9-P�Î Ë É�Ì&Ì Ï Ì Ð Ì P Ë[Ò 7 Ý

9-P Ö â�P�O Ë Ìu7;: Ë É�7 Ê 7 P<9 ÏGÒ1ÖGÒ1Ë Ì Ð 7 Ý
A 9 :[Ì Ï O�P Ì 9 : Ï×Ö O�P�Î Ì$ÍTÌ P�Î Ì P Ë �IO Ë Ý 7 Ï×Ï 7 ä Ò¤Ë É 9 Ë A É 9 Ò {e1, e2, . . . , en}

9 Ò 9 Ð 9 Õ O Ð 9 Ï 7;: Ë É�7 Ê 7 P<9 ÏTÒ1ÖGÒ1Ë Ì Ð 7 ÝTÏ Ì P Ê�Ë É n � M Ì Ë y ∈ {ei}dd
Ý 7;: 95â Õ�Ì Î O�P�Î Ì�Õ i ä O Ë É 1 6 i 6 n �'�É�Ì P y = y+ − y−

ä O Ë É y+, y− ∈ {ei}dd . A Ý y+ 6= 0 9-P�Î y− 6= 0 � O Ë O Ò Ì 9 Ò1Ö�Ë 7 Ò Ì�Ì Ë É 9 Ë�Ë É�ÌÒ1ÖGÒ1Ë Ì Ð {e1, e2, . . . , ei−1, y
+, y−, ei+1, . . . , en} O Ò 9-P 7;: Ë É�7 Ê 7 P<9 Ï(Ò1ÖGÒ1Ë Ì Ð 7 Ý�Ï Ì P Ê�Ë É n + 1 � ä É OàÓ É



+ ] � ���+��	 � � � � � / �e
�� � 	 �
O Ò 9�Ó 7 P Ë : 9�Î+OàÓ Ë O 7 P�� - Ì P�Ó Ì � y+ = 0

7;:
y− = 0 � '�É�Ì P�� Ë É�Ì Ñ 9-P�Î {ei}dd O Ò�Ë 7 Ë 9 Ï×Ï×Ö 7;: Î Ì�:[Ì Î Ý 7;: 9 Ï×Ï

1 6 i 6 n ��J ÖQå � ��K :�7�Í#7 Ò O Ë O 7 P �	��� {ei}dd = Rei
Ý 7;: 9 Ï×Ï 1 6 i 6 n � - Ì P�Ó Ì � Ë É�Ì Ñ 9-P�Î Ê Ì P Ì�: 9 Ë Ì ÎÑ{Ö

ei O�P Au ä O Ï×ÏCÑ Ì=Ì�á M 9 ÏCË 7 Rei � '�É�Ì P Au = Re1⊕Re2⊕ . . .⊕Ren
Ý 7;: Ò 7 Ð Ì

n ∈ N � - Ì P�Ó Ì Au

O Ò â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P�� , 7 Pc@ Ì�: Ò Ì Ï×Ö ��O Ý Au O Ò â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P�� Ë É�Ì P Ò 7 O Ò Ó Ï Ì 9 : Ï×Ö A � B
� ��� C���� #&% A Ý 9?@ Ì Ó Ë 7;: Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì A O Ò â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P Ë É�Ì P A = Au.
 Ì P 7 ä É 9 @ Ì 9 Ï×Ï O�P Ê :[Ì Î+O Ì P Ë[Ò=Ë 7 Ê O�@ Ì Ë É�Ì â : Ò1Ë�Ð 9-O�P :[Ì Ò�M�Ï×Ë 7 Ý¦Ë É O Ò=Ò Ì Ó Ë O 7 P��L�
 c A f-c N r 
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I1, I2, . . . , In
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A � ���#� n ∈ N �( � *
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���
�����
���� �
C (1)⇒ (2)

'�É O Ò/Ý 7 Ï×Ï 7 ä Ò/Ý :�7 Ð K :�7�Í#7 Ò O Ë O 7 P Ò 1 9-P�Î 2 �
(2) ⇒ (3) =$O�P�Ó Ì A = Rx1 ⊕ Rx2 ⊕ . . . ⊕ Rxn

Ý 7;: Ò 7 Ð Ì
n ∈ N 9-P�Î Ò 7 Ð Ì6Ì Ï Ì Ð Ì P Ë[Ò

x1, x2, . . . , xn ∈ A �+O Ë�Ý 7 Ï×Ï 7 ä Ò/Ë É 9 Ë Au = A � - Ì P�Ó Ì � Ë É�Ì Ò Ì Ë 7 Ý 9 Ï×Ï 7;: Î Ì�: OàÎ Ì 9 ÏàÒ 7 Ý
A O Ò â�P�O Ë Ì 9-P�ÎË É�Ì P A O Ò K : Ë O�P�OL9-P��

(3)⇒(4)
'�É O Ò Í 9 Ë É O Ò/Ë : O�@�OL9 Ï �

(4)⇒ (6)
M Ì Ë

(Bn)n∈N
Ñ Ì 9-P>O�P�Ó :[Ì 9 Ò O�P Ê�Ò Ì�á M Ì P�Ó Ì.7 Ý@Ñ 9-P�Î Ò O�P Au.

'�É�Ì P (Bd
n

)
n∈N

O Ò 9�Î Ì Ó N:[Ì 9 Ò O�P ÊÔÒ Ì�á M Ì P�Ó Ì\7 Ý&Ñ 9-P�Î Ò O�P Au �#J ÖÔË É�Ì Ý 9�Ó Ë<Ë É 9 Ë A O Ò�Ò�M ÍTÌ�: K : Ë O�P�OL9-P���O Ë<Ý 7 Ï×Ï 7 ä Ò<Ë É 9 Ë�Ë É�Ì�:[ÌÌ�Õ O Ò1Ë[Ò n0 ∈ N
Ò�M Ó É Ë É 9 Ë Bd

n = Bd
n0

Ý 7;: 9 Ï×Ï n > n0 � , 7 P Ò Ì�á M Ì P Ë1Ï×Ö � Bn = Bn0

Ý 7;: 9 Ï×Ï n > n0 �'�É�Ì�:[Ì Ý 7;:[Ì
Au O Ò�Ò�M ÍTÌ�:��D7 Ë É�Ì�: OL9-P��

(6)⇒ (7)
M Ì Ë

S = {ei : i ∈ I}
Ñ Ì 9 Ð 9 Õ O Ð 9 Ï 7;: Ë É�7 Ê 7 P<9 Ï¦Ò1ÖGÒ1Ë Ì Ð O�P Au � '�É�Ì P e = sup {ei :

i ∈ I} O Ò 9 ä Ì 9-N 7;: Î Ì�: M P�O Ë 7 Ý
Au �<=$O�P�Ó Ì Au O Ò�Ò�M ÍTÌ�: J Ì Î Ì N�O�P�Î3Ó 7 Ð Í Ï Ì Ë Ì ��O Ë�Ý 7 Ï×Ï 7 ä Ò�Ë É 9 Ë�Ë É�Ì�:[ÌÌ�Õ O Ò1Ë[Ò 9-Pt9 Ë<Ð 7 Ò1Ë Ó 7 M P Ë 9 Ñ�Ï Ì Ò�M�Ñ�Ò Ì Ë T = {en : n ∈ N} 7 Ý

S
Ò�M Ó É Ë É 9 Ë e = sup {en : n ∈ N} �M Ì Ë

(Bn)n∈N
Ñ Ì 9-PCO�P�Ó :[Ì 9 Ò O�P ÊÔÒ Ì�á M Ì P�Ó Ì\7 Ý(Ñ 9-P�Î Ò O�P Au ä É�Ì�:[Ì Bn = {∨16i6nei}dd �d=$O�P�Ó Ì Au

O Ò�Ò�M ÍTÌ�:��D7 Ë É�Ì�: OL9-P�� O Ë�Ý 7 Ï×Ï 7 ä ÒzË É 9 Ë�Ë É�Ì�:[Ì±Ì�Õ O Ò1Ë[Ò n0 ∈ N
Ò�M Ó É Ë É 9 Ë Bn = Bn0

Ý 7;: 9 Ï×Ï n > n0 �, 7 P Ò Ì�á M Ì P Ë1Ï×Ö � {∨16i6n0
ei}dd = {∨16i6nei}dd

Ý 7;: 9 Ï×Ï n > n0 � '�É�Ì�:[Ì Ý 7;:[Ì � en = 0
Ý 7;: 9 Ï×Ï n > n0

9-P�Î Ë É�Ì P S O Ò 9±â�P�O Ë Ì Ò Ì Ë � M Ì Ë S = {fjn , jn ∈ Jn}
Ñ Ì 9-P 7;: Ë É�7 Ê 7 P<9 Ï(Ò1ÖGÒ1Ë Ì Ð 7 Ý

Au Ò�M Ó É Ë É 9 Ë
en = sup {fjn , jn ∈ Jn}

Ý 7;: 9 Ï×Ï 1 6 n 6 n0 ��=$O�P�Ó Ì Ë É�Ì Ò Ì Ë S′ = {fjn , jn ∈ Jn, 1 6 n 6 n0}
O Ò 9 Ð 9 Õ O Ð 9 Ï 7;: Ë É�7 Ê 7 P<9 Ï�Ò1ÖGÒ1Ë Ì Ð 7 Ý

Au, O Ë
Ý 7 Ï×Ï 7 ä Ò3Ë É 9 Ë S′ O Ò 9 â�P�O Ë Ì Ò Ì Ë ��� Ò O�P Ê6Ë É�Ì Ò 9 Ð Ì
9 : Ê>M�Ð Ì P Ë ä O Ë ÉãÌ 9�Ó É fjn � ä Ì Î Ì Î M Ó Ì Ë É 9 Ë3Ë É�Ì�:[ÌÀÌ�Õ O Ò1Ë m0 ∈ N 9-P�Î 9 Ð 9 Õ O Ð 9 Ï 7;: Ë É�7 Ê 7 P<9 ÏÒ1ÖGÒ1Ë Ì Ð

K = {kn, 1 6 n 6 m0}
7 Ý
Au ä O Ë É e = sup {kn, 1 6 n 6 m0}

Ò�M Ó É Ë É 9 Ë K ä O Ï×Ï(Ñ ÌË É�Ì â�P Ì Ò1Ë 7;: Ë É�7 Ê 7 P<9 ÏOÒ1ÖGÒ1Ë Ì Ð Ð Ì 9-P�O�P Ê�Ë É 9 Ë ä Ì Ó�9-P�P 7 Ë6M�Ò Ì Ë É�Ì Î Ì Ó 7 Ð Í#7 Ò O Ë O 7 P Í�:�7 Ó Ì Ò[Ò 9-P 7 Ë É�Ì�:Ë O Ð Ì � , 7 P Ò Ì�á M Ì P Ë1Ï×Ö � Au
e = Au

k1
⊕ Au

k2
⊕ . . . ⊕ Au

km0
.
M Ì Ë

1 6 n 6 n0 9-P�Î Ï Ì Ë 0 6 x 6 kn �M Ì Ë
Hkn =

{
y ∈ Au

kn
, y =

∑
16i6m αihi

ä É�Ì�:[Ì
αi ∈ R 9-P�Î hi O Ò 9�Ó 7 Ð Í#7 P Ì P Ë 7 Ý

kn
} �<A Ë O Ò P 7 ËÉ 9 : Î Ë 7ÔÍ�:�7 @ Ì Ë É 9 Ë He O Ò 9 É Ö ÍTÌ�: NeK : Ó É O Ð Ì Î Ì 9-P @ Ì Ó Ë 7;: Ò�M�Ñ�Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì(7 Ý

Au � =$O�P�Ó Ì K O Ò 9¡â�P Ì Ò1Ë7;: Ë É�7 Ê 7 P<9 ÏOÒ1ÖGÒ1Ë Ì Ð �+O Ë/Ý 7 Ï×Ï 7 ä Ò/Ë É 9 Ë�Ë É�Ì Ò Ì Ë 7 Ý 9 Ï×Ï Ó 7 Ð Í#7 P Ì P Ë[Ò 7 Ý
kn O Ò {0, kn} �

J Ö 4�:[Ì M Î Ì P Ë É 9 Ï = ÍTÌ Ó Ë : 9 Ï '�É�Ì 7;:[Ì Ð � Ë É�Ì�:[Ì�Ì�Õ O Ò1Ë[Ò xm =
∑

16i6m αihi = αmkn
ä O Ë É xn → x

(r. u) � '�É�Ì�:[Ì Ý 7;:[Ì � Ë É�Ì�:[Ì Ì�Õ O Ò1Ë[Ò αn ∈ R
Ò�M Ó É Ë É 9 Ë x = αnkn � - Ì P�Ó Ì � Hkn = Au

kn

Ý 7;: 9 Ï×Ï
1 6 n 6 n0 �

=$O�P�Ó Ì 9-P Ö :[Ì Ï 9 Ë O�@ Ì Ï×ÖpM P�O Ý 7;: Ð�Ï×Ö Ó 7 Ð Í Ï Ì Ë Ì6É Ö ÍTÌ�: NeK : Ó É O Ð Ì Î Ì 9-P @ Ì Ó Ë 7;: Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì O Ò 7 Ý â�P�O Ë Ì
Î+O Ð Ì P Ò O 7 P (�Ò Ì�Ì å � � � '�É�Ì 7;:[Ì Ð±Ò���^ � _���_�� � 	 ��� å ��`&� '�É�Ì 7;:[Ì Ð � � * ��9-P�Î Au

kn
O Ò :[Ì Ï 9 Ë O�@ Ì Ï×ÖtM P�O Ý 7;: Ð�Ï×Ö

Ó 7 Ð Í Ï Ì Ë Ì ��O Ë�Ý 7 Ï×Ï 7 ä Ò�Ë É 9 Ë Au
e O Ò 7 Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P�� '�É�Ì�:[Ì Ý 7;:[Ì � e O Ò�Ò�M ÍTÌ�: 9 Ë 7 Ð OàÓ �
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(7)⇒ (8)

M Ì Ë
e
Ñ Ì 9 Ò�M ÍTÌ�: 9 Ë 7 Ð OàÓ ä Ì 9-N 7;: Î Ì�: M P�O Ë 7 Ý

Au � '�É�Ì P Au
e O Ò 7 Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P��

=$O�P�Ó Ì x ∧ ne→ x (r.u)
Ý 7;: 9 Ï×Ï 0 6 x ∈ Au �+O Ë�Ý 7 Ï×Ï 7 ä Ò�Ë É 9 Ë Au O Ò 7 Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P��

(8)⇔(1)
'�É O Ò Ì�á M O�@>9 Ï Ì P�Ó Ì O Ò/Ë : O�@�OL9 Ï �

(1)⇒(5) =$O�P�Ó Ì Au O Ò 7 Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P�� Ë É�Ì Ò Ì Ë 7 Ý 9 Ï×Ï 7;: Î Ì�: OàÎ Ì 9 ÏàÒ 7 Ý Au O Ò â�P�O Ë Ì 9-P�Î Ë É�Ì P
Au Ò 9 Ë O Ò â Ì Ò/Ë É�Ì 9 Ò Ó Ì P�Î+O�P Ê Ó É 9-O�P9Ó 7 P�Î+O Ë O 7 P 7 P OàÎ Ì 9 ÏàÒ 9-P�Î Ò 7 ä Ì 9 :[Ì Î 7 P Ì � BM Ì Ë

A
Ñ Ì 9S@ Ì Ó Ë 7;: Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì 9-P�Î E Ñ Ì 9�@ Ì Ó Ë 7;: Ò�M�Ñ�Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì(7 Ý

A � K Í#7 Ò O Ë O�@ Ì Ï O�P Ì 9 :?7�ÍTÌ�: 9 Ë 7;:
π : E → A O Ò�Ò 9-OàÎ Ë 7 Ñ Ì 9 %�j�q ~ u ~ |�pzj�m$uE�Gj��±j�m %f� ~ q�� O Ý π (x)∧ y = 0

ä É�Ì P Ì @ Ì�: x∧ y = 0
Ý 7;:�Ì 9�Ó É

x, y ∈ E � K P j�m$uE�Gj��±j�m %f� ~ q�� O Ò�Ë É�Ì Î+O�� Ì�:[Ì P�Ó Ì17 Ý�Ë ä 7ÔÍ#7 Ò O Ë O�@ Ìe7;: Ë É�7 Ð 7;:1Í�É O Ò1Ð±Ò � Orth(E,A)ä O Ï×Ï Î Ì P 7 Ë Ì Ë É�Ì @ Ì Ó Ë 7;: Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì(7 Ý 9 Ï×Ï 7;: Ë É�7 Ð 7;:1Í�É O Ò1Ð±Ò�Ý :�7 Ð E
Ë 7
A � Z (E,A)

ä O Ï×Ï Î Ì P 7 Ë Ì Ë É�ÌÒ�M�Ñ�Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì.7 Ý
Orth(E,A) Ó 7 P Ò O Ò1Ë O�P Ê 7 Ý¦Ë É�7 Ò Ì

π
Ý 7;: ä É OàÓ É Ë É�Ì�:[Ì O Ò 9 P 7 P N P Ì Ê 9 Ë O�@ Ì.:[Ì 9 Ï λ ä O Ë É

−λx 6 π (x) 6 λx

Ý 7;: 9 Ï×Ï x ∈ E+ � M Ì Ë A Ñ Ì 9 Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì N 7;: Î Ì�:[Ì Î89 Ï×Ê Ì Ñ : 9�� M(A) Î Ì P 7 Ë Ì Ò/Ë É�Ì Ò Ì Ë 7 Ý 9 Ï×ÏTÐ 9 Õ O Ð 9 Ï£Ë ä 7 NÒ OàÎ Ì ÎI9 Ï×Ê Ì Ñ : 9.OàÎ Ì 9 ÏàÒ � 
 Ì Ó 7 P Ò OàÎ Ì�: 9 Ò�M�Ñ�Ò Ì Ë m(A)
7 Ý
M(A) Ó 7 P Ò O Ò1Ë O�P Ê 7 Ý :[Ì Ï 9 Ë O�@ Ì Ï×Ö[M P�O Ý 7;: Ð�Ï×Ö

Ó Ï 7 Ò Ì Î OàÎ Ì 9 ÏàÒ �K=Ï×Ï Í�:[Ì�:[Ì�á M O Ò O Ë Ì Ò 9 :[Ì Ð 9�Î Ì Ý 7;: Ë É�Ì Ò Ì Ó 7 P�Î Ð 9-O�P :[Ì Ò�M�Ï×Ë 7 Ý¦Ë É O Ò�Ò Ì Ó Ë O 7 P��L�
 c A f-c N�� 
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3� ')
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 � ��� � � �#
��,	��#
*�-������� � 
�� � � ���#��
�	�
������q����
q
 ��/ 
�' ����
���	 �

( � * A 
4�  ��
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.��
���
�����
���� �( ` * �6')
�� � �(��TU
��(���d����� / �+���&��� � 
 � ���?
���
����d
��
Au 
4�g��
��+��	�
�')
�� � / ��
��-�����e� � ��������
 � �( � *

Orth(A,Au) = Z(A,Au) �
C (1)⇒(2) =$O�P�Ó Ì A O Ò 7 Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P�� Ë É�Ì P Au O Ò 7 Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P Ò 7 Ë É 9 Ë Au Ñ Ì Ó 7 Ð Ì Ò

9?Jg9-P<9�Ó É Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì ��A Ë O Ò ä Ì Ï×ÏON N�P 7 ä P Ë É 9 Ë 9-P Ö
Ð 9 Õ O Ð 9 Ï Ð 7 Î M�Ï 9 : 9 Ï×Ê Ì Ñ : 9 OàÎ Ì 9 Ï 7 Ý 9lÓ 7 Ð�Ð�M�Ë 9 Ë O�@ Ì
Jg9-P<9�Ó É 9 Ï×Ê Ì Ñ : 9 O Ò Ó Ï 7 Ò Ì Î ��= 7 ä Ì 9 :[Ì Î 7 P Ì �

(2)⇒ (3) =$O�P�Ó Ì 9-P Ö Ð 9 Õ O Ð 9 Ï(Ð 7 Î M�Ï 9 : 9 Ï×Ê Ì Ñ : 9>OàÎ Ì 9 Ï 7 Ý Au O Ò :[Ì Ï 9 Ë O�@ Ì Ï×ÖtM P�O Ý 7;: Ð�Ï×Ö Ó Ï 7 Ò Ì Î
9-P�Î Ñ{ÖSM�Ò O�P Ê±Ë É�Ì Ð 9-O�P :[Ì Ò�M�Ï×Ë 7 Ý=å � � ��� ä Ì Î Ì Î M Ó Ì Ë É 9 Ë Orth(Au) = Z(Au) � 787;:[Ì 7 @ Ì�: �RO Ë O Ò P 7 ËÉ 9 : Î Ë 7lÍ�:�7 @ Ì Ë É 9 Ë Orth(Au) = Orth(A,Au) 9-P�Î Z(A,Au) = Z(Au) �

(3)⇒ (1) =$O�P�Ó Ì Orth(Au) = Orth(A,Au) � Z(A,Au) = Z(Au) 9-P�Î Orth(Au) = Z(A,Au) �
O ËKÝ 7 Ï×Ï 7 ä Ò(Ë É 9 Ë Orth(Au) = Z(Au) = Au � , 7 P Ò Ì�á M Ì P Ë1Ï×Ö � Au Ñ Ì Ó 7 Ð Ì Ò 9.Jg9-P<9�Ó É Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì 9-P�Î O Ë O Òä Ì Ï×ÏON N�P 7 ä P Ë É 9 Ë 9-P Ö Jg9-P<9�Ó É M P�O�@ Ì�: Ò 9 Ï×Ï×Ö Ó 7 Ð Í Ï Ì Ë Ì @ Ì Ó Ë 7;: Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì O Ò 7 Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P�� - Ì P�Ó Ì �
A O Ò 7 Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P[9-P�Î ä Ì 9 :[Ì Î 7 P Ì � B

A Ë O Ò ä Ì Ï×ÏON N�P 7 ä P Ë É 9 Ë 9-P Ö(M P�O�@ Ì�: Ò 9 Ï×Ï×Ö Ó 7 Ð Í Ï Ì Ë Ì @ Ì Ó Ë 7;: Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì A O Ò 7 Ý¦Ë É�Ì Ý 7;: Ð
C∞ (X)

Ý 7;:
Ò 7 Ð Ì - 9 M�Ò Î 7;: � Ì�Õ Ë :[Ì Ð 9 Ï×Ï×Ö Î+O Ò Ó 7 P�P Ì Ó Ë Ì Î�Ó 7 Ð Í 9�Ó ËOË 7�Í#7 Ï 7 Ê OàÓ�9 ÏGÒ Í 9�Ó Ì X ( O � Ì � Ë É�Ì Ó Ï 7 Ò�M :[ÌQ7 Ý Ì @ Ì�: Ö7�ÍTÌ P Ò Ì Ë 7 Ý

X O Ò 9 ÏàÒ 7I7�ÍTÌ P * � '�É�Ì Ò1Ö�Ð�Ñ 7 Ï C∞ (X) Î Ì P 7 Ë Ì Ò±Ë É�Ì Ó 7 Ï×Ï Ì Ó Ë O 7 P 7 Ý 9 Ï×Ï Ó 7 P Ë O�P M 7 M�ÒÝ�M P�Ó Ë O 7 P Ò f : X → [−∞,+∞]
Ý 7;: ä É OàÓ É Ë É�Ì�7�ÍTÌ P Ò Ì Ë dom f = {x ∈ X : −∞ < f (x) < +∞}

O Ò Î Ì P Ò Ì O�P X �.A Ë O Ò ä Ì Ï×ÏON N�P 7 ä P Ë É 9 Ë C∞ (X) Ó�9-P Ñ Ì6Ì�á M O Í�ÍTÌ Î ä O Ë É 9 M P�O Ë 9 Ï f N 9 Ï×Ê Ì Ñ : 9Ð�M�Ï×Ë O Í Ï OàÓ�9 Ë O 7 P�� 787;:[Ì 7 @ Ì�: � C∞(X) O Ò 9 J Ì Î Ì N�O�P�Î Ó 7 Ð Í Ï Ì Ë Ì f
N 9 Ï×Ê Ì Ñ : 9 ä O Ë É e := χX 9 Ò

9 M P�O Ë Ì Ï Ì Ð Ì P Ë � '�É�Ì 7;: Ë É�7 Ð 7;:1Í�É O Ò1Ð±Ò O�P C∞(X) 9 :[Ì Ë É�Ì Í#7 O�P Ë ä O Ò Ì Ð�M�Ï×Ë O Í Ï OàÓ�9 Ë O 7 P Ò � Ò 7
Orth(C∞(X)) = C∞(X).

AeP 7;: Î Ì�: Ë 7e:[Ì 9�Ó ÉW7 M : 9-O Ð � ä Ì P Ì�Ì Î Ë É�Ì Ý 7 Ï×Ï 7 ä O�P Ê��L�
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x �( ` * x ∈ dom f
�-���D�����

f ∈ C∞(X) �( � *�
 �
f ∈ C∞(X)

���#�
f(x) = 0 � 	��#
�� f ≡ 0
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� % '�É�Ì±Í#7 O�P Ë x O Ò Ó�9 Ï×Ï Ì Î σ N O Ò 7 Ï 9 Ë Ì Î ( 7;: 9 P N Í#7 O�P Ë � 7;: Ñ 7 M P�Î Ì Î * ä É�Ì P Ì @ Ì�: xÌ P�æ 7 ÖGÒ 9-P Ö 7 Ý¦Ë É�Ì�Í�:�7�ÍTÌ�: Ë O Ì Ò O�P '�É�Ì 7;:[Ì Ð � �
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C∞(X)
�-���

x ∈ X
����
e���D	��#
.�-�����

(C∞(X))x := {f ∈ C∞(X) : f ≡ 0

��3������
*�#
�
 � � � �����#�����3���

x}.
 Ì P 7 ä É 9 @ Ì Ê 9 Ë É�Ì�:[Ì ÎW9 Ï×Ï O�P Ê :[Ì Î+O Ì P Ë�Ý 7;: Ë É�Ì Ë É O : Î :[Ì Ò�M�Ï×Ë 7 Ý¦Ë É O Ò�Ò Ì Ó Ë O 7 P��L�
 c A f-c N�� 
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C (1) ⇒ (2) =$O�P�Ó Ì A O Ò 7 Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P�� Ë É�Ì P Au O Ò 7 Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P ��Ë É�Ì�:[Ì Ý 7;:[Ì
Au Ñ Ì Ó 7 Ð Ì Ò 91Jg9-P<9�Ó É M P�O Ë 9 Ï f N 9 Ï×Ê Ì Ñ : 9�9-P�Î O Ë O Ò ä Ì Ï×ÏON N�P 7 ä P Ë É 9 Ë 9-P ÖÔÐ 9 Õ O Ð 9 Ï 9 Ï×Ê Ì Ñ : 9 OàÎ Ì 9 Ï7 Ý 9<Ó 7 Ð�Ð�M�Ë 9 Ë O�@ Ì Jg9-P<9�Ó É 9 Ï×Ê Ì Ñ : 9?O Ò Ó Ï 7 Ò Ì Î �>J Ö '�É�Ì 7;:[Ì Ð 6 �>9-P Ö�Ð 9 Õ O Ð 9 Ï 9 Ï×Ê Ì Ñ : 9?OàÎ Ì 9 Ï O Ò 7 ÝCË É�ÌÝ 7;: Ð

(C∞(X))x
Ý 7;: Ò 7 Ð Ì

x ∈ X 9-P�Î Ò O�P�Ó Ì (C∞(X))x (C∞(X))x O Ò :[Ì Ï 9 Ë O�@ Ì Ï×Ö\M P�O Ý 7;: Ð�Ï×Ö Ó Ï 7 Ò Ì Î �Ë É�Ì P x O Ò σ N O Ò 7 Ï 9 Ë Ì Î (�Ò Ì�Ì å � 	 ��� � � * �
(1) ⇒ (2) =$O�P�Ó Ì 9-P Ö Í#7 O�P Ë 7 Ý

X O Ò σ N O Ò 7 Ï 9 Ë Ì Î ��O ËzÝ 7 Ï×Ï 7 ä ÒlË É 9 Ë 9-P Ö Ð 9 Õ O Ð 9 Ï 9 Ï×Ê Ì Ñ : 9 OàÎ Ì 9 Ï7 Ý
Au O Ò :[Ì Ï 9 Ë O�@ Ì Ï×Ö"M P�O Ý 7;: Ð�Ï×Ö Ó Ï 7 Ò Ì Î (�Ò Ì�Ì å � 	 � � � � * �bJ Ö Ë É�Ì Ð 9-O�P :[Ì Ò�M�Ï×Ë 7 Ý¡å � � ��� ä Ì Î Ì Î M Ó ÌË É 9 Ë Orth(Au) = Z(Au) ��=$O�P�Ó Ì Orth(Au) = Z(Au) = Au, Au Ñ Ì Ó 7 Ð Ì Ò 9�Jg9-P<9�Ó É Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì 9-P�Î

O Ë O Ò ä Ì Ï×ÏON N�P 7 ä P Ë É 9 Ë 9-P Ö Jg9-P<9�Ó É M P�O�@ Ì�: Ò 9 Ï×Ï×Ö Ó 7 Ð Í Ï Ì Ë Ì @ Ì Ó Ë 7;: Ï 9 Ë1Ë OàÓ Ì O Ò 7 Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P��- Ì P�Ó Ì � A O Ò 7 Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P[9-P�Î ä Ì 9 :[Ì Î 7 P Ì � B
�5Ì�Õ Ë � ä Ì ä O Ï×ÏTÊ O�@ Ì 9 P Ì ä Ó Ï 9 Ò[Ò 7 Ý P 7 P N â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P�Z Ì�:�7�Í�:�7 Î M Ó Ë 9 Ï×Ê Ì Ñ : 9 Ò&Ý 7;: ä É OàÓ É Ë É�Ì

Ó É 9 : 9�Ó Ë Ì�: O�Z�9 Ë O 7 P 7 Ý '�É�Ì 7;:[Ì Ð ` É�7 Ï Î Ò �L�
 c A f-c N�� 
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4�g� � � 
�� X 	 ������
���
 ��
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C
4�7;: Ë É�Ì�Í�:�7�7 Ý 7 Ý�� 7 P Ï×Ö O Ý	� Í 9 : Ë � ä Ì ä O Ï×ÏhM�Ò Ì Ë É�Ì Ò 9 Ð Ì 9 : Ê>M�Ð Ì P Ë 9 Ò O�P å ��_&� '�É�Ì 7;:[Ì Ð % ���K5Ò[Ò�M�Ð Ì Ë É 9 Ë Ì @ Ì�: Ö±Ñ O Ï O�P Ì 9 : Ð 9 Í f : A×A→ B � ä É�Ì�:[Ì B O Ò 9-PS9 : Ñ O Ë : 9 : Ö @ Ì Ó Ë 7;: Ò Í 9�Ó ÌD7 @ Ì�: K �ä O Ë É Ë É�Ì<Í�:�7�ÍTÌ�: Ë\Ö
Ë É 9 Ë�Ý 7;: 9 Ï×Ï x, y ∈ A � f(x, y) = 0

ä É�Ì P Ì @ Ì�: xy = 0 �+O Ò 7 Ý¦Ë É�Ì Ý 7;: Ð
f(x, y) =

Φ (xy)
Ý 7;: Ò 7 Ð Ì Ï O�P Ì 9 : Ð 9 Í Φ : A→ B �;= M Í�Í#7 Ò Ì � ÍTÌ�: Ó 7 P Ë : 9�� Ë É 9 Ë A O Ò P 7 Ë É Ö ÍTÌ�: NeK : Ó É O Ð Ì Î Ì 9-P��

A Ë�Ý 7 Ï×Ï 7 ä Ò=Ë É 9 Ë5Ë É�Ì�:[Ì�Ì�Õ O Ò1Ë[Ò 9 Í�: O Ð Ì OàÎ Ì 9 Ï I ä É OàÓ É O Ò P 7 Ë=Ð 9 Õ O Ð 9 Ï � - Ì P�Ó Ì Ë É�Ì�á M 7 Ë O Ì P Ë A/I O ÒÏ O�P Ì 9 : Ï×Ö 7;: Î Ì�:[Ì Î Ò Í 9�Ó Ì Ë É 9 Ë O Ò P 7 Ë O Ò 7 Ð 7;:1Í�É OàÓ Ë 7 R
(�Ò Ì�Ì å � � � '�É�Ì 7;:[Ì Ð ` ^ � � 9-P�Î � � � `+� * � M Ì Ë x �

y O�P A/I Ë É 9 Ë 9 :[Ì Ï O�P Ì 9 : Ï×Ö O�P�Î Ì$ÍTÌ P�Î Ì P Ë � - Ì P�Ó Ì x + y, x 9 :[Ì Ï O�P Ì 9 : Ï×Ö O�P�Î Ì$ÍTÌ P�Î Ì P Ë � J Ö[M�Ò O�P Ê0�7;: P�� Ò M Ì Ð�Ð 9���O Ë O Ò P 7 Ë É 9 : Î Ë 7�Í�:�7 @ Ì Ë É 9 Ë x � y 9 :[Ì Ó 7 P Ë 9-O�P Ì Î.O�PS9 - 9 Ð Ì ÏCÑ 9 Ò O Ò H1 9-P�Î x+ y,
x 9 :[Ì Ó 7 P Ë 9-O�P Ì Î�O�P,9 - 9 Ð Ì Ï¦Ñ 9 Ò O Ò H2

Ò�M Ó É Ë É 9 Ë H1 6= H2.
'�É�Ì P Ë É�Ì�:[Ì�Ì�Õ O Ò1Ë<Ë ä 7 Ï O�P Ì 9 : Ð 9 Í Ò

f : A/I → R
Ò�M Ó É Ë É 9 Ë f (x) = 1 9-P�Î f(y) = −1 9-P�Î g : A/I → R

Ò�M Ó É Ë É 9 Ë g(x + y) = 1
9-P�Î g(y) = −1 � M Ì ËzË É�Ì Ñ O Ï O�P Ì 9 : Ð 9 Í Ψ : A × A → R

Ñ Ì Î Ì â�P Ì Î Ñ{Ö Ψ(a, b) = f(a)g(b) � Ý 7;:
9 Ï×Ï a, b ∈ A � M Ì Ë a, b ∈ A

Ò�M Ó É Ë É 9 Ë ab = 0 � =$O�P�Ó Ì I O Ò 9 Í�: O Ð Ì OàÎ Ì 9 Ï �YO ËzÝ 7 Ï×Ï 7 ä Ò�Ë É 9 Ë a ∈ I7;:
b ∈ I � - Ì P�Ó Ì a = 0

7;:
b = 0 � , 7 P Ò Ì�á M Ì P Ë1Ï×Ö � f(a) = 0

7;:
g(b) = 0 � '�É�Ì�:[Ì Ý 7;:[Ì Ψ(a, b) = 0 �- Ì P�Ó Ì � Ψ O Ò 7;: Ë É�7 Ò1Ö�Ð�Ð Ì Ë : OàÓ � 
 É�Ì�:[Ì 9 Ò � Ψ(x, y) = f(x)g(y) 6= f(y)g(x) = Ψ(y, x).

'�É 9 Ë O Ò Ψ
O Ò P 7 Ë/Ò1Ö�Ð�Ð Ì Ë : OàÓ � - Ì P�Ó Ì Ψ O Ò P 7 Ë 7 Ý¤Ë É�Ì Ý 7;: Ð

Φ(xy)
Ý 7;: Ò 7 Ð Ì Ï O�P Ì 9 : Ð 9 Í Φ : A→ R � ä É OàÓ É O Ò

9�Ó 7 P Ë : 9�Î+OàÓ Ë O 7 P��'�É�Ì P � O Ý	� Í 9 : Ë :[Ì Ð 9-O�P Ò � 
 Ì ä O Ï×Ï\M�Ò Ì Ë É�Ì Ò 9 Ð Ì 9 : Ê>M�Ð Ì P Ë 9 Ò O�P å � ^ � '�É�Ì 7;:[Ì Ð �	��� M Ì Ë
Ψ : A×A→ B � ä É�Ì�:[Ì B O Ò 9-P 9 : Ñ O Ë : 9 : Ö @ Ì Ó Ë 7;: Ò Í 9�Ó ÌW7 @ Ì�: K � ä O Ë É Ë É�ÌÔÍ�:�7�ÍTÌ�: Ë\Ö Ë É 9 Ë�Ý 7;:
9 Ï×Ï x, y ∈ A � Ψ(x, y) = 0

ä É�Ì P Ì @ Ì�: xy = 0.M Ì Ë
x, y ∈ A. A Ë�Ý 7 Ï×Ï 7 ä Ò±Ë É 9 Ë x =

∑n
i=1 αi ei 9-P�Î y =

∑m
j=1 βjfj,

ä É�Ì�:[Ì
ei 9-P�Î fj 9 :[Ì

Ó 7 Ð Í#7 P Ì P Ë[Ò 7 Ý
e = |x|+ |y| � '�É�Ì P

Ψ(x, y) =
∑

16i6n,
16j6m

αiβjΨ(ei, fj) .
( � *
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edi
Ñ Ì Ë É�Ì Î+O Ò æ 7 O�P Ë Ó 7 Ð Í Ï Ì Ð Ì P Ë 7 Ý

ei � - Ì P�Ó Ì e = ei + edi
ä É�Ì�:[Ì

ei ∧ edi = 0.
'�É�Ì P

fj = fj ∧ e = fj ∧
(
ei + edi

)
=
(
fj ∧ ei

)
+
(
fj ∧ edi

)
.

=$O�P�Ó Ì (fj ∧ edi
)
∧ ei = 0 � Ë É�Ì P (fj ∧ edi ) ei = 0 � , 7 P Ò Ì�á M Ì P Ë1Ï×Ö �

Ψ(ei, fj) = Ψ
(
ei,
(
fj ∧ ei

)
+
(
fj ∧ edi

))
= Ψ

(
ei, fj ∧ ei

)
.

787;:[Ì 7 @ Ì�: ei = ei ∧ e = ei ∧
(
fj + fdj

)
=
(
fj ∧ ei

)
+
(
ei ∧ fdj

)
.
- Ì P�Ó Ì �

Ψ(ei, fj) = Ψ
(
ei, fj ∧ ei

)
= Ψ

((
fj ∧ ei

)
+
(
ei ∧ fdj

)
, fj ∧ ei

)
.

=$O�P�Ó Ì (ei ∧ fdj
)
∧
(
fj ∧ ei

)
= 0, O Ë/Ý 7 Ï×Ï 7 ä Ò�Ë É 9 Ë (ei ∧ fdj

)(
fj ∧ ei

)
= 0 9-P�Î Ë É�Ì P

Ψ(ei, fj) = Ψ
(
fj ∧ ei, fj ∧ ei

)
= Ψ(fj, ei)

J Ö(M�Ò O�P Ê�Ë É�Ì Ò 9 Ð Ì 9 : Ê>M�Ð Ì P Ë � ä Ì�Í�:�7 @ Ì Ë É 9 Ë
Ψ(ei, fj) = Ψ

(
ei, fj ∧ ei

)
= Ψ

(
fj ∧ ei, fj ∧ ei

)
= Ψ(fj, ei).

'�É�Ì�:[Ì Ý 7;:[Ì ��O�P3@�O Ì ä 7 Ý Ì�á M 9 Ï O Ë\Ö ( � * � ä Ì�É 9 @ Ì
Ψ(x, y) = Ψ(y, x).

( ` *
M Ì Ë

u
Ñ Ì Ë É�Ì M P�O Ë 7 Ý

A 9-P�Î Ï Ì Ë z ∈ A.
'�É�Ì P Ë É�Ì Ý 7 Ï×Ï 7 ä O�P Ê¡Ñ O Ï O�P Ì 9 : Ð 9 Í Ψz : A × A → B

Î Ì â�P Ì Î Ñ{Ö
Ψz (x, y) = Ψ (xz, y) � Ý 7;: 9 Ï×Ï x, y ∈ A,

Ò 9 Ë O Ò â Ì Ò±Ë É�ÌÔÍ�:�7�ÍTÌ�: Ë\Ö Ë É 9 Ë Ψ(x, y) = 0ä É�Ì P Ì @ Ì�: xy = 0.
'�É�Ì�:[Ì Ý 7;:[Ì � Ñ{Ö,M�Ò O�P Ê�Ë É�Ì 9 : Ê>M�Ð Ì P Ë 9 Ò�Ý 7;: Ψ � ä Ì Î Ì Î M Ó Ì Ë É 9 Ë Ψz (x, y) =

Ψz (y, x) = Ψx (z, y) = Ψx (y, z) � Ý 7;: 9 Ï×Ï x, y ∈ A. AeP Í 9 : Ë OàÓ M�Ï 9 : O Ý z = u, O Ë±Ý 7 Ï×Ï 7 ä Ò
Ë É 9 Ë
Ψ(x, y) = Ψx (y, e) = Ψ (xy, e) � , 7 P Ò Ì�á M Ì P Ë1Ï×Ö � Ψ O Ò P 7 Ë 7 Ý¤Ë É�Ì Ý 7;: Ð Φ(xy) � ä É�Ì�:[Ì Φ : A→ B
O Ò Î Ì â�P Ì Î Ñ{Ö Φ(x) = Ψ (x, e) � Ý 7;: 9 Ï×Ï x ∈ A 9-P�Î ä Ì 9 :[Ì Î 7 P Ì � B

A ËzÒ É�7 M�Ï Î Ñ Ì P 7 Ë Ì Î Ë É 9 Ë 9 :[Ì Ï 9 Ë O�@ Ì Ï×ÖtM P�O Ý 7;: Ð�Ï×Ö Ó 7 Ð Í Ï Ì Ë Ì M P�O Ë 9 Ï É Ö ÍTÌ�: NeK : Ó É O Ð Ì Î Ì 9-P f N 9 ÏONÊ Ì Ñ : 9 O Ò 7 Ý â�P�O Ë Ì Î+O Ð Ì P Ò O 7 P (�Ò Ì�Ì å � � � '�É�Ì 7;:[Ì Ð±Ò���^ � _��F_�� � 	 ��� å ��`�� '�É�Ì 7;:[Ì Ð � � * � , 7 P Ò Ì�á M Ì P Ë1Ï×Ö �ä Ì�É 9 @ Ì Ë É�Ì Ý 7 Ï×Ï 7 ä O�P Ê Ó É 9 : 9�Ó Ë Ì�: O�Z�9 Ë O 7 P��L�
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X σ O ¿¢Ï@¶	¾+¿¢Ä+¶	¸�²;¼N²�Ë#Ö�Á#²@Ã¢»@·@±.¸)»'µ¢Ä#¿+¾¢¶;×I»¹¼+¿¢´�µ¢¶	¾+½�Ã¢»¹¼|µ¢¶	¾¢¶;×j¿¢±)»¹¾+³.¼+ÈÉÍ�¶.±.¸)»@±I¼N²x¸)¶	µ¢Ä+¶.·ç Ä+»@Ï�²	Ä¢²�¶�·¹½#ºI»@·@±.¸)¶	¸�²;¼+¿+¿�¼¢¶	¸.ÈÉÅ�µ¢Ä#¿¢À!»@Ä+¶	¸|²;¾+Õ�»@á.Ä K ¶	µ¢Ä+»ÇÆN»¹¾¢´#»@ÀPÈÉÅ|¼+½	¾¢»¹¸.È'ÀP¿�µ¢Ä+¶	¿¢Ï¹¸)»ÇÆN»¹¼+¿¢´#ÀP¿WË
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Iα(X) f ¡Jd"g"hP¤"i � b"]�_	jA\)�¢�3^N¤!£)kml]P¤�\7\���^�k¨£nb!�¢��_=d"hP¤H�#�H�N£

Iαϕ =

∫

Rn

kα(x− y)ϕ(y) dy, α > 0,
( � *
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ϕ
¤�
|�l������¤=�!¤�¤"d!����� f ¡Jd"g"hP¤!��dH�#�
��d!�����
b"]!��\)��]H�3d�\)��^C� X � �x¤�\7\���^l�
`Jj�]!� kα(x)��b"]�_	jA_.��`"_)��\I` � g=�3gÑ¤�
7^�_7\)��d!� � ]H�3^�_=d�\)��^l�N£

kα(x) =
1

γn(α)

{
|x|α−n, α− n 6= 0, 2, 4, 6, . . . ;

|x|α−n ln 1
|x| , α− n = 0, 2, 4, 6, . . . ,

�IjA_
γn(α) �

¤�
7^�_7\)��dH�3` d!��]!£�¤"]!��^l���"dH�3` gW��d�\)�¢�3dP�¢� ( \�£ � � dH�3b"]P¤!£�_=] � å � � * ��É�¢£�_)�N¤!£ � �P�l� ^ \.�!¡��H��_NgW���Ij2� X � b"]!��\)��]H�3d�\)��^l� f ¡Jd"g"hP¤"i � ��c+�2��j2��	��r¤ lnd�_=gW�¢�l��]!��i
�;�2��j�gW��\)����	 � dH�3b"]P¤!£�_=] � X = Hω(Rn, (1 + |x|)γ) � ^�_7\���^l��_Ø��cN��c��:_=d"d!��_nb"]!��\)��]H�3d�\)��^l�
���_.�
��jA_=]H� � ��b"]�_	jA_.��`"_�£x��_�
#��j2�3d"d"k¨£Ø£x�7j!¡#�A_�£ d�_=b"]�_=]"k�^�d!��\)�N¤

ω,
�¢�3gW��_���bP¤�\��3dP¤�_
^l��
�£x��� d!�

^Â��_=]!£�¤"dH��l b"]!��\)��]H�3d�\)��^��l��i�� _
\7_=]P¤P¤ � � � _ � Iα(Hω(Rn, (1 + |x|)γ)) = Hωα(Rn, (1 + |x|)γα),�IjA_
ωα

¤
γα

\)��]!�5`=��\I` b!�
ω
¤
γ
\��N�¢��^�_)��\)��^�_=d"d!� � \7\=k���gP¤ dH� ]H��cN�¢��k \��¢�3gP¤!£�¤N]�_�
�¡#�
�#�¢�+�¢�¢£�¤

b"]P¤
α < 1

£x��� d!� dH�3iP�N¤N^���c�
���]�_ å `�� b �<`�� � � �	���� \.�!¡��H��_ � gW���Ij2� X � b"]!��\)��]H�3d�\)��^l� ¤�
�£�_=]P¤!£)kml f ¡Jd"g"hP¤"i � dH�3b"]P¤!£�_=] � b"]!��\)��]H�3d�\)��^C��1_7c�_��)� � ��]=�!¤��H� � ¤ l ^�_7\���^�k _ ^�_=]�\)¤P¤Ù¤=�!¤Ù¤"d"k _�£x�7j!¤ f ¤"g=�3hP¤P¤ � b!�7jH��c�d!��_��l���"d!��_���bP¤�\��3dP¤�_��c�]H��
#�
Iα(X)

d�_=^l��
�£x��� d!� � �¢�3g g=�3g f ¡Jd"g"hP¤P¤ f ∈ Iα(X)
��c+�2��j2��	��1d�_=gW�¢�l��]!��i \.�2��cN��i��;�2��j N

gW��\)����	 ( ¤"dP��_��7]H�#�
��d!�����Ô�N¤"bH� * � d�_=b"]P¤�\)¡��:_=i � ^l�N��c��:_�����^l��]'` � b"]!��\)��]H�3d�\)��^N¡ X ¤�

¤�\slC�7j�d!��i
\7_=]P¤P¤ b"]!��\)��]H�3d�\)��^ � �����l�N£ \.�!¡��H��_Ù��bP¤�\��3dP¤�_ f ¡Jd"g"hP¤"i f ∈ Iα(X)

j2��_)��\I` f �3gP�N¤���_7\=gP¤^Nd�_=gW�¢�l��]"kml j!¤ f1f _=]�_=d"hP¤H�#�
��d"kmlÙ��_=]!£�¤"dH��l b!��]'`Jj�g=� α, ¤!£�_=d"d!� � ^Ñ��_=]!£�¤"dH��l \slC�7j!¤!£x��\)�N¤��¤"b�_=]�\)¤"d���¡#��` ]"d"kmlÑ¤"dP��_��7]H�#�H��^����l����� b!��]'`Jj�g=� ����7jH��c�d!��_à��bP¤�\��3dP¤�_ jP��`
X = Lp(Rn)

^�b�_=]"^�k _ c�k��H� j2�3d!� b"]P¤
α < 2

^ å � � jP��` c�_7\ N
\7_.�A_=^�kml b!�¢��_=d"hP¤H�#�H��^ � gW�¢�l��]"k _ ^à�¢���!¤��P¤�_��¢� ]P¤�\7\���^�kml b!�¢��_=d"hP¤H�#�H��^ \��7l ]H�3d"`�	�� � ^l�N��c��:_����^l��]'` � ¤�\slC�7j�d!��_ b"]!��\)��]H�3d�\)��^l� X. �
��`�b"]!�¢¤�
7^l�+�
��d!����� α > 0

�¢�3gW��_���bP¤�\��3dP¤�_ c�k��H� j2�3d!�
^ å 	 ��� �P�l� b!�¢��]�_7cN��^C�#�H��¤�\=b!�+�
��
���^C�3dP¤�_ ��¤"b�_=]�\)¤"d���¡#��` ]"d"kml�¤"dP��_��7]H�#�H��^�\�]H��
7d!��\)��`P£�¤ ^�k \�!r¤ lb!��]'`Jj�gW��^ � �
��`�]P¤�\7\���^�kml�b!�¢��_=d"hP¤H�#�H��^Nb!�7jH��c�d!��_���bP¤�\��3dP¤�_ ^ \.�!¡��H��_ X = Lp(Rn)

¤
α > 0( \�£ � ^ å � � * � \�£ � �¢�3g�� _1^�" � \7\=k���gP¤ dH� ]H��cN�¢��k � �¢��d!��\I`��r¤�_7\I`Ng j�]P¡���¤!£ b"]!��\)��]H�3d�\)��^C�¢£
X.� j2�3d"d!��i ]H��cN�¢��_ b"]�_	jP�2���)��_)��\I` d�_=gW�¢�l��]"k�iÓ��c��r¤"i b!�7j"lC�7j jP��` b!�7jH��c�d!�����Â��bP¤�\��3dP¤"` ]H��\ N

b"]�_	jA_.�A_=dP¤"i
f,
` ^¢��`�	��r¤ l'\I`+]P¤�\7\���^�k¨£�¤nb!�¢��_=d"hP¤H�#�2�¢£�¤ f ¡Jd"g"hP¤"i dH�

Rn ¤�
¥��c�\)��]H�3gP��d!�����
b"]!��\)��]H�3d�\)��^C�

X,
¡�jH��^¢�A_)��^l��]'`�	��:_���� d�_=gW�¢�l��]"k¨£ �3b"]P¤!��]"d"k¨£ \=^l��i�\)��^C�¢£ � ����\=b"]�_	jA_.�A_=dP¤"`]H��\7\�£I�+��]P¤"^C��	���\I` dH��j���\=d!��^�d"k¨£ g=�2��\7\��N£ ��¤�
���]"gP¤"dH�

Φ
¤Ô��b�_=]H�+�l��]

Iα
��]H�3gP�N¡�_)��\I` ^ \�£)k \ N

�A_
��cN��c��:_=d"d"kml f ¡Jd"g"hP¤"i �"#" ` ¤ � \��7jA_=]$�Â�+�:d�_���c7lC�7j!¤!£)k _�b"]�_	j�^C�3]P¤P��_.�
��d"k _�\=^�_	jA_=dP¤"`�¤ ^�\=b!�N£x���)�+��_.�
��d"k _�]�_�
�¡#�
� N�¢�+��k � ^%" 	 j2�3d"k ��\=d!��^�d"k _N]�_�
�¡#�
�#�¢�+��k � ��" � ]H��\7\�£I�+��]P¤"^C��_)��\I` ^l��b"]!��\Ñ��^�k�b!�+��dP¤!£x��\)�N¤
^�^�_	jA_=d"d"kml��3b"]P¤!��]"d"kml \=^l��i�\)��^ jP��`�gW��d"g"]�_)��d"kml f ¡Jd"g"hP¤!��dH�#�
��d"kml b"]!��\)��]H�3d�\)��^Ñ¤�j2��_)��\I`d�_=gW�¢�l��]"k�ià��c�
���]N]�_�
�¡#�
�#�¢�+�l��^ � �¢��d!��\I`��r¤ l'\I`Ng¥��bP¤�\��3dP¤�	 ��c�]H��
#�:]P¤�\7\���^C� b!�¢��_=d"hP¤H�#�2� �

( 
'& !-,�&H.A�"!-*)( ,�*,+A[)- ,/.�.A,�&H,'[-*10
���2��\7\x��¤�
���]"gP¤"dH�

Φ � ¤"d"^C�3]P¤H�3dP��d"k�i��¢��d!��\)¤P��_.�
��d!����b�_=]H�+�l��]H� Iα, _7\)����b!�7j�b"]!��\)��]H�3d�\)��^l�b"]!��\)��]H�3d�\)��^C�
S

! ^C�3]"h�_=^�kml f ¡Jd"g"hP¤"i � ��]P�l������dH�#�
��d"kml¥£)d!�������=�A_=dH�¢£ ç
∫

Rn

xjω(x) dx = 0, |j| = 0, 1, 2, . . . , xj = xj11 · · · xjnn , |j| = j1 + · · ·+ jn.

� d!��� _7\)��^l�
Φ
b=�H�¢��d!� ^ ^�_7\���^l�N£nb"]!��\)��]H�3d�\)��^�_

Lp(Rn, w), w ∈ Ap
å � � ��_���]�_�£I� ^ � � 	 ����É¤"b�_=]�\)¤"d���¡#��` ]"d"k�i ¤"dP��_��7]H�#�

Dα ��b"]�_	jA_.��`"_)��\I` g=�3g b"]�_	jA_.�
Dα := lim

ε→0
Dα
ε � �IjA_ Dα

ε �¡�\7_���_=d"d"k�i/��¤"b�_=]�\)¤"d���¡#��` ]"d"k�ip¤"dP��_��7]H�#�

Dα
ε f(x) =

1

dn,`(α)

∫

|y|>ε

(
∆`

yf
)
(x)

|y|n+α
dy, α > 0,

( ` *
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�IjA_
∆`

hf(x) =
∑`

k=0(−1)k
(
`
k

)
f(x−kh) � gW��d�_��"dH�3` ]H��
7d!��\)����b!��]'`Jj�g=�

` > α f ¡Jd"g"hP¤P¤ f
¤
dn,`(α) �

d!��]!£�¤"]!��^l���"dH�3`:gW��d�\)�¢�3dP�¢� � ^�k c�]H�3d"dH�3`r�¢�3g � �P�l��c�k b!��\)��]!��_=dP¤�_m^ ( ` *�d�_ 
#�3^N¤�\7_.�H��¢�
`
( b!�7j�]!��c�d!��\)�N¤�\�£ � ^ å � � * ���]P¤ f ¤"gJ\)¤"]!��^C�3d"d!�N£ ε > 0

¡�\7_���_=d"d"k _���¤"b�_=]�\)¤"d���¡#��` ]"d"k _�¤"dP��_��7]H�#��kÎ¤!£�_�	�� ^N¤ j

Dα
ε f(x) = C(ε)f(x) +

∑̀

k=1

Ck(ε)

∫

|t|>kε

f(x− t)

|t|n+α
dt,

( � *

b!�+�!¡��H��_�£)k�ip����_=^N¤ j�d"k¨£�¤ b"]�_���c�]H��
���^C�3dP¤"`P£�¤ ��
��` gW��d�_��"d"kml ]H��
7d!��\)��_=i f ¡Jd"g"hP¤P¤ f ¤!£�_7_)��£�_7\)�l� b"]�_	jA\)�¢�3^¢�A_=dP¤�_
(
∆`

hf
)
(x) =

∫

Rn

(∆`,α) (x− y, h)Dαf(y) dy, ` > α,
(
	 *

�IjA_1]H�3^�_=d�\)��^l�
∆`,α(x, h) = ∆`

hkα(x)
\=b"]H�3^�_	jP�!¤"^l��_ � b!� g"]H�3i"d�_=ià£�_=]�_ � dH� f ¡Jd"g"hP¤"`Jl f ∈ Φ,lC�¢��`Ñ��d!� ^�_=]"d!�:jP��` cN�+�A_7_�!r¤"]!��gW����� g=�2��\7\�� f ¡Jd"g"hP¤"i � \�£ � å � � ( � � _ 	 * ����H\7_���_=d"d"k _'��¤"b�_=]�\)¤"d���¡#��` ]"d"k _j¤"dP��_��7]H�#��k

Dα
ε f

^�k�]H���Â��	���\I` ��_=]�_�
x\=^l��i1b"]�_	jA_.�
ϕ = Dαf\�b!�N£x��� ��	��3b"b"]!��gJ\)¤!£I�3hP¤P¤�_	j!¤"dP¤"h"k ç

(Dα
ε f) (x) =

1

εn

∫

Rn

K`,α

(
x− y

ε

)
ϕ(y) dy =: K`,α

ε ϕ,
(�� *

�IjA_
K`,α(|x|) =

1

dn,`(α)|x|n
∫

|y|<|x|

k`,α(y) dy,
( _ *

k`,α(x) = ∆`,α(x, e1), e1 = (1, 0, . . . , 0)
( \�£ � å � � ( � � _ � * � * ���j�]!�

K`,α
¤!£�_7_)����h�_=d"gP¡ å � � �A_�£x£I� � � ��_+�

|K`,α(|x|)| 6 c

{
|x|min{α−n,0}, α 6= n

�

ln 2
|x| , α = n,

b"]P¤ |x| 6 1,

|K`,α(|x|)| 6 c|x|α−n−`−1,
b"]P¤ |x| > 1.

(�^ *

�
��` `Jj�]H�
K`,α(|x|)

¤�
7^�_7\)��dH� f ��]!£�¡#�2� å � � ( � � _>_ * �
F (K`,α)(ξ) =

1

dn,`(α)|ξ|α
∫

|y|>1

(1− eiξy)`

|y|n+α
dy,

( % *

�IjA_
(Fϕ)(x) = ϕ̂(x) � b"]�_���c�]H��
���^C�3dP¤�_� �¡J]���_ f ¡Jd"g"hP¤P¤ ϕ.����b!�+�H����¤"`N^�! ^C�3]"h�_=^l�N£ b"]!��\)��]H�3d�\)��^�_

S

#��j2��_)��\I` \���_)��d"k¨£ndH��cN��]!�N£ ( b!�+�!¡�* d!��]!£

νk,j(ω) = sup
x∈Rn

(1 + |x|)k|(Djω)(x)|, k ∈ N0, j ∈ Nn
0 , ω ∈ S .

�HlC�7j!¤!£x��\)��� b!��\.�A_	jH��^C�+��_.�
��d!��\)�N¤
ωm → ω

^��l��b!�+�H����¤P¤
S

��
7dH�#�H��_)� � �P�l�
lim

m→∞
νk,j(ωm − ω) = 0

jP��`Ô�
	�c�kml f ¤"gJ\)¤"]!��^C�3d"d"kml k ¤ j.



+>% } `+h�c yÑ} ��� � ��� hj`)s��=`)a2o�b�m;d } ��� �
��]!��\)��]H�3d�\)��^l�+��¤�
���]"gP¤"dH�

Φ
��\=d!��^�d"kml f ¡Jd"g"hP¤"iØ¤nj�^l��i�\)��^�_=d"d!��_�b"]!��\)��]H�3d�\)��^l�

Ψ =
F (Φ)

` ^¢��`�	���\I`%
#�¢£)g"dP¡W��k¨£�¤nb!�7j�b"]!��\)��]H�3d�\)��^C�¢£�¤e^
S

�¢��d!��\)¤P��_.�
��d!�i¡Jg=��
#�3d"d!��i �l��b!�+�H� N
��¤P¤ � b"]P¤ ���l�N£adH� f ¡Jd"g"hP¤"`Jl ω ∈ S

���¢�Ô�l��b!�+�H����¤"` �7g"^N¤"^C�#�A_=dP��dH���l��b!�+�H����¤P¤ � 
#��j2�3^C��_�£x��ib!�+�!¡Jd!��]!£I�¢£�¤

νk,l,j(ω) = sup
x∈Rn

|x|l
(
1 + |x|

)k∣∣(Djω
)
(x)
∣∣, k ∈ N0, l ∈ Z, j ∈ Nn

0 , ω ∈ S .

�
�3b!�N£)dP¤!£ � �P�l� Φ′ = S ′/P,
�IjA_

S ′/P
_7\)��� f �3gP�l��] N b"]!��\)��]H�3d�\)��^l� b"]!��\)��]H�3d�\)��^C� S ′b!��£)d!��� _7\)��^N¡

P
^�\7_	lÓ£)d!�������=�A_=d!��^ ( \�£ � å � � \ � 	 �	� * �

� ,J����� ( 
�Æ�
�� s y f�k.s'`#t�f�k�d y Φ bPtPdW`)s2b2`#t�k�t y�y k�t y f;b�kNm;^��Nt y
y {�m¹s'`lk y s'`¨q!f�m#nWm;tPt y��¢y�� bP{�m¹s Xf;bPt
�
qN^��ls2t y��¢y bPt�kNm � s2bCs y dW`#tPb�� Dα

ε , ε > 0,
b y {�m¹s'`lk y s'`Ôf;d=m¹s�k�cPb K`,α

ε , ε > 0.

C
�r��g=��
#�+��_.�
��\)��^l���A_�£x£)kE\�£ � ^ ]H��cN�¢��_ å � ��� B

r 
)Z .
	-�%��������( ,�*,+A[)- ,
�1( .A,'!%( &H,'[-*10
� ,J����� r 
�Æ�
 � {�m¹s'`lk y s K`,α = K`,α

ε |ε=1
t�m;{Cs�m¹s2z|d=m;t¥d�{Cs y f�k.s'`#t�f�k�d=m Φ.

C
����g=��� _�£ � b"]�_��:jA_ ^�\7_���� � �P�l����b�_=]H�+�l��] K`,α \��7l ]H�3d"`"_)� b"]!��\)��]H�3d�\)��^l�

Φ.
�r��\)�¢�+�l��� N

d!� b!��g=��
#�+��� � �P�l�Ô¡=£)d!��� _=dP¤�_ dH� b"]�_���c�]H��
���^C�3dP¤�_� �¡J]���_ `JjA_=] ���N¤ là��b�_=]H�+�l��]!��^ \��7l ]H�3d"`"_)�j�^l��i�\)��^�_=d"d!��_�b"]!��\)��]H�3d�\)��^l�
Ψ = F (Φ) ���cN��
7dH�#�P¤"^

m(ξ) := K̂`,α(ξ),
b�_=]�_	lC�7j�`n^ ( % *:gnb!�+��` ]"d"k¨£ gW�N��]�j!¤"dH�+�¢�¢£ � b!��\.�A_ 
#�¢£�_=db!�7jH��c¢¤"`Ñ¤ ^�]H���:_=dP¤"`Nb!�+�!¡��H��_�£

m(ξ) =

∞∫

|ξ|

E(ρ)

ρ1+α
dρ,

( + *

�IjA_
E(ρ) = 1

dn,`(α)

∫
Sn−1(1 − eiρσ1)` dσ.

�1_��7gW� ^N¤ jA_)��� � �P�l� m ∈ C∞(Rn \ {0}), ^�\7_ b"]!�¢¤�
 N^l�7j�d"k _ f ¡Jd"g"hP¤P¤ m \)��]�_�£)`=��\I` g�� b"]P¤ |ξ| → ∞ ¤�¤!£�_�	�� d�_ cN�+�A_7_ � ��_�£E\)��_=b�_=d"d!��i+]!��\)�
b"]P¤ |ξ| → 0,

�P�l�¥¤ �)�3]H�3dP�N¤"]P¡�_)�i¡Jg=��
#�3d"d!��_ \��7l ]H�3d�_=dP¤�_ b"]!��\)��]H�3d�\)��^C�
Ψ
b"]P¤ ¡=£)d!��� _=dP¤P¤

dH�
m(ξ) ��r��g=��
#�+��_.�
��\)��^l� d�_=b"]�_=]"k�^�d!��\)�N¤ ¡=£)d!��� _=dP¤"`+dH�

m(ξ)
��]�_7c¢¡�_)� cN�+�A_7_��3g"gP¡J]H�+��d"kml ]H��\ N

\)¡��:jA_=dP¤"i � ��¡�\)��� b!��\.�A_	jH��^C�+��_.�
��d!��\)��� f ¡Jd"g"hP¤"i ψs(x), s ∈ N,
¤�


Ψ
\slC�7j!¤P��\I` g

0
^i�l� N

b!�+�H����¤P¤ b"]!��\)��]H�3d�\)��^C�
S : lims→∞ νk,j(ψs) = 0

jP��` ^�\7_	l
k
¤
j � ��¡�� d!� b"]!��^�_=]P¤P��� � �P�l�

lims→∞ νk,j(mψs) = 0
jP��`Ó�l����� � _
£)d!��� _7\)��^C��¤"d jA_=gJ\���^

k
¤
j.
��£�_7_�£

Dj(m(x)ψs(x)) =
∑

06i6j

(
j
i

)
Dim(x)Dj−iψs(x),

Dim(x) =
∑

|k|=1

xk

|x|D
i−k

(
E(|x|)
|x|1+α

)
=
∑

|k|=1

xk

|x|
∑

06h6i−k

(
i− k
h

)
Dh
(
|x|−1−α

)
Di−k−hE(|x|),

Dh
(
|x|−1−α

)
= |x|−1−α−|h|Ph(x),

�IjA_
Ph(x) �

�7j�d!��]!�7j�d"k�iÑ£)d!�������=�A_=d \)��_=b�_=dP¤ |h|. ���3g g=�3g∣∣Dh
(
|x|−1−α

)∣∣ 6 C|x|−1−α−|h| ¤ |DjE(|x|)| 6 C|x|`−|j|,
�l�

|Dim(x)| 6 C|x|1−α−|h|+`−|i|+1+|h|
6 C|x|−α+`−|i|.

( � � *



��� y {Pb�f)`#tPbPb¥{Cs y f�k.s'`#t�f�k�dW`�s2b�f�f y dNz �Ó{ y kNm;t��Pb2`#^ y d + +
����\�	mj2� |Dim(x)| 6 C|x|−1−[α]+`−|i|,

�IjA_
[α] � h�_.�2�3` �H��\)��� �P¤�\.�2�

α.
�I�A_	jH��^C�+��_.�
��d!� �

νk,j(mψs) 6
∑

06i6j C(i, j)νk,`−1−[α]−|i|,j−i(ψs).
����\�	mj2��^ \)¤=�!¡ �7g"^N¤"^C�#�A_=dP��d!��\)�N¤Ø�l��b!�+�H� N

��¤"i � 
#��j2�3^C��_�£)kml�b!�+�!¡Jd!��]!£I�¢£�¤ νk,j ¤ νk,`,j, b!�+�!¡��P¤!£ lims→∞ νk,j(mψs) = 0,
�P�l��¤à��]�_7cN� N

^C�#�H��\�� � B
� *�,�&'. ( .A*-, r 
 ( 
 � {�m¹s'`lk y s Dα

ε

t�m;{Cs�m¹s2z|d=m;t¥d�{Cs y f�k.s'`#t�f�k�d=m Φ a2^��Ó^�� � y��¢y ε > 0.

C
�r��\)�¢�+�l���"d!� 
#�¢£�_)�N¤P��� � �P�l�+^ ��c�]H��
#��l  �¡J]���_à¤!£�_7_�£

D̂α
εω(ξ) = |ξ|αm(εξ)ω̂(ξ),

�IjA_
|ξ|αm(εξ)

` ^¢��`"_)��\I`
£�¡#�
�#�N¤"b=�!¤"g=�+�l��]!�N£�^
Ψ,

gW�+�
��\=gW��]!�
m
` ^¢��`"_)��\I`
�¢�¢£Ñ£�¡#�
�#�N¤"b=�!¤"g=�+�l��]!�N£

^ \)¤=�!¡Ô�A_�£x£)k � � � � B
� ,J����� r 
 r 
 � {�m¹s'`lk y s2z K`,α

ε
f � y a �2kNf � {Cs2b ε → 0

dp{Cs y f�k.s'`#t�f�k�d=m Φ
cÚm¹a2bPtPb'n¢t y h�q

y {�m¹s'`lk y s!q �
C

��¡�� d!�:jH��g=��
#�+��� � �P�l�:jP��` b"]!�¢¤�
7^l�+�
��d!��i f ¡Jd"g"hP¤P¤ ω ∈ Φ
^�k�b!�+��d"`"_)��\I`

lim
ε→0

νk,j(K
`,α
ε ω − ω) = 0, k ∈ N0, j ∈ Nn

0 .
( � � *

�
�3b!�N£)dP¤!£ � �P�l� \����;�2��\=d!���A_�£x£�_ � � � ��b�_=]H�+�l��]"k K`,α
ε

\��7l ]H�3d"`�	�� b"]!��\)��]H�3d�\)��^l�
Φ.

���3g g=�3g
�l��b!�+�H����¤"`�^�b"]!��\)��]H�3d�\)��^�_

F (S ),
¤"d j!¡JhP¤"]!��^C�3d"dH�3`r¤�
xb"]!��\)��]H�3d�\)��^C��� ^C�3]"hH�

S ,
\���^�bH��j2��_)�

\��l��b!�+�H����¤�_=i b"]!��\)��]H�3d�\)��^C�
S ,

�l� ( � � * ]H�3^�d!��\)¤=�
��d!� \��N�¢��d!��!:_=dP¤"`P£

lim
ε→0

νk,j([m(εx) − 1]ψ(x)) = 0, k ∈ N0, j ∈ Nn
0 ,

( ��` *

�IjA_
m � f ¡Jd"g"hP¤"` ( + *_¤

ψ = ω̂ ∈ Ψ.����\7\�£x�¢��]P¤!£ \=dH�#�H�#�2��\.�!¡��H�3i
j = 0.

�
��jH��b!��g=��
#�+��� � �P�l� limε→0 supx∈Rn(1+|x|)k|m(εx)−
1||ψ(x)| = 0.

��£�_7_�£
supx∈Rn(1 + |x|)k|m(εx) − 1||ψ(x)| = max {S1(ε), S2(ε)} ,

�IjA_

S1(ε) := sup
|x|<1

(1 + |x|)k|m(εx)− 1||ψ(x)|, S2(ε) := sup
|x|>1

(1 + |x|)k|m(εx)− 1||ψ(x)|.

�
��`
S1(ε)

¤!£�_7_�£
S1(ε) 6 νk,j(ψ) sup|x|<1 |m(εx) − 1|. ���3g+g=�3g

m(0) = K̂`,α(0) = 1
¤

m(x)
d�_=b"]�_=]"k�^�dH� � �l� limε→0 S1(ε) = 0.�
��`

S2(ε),
¡��P¤P��k�^C�3` � �P�l�+jP��` �
	�cN����� �P¤�\.�2�

µ > 0
\=b"]H�3^�_	jP�!¤"^C�Ø��h�_=d"g=� |ψ(x)| 6

C|x|−k−µ,
�IjA_
^�k cN��]!�N£

µ
]H��\=b!��]'`Jj!¤!£�\I` b!��
#� _ � b!�+�!¡��P¤!£

S2(ε) 6 C sup
|x|>1

|x|−µ|m(εx)− 1| = Cεµ sup
|x|>1

|m(εx)− 1|
(ε|x|)µ .

��\)�¢��_)��\I`nb!��g=��
#�+��� � �P�l��b"]P¤ d�_=gW�¢�l��]!�N£ ^�k cN��]�_
µ f ¡Jd"g"hP¤"` |m(y) − 1||y|−µ ���7]H�3dP¤���_=dH� ���]P¤ |y| > 1

���¢�����7]H�3dP¤���_=d"d!��\)��������_=^N¤ j�dH�1jP��`��
	�cN�����
µ > 0 � �����Ij2� |y| < 1

^l��\=b!�+�
��
�¡�_�£�\I`
f ��]!£�¡#�H��i ( + *_¤Ó��_�£ f �3gP�l�N£ � �P�l� 1 = K̂`,α(0),

^ \)¤=�!¡���_����

|m(y)− 1|
|y|µ =

1

|y|µ

|y|∫

0

E(ρ)

ρ1+α
dρ.

�1_��7gW� ^N¤ jA_)��� � �P�l� 
=jA_7\�� b"]H�3^C�3`��H��\)�������7]H�3dP¤���_=dH� b"]P¤N^�k cN��]�_ µ > `− α.



� � � } `+h�c yÑ} ��� � ��� hj`)s��=`)a2o�b�m;d } ��� �
�
_=]�_=i jA_�£ng \.�!¡��H��	

j 6= 0.
��£�_7_�£

Dj
(
[m(εx)− 1]ψ(x)

)
=
[
m(εx)− 1

]
Djψ(x) +

∑

06i6j,
i6=0

(
j
i

)
Λi(ε, x),

( � � *

�IjA_
Λi(ε, x) := ε|i|(Dim)(εx)Dj−iψ(x).

�
_=]"^l��_�\.�2���)��_�£x��_�^ ( � � *�¡�� _p��h�_=d�_=d!� ^�k !:_ b!� N\=gW�+�
��gP¡
Djψ(x) ∈ Ψ, j ∈ Nn

0 .
�
��`

Λ(ε, x)
\�¡���_)�l�N£ ��h�_=d"gP¤ ( � � * b!�+�!¡��P¤!£

|Λ(ε, x)| 6 ε`−αCi,j|x|`−α−|i||Dj−iψ(x)|.
����\�	mj2��b"]P¤ lC�7j!¤!£ g���h�_=d"gJ_

νk,j(Λ(ε, x)) 6 Cε`−ανk,`−1−[α]−|j|,j−i(ψ),
�IjA_

[α] � h�_.�2�3` �H��\)���
�P¤�\.�2�

α.�-_�
#	�£�¤"]P¡�` � b"]P¤ lC�7j!¤!£ng ( ��` * � B
� 
�� .�[-�A.A[)- , �1( .A,'!%( &H,'[-*10

� 
�Æ�
�� 	-*).��"[-*-,N. ( ,'!)��*-[-� #n!-��.
	-!-,�&H,�*�,'[-*�� 

�����
	��
	��
	
����	 j�% #&%#��¡�\)���

X � �!¤"d�_=i"d!��_xb!�7jH£)d!��� _7\)��^l�
^
Φ′ ¤ f ∈ Φ′.


_¡�jA_�£ ����^l��]P¤P��� ��P�l�
f ∈ Iα(X) � α > 0,

_7\.�!¤ \)¡��:_7\)��^N¡�_)� ]H��\=b"]�_	jA_.�A_=dP¤�_
ϕ ∈ X

�¢�3gW��_ � �P�l�
(f, ω) = (ϕ, Iαω)

( � 	 *
jP��`1^�\7_	l

ω ∈ Φ
( dH�3b!�N£)dP¤!£ � �P�l� b"]!��\)��]H�3d�\)��^l� Φ ¤"d"^C�3]P¤H�3dP��d!���¢��d!��\)¤P��_.�
��d!����b�_=]H�+�l��]H�

Iα
* �� b!��\.�A_	j!¡�	��:_�£ ¡�\7_���_=d"d"k _ ��¤"b�_=]�\)¤"d���¡#��` ]"d"k _ ¤"dP��_��7]H�#��k ( ` *p��cN���:_=d"d!��i f ¡Jd"g"hP¤P¤

f ∈ Φ′ ��b"]�_	jA_.��`�	���\I`N]H�3^�_=d�\)��^l�N£

(Dα
ε f, ω) := (f,Dα

εω)
( � � *

\�¡���_)�l�N£Î¤"d"^C�3]P¤H�3dP��d!��\)�N¤nb"]!��\)��]H�3d�\)��^C�
Φ
�¢��d!��\)¤P��_.�
��d!�i��b�_=]H�+�l��]H�

Dα
ε , ε > 0,

\�£ � �A_�£ N£�¡ `�� � �
� ,'�A!-,J��� � 
 ( 
 � q!f�k��

X �
^PbPt�m;gPt y m�{ y a�h�t y o�m�f�k�d y {Cs y f�k.s'`#t�f�k�dW` Φ′. } ^�m¹a!q����rb�mq�k�d=m¹sPo�a�m;tPb��Ôs'`#dNt y f;bP^��NtPz��

(P1) f ∈ Iα(X);
(P2)

f@q���m�f�k�d+q!m�k��.^�m	h_m;t�k
φ ∈ X

k�`#c y g � nWk y Dα
ε f

f � y a2b�kNf �¥c φ d Φ′ :

lim
ε→0

(Dα
ε f, ω) = (φ, ω), ω ∈ Φ,

{Cs2b��#k y h��.^�m	h_m;t�k φ b��.^�m	h_m;t�k ϕ b!e ( � 	 *�f y dN{2`)a'` ��krcP`#c��.^�m	h_m;t�k�zÎ{Cs y f�k.s'`#t�f�k�dW` Φ′.

C
����g=��� _�£ � �P�l� (P1) ⇒ (P2).

� \)¤=�!¡ ( � *�¤ \.�A_	jA\)��^N¤"` � � ` b"]P¤Ñ�
	�cN�N£ f ¤"gJ\)¤"]!��^C�3d"d!�N£
ε > 0

¤!£�_7_�£
(Dα

ε f, ω) = (f, Dα
εω) = (f, Dα

ε I
αDαω),

�IjA_�£)k�^l��\=b!�+�
��
���^C�#�!¤�\�����_�£ � �P�l�
ω = IαDαω

jP��`
ω ∈ Φ.�����Ij2��^�\)¤=�!¡ f ��]!£�¡#��k (�� *�¤!£�_7_�£

(Dα
ε f, ω) = (f,K`,α

ε Dαω).
���3g g=�3g

K`,α
ε Dαω ∈ Φ

^�\)¤=�!¡
�A_�£x£)k `�� � ¤à��b�_=]H�+�l��]"k K`,α

ε
¤
Dα gW�N£x£�¡W�N¤"]P¡�	�� dH� f ¡Jd"g"hP¤"`JlÑ¤�
 Φ, �l� b!�Ô��b"]�_	jA_.�A_=dP¤�	��c�]H��
#�

Iα(X)
\)¡��:_7\)��^N¡�_)� f ¡Jd"g"hP¤"` ϕ ∈ X,

�¢�3g=�3` �P�l�

(Dα
ε f, ω) = (ϕ,K`,α

ε ω).
( ��_ *

� \)¤=�!¡ �A_�£x£)k � � � b!�+�!¡��H��_�£ lim
ε→0

(Dα
ε f, ω) = (ϕ, lim ε→0

(S )
K`,α

ε ω) = (ϕ, ω).
�I�A_	jH��^C�+��_.�
��d!� �

φ = ϕ
¤
(P2)

b!�+�!¡���_=d!� �



��� y {Pb�f)`#tPbPb¥{Cs y f�k.s'`#t�f�k�dW`�s2b�f�f y dNz �Ó{ y kNm;t��Pb2`#^ y d � � �
�r��g=��� _�£

(P2) ⇒ (P1).
����\7\)¡��:j2�3`+g=�3g ¤ ^ b"]�_	j�kmj!¡��:_�£ bP¡Jd"gP��_ � �l�+�
��gW� ^à��c�]H�+��d!�N£dH�3b"]H�3^¢�A_=dP¤P¤ � ¤!£�_7_�£

(φ, ω) = lim
ε→0

(Dα
ε f, ω) = lim

ε→0
(f, Dα

εω) = lim
ε→0

(f, Dα
ε I

αDαω)

= lim
ε→0

(f, K`,α
ε Dαω) = (f, lim

ε→0
(S )

K`,α
ε Dαω) = (f,Dαω).

���3gP¤!£���c�]H��
��N£ � (f,Dαω) = (φ, ω).
�I�A_	jH��^C�+��_.�
��d!� � (φ, Iαω) = (f, ω), ω ∈ Φ,

�P�l� 
#�3^�_=]�!���_)�
jH��g=��
#�+��_.�
��\)��^l����_���]�_�£)k � B� 
 ( 
 � �N��	-!-*-�A!-[)-:# 	-!-,�& 	-��*��'( ,'[-*10 # ���A�"[-� #%�A.A�%� 	-!-� . ( !-�"[). ( .A,

X

 �+\.�A_	j!¡�	 N

�:_�£ bP¡Jd"gP��_�£)kÚ¤�
�¡��H��_�£ ��c�]H��

Iα(X)

b!�¢��_=d"hP¤H�#�2�Â�x¤�\7\�� � ��]H�3gP�N¡�_�£)k�i ^ \�£)k \.�A_�]H��\=b"]�_	jA_ N�A_=dP¤"i � �IjA_ X � b"]!�¢¤�
7^l�+�
��d!��_ cl�3dH��lC��^l� b"]!��\)��]H�3d�\)��^l� f ¡Jd"g"hP¤"iNdH� Rn,
¡�jH��^¢�A_)��^l��]'`�	��:_7_

d�_=gW�¢�l��]"k¨£Ú�3b"]P¤!��]"d"k¨£ b"]�_	j�b!�+�H��� _=dP¤"`P£ �� ]H��
)�!¤��"d"kmlà¡W��^�_=]$�:jA_=dP¤"`Jl dP¤�� _ c¢¡�jA_)�Ó¤�\=b!�+�
��
���^C�+����\I`��7j�d!�Ó¤=�!¤ d�_7\=gW�+�
��gW�¥¤�
 \.�A_ N
j!¡�	��r¤ l \=^l��i�\)��^ b"]!��\)��]H�3d�\)��^C�

X
ç

(S1)
��]!��\)��]H�3d�\)��^l�

X
��c+�2��j2��_)�+\=^l��i�\)��^l�N£ ]�_�!:_)��gP¤ ç _7\.�!¤

ϕ ∈ X
¤ |ψ(x)| 6 |ϕ(x)|,

x ∈ Rn,
�l�

ψ ∈ X
¤ ‖ψ‖X 6 ‖ϕ‖X .

(S2)
��]!��\)��]H�3d�\)��^l�

X
d�_1\��7jA_=]$��¤P��£)d!�������=�A_=d �

(S3)
�à�3gJ\)¤!£I�#�
��d"k�ià��b�_=]H�+�l��]

Mϕ(x) := 1
|B(x,r)|

∫
B(x,r) |ϕ(y)|dy

���7]H�3dP¤���_=d ^
X.

(S4)
��b�_=]H�+�l��]"k

K`,α
ε

` ^¢��`�	���\I`��3b"b"]!��gJ\)¤!£I�3hP¤�_=i _	j!¤"dP¤"h"k ç
limε→0 ‖K`,α

ε ϕ − ϕ‖X = 0jP��` ^�\7_	l
ϕ ∈ X.

(S5)
��]!��\)��]H�3d�\)��^l�

X ′,
��\7\���hP¤P¤"]!��^C�3d"d!��_ \

X,
\��7jA_=]$��¤P� g=�2��\7\

Φ.�
�3b!�N£)dP¤!£ � �P�l�Â��\7\���hP¤P¤"]!��^C�3d"d"k¨£n\
X
dH��
7k�^C��_)��\I` b"]!��\)��]H�3d�\)��^l�

X ′ f ¡Jd"g"hP¤"i ψ dH�
Rn�¢�3gP¤ l � �P�l�

∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

ϕ(x)ψ(x) dx

∣∣∣∣∣∣
<∞ (∀ϕ ∈ X), ‖ψ‖X′ = sup

‖ϕ‖X=1

∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

ϕ(x)ψ(x) dx

∣∣∣∣∣∣
,

\�£ � å _�� \ � + ���
������		�
������	 j�%Oi %N��]P¤ dH�#�!¤��P¤P¤ \=^l��i�\)��^C�

(S1)
^1\=^l��i�\)��^�_

(S2)
jH��\)�¢�+�l���"d!��b!�¢��]�_7cN��^C�+��� ��P�l��c�k gW��d�\)�¢�3dP��k � �¢���!¤��"d"k _r�¢� dP¡#��` � d�_
b"]P¤"dH��jP�A_��Â�#�!¤�c�k b"]!��\)��]H�3d�\)��^N¡

X.�
�¢£ b!��dH��jH��c5`=��\I` d�_=gW�¢�l��]"k _ ^�\=b!�N£x���)�+��_.�
��d"k _Ô¡W��^�_=]$�:jA_=dP¤"` ��cÑ���7]H�3dP¤���_=d"d!��\)�N¤ ��b�_ N
]H�+�l��]!��^ \=^�_=]P��gP¤ ^ b"]!��\)��]H�3d�\)��^�_

X.��cN��
7dH�#�P¤!£ ��_=]�_�

K
g=�2��\7\�`JjA_=]

k(x),
¡�jH��^¢�A_)��^l��]'`�	��r¤ l�¡�\.�H��^N¤"`P£ |k(x)| 6 K (|x|), �IjA_

K (x) ∈ L1(Rn), K (r), r ∈ R+,
¡ c�k�^C��_)� � ¤

Kεϕ :=
1

εn

∫

Rn

k

(
x− y

ε

)
ϕ(y) dy.

����]!��!Â� ¤�
7^�_7\)��d!� ( \�£ � � dH�3b"]P¤!£�_=] � å ^ � �;� � � � " `�� �	� b!�¢�l����_��"d!��_ d�_=]H�3^�_=d�\)��^l� |Kεϕ(x)| 6

cMϕ(x),
�IjA_

k ∈ K.
� 
 ���l����� d�_=]H�3^�_=d�\)��^C� \.�A_	j!¡�_)��¡W��^�_=]$�:jA_=dP¤�_ �& !-,�&�*��'( ,'[-*-, � 
 � 
�� q!f�k��

k ∈ K.
� {�m¹s'`lk y s2z Kε

s'`#dNt y h_m¹s2t ypy�� s'`#tPb'nWm;tPz d¥^�� � y h{Cs y f�k.s'`#t�f�k�d=m X f y f;d y g�f�k�dW`+h�b (S1)
b
(S3).�
��` dH��\
cN�+�A_7_1\��7jA_=]$�Â�+��_.�
��d"k¨£a` ^¢��`"_)��\I` \.�A_	j!¡�	��:_7_�¡W��^�_=]$�:jA_=dP¤�_ ç

� ,J����� � 
 � 
 � q!f�k��
0 < α <∞ b

` > α. w2y�� a'` K`,α ∈ K �
C
����^�_=]$�:jA_=dP¤�_��A_�£x£)k \.�A_	j!¡�_)��¤�
���h�_=d"gP¤ (�^ * � B� 
 r 
 � 	-*).��"[-*-, . ( ,'!)��*-[-� #%.�#%��&H*)��� . ( * 	-� [-�A!)��, 	-!-� . ( !-�"[). ( .A�

X

 �nj2�#�
��d�_=i N

!:_�£ \��P¤P�¢��_�£ � �P�l� X � cl�3dH��lC��^l� b"]!��\)��]H�3d�\)��^l� f ¡Jd"g"hP¤"i dH� Rn \�d!��]!£x��i ‖ · ‖X .



� � ` } `+h�c yÑ} ��� � ��� hj`)s��=`)a2o�b�m;d } ��� �
�����
	��
	��
	
����	 j�%�� %-
_¡�jA_�£ ����^l��]P¤P��� � �P�l� 
7dH�#��_=dP¤�_ bH�3]H�¢£�_)��]H� α > 0

` ^¢��`"_)��\I`+_7\)��_ N
\)��^�_=d"d!��\��N�¢��^�_)��\)��^N¡�	��r¤!£ b"]!��\)��]H�3d�\)��^N¡

X,
_7\.�!¤ f ¡Jd"g"hP¤!��dH�#� f ∈ Iα(X)

` ^¢��`"_)��\I` ]�_ N
��¡#��` ]"d"k¨£�¤ \Ô�l���"d!��\)����	 jH�i£)d!�������=�A_=dH� \���^�bH��j2��_)� \���\slC�7j�`��r¤!£�\I` ¤"dP��_��7]H�#�H�N£ ( � *
jP��`^�\7_	l

ϕ ∈ X
�¢�3gP¤ l � �P�l� f(x) = ∫

Rn kα(x − y)ϕ(y) dy + P (x), ϕ ∈ X.
� ���l�N£e\.�!¡��H��_1b�_=]"^l��_

\.�2���)��_�£x��_ ^ b"]H�3^l��i �H��\)�N¤ c¢¡�jA_�£adH��
7k�^C�+���¥¤"dP��_��7]H�#�
��d"k¨£ b"]�_	jA\)�¢�3^N¤P��_.�A_�£ f ¡Jd"g"hP¤!��dH�#�2�
f ∈ Iα(X).�
�3b"]P¤!£�_=] � ^ \.�!¡��H��_ X = Lp(Rn), 1 < p <∞,


7dH�#��_=dP¤"`P£�¤
α,
_7\)��_7\)��^�_=d"d!� \��N�¢��^�_)��\)��^N¡ N

	��r¤!£�¤Nb"]!��\)��]H�3d�\)��^N¡
Lp(Rn),

` ^¢��`�	���\I`
α ∈

(
0, np

)
.
�a\.�!¡��H��_
^�_7\���^l����� b"]!��\)��]H�3d�\)��^C�

Lp
γ(R

n) :=



ϕ :

∫

Rn

|ϕ(x)|p(1 + |x|)γdx <∞



 , γ > −n,

¡Jg=��
#�3d"d"k�i ¤"dP��_=]"^C�#� 
#�¢£�_=d"`"_)��\I` ¤"dP��_=]"^C�#�H�N£
α ∈ (0, n+γ

p ).
� \.�!¡��H��_ gW���Ij2�

X
_7\)����b"]!� N

\)��]H�3d�\)��^l�à��]=�!¤��H��¤"dP��_=]"^C�#� jP��` _7\)��_7\)��^�_=d"d!� \��N�¢��^�_)��\)��^N¡�	��r¤ l 
7dH�#��_=dP¤"i
α
£x��� _)� c�k|���

b!�+�!¡���_=d ^���_=]!£�¤"dH��l�¤"d jA_=gJ\���^��à�+�N¡�!:_=^�\=gW��i � ��]=�!¤��H��¤Â¡�\.�H��^N¤"` \slC�7j!¤!£x��\)�N¤�¤"dP��_��7]H�#�2��^
f ��]!£�¡#�A_ ( ` ^ *H\.�A_	j!¡�	��:_�����bH�3]H���7]H� f � � dH����_�£ £)ked�_���\)�¢�3dH�3^¢�!¤"^C��_�£�\I` � ��¡�\)���r��_=b�_=]�� X ��¢�3g dH��
7k�^C��_�£x��_ �7]H�3d j N b"]!��\)��]H�3d�\)��^l� �1_7c�_��)�

L̊
p)
a (Rn)

\ �7]H�3d j!¤�
#�+�l��]!�N£
a(x)

( \�£ � ��b"]�_	jA_.�A_ NdP¤�_1^ ( `>` * * � ���3gP¤�_1b"]!��\)��]H�3d�\)��^C��¤�\7\.�A_	jH��^C�#�!¤�\�� ^ ]H��cN�¢�¢��l å � � % � + ��� � ��� � ���l�N£n\.�!¡��H��_
¤"d N
��_=]"^C�#� _7\)��_7\)��^�_=d"d!�
\��N�¢��^�_)��\)��^N¡�	��r¤ l 
7dH�#��_=dP¤"i

α
�l�¢� � _ � �P�l��¤�jP��`Â��c�k �"d"kml b"]!��\)��]H�3d�\)��^�1_7c�_��)� b"]P¤Ñ¡�\.�H��^N¤"`Jl

a ∈ L1(Rn)
¤

aδ ∈ A∞
( � ^ *

b"]P¤Nd�_=gW�¢�l��]!�N£
δ > 0,

�IjA_
A∞

¤�
7^�_7\)��d"k�i g=�2��\7\
�à�3gJ_=d lW��¡JbP�¢� �
� ,'�A!-,J��� � 
 � ( �
_���c7lC�7j!¤!£)k _�¡�\.�H��^N¤"`�* 
 � q!f�k��

X
q#a y dN^�m�k�d y s��2m�k�{Cs�m¹a2{ y ^ y o�m;tPb�� (S4)b

f ∈ Iα(X)
dÓf	h�z�f;^�m y {Cs�m¹a�m;^�m;tPb�� 4.1 ��w2y�� a'` Dα

ε f
m�f�k��Âs�m

�
qN^��ls2tPz|g��|qPtPc��Pb y t2`#^ � f y dN{2` Xa'` ���rbPgif¨t�m;c y k y s y g��|qPtPc��Pb�m;gÓb!e X f�k y n¢t y f�k�� �Îa y h�t y��¢y n¢^�m;t2` �

Dα
ε f = ϕε(x) + Pε(x), ϕε ∈ X,

( � % *
bif@q���m�f�k�d+q!m�k��|qPtPc��Pb��

ϕ ∈ X
k�`#cP` � � nWk y

lim
ε→0

‖ϕε − ϕ‖X = 0.
( � + *

��f;^Pbi{Cs y f�k.s'`#t�f�k�d y X y � ^2`)a'`lm�kÓf;d y g�f�k�d y h (S2)
b
f y e)t2`NnC`lm�k�bPt�kNm � s'`#^��NtPz|g�{Cs�m¹a�f�k�` XdNb�kNm;^����|qPtPc��Pb y t2`#^2` f ∈ Iα(X),

k y
lim
ε→0

‖Dα
ε f − ϕ‖X = 0.

( ` � *

C
����\=b!�+�
��
�¡�_�£�\I` b"]�_	jA\)�¢�3^¢�A_=dP¤�_�£ ( ��_ * � �H\.�H��^N¤�_ (S4)

b!�7j�]H��
�¡=£�_=^C��_)�à���7]H�3dP¤���_=d"d!��\)���
��b�_=]H�+�l��]H�

K`,α
ε

^
b"]!��\)��]H�3d�\)��^�_
X

( b!��g"]H�3i"d�_=iÔ£�_=]�_mjP��`�£I�#��kml
ε
* � �������l�N£�¡�¤�
 ( ��_ *�¤!£�_7_�£

(Dα
ε f, ω) = (K`,α

ε ϕ, ω).
���3g g=�3g

K`,α
ε ϕ

` ^¢��`"_)��\I` ]�_���¡#��` ]"d"k¨£ f ¡Jd"g"hP¤!��dH�#�H�N£ � �l� Dα
ε f

�¢�3g N
� _ ]�_���¡#��` ]"d"k�i f ¡Jd"g"hP¤!��dH�#� � �����Ij2� f ¡Jd"g"hP¤P¤ Dα

ε f
¤
K`,α

ε ϕ � \���^�bH��j2��	��r¤�_ g=�3g �)�A_�£�_=dP��kb"]!��\)��]H�3d�\)��^C�
Φ′,

]H��
)�!¤��H��	���\I`N]H��
7^�_��!¤�! ��£)d!�������=�A_=d!�N£ ç

Dα
ε f = K`,α

ε ϕ+ Pε(x).
( `�� *

����\�	mj2� \.�A_	j!¡�_)�Ó¡W��^�_=]$�:jA_=dP¤�_ ( � % * Ó ϕε = K`,α
ε ϕ,

���¢�3g�� _ ^ \)¤=�!¡ \=^l��i�\)��^C�
(S4)

¤à¡W��^�_=] N
�:jA_=dP¤�_ ( � + * �



��� y {Pb�f)`#tPbPb¥{Cs y f�k.s'`#t�f�k�dW`�s2b�f�f y dNz �Ó{ y kNm;t��Pb2`#^ y d � � �
��¡�\)���Ó��_=b�_=]��

α � 
7dH�#��_=dP¤�_ � _7\)��_7\)��^�_=d"d!�N\��N�¢��^�_)��\)��^N¡�	��:_7_ b"]!��\)��]H�3d�\)��^N¡ X. ���3g g=�3g��b�_=]H�+�l��]
K`,α

ε
\��7l ]H�3d"`"_)� b"]!��\)��]H�3d�\)��^l�

X,
�l� ^ \)¤=�!¡ \=^l��i�\)��^C�

(S2) f ¡Jd"g"hP¤!��dH�#� K`,α
ε ϕd�_Â£x��� _)� \��7jA_=]$�Â�+��� b!�+�!¤"d!�N£�¤H�#�
��d!����� \.�2���)��_�£x����� � ����g=��� _�£ � �P�l�Ô�A_=^C�3` �H��\)���Ó�¢�3g�� _ d�_\��7jA_=]$��¤P� b!�+�!¤"d!�N£�¤H�#�
��d!����� \.�2���)��_�£x����� � �P�l� c¢¡�jA_)�¥��
7dH�#�H�+��� Pε(x) = 0.

���3g g=�3g ^��A_=^l��i
�H��\)�N¤

f
_7\)���à¤"dP��_��7]H�#�
��d"k�i b"]�_	jA\)�¢�3^N¤P��_.�
� f ¡Jd"g"hP¤!��dH�#�2� f ∈ Iα(X),

�l�
f
b"]�_	jA\)�¢�3^N¤!£I�

��c�k �"d"k¨£¥¤"dP��_��7]H�#�H�N£ � � � _ � g=�3g:\=^�_=]P��g=� f ¡Jd"g"hP¤P¤ ϕ ∈ X
\H`Jj�]!�N£

kα(x).
�����Ij2��dP¤�b"]P¤�g=�3gP¤ l

α f ¡Jd"g"hP¤"` f(x) d�_�£x��� _)� ^�_7\)�N¤ \7_7c5` dH� c�_7\=gW��d�_��"d!��\)�N¤ g=�3g�£)d!�������=�A_=d � �I�A_	jH��^C�+��_.�
��d!� �]H�3^�_=d�\)��^l� ( `�� * ^l��
�£x��� d!���l�+�
��gW� gW���Ij2� Pε(x) = 0,
¤Ñ£)k b!�+�!¡��H��_�£ ( ` � * � B����\7\�£x�¢��]P¤!£ �¢�5jA_.�
��d!�:\.�!¡��H�3i gW���Ij2� b"]!��\)��]H�3d�\)��^l�

X
¤"d"^C�3]P¤H�3dP��d!�Â�¢��d!��\)¤P��_.�
��d!� \sj�^N¤ N

�)� ç ‖τhϕ‖X 6 C(h)‖ϕ‖X ,
�IjA_

τhϕ = ϕ(x − h), h ∈ Rn,
¤
C(h)

�H��g=�#�
��d!� ���7]H�3dP¤���_=dH� ç
sup|h|<N C(h) =: CN < ∞.

� ���l�N£ \.�!¡��H��_1jP��` f ¡Jd"g"hP¤"i f ∈ Iα(X)
£x��� d!� j2�+��� jH��b!�+��dP¤ N

��_.�
��dP¡�	 ¤"d f ��]!£I�3hP¤�	 �
b!��^�_	jA_=dP¤P¤�¤ l:gW��d�_��"d"kml ]H��
7d!��\)��_=i � ����d�_��"d"k _ ]H��
7d!��\)�N¤Ô��cN��c��:_=d Nd"kml f ¡Jd"g"hP¤"i f ∈ Φ′ ��b"]�_	jA_.��`�	���\I`¥��c�k �"d"k¨£Ø��c�]H��
��N£ ç
(∆`

hf, ω) := (f,∆`
−hω).� ,'�A!-,J��� � 
 � 
 � q!f�k��Ô{Cs y f�k.s'`#t�f�k�d y X bPtPdW`)s2b2`#t�k�t y�y k�t y f;b�kNm;^��Nt y f?a2dNb � `�b y � ^2`)a'`lm�kf;d y g�f�k�dW`+h�b (S1)

b
(S3) � ��f;^Pb f ∈ Iα(X),

k y c y t�m#n¢tPz�m�s'`+e)t y f�k�b ∆`
hf

{ y s��la2cP` ` > α
�=dN^�� ��kNf ��s�m

�
qN^��ls2tPz¨h�b �|qPtPc��Pb y t2`#^2`+h�b�bÓf@q���m�f�k�d+q!m�k�h�t y��¢y n¢^�m;t Ph(x)

k�`#c y g � nWk y ∆`
hf−

Ph(x) ∈ X
{Cs2bÑ^�� � y h h ∈ Rn.

C
�j�¢�3d j2�3]P��d"k¨£�¤ b�_=]�_7c�]!��\��¢£�¤NdH�Â��\=d!��^�d"k _ f ¡Jd"g"hP¤P¤ \�¡���_)�l�N£ f ��]!£�¡#��k (
	 * � ¤"d"^C�3]P¤ N�3dP��d!��\)�N¤:g=�2��\7\��

Φ
�¢��d!��\)¤P��_.�
��d!��b!�¢��_=d"hP¤H�#�2���x¤�\7\���¤:\=^�_=]P��gP¤ \x`Jj�]!�N£

∆`,α(·, h),
b!�+�!¡��H��_�£

(∆`
hf, ω) = (f,∆`

−hω) = (ϕ, Iα(∆`
−hω))

= (ϕ,∆`
−hI

αω) = (ϕ,∆`,α(·,−h) ∗ ω)) = (∆`,α(·, h) ∗ ϕ, ω).
�I�A_	jH��^C�+��_.�
��d!� � ∆`

hf
¤
∆`,α(·, h) ∗ϕ

\���^�bH��j2��	�� g=�3gÓ��cN��c��:_=d"d"k _ f ¡Jd"g"hP¤P¤Ô¤�
 Φ′ � �P�l��¤ jH� Ng=��
7k�^C��_)� ]�_���¡#��` ]"d!��\)��� f ¡Jd"g"hP¤!��dH�#�2� ∆`
hf ���\)�¢��_)��\I`�jH��g=��
#�+��� � �P�l� ∆`,α(·, h)∗ϕ ∈ X.

��\=d!��^�k�^C��_�£�\I`�jP��`����l����� dH��b"]�_	jP�H��� _=dP¤P¤ 	 � 	 �b"]P¤!£�_=dP¤!£x�N£+b"]P¤�¡�\.�H��^N¤"`JlÔ��_���]�_�£)k � �É�¢£�_)�N¤!£ � �P�l� `Jj�]!� ∆`,α(x, h)
b"]P¤ cN�+�
��!r¤ l 
7dH�#��_=dP¤ N

`Jl |x| ¤!£�_7_)�r��h�_=d"gP¡ (oå � � ( � � � � * � * |∆`,α(x, h)| 6 c|h|`(|x|+ |h|)α−n−`, |x| > (`+1)|h|. �������l�N£�¡`Jj�]!�
∆`,α(x, h)

£x��� d!� b"]�_	jA\)�¢�3^N¤P��� ^ ^N¤ jA_

∆`,α(x, h) =
∑̀

i=0

(−1)i
(
`
i

)
kα(x− ih)χ

B
(

0, |h|
2

)(x− ih) + J(x), x ∈ Rn,

�IjA_
χB(0,r)(x) �

lW�3]H�3gP��_=]P¤�\)�N¤���_7\=g=�3` f ¡Jd"g"hP¤"` !��3]H� B (0, r),
� `Jj�]!�

J(x)
¤!£�_7_)�i��h�_=d"gP¡

|J(x)| 6 c|h|`

(1+|x|)n−α+` ,
¤ � \.�A_	jH��^C�+��_.�
��d!� � b"]P¤"dH��jP�A_���¤P��g=�2��\7\)¡ K. ��]P¤"dH��jP�A_�� d!��\)��� f ¡Jd"g"hP¤P¤

kα(x)χB
(

0, |h|
2

)(x)
g=�2��\7\)¡

K
����_=^N¤ j�dH� � ��\)�¢��_)��\I` \���\.�2�+����\I`+dH�¥¤"d"^C�3]P¤H�3dP��d!��\)��� b"]!��\)��]H�3d N

\)��^C�
X
�¢��d!��\)¤P��_.�
��d!� \sj�^N¤��)� � B

� ,'�A!-,J��� � 
 � ( �r��\)�¢�+�l���"d"k _�¡�\.�H��^N¤"`�* 
 � q!f�k��
α > 0

b
f ∈ Φ′ b Dα

ε f, ε > 0, ��y � y � ��m;t XtPz�m �|qPtPc��PbPb ��y {Cs�m¹a�m;^�m;tPtPz�m|s'`#d=m;t�f�k�d y h ( � � * � ��f;^PbÓ{Cs y f�k.s'`#t�f�k�d y X y � ^2`)a'`lm�k�f;d y g�f�k�d y h
(S5), D

α
ε f ∈ X

b f@q���m�f�k�d+q!m�k
lim ε→0

(X)
Dα
ε f = ϕ,

k y f ∈ Iα(X)
dpf	h�z�f;^�m y {Cs�m¹a�m;^�m;tPb�� 4.1

b
f = Iαϕ.

C
��£�_7_�£ |(Dα

ε f − ϕ, ω)| 6 ‖Dα
ε f − ϕ‖X‖ω‖X′ → 0

b"]P¤
ε → 0

^ \)¤=�!¡ \=^l��i�\)��^C�
(S5).���3gP¤!£ ��c�]H��
��N£ � limε→0(D

α
ε f, ω) = (ϕ, ω)

jP��` ^�\7_	l
ω ∈ Φ

¤ �l���Ij2�
f ∈ Iα(X)

^n\)¤=�!¡
�7g"^N¤"^C�#�A_=dP��d!��\)�N¤p¡W��^�_=]$�:jA_=dP¤"i

(P1)
¤
(P2)

��_���]�_�£)k 	 � `�� B� *�,�&'. ( .A*-, � 
�Æ�� 
 � q!f�k���{Cs y f�k.s'`#t�f�k�d y X y � ^2`)a'`lm�k�f;d y g�f�k�dW`+h�b (S2), (S4)
b
(S5). �

^��
k y��¢y � nWk y � z f ∈ Iα(X),

t�m y � � y a2b!h y b�a y f�k�`lk y n¢t y � nWk y � z Dα
ε f ∈ X

b
Dα
ε f

b!h_m;^ y dNbCa ( � % * �
�
a�m

ϕε
f � y a2b�kNf �¥d�{Cs y f�k.s'`#t�f�k�d=m X {Cs2b

ε→ 0.



� � 	 } `+h�c yÑ} ��� � ��� hj`)s��=`)a2o�b�m;d } ��� �
���7j
��_=]"g"d�_�£ � �P�l� ^/���l�N£EbH�3]H���7]H� f _�£)k f �3gP�N¤���_7\=gP¤ b!�+��d!��\)����	 ¤�\7\.�A_	jH��^C�#�!¤+^l��b"]!��\

��c���bP¤�\��3dP¤P¤���c�]H��
#�
Iα(X), α > 0,

jP��`�b"]!�¢¤�
7^l�+�
��d!�����
b"]!��\)��]H�3d�\)��^C�
X f ¡Jd"g"hP¤"i:dH� Rn b"]P¤^�k�b!�+��d�_=dP¤P¤ d�_=gW�¢�l��]"kml �3b"]P¤!��]"d"kml b"]�_	j�b!�+�H��� _=dP¤"i � b"]!��\)��]H�3d�\)��^�_
X.

� j�dH�3gW� � ���l� \sjA_ N�2�3d!� b"]P¤Ñ¡�\.�H��^N¤P¤ � �P�l����b�_=]H�+�l��] Iα b!��dP¤!£I��_)��\I`N^ \�£)k \.�A_
]H��\=b"]�_	jA_.�A_=dP¤"i � �j¡��:_7\)��^�_=d"d"k�i¤"dP��_=]�_7\�b"]�_	jA\)�¢�3^¢��`"_)�Ñ��bP¤�\��3dP¤�_Â��c�\��+�
	���d!� \slC�7j�`��r¤ l'\I`p¤"dP��_��7]H�#�H��^
Iαϕ, ϕ ∈ X. � �l� � �7j NdH�3gW� � ��]�_7c¢¡�_)� ]H��cN�¢��ka^ gW��d"g"]�_)��d!�N£+b"]!��\)��]H�3d�\)��^�_ ç jH��bP¡�\)�N¤!£)k _ 
7dH�#��_=dP¤"`

α

#�3^N¤�\I`=�Â�l���Ij2�

�¢� b"]!��\)��]H�3d�\)��^C�
X.

�a\.�A_	j!¡�	��:_�£ bH�3]H���7]H� f _
£)k g=��\���_�£�\I`/���l����� ^l��b"]!��\�� jP��` d�_=gW�¢�l��]"kml
g=�2��\7\)¤���_7\=gP¤ l�¤ d�_7\)�¢�3d j2�3]P��d"kml f ¡Jd"g"hP¤!��dH�#�
��d"kml b"]!��\)��]H�3d�\)��^ � ��]!�N£�_¨�l����� � ^1\.�A_	j!¡�	��:_�£bH�3]H���7]H� f _
]H��\7\�£I�+��]P¤"^C��_)��\I` ^l��b"]!��\
�:^�k�b!�+��dP¤!£x��\)�N¤ jP��` dP¤ l \=^l��i�\)��^ (S1) Þ (S5).

� 
�� . - 	-��*�[-*)��� . ( * .�.A� �). ( .
(S1) � (S5)

* � 	-!-� . ( !-�"[). ( .A,
Iα(X).����'[-���-,'[-*10-��*

α,
,$. ( ,$. ( .A,'[-[-� .��A� ( .A,$(�. ( . ���	� *)��* 	-!-� . ( !-�"[). ( . �

X
�eb"]P¤"^�_	jA_=d"d!��i dP¤�� _���_���]�_�£�_1b!��g=��
#�3d!� � �P�l� ^�\7_1\=^l��i�\)��^C� (S1) Þ (S5) ^�k�b!�+��d"`�	���\I` jP��`b"]!��\)��]H�3d�\)��^

Xi
¤�
 \.�A_	j!¡�	��:_�����\=bP¤�\=g=��b"]P¤ \��N�¢��^�_)��\)��^N¡�	��r¤ l:b"]�_	j�b!�+�H��� _=dP¤"`JlÔ��bH�3]H�¢£�_)� N

]H��l b"]!��\)��]H�3d�\)��^ ç
• g=�2��\7\)¤���_7\=gP¤�_1b"]!��\)��]H�3d�\)��^C� �1_7c�_��)� X1 = Lp(Rn), 1 < p <∞;
• ^�_7\���^�k _
b"]!��\)��]H�3d�\)��^C� X2 = Lp(Rn, w), 1 < p <∞,

�IjA_
w � ^�_7\
�à�3gJ_=d lW��¡JbP�¢� �

• �7]H�3d j N b"]!��\)��]H�3d�\)��^C� �1_7c�_��)� X3 = L̊
p),θ
a (Rn), 1 < p < ∞, θ > 0, f ¡Jd"g"hP¤"i f � ¡�jH��^¢�A_ N��^l��]'`�	��r¤ lÓ¡�\.�H��^N¤"`P£

‖f‖
L
p),θ
a (Rn)

:= sup
0<ε<p−1

εθ





∫

Rn

|f(x)|p−εa(x)
ε
p dx





1
p−ε

<∞ ( `>` *

¤
limε→0 ε

pθ
∫
Rn

|f(x)|p−εa(x)
ε
pdx = 0,

�IjA_
a ∈ L1(Rn)

¤
a
¡�jH��^¢�A_)��^l��]'`"_)��¡�\.�H��^N¤�	 ( � ^ * �

• b"]!��\)��]H�3d�\)��^C� �1_7c�_��)� X4 = Lp(·)(Rn)
\�b�_=]�_�£�_=d"d"k¨£ b!��g=��
#�+��_.�A_�£

p(x)
( \�£ � å � � � ��`&� � � � * ��IjA_

1 < infx∈Rn p(x) 6 supx∈Rn p(x) <∞,
��b"]�_	jA_.��`"_�£)k _�d!��]!£x��i

‖f‖Lp(·)(Rn) = inf



λ > 0 :

∫

Rn

∣∣∣∣
f(x)

λ

∣∣∣∣
p(x)

dx 6 1



 ,

�IjA_
p(x)

¡�jH��^¢�A_)��^l��]'`"_)� \)�¢�3d j2�3]P��d"k¨£njP��`Ó�¢�3gP¤ l b"]!��\)��]H�3d�\)��^�¡�\.�H��^N¤"`P£ ç

|p(x)− p(y)| 6 C

ln 1
|x−y|

, |x− y| < 1

2

¤ |p(x)− p(∞)| 6 C

ln 1
e+|x|

, x, y ∈ Rn;

• b"]!��\)��]H�3d�\)��^C�à��]=�!¤��H� X5 = LM (Rn),
�IjA_

M � f ¡Jd"g"hP¤"`�
 d��)� � f ¡Jd"g"hP¤"` M ¤ jH� N
b!�+��dP¤P��_.�
��dH�3` g d�_=iÑ¡�jH��^¢�A_)��^l��]'`�	���¡�\.�H��^N¤�	�¡�j�^l��_=dP¤"` �

� ,'�A!-,J��� � 
�Æ�
�� `#o�a y m�b!e�{Cs y f�k.s'`#t�f�k�d X1 
 X5
{Cs2bÔqPcP`+e#`#tPtPz ��dNz���m|{Cs�m¹a2{ y ^ y o�m;tPb����

y � ^2`)a'`lm�krd=f�m	h�bif;d y g�f�k�dW`+h�b (S1) 
 (S5) �
C
� k�b!�+��dP¤!£x��\)��� \=^l��i�\)��^C�

(S1)
����_=^N¤ j�dH� ��x^l��i�\)��^l�

(S2)
jP��`nb"]!��\)��]H�3d�\)��^C�

X1
�¢�3g�� _p����_=^N¤ j�d!� � �
��`nb"]!��\)��]H�3d�\)��^C�

X2
\Ó¡���_ N

�l�N£ 
#�¢£�_��H�3dP¤"` 	 � � ��d!� \.�A_	j!¡�_)� ¤�
�\=^l��i�\)��^C� ∫
Rn w(x) dx = ∞ ^�_7\���^ �à�3gJ_=d lW��¡JbP�¢� � \�£ � �dH�3b"]P¤!£�_=] � å � 	 � �A_�£x£�¡ ^ � � ��� �¢��gP¡�j2� ^�k|��_=g=��_)�Ù¡Jg=��
#�3d"d!��_N\=^l��i�\)��^l� � �
��` b"]!��\)��]H�3d�\)��^C�

X3\=^l��i�\)��^l�
(S2)

\.�A_	j!¡�_)��¤�
1^¢�H��� _=dP¤"`

L̊p),θ
a (Rn) ⊂ Lp−ε

(
Rn, a

ε
p
)
, 0 < ε < p− 1,

( ` � *
\¨¡���_)�l�N£ \=^l��i�\)��^C� ( � ^ * � jH��g=��
#�+��_.�
��\)��^l� ���l�����1^¢�H��� _=dP¤"`�£x��� d!��dH�3iP�N¤ ^ å % ��� �x^l��i�\)��^l� (S2)jP��` b"]!��\)��]H�3d�\)��^

X4
¤
X5

����_=^N¤ j�d!� �



��� y {Pb�f)`#tPbPb¥{Cs y f�k.s'`#t�f�k�dW`�s2b�f�f y dNz �Ó{ y kNm;t��Pb2`#^ y d � � �
�x^l��i�\)��^l�

(S3)
jP��` b"]!��\)��]H�3d�\)��^

X1
¤
X2

lC��]!��!Â��¤�
7^�_7\)��d!� � \�£ � � dH�3b"]P¤!£�_=] � å � 	 � ��_���]�_ N£�¡ ^ � � ��� �
��` �7]H�3d j N b"]!��\)��]H�3d�\)��^C� X3
\=^l��i�\)��^l�

(S3)
jH��g=��
#�3d!��^ å + ��� � jP��`
b"]!��\)��]H�3d�\)��^C� X4 �^ ]H��cN�¢��_ å � � ��� �
��` b"]!��\)��]H�3d�\)��^C� X5

\=^l��i�\)��^l�
(S3)

jH��g=��
#�3d!� ^ å ��_ ��� \�£ � �¢�3g�� _ å � ^ � ��_���]�_ N£�¡ `�� � � �	����x^l��i�\)��^l�
(S4)

jP��`:b"]!��\)��]H�3d�\)��^
X1

¤
X2

` ^¢��`"_)��\I` \.�A_	jA\)��^N¤�_�£i¤�
7^�_7\)��d"kmlÂ��_���]�_�£i��c
�3b N
b"]!��gJ\)¤!£I�3hP¤P¤ _	j!¤"dP¤"h"ka^ ^�_7\���^�kml b"]!��\)��]H�3d�\)��^C��l � \�£ � å � � ��_���]�_�£�¡ ^ � � �	��� �x^l��i�\)��^l� (S4)

jP��`
b"]!��\)��]H�3d�\)��^C�

X3
jH��g=��
#�3d!��^ å + ��� �
��` b"]!��\)��]H�3d�\)��^C� X4

\=^l��i�\)��^l�
(S4)

\.�A_	j!¡�_)� \Ô¡���_)�l�N£
�A_�£x£)k 	 � � ¤�
���c��:_=iÔ��_���]�_�£)k ��cr�3b"b"]!��gJ\)¤!£I�3hP¤P¤N_	j!¤"dP¤"h"ka^�b"]!��\)��]H�3d�\)��^C��l �1_7c�_��)��\ b�_=]�_ N
£�_=d"d"k¨£ b!��g=��
#�+��_.�A_�£ � \�£ � å � � � ��_���]�_�£�¡ � � � �	��� ��jP��` b"]!��\)��]H�3d�\)��^C� X5

¡�\)�¢�3d!��^¢�A_=d!� ^ å � % ����x^l��i�\)��^l�
(S5)

jP��` b"]!��\)��]H�3d�\)��^
X1 � X2 � X4

¤
X5

����_=^N¤ j�d!� � �
��`eb"]!��\)��]H�3d�\)��^C�
X3^ \)¤=�!¡ ^¢�H��� _=dP¤"` ( ` � *_¤!£�_7_�£

L(p−ε)′
(
Rn, a

− ε
p(p−ε−1)

)
=
[
Lp−ε

(
Rn, a

ε
p

)]′
⊂
[
Lp),θ
a

(
Rn
)]′

.
( ` 	 *

� ^N¤ j!¡ ( � ^ *x¤!£�_7_�£ a ε
p ∈ Ap−ε

b"]P¤ d�_=gW�¢�l��]!�N£
ε
¤Ô�l���Ij2�

a
− ε

p(p−ε−1) ∈ A(p−ε)′ .
�j�H��� _=dP¤�_

Φ ⊂
L(p−ε)′

(
Rn, a

− ε
p(p−ε−1)

) ����_=^N¤ j�d!� � �P�l��^�\)¤=�!¡�^¢�H��� _=dP¤"`:^ ( ` 	 *�jH��g=��
7k�^C��_)��\=^l��i�\)��^l� (S5). B�Â��j!¤!£ �¢�3g�� _�¤"d f ��]!£I�3hP¤�	���c�¤!£)b=�!¤"g=�3hP¤"`Jl

f ∈ Iα(X) ⇒ f ∈ Xα ¤
Dα
ε f

\slC�7j�`=��\I` ^
X,

( ` � *
f ∈ Xα ¤

Dα
ε f

\slC�7j�`=��\I` ^
X ⇒ f ∈ Iα(X),

( `>_ *
�IjA_

Xα � d�_=gW�¢�l��]!��_�b"]!��\)��]H�3d�\)��^l� � ��b"]�_	jA_.��`"_�£x��_�¤�\slC�7j�d"k¨£ b"]!��\)��]H�3d�\)��^l�N£ X ¤ bH�3]H�¢£�_)� N
]!�N£

α,
jP��` b"]!��\)��]H�3d�\)��^

X
¤�

�l����� � _�\=bP¤�\=g=� � �
��` dP¤ l�¤�
7^�_7\)��d!� \.�A_	j!¡�	��:_7_ ç

� � ��¡�\)��� 0 < α < n
p .
��£)b=�!¤"g=�3hP¤P¤ ( ` � *�¤ ( `>_ *�\ Xα = Lq(Rn), 1

q = 1
p−α

n ,
¤�
7^�_7\)��d"k j2�3^�d!� �\�£ � å � � \ � � � `�Þ � � % ��� å � + ��� å ` � � \ � � ^ + Þ � % 	 ��� ���l£�_)�N¤!£ �¢�3g�� _ ]H��cN�¢�N¡ å `�� ��� �IjA_���bP¤�\��3dP¤�_ b"]!� N\)��]H�3d�\)��^C�

Iα(Lp)
b!�+�!¡���_=d!��^���_=]!£�¤"dH��l \slC�7j!¤!£x��\)�N¤���¤"b�_=]�\)¤"d���¡#��` ]"d"kml�¤"dP��_��7]H�#�H��^�£I�#�H�����

b!��]'`Jj�g=���¢� \)�¢�3]�!r¤ l b"]!�¢¤�
7^l�7j�d"kml � � � _ � gW��d�\)��]P¡Jg"hP¤"i ^N¤ j2� D
α−[α]
ε Djf, |j| = [α];

^ \.�!¡��H��_
h�_.��kml

α
b"]!��\)��]H�3d�\)��^l�

Iα(Lp)
\���^�bH��j2��_)� \�b"]!��\)��]H�3d�\)��^l�N£Ø�N¤"bH� �_��cN�+�A_=^C�

W p,q(Rn) =
{
f ∈ Lq(Rn), Djf ∈ Lp(Rn)

jP��` ^�\7_	l
j
�¢�3gP¤ l � �P�l� |j| = α

}
.

`�� ��dH�#�H����¤��"d"k _�]�_�
�¡#�
�#�¢�+��kejP��` b"]!��\)��]H�3d�\)��^ �1_7c�_��)��\�^�_7\��¢£�¤Ô�à�3gJ_=d lW��¡JbP�¢��b!�+�!¡���_=d"k
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p),θ
a (Rn), 0 < α < n

p ,
¤!£)b=�!¤"g=�3hP¤P¤ ( ` � *Â¤ ( `>_ * \

Xα = L̊
q),θ
a (Rn)

jH��g=��
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p(x)
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q(x) = 1
p(x) − α
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¤
α
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0 t
−α

n
−1M−1(t) dt

\slC�7j!¤P��\I`r¤ f ¡Jd"g"hP¤"` Mα(u)
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M−1
α (u) =

u∫

0

M−1(t)

t1+
α
n

dt.
( ` ^ *

�I�A_	j!¡�	��r¤�_�¡W��^�_=]$�:jA_=dP¤"`N]H�3^�d!��\)¤=�
��d"k \�£ � å � ��Ó ��`>` � ÞU`>` � ��� å � % � ç
� * f ∈ Iα(LM );
` * f ∈ LMα(Rn)

¤
Dαf ∈ LM (Rn).
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