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� áâ®ïé ï à ¡®â  ¯®á¢ïé¥  ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã á¨«ì®© ª®áâàãªâ¨¢¨§¨àã¥¬®áâ¨ä ªâ®à-

 «£¥¡à ª®áâàãªâ¨¢®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ®â®á¨â¥«ì® ¨¤¥ «  ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ¬®-

¦¥áâ¢® ®¬¥à®¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å íâ®¬ã ¨¤¥ «ã, å®à®è® à á¯®«®¦¥® ¢  à¨ä¬¥â¨ç¥á-

ª®© ¨¥à àå¨¨. �â®â à¥§ã«ìâ â ¡ë« ¤®«®¦¥  ¢â®à®¬   IV �á¥á®î§®© ª®ä¥à¥æ¨¨

¯® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¥ ¢ 1976 £®¤ã ¢ �¨è¨¥¢¥ ¨  ®á¨à®¢  ¢ [1]. �¤ ª® ¯®«®¥

¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¤® á¨å ¯®à â ª ¨ ¥ ¡ë«® ®¯ã¡«¨ª®¢ ®.

� áâ®ïé ï à ¡®â  ¯®á¢ïé¥  ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã á¨«ì®© ª®áâàãªâ¨¢¨§¨àã-
¥¬®áâ¨ ä ªâ®à- «£¥¡àë ª®áâàãªâ¨¢®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ®â®á¨â¥«ì® ¨¤¥ « 
¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ¬®¦¥áâ¢® ®¬¥à®¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å íâ®¬ã ¨¤¥ «ã, å®à®è®
à á¯®«®¦¥® ¢  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®© ¨¥à àå¨¨. �â®â à¥§ã«ìâ â ¡ë« ¤®«®¦¥  ¢â®-
à®¬   IV �á¥á®î§®© ª®ä¥à¥æ¨¨ ¯® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¥ ¢ 1976 £®¤ã ¢
�¨è¨¥¢¥ ¨  ®á¨à®¢  ¢ [1]. �¤ ª® ¯®«®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¤® á¨å ¯®à â ª
¨ ¥ ¡ë«® ®¯ã¡«¨ª®¢ ®.

�¢â®à á®§ â¥«ì® á®åà ¨« áâ¨«ì, â¥à¬¨®«®£¨î ¨ ¯à®ç¨¥ ®á®¡¥®á-
â¨ â¥ªáâ  ¤¢ ¤æ â¨¯ïâ¨«¥â¥© ¤ ¢®áâ¨, ª ª  ¯®¬¨ ¨¥ ® ¥®¡ëª®¢¥®©
â¢®àç¥áª®© ®¡áâ ®¢ª¥ á¥¬¨ à®¢ �. �. �àè®¢ ,   ª®â®àëå  ¢â®à ¯®áâ¨£ «

¨¤¥¨ â¥®à¨¨ ª®áâàãªâ¨¢ëå ¬®¤¥«¥©.

�¥®¡å®¤¨¬ë¥ á¢¥¤¥¨ï ¨§ â¥®à¨¨ áç¥âëå ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à ¨ â¥®à¨¨ ª®-
áâàãªâ¨¢ëå ¬®¤¥«¥© ¨¬¥îâáï ¢ [2], [3] ¨ [4].

� ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ®á®¢®© â¥®à¥¬ë  ¬ ¯® ¤®¡¨âáï ¨§¢¥áâë© ¨ ¢¥áì¬ 
¯à®áâ®© ä ªâ ¨§ â¥®à¨¨ à¥ªãàá¨¨.

�¥¬¬  1. �á«¨ ¬®¦¥áâ¢® A ï¢«ï¥âáï �0
2-¬®¦¥áâ¢®¬  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®©

¨¥à àå¨¨, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¢ëç¨á«¨¬ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fBi j i 2 !g ª®¥çëå
¬®¦¥áâ¢ â ª ï, çâ® ¤«ï «î¡®£® n 2 ! áãé¥áâ¢ãîâ t1; t2 2 !, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥
ãá«®¢¨î: ¥á«¨ n 2 A, â® n 2 Bt0 ; t

0 � t1,   ¥á«¨ n =2 A, â® n =2 Bt0 ¤«ï t � t2.

c 2000 �§£®¥¢ �. �.
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C � ª ª ª �0
2 = �02 \ �

0
2, â® áãé¥áâ¢ãîâ à¥ªãàá¨¢ë¥ ¯à¥¤¨ª âë P ¨ Q

â ª¨¥, çâ®

(9x)(8y)Q(n; x; y) ! n =2 A;

(9x)(8y)P (n; x; y) ! n 2 A:

�¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨î f â ª:

f(n; y)
 �x[(8y0 � y)P (n; x; y0) _ (8y0 � y)Q(n; x; y0)]:

�ç¥¢¨¤®, çâ® f | à¥ªãàá¨¢ ï äãªæ¨ï. �ãáâì Bm 
 fn j n � m & (8y �
m)P (n; f(n;m); y)g. �®ª ¦¥¬, çâ® fBmgm2! | ¨áª®¬ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì.
�ãáâì n 2 A, â®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ç¨á«® y0 � n, çâ® ¤«ï y � y0 ¨¬¥¥¬

(8y0 � y) P (n; f(n; y); y0) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, n 2 By. � ®¡®à®â, ¯ãáâì n =2 A.
�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â y1 â ª®¥, çâ® y1 � n ¨ ¤«ï y � y1 ¢¥à®

(8y0 � y)Q(n; f(n; y); y0) & :(8y � y)P (n; f(n; y); y0):

�®¯ãáâ¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â �y � y1 ¨ n 2 B�y. �®£¤  ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î B�y ¨¬¥¥¬
(8y � �y)P (n; f(n; �y); y), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¢ë¡®àã ç¨á«  y1. B

� ¬ ¯® ¤®¡¨âáï â¥å¨ª  ¤¥à¥¢ì¥¢, ¯à¥¤«®¦¥ ï �. �. �¥à¥âïâìª¨ë¬
(á¬. [5]). �¯à¥¤¥«¨¬ ç áâ¨çë© ¯®àï¤®ª 4    âãà «ìëå ç¨á« å á ¯®¬®éìî
á«¥¤ãîé¨å à¥ªãàá¨¢ëå äãªæ¨©:

P [n]


�
n� 1

2

�
;

L(n)
 2n+ 1; R(n)
 2n+ 2;

n0 


�
n+ 1; ¥á«¨ n ¥ç¥â®¥;

n� 1; ¥á«¨ n ç¥â®¥;

�(n; 0)
 n;

�(n;m+ 1)
 P (�(n;m)):

�®« £ ¥¬

m 4 n


mY
i=0

j�(m; i)� nj = 0:

�®ïâ®, çâ® 4 | à¥ªãàá¨¢®¥ ®â®è¥¨¥, hN;4i | ç áâ¨ç® ã¯®àï¤®ç¥®¥
¬®¦¥áâ¢®, ª®â®à®¥ ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯®«ë¬ ¤¥à¥¢®¬. �®¦¥áâ¢®D � N ¡ã¤¥¬

 §ë¢ âì ¤¥à¥¢®¬, ¥á«¨ ¢ë¯®«¥ë ãá«®¢¨ï:
(1) ¥á«¨ n 2 D, n 4 m, â® m 2 D;
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(2) ¥á«¨ n 2 D, â® n0 2 D.
� â¥à¬¨ å ç áâ¨ç®£® ¯®àï¤ª  4 äãªæ¨¨ P , R, L ¬®¦® ¯®¨¬ âì á«¥-

¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. P (n) | ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì í«¥¬¥â  n, L(n) |
¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë© «¥¢ë© ¯à¥¤è¥áâ¢¥¨ª í«¥¬¥â  n, R(n) | ¥¯®áà¥¤áâ¢¥-

ë© ¯à ¢ë© ¯à¥¤è¥áâ¢¥¨ª í«¥¬¥â  n, n0 | ¥áà ¢¨¬ë© á n í«¥¬¥â, ®
¨¬¥îé¨© á n ®¤¨ ¨ â®â ¦¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì.

�®¦¥áâ¢® �[n]
 fx 2 D j x < ng  §®¢¥¬ æ¥¯ìî, á®¤¥à¦ é¥© n. �ã¯¨ª®¬
¤¥à¥¢   §®¢¥¬ n 2 D â ª®¥, çâ® R(n) =2 D. �®ïâ®, çâ® ¯®«®¥ ¤¥à¥¢® âã¯¨ª®¢
¥ ¨¬¥¥â.

�¥¬¬  2. �ãáâì D | ¤¥à¥¢®, â®£¤  D | à¥ªãàá¨¢® â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  ¬®¦¥áâ¢® âã¯¨ª®¢ T (D) à¥ªãàá¨¢®.

C �®ª § â¥«ìáâ¢® ®ç¥¢¨¤®. B

�¥¬¬  3. �á«¨ D | à¥ªãàá¨¢® ¯¥à¥ç¨á«¨¬®¥ ¤¥à¥¢® ¨ T (D) | ¬®-

¦¥áâ¢® âã¯¨ª®¢ à¥ªãàá¨¢® ¯¥à¥ç¨á«¨¬®, â® D | à¥ªãàá¨¢®.

C �¥à¥ç¨á«ï¥¬ ®¤®¢à¥¬¥® D ¨ T (D). �á«¨ n 2 ! ¯à¨ ¤«¥¦¨â D, â®
ç¥à¥§ ª®¥ç®¥ ç¨á«® è £®¢ ¢ëç¨á«¨âáï ¢ D. �á«¨ n =2 D, â® ç¥à¥§ ª®¥ç®¥
ç¨á«® è £®¢ ¢ T (D) ¢ëç¨á«¨âáï í«¥¬¥â m â ª®©, çâ® m < n ¨ m < n.

�®ª ¦¥¬, ª ª ¯® ¤¥à¥¢ã D ª ®¨ç¥áª¨¬ ®¡à §®¬ áâà®¨âáï ¡ã«¥¢   «£¥¡à ,
¡ã¤¥¬ ¥¥ ®¡®§ ç âì BD (á¬. [5]). �ãáâì A | ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢®. �¯à¥-
¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ f : ! ! P(A) ¨¤ãªâ¨¢®. �ãáâì f(0) = A. �à¥¤¯®«®¦¨¬,
çâ® f(n) = An ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥®, ¯à¨ç¥¬ An ¡¥áª®¥ç®. �ãáâì A1; A2 | à §-
¡¨¥¨¥ An   ¤¢  ¡¥áª®¥çëå ¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¯®¤¬®¦¥áâ¢ . �®« £ ¥¬
f(L(n)) = A1; f(R(n)) = A2.

� ä¨ªá¨àã¥¬ äãªæ¨î f ¨ ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì f(n) ç¥à¥§ An. �¡®§ ç¨¬
A(D)
 fAn j n 2 Dg[f?g. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® á¥¬¥©áâ¢® A(D)
§ ¬ªãâ® ®â®á¨â¥«ì® ª®¥çëå ¯¥à¥á¥ç¥¨© ¨ ¤®¯®«¥¨¥ An 2 A(D) ¤® A
à ¢® ¥ª®â®à®¬ã ª®¥ç®¬ã ®¡ê¥¤¨¥¨î ¬®¦¥áâ¢ ¨§ A(D).

�¡®§ ç¨¬ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ B(D) � P(A) á¥¬¥©áâ¢® ¬®¦¥áâ¢, ¯®à®¦¤¥®¥
á¥¬¥©áâ¢®¬ A(D) á ¯®¬®éìî ®¯¥à æ¨© \;[;:. �®£¤ 

BD 
 hB(D);\;[;:;?; Ai

ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®©. �ãáâì D | à¥ªãàá¨¢® ¯¥à¥ç¨á«¨¬®¥ ¤¥à¥¢® ¨
G : !

 
�! P!(D) | £ñ¤¥«¥¢  ã¬¥à æ¨ï ¢á¥å ª®¥çëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¤¥à¥¢  D.

�¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ �D : ! ! B(D) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

�D(n)

[
fAs j s 2 G(n)g:

� [5] ¤®ª § ®, çâ® (BD; �D) | ª®áâàãªâ¨¢ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à .
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�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, ª ª ¯® ª®áâàãªâ¨¢®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ (B; �) ¯®áâà®¨âì
à¥ªãàá¨¢® ¯¥à¥ç¨á«¨¬®¥ ¤¥à¥¢® D â ª®¥, çâ® (B; �) ¨§®¬®àä® (BD; �D). �®-

áâà®¥¨¥ ¯® ¨¤ãªæ¨¨. �  è £¥ n ¡ã¤¥¬ áâà®¨âì ª®¥ç®¥ ¤¥à¥¢® Dn ¨ ç. à. ä.
f â ª¨¥, çâ® Dn+1 � Dn ¨ äãªæ¨ï f ®¯à¥¤¥«ï¥âáï   è £¥ n   í«¥¬¥â å

¤¥à¥¢  Dn.
� £ 0. �ãáâì �n0 = 1. �®£¤  ¯®«®¦¨¬, D0 
 f0g ¨ f(0)
 n0. �  ¤àã£¨å

í«¥¬¥â å f   è £¥ 0 ¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï.
� £ n + 1. � áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ª®æ¥¢ë¥ ¢¥àè¨ë ¤¥à¥¢  Dn, ¯ãáâì íâ®

n1; :::; nk ¨ ¯ãáâì f(n1) = m1; :::; f(nk) = mk.

�®«®¦¨¬ Dn+1 
 Dn [ fL(ni); R(ni) j 1 � i � k & �(n) \ �(mi) 6= 0 &
:�(n) \ �(mi) 6= 0g. �  í«¥¬¥â å Dn äãªæ¨ï f ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®-áâ à®¬ã ¨

¥á«¨ m 2 Dn+1nDn, â®

f(m)


�
f(P (m)) \ n; ¥á«¨ L(P (m)) = m;

f(P (m)) \ :n; ¥á«¨ R(P (m)) = m:

� á¨«ã íää¥ªâ¨¢®áâ¨ ¯®áâà®¥¨ï D =
S
n

Dn | à¥ªãàá¨¢® ¯¥à¥ç¨á«¨-

¬® ¨ «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® (BD; �D) ¨§®¬®àä® (B; �). � ¦® § ¬¥â¨âì ¤«ï
¤ «ì¥©è¥£®, çâ®  â®¬ ¬ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B á®®â¢¥âáâ¢ãîâ âã¯¨ª¨ ¤¥à¥¢  D
¨  ®¡®à®â, âã¯¨ª¨ D ¯¥à¥å®¤ïâ ¢  â®¬ë ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë BD. B

�à¨áâã¯¨¬ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ®á®¢®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íâ®© áâ âì¨.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì (B; �) | ª®áâàãªâ¨¢ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¨ J | ¨¤¥ «

B. �á«¨ B = ��1(J) ï¢«ï¥âáï �0
2 ¬®¦¥áâ¢®¬  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®© ¨¥à àå¨¨, â®

áãé¥áâ¢ã¥â á¨«ì® ª®áâàãªâ¨¢¨§¨àã¥¬ ï  â®¬ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  A â ª ï, çâ®

B=J ¨§®¬®àä  A=�, £¤¥ � | ¨¤¥ « �à¥è¥.

C �ãáâì D =
S
i
Di | à¥ªãàá¨¢® ¯¥à¥ç¨á«¨¬®¥ ¤¥à¥¢® â ª®¥, çâ®BD

�= B
¨ ¤«ï «î¡ëå n;m 2 !, ¥á«¨ m 2 Dn+1, â® P(A) 2 Dn. �ãáâì fBi j i < !g |
¢ëç¨á«¨¬ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ª®¥çëå ¬®¦¥áâ¢, áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ª®â®à®©
¤®ª § ® ¢ «¥¬¬¥ 1.

�® ¨¤ãªæ¨¨ áâà®¨¬ à¥ªãàá¨¢® ¯¥à¥ç¨á«¨¬®¥ ¤¥à¥¢® D0, ª®â®à®¥ ¡ã¤¥â
¯®à®¦¤ âì ¨áª®¬ãî  «£¥¡àã A, â. ¥. A 
 BD0 . �® ¨¤ãªæ¨¨ ¡ã¤¥â áâà®¨âìáï
â ª¦¥ ç áâ¨ç® à¥ªãàá¨¢ ï äãªæ¨ï '(x; y), ª®â®à ï ¡ã¤¥â ¯®à®¦¤ âì ¨§®-
¬®àä¨§¬ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à ¨ à¥ªãàá¨¢® ¯¥à¥ç¨á«¨¬ë© ¯à¥¤¨ª â A, ª®â®àë©
á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬ âã¯¨ª®¢ ¤¥à¥¢  D0.

�®áâà®¥¨¥ ¤¥à¥¢  D0.
� £ 0. D0 
 0; '(0; 0)
 0; A(0) 6= 1.

� £ 2n+1. �ãáâì e 2 Dn+1 |  ¨¬¥ìè¥¥ ç¨á«® â ª®¥, çâ® e 2 Bn, ¬¥âª 
e ¥ áâ®¨â   í«¥¬¥â å Dn+1, ¨ ¢ë¯®«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  ãá«®¢¨ï.

(1) �ãé¥áâ¢ã¥â âã¯¨ª a 2 Dn+1 â ª®©, çâ® í«¥¬¥âë æ¥¯¨ �[a] ¥ ¯®¬¥ç¥ë
¨ª ª¨¬¨ ¬¥âª ¬¨ ¨ e =2 �[a].
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(2) �«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  m 2 Dn+1; m � e, ¥ ¯®¬¥ç¥®£® ¨ª ª¨¬¨
¬¥âª ¬¨, áãé¥áâ¢ã¥â âã¯¨ª k â ª®©, çâ® m < k & e 6< k ¨ í«¥¬¥âë �[k] ¥

¯®¬¥ç¥ë ¬¥âª ¬¨.
�®£¤  ¯®¬¥ç ¥¬ ¬¥âª®© e ¢á¥ ç¨á«  x 2 Dn+1, x 4 e.

�ãáâì n0; n1; :::; ns | âã¯¨ª¨ ¤¥à¥¢  D0

n â ª¨¥, çâ® A(ni) 6= 1; i � s. �ãáâì
ni = '(2n;mi); i � s. �®£¤  ¯®« £ ¥¬ ~D2n+1 
 D0

2n [ fR(ni); L(ni) j i � sg,
D0

2n+1 

~D2n+1 [ fL(R(ni)); R(R(ni)) j R(mi) 2 Dn+1 ¨ R(mi) ¥ ¯®¬¥ç¥®

¬¥âª ¬¨ (i � s)g.
�¯à¥¤¥«ï¥¬ äãªæ¨î ' â ª:

'(2n+ 1;mi)
 R(ni); '(2n+ 1; L(mi)) = L(R(ni));

'(2n+ 1; R(mi)) = R(R(ni)):

�«ï t 2 Dn+1fmi; L(mi); R(mi) j i � sg ¯®« £ ¥¬ '(2n + 1; t) = '(2n; t),
A(L(ni)) = 1 ¤«ï i � s. �«ï ¢á¥å k 4 '(2n + 1; e) ¯®« £ ¥¬ A(k) = 1 ¥á«¨
k ï¢«ï¥âáï âã¯¨ª®¬ ¤¥à¥¢  D0

n+1. �¥à¥å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã è £ã.
� £ 2n + 2. �ãáâì p |  ¨¬¥ìè¨© ¨§ í«¥¬¥â®¢ Dn+1 â ª¨å, çâ® p ¯®-

¬¥ç¥ ¬¥âª®© p , ¢¬¥áâ¥ á â¥¬ p 2 Bn. �®£¤  ¯ãáâì m 2 D
0

2n+1 |  ¨¬¥ìè¨©
í«¥¬¥â ®â®á¨â¥«ì® ¯®àï¤ª  4 á® á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬:

�
m 2 �['(2n+ 1; p)] ¨ áãé¥áâ¢ã¥â a | âã¯¨ª ¤¥à¥¢ ;

D0

2n+1 â ª®©, çâ® a 4 m; A(a) 6= 1:
(�)

�ãáâì a |  ¨¬¥ìè¨© í«¥¬¥â á â ª¨¬ á¢®©áâ¢®¬. �¯à¥¤¥«ï¥¬

D0

2n+2 
 D0

2n+1 [ fx j x 2 D
m
a g;

£¤¥ Dm
a | ª®¥ç®¥ ¯®¤¤¥à¥¢® ¯®«®£® ¤¥à¥¢  á ¢¥àè¨®©, á®¢¯ ¤ îé¥© á

í«¥¬¥â®¬ a, ª®â®à®¥ ¨§®¬®àä® ¤¥à¥¢ã D(q), £¤¥ q ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à ¢¥áâ¢®¬
m = '(2n+ 1; q),

Dn+1(q)
 fx 2 Dn+1 j x 4 qg:

�®« £ ¥¬ A(y) = 1 ¤«ï ¢á¥å y, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï âã¯¨ª ¬¨ D0

2n+1 ¨ ¢ë¯®«¥®
(:y 4 a & y 4 m). �«ï ¢á¥å x 2 Dn+1(q) ¯®« £ ¥¬ '(2n+ 2; x) = y, £¤¥ y |

®¡à § í«¥¬¥â  x ¯à¨ ¨§®¬®àä¨§¬¥ Dn+1(q)   ¯®¤¤¥à¥¢® D
m
a .

�«ï ®áâ «ìëå x 2 Dn+1 ®¯à¥¤¥«ï¥¬ '(2n+2; x)
 '(2n+1; x). �¥âªã p

á¨¬ ¥¬ á® ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ Dn+1. �á«¨ ª ª®¥-â® ãá«®¢¨¥ è £  ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï,
â® ¯¥à¥å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã è £ã, ¯®« £ ï '(2n + 2; x) 
 '(2n + 1; x) ¤«ï
x 2 Dn+1. �®áâà®¥¨¥ § ª®ç¥®.

� ¬¥ç ¨¥ (1) �á«¨ ç¨á«® x 2 Dn ¯®¬¥ç¥® ¬¥âª®© e ¨ y � x, â® y â ª¦¥
¯®¬¥ç¥® ¬¥âª®© e .
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(2) �á«¨ t 2 !; x � y, â® '(2t+ 1; x) � '(2t+ 1; y).

(3) �¨á«® x 2 D ¯®¬¥ç ¥âáï ¬¥âª®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

D0(P ('(t; x))) 
 fy 2 D0 j y 4 '(t; x)g | ª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¤«ï t 2 !

â ª®£®, çâ® '(t; x) ®¯à¥¤¥«¥®.

(4) �¨á«® x 2 ! ï¢«ï¥âáï âã¯¨ª®¬ ¤¥à¥¢  D0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

A(x) = 1.

�«ï § ¢¥àè¥¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1 ¯®âà¥¡ã¥âáï ¥é¥ ¥áª®«ìª®

¢á¯®¬®£ â¥«ìëå ä ªâ®¢.

�¥¬¬  4. �«ï «î¡®£® n 2 ! ¬¥âª  n áâ ¢¨âáï ¥ ¡®«¥¥ ª®¥ç®£® ç¨á« 

à §.

C �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¬¥âª  e áâ ¢¨âáï ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® à § ¨ á¨¬ ¥âáï

¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® à §. � áá¬®âà¨¬ ¢®§à áâ îéãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì � =
fni j i < !g â ª¨å  âãà «ìëå ç¨á¥«, çâ®   è £¥ 2ni+1 ¬¥âª  e áâ ¢¨« áì,
    è £¥ 2ni+1 + 2 ¬¥âª  e á¨¬ « áì á í«¥¬¥â®¢ ¤¥à¥¢ . �§ ¯®áâà®¥¨ï
á«¥¤ã¥â, çâ® e 2 Bni

¨ e =2 Bni+1, ¤«ï ni 2 �. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â «¥¬¬¥ 1, ¢ë¡®àã
fBi j i < !g. B

�¥¬¬  5. �«ï «î¡®£® x 2 ! áãé¥áâ¢ã¥â è £,  ç¨ ï á ª®â®à®£®, ¥á«¨

x 2 B, â® ¬¥âª  x áâ ¢¨âáï ¨ ¥ á¨¬ ¥âáï, ¥á«¨ x =2 B, â® ¬¥âª  x á¨¬ ¥âáï

¨ ¡®«ìè¥ ¥ áâ ¢¨âáï.

C � á¨«ã ¢ë¡®à  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ fBigi<! ¤«ï «î¡®£® x 2 ! áãé¥áâ¢ã¥â
n 2 ! â ª®¥, çâ®, ¥á«¨ x 2 B, â® x 2 B�n; �n � n; ¥á«¨ x =2 B, â® x =2 B�n; �n � n.
� ç¨ ï á è £  2n+ 1, ¬¥âª  x «¨¡® ãáâ ®¢¨âáï ¨ á¨¬ âìáï ¥ ¡ã¤¥â, «¨¡®
¢®®¡é¥ ¥ ¡ã¤¥â áâ ¢¨âìáï. B

�¥¬¬  6. �«ï «î¡®£® x 2 DnB áãé¥áâ¢ã¥â t 2 ! â ª®¥, çâ® '(t; x)
®¯à¥¤¥«¥®.

C �ãáâì x 2 DnB ¨ áãé¥áâ¢ã¥â t 2 !, çâ® '(t; x) ®¯à¥¤¥«¥®. �à¥¤¯®«®-
¦¨¬, çâ® L(x) 2 DnB. �ãáâì n |  ¨¬¥ìè¥¥ ç¨á«® â ª®¥, çâ® L(x) 2 Dn+1.
�á«¨   è £¥ 2n+1 L(x) ¥ ¯®¬¥ç¥® ¨ª ª®© ¬¥âª®©, â® '(2n+1; L(x)) ®¯à¥-
¤¥«¥®. �ãáâì ç¨á«® L(x)   è £¥ 2n+ 1 ¯®¬¥ç¥® ¬¥âª®©. � ª ª ª L(x) =2 B,
â® ¯® «¥¬¬¥ 5 áãé¥áâ¢ã¥â è £ k â ª®©, çâ®   íâ®¬ è £¥ ¨ ¤ «¥¥ ç¨á«® L(x)

¨ª ª¨å ¬¥â®ª ¥ ¯®«ãç¨â. �®£¤    è £¥ 2k + 2 ®¯à¥¤¥«¨âáï '(2k + 2; L(x)).
�«ï R(x) ¤®ª § â¥«ìáâ¢®   «®£¨ç®. B

�¥¬¬  7. �«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  y 2 D0, ¥ ï¢«ïîé¥£®áï âã¯¨ª®¬, áãé¥áâ-

¢ãîâ x 2 D ¨ t 2 ! â ª¨¥, çâ® y = '(t; x).

C �  ª ¦¤®¬ è £¥ n 2 !, ¥á«¨ y ¥ áâ ®¢¨«®áì âã¯¨ª®¬ ¤¥à¥¢  D0, â® á
¤®¡ ¢«¥¨¥¬ y ª D0

n, ãª §ë¢ «®áì x 2 D â ª®¥, çâ® '(n; x) = y. B

�¥¬¬  8. �«ï «î¡®£® x 2 DnB ¥ ï¢«ïîé¥£®áï âã¯¨ª®¬ ¤¥à¥¢  D,

áãé¥áâ¢ã¥â t0, â ª®¥, çâ® ¯à¨ t � t0 ¢ë¯®«ï¥âáï '(t; x) = '(t0; x), â. ¥. '

áâ ¡¨«¨§¨àã¥âáï.
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C �á«¨ x 2 D ¨ à §ã ¥ ¯®«ãç «® ¬¥â®ª, â® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§
®¯à¥¤¥«¥¨ï è £  2n + 1. �ãáâì x =2 B, ®   x áâ ¢¨«¨áì ¨ á x á¨¬ «¨áì

¬¥âª¨. �«ï «î¡®£® x 2 D, ¥á«¨ x =2 B, â® «¨¡® L(x) =2 B, «¨¡® R(x) =2 B.
� áá¬®âà¨¬ ¤¢  á«ãç ï:

(i) L(x) =2 B; R(x) 2 B;

(ii) L(x) =2 B; R(x) =2 B:

�«ãç © R(x) =2 B; L(x) 2 B   «®£¨ç¥ (i) ¨ ¬ë ¥£® ¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬.

(i): � á¨«ã «¥¬¬ë 5 ¨ 6 áãé¥áâ¢ã¥â è £ n1, ¯®á«¥ ª®â®à®£®   x ¨ L(x),
¥ áâ ¢¨âáï ¨ª ª ï ¬¥âª , '(n1; x) ®¯à¥¤¥«¥®,   R(x) ¯®áâ ¢«¥  ¬¥âª  ¨

¡®«ìè¥ ¥ á¨¬¥âáï. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® '(n1; x) 6= '(n1 + t; x) ¤«ï ¥ª®â®à®£®
t 2 !. �â® ®§ ç ¥â, çâ®   ª ª®¬-â® è £¥ 2k; 2k � n1  ¨¬¥ìè¥¥ m 2 D0

n,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î (�) è £  2k, à ¢® x. �® â ª ª ª R(x) ¯®¬¥ç¥®
¬¥âª®©, â®, ¥á«¨ x ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (�), â® L(x) â®¦¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â (�).
�«¥¤®¢ â¥«ì®, m 4 L(x) ¨ '(n1; x) = '(n1 + t; x) ¤«ï «î¡®£® t 2 !.

(ii): �ãáâì n2 |è £, ¯®á«¥ ª®â®à®£®   í«¥¬¥âë x; L(x); R(x) ¥ áâ ¢¨âáï
¬¥â®ª. �®£¤  ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï Y2 è £  2k + 1, ¤«ï «î¡®£® n > n2 ¢ ¤¥à¥¢¥
Dn+1 áãé¥áâ¢ãîâ âã¯¨ª¨ k0; k1 â ª¨¥, çâ® í«¥¬¥âë æ¥¯¨ �[ki]; i � 1, ¥
¯®¬¥ç¥ë ¬¥âª ¬¨ ¨ k1 4 L(x); k2 4 R(x). � á¨«ã § ¬¥ç ¨ï 3 áãé¥áâ¢ãîâ
¡¥áª®¥çë¥ æ¥¯¨ �0; �1 ¢ ¤¥à¥¢¥ D

0 â ª¨¥, çâ® '(n2; L(x)) 2 �0; '(n2; R(x)) 2
�2. �â® £ à â¨àã¥â, çâ®   «î¡®¬ è £¥ 2k ¬¨¨¬ «ì®¥ ®â®á¨â¥«ì® ¯®àï¤ª 
4 ç¨á«® m 2 D0

2k, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î (�), ¥ à ¢® x ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,
'(n2; x) = '(n2 + t; x) ¤«ï «î¡®£® t 2 x. B

�ª®ç ¨¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1. �«ï «î¡®£® x 2 BD, ¥á«¨ x =2 J ,
áãé¥áâ¢ã¥â ni 2 DnB; ni � x. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¥á«¨ x � y, â® [x] � [y].
�«¥¤®¢ â¥«ì®, X 
 f[x] 2 B=J j x 2 DnBg | ¯«®â®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¢ A=J .
�ç¥¢¨¤®, çâ® X ¯®à®¦¤ ¥â BD=J . �à¨¬¥ïï â¥®à¥¬ã 2.9 £« ¢ë 1 ¨§ [9],
¯®«ãç ¥¬, çâ® ¡ã«¥¢   «£¥¡à  BDnJ ¨§®¬®àä   «£¥¡à¥ BD1

, £¤¥ D1 | ¤¥à¥¢®,
¯®à®¦¤¥®¥ ¬®¦¥áâ¢®¬ DnB.

�ãáâì Y 
 f[y] 2 Bn� j y 2 D0 ¨ áãé¥áâ¢ãîâ x 2 D ¨ t0 2 ! â ª¨¥, çâ®

y = '(t0; x) ¨ ¤«ï «î¡®£® t 2 ! ¢ë¯®«ï¥âáï '(t0; x) = '(t0 + t; x) «¨¡®, ¥á«¨
â ª®£® t0 ¥â, â® «î¡®¥ t 2 !, çâ® y = '(t; x)g.

�®ª ¦¥¬, çâ® Y ¯«®â® ¢ BD0n�. �§ «¥¬¬ë 6 á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£®
y 2 D0, ¥á«¨ y | ¥ âã¯¨ª, â® áãé¥áâ¢ãîâ x 2 D ¨ t 2 D â ª¨¥, çâ® y =
'(t; x). �ãáâì t0 |  ¨¬¥ìè¥¥ ç¨á«® â ª®¥, çâ® '(t0; x) = '(t0 + t; x); t 2 !.
�á«¨ t0 = 2n + 1, â® '(2n + 1; x) � '(2n; x). �á«¨ t0 = 2n + 1, â® ¯ãáâì
m |  ¨¬¥ìè¥¥ ®â®á¨â¥«ì®¥ ¯®àï¤ª  4 ç¨á«®, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î
(�) è £  2n+ 2; '(t0; x) 4 m; m = '(2n+ 1; q).

�§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï è £  2n+ 2 ¨¬¥¥¬, çâ®

[m] = ['(2n+ 1; q)] = ['(2n+ 2; q)]
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¨
'(t0; x) 4 '(2n+ 2; q):

�«¥¤®¢ â¥«ì®, Y ¯«®â® ¢ BD0n�. �§ «¥¬¬ 7 ¨ 8 á«¥¤ã¥â, çâ® Y ¯®à®¦¤ ¥â
BD0n�.

� ¤ ¤¨¬ äãªæ¨î f á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬,

f([[fn1; :::; nsg])
 [[f'(t; n1); :::; '(t; ns)g];

£¤¥ t |  ¨¬¥ìè¥¥ ç¨á«® â ª®¥, çâ® '(t; ni) = '(t+ k; ni); k 2 !; i � s, «¨¡®,

¥á«¨ â ª®¥ ¥ áãé¥áâ¢ã¥â, â® ¯à®¨§¢®«ì®¥.
�§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¤¥à¥¢  ¨ á¯®á®¡  ¯®áâà®¥¨ï ¯® ¤¥à¥¢ã D ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë

BD ¬®¦® ¯®«ãç¨âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® x 2 BD; x = [fp1; :::; psg, ¨¬¥¥âáï ¥¤¨áâ-
¢¥®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¬¨¨¬ «ì®© ¤«¨ë s. �â® ¯®§¢®«ï¥â «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì
ª®àà¥ªâ®áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï äãªæ¨¨ f .

�à¨¬¥ïï «¥¬¬ë 7 ¨ 8, «¥£ª® ¤®ª § âì, çâ® f § ¤ ¥â ¡¨¥ªæ¨î X   Y

á á®åà ¥¨¥¬ ¢ª«îç¥¨©. �à¨¬¥ïï â¥®à¥¬ã 2.9 £« ¢ë 1 ¨§ [9], ¨¬¥¥¬, çâ®
¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë BD0=� ¨ BD=� ¨§®¬®àäë. �¥®à¥¬  1 ¤®ª §  . B

�¥®à¥¬  1 ¯®§¢®«ï¥â ¤®ª § âì ®¤® ¤®áâ â®ç®¥ ãá«®¢¨¥ á¨«ì®© ª®áâàãª-
â¨¢¨§¨àã¥¬®áâ¨  â®¬ëå ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à.

�¥®à¥¬  2. �á«¨ (B; �) | ª®áâàãªâ¨¢ ï  â®¬ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , � |

¨¤¥ « �à¥è¥  «£¥¡àë B; ��1(�) 2 �0
2, â® B | á¨«ì® ª®áâàãªâ¨¢¨§¨àã¥¬ .

C �® â¥®à¥¬¥ 1 áãé¥áâ¢ã¥â á¨«ì® ª®áâàãªâ¨¢¨§¨àã¥¬ ï  â®¬ ï ¡ã«¥¢ 
 «£¥¡à  B0 â ª ï, çâ® B0=� ¨§®¬®àä  B=�. �§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.6 £« ¢ë 1 ¨§
[9] á«¥¤ã¥â, çâ® B0 ¨§®¬®àä  B. B

� ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë 1 ¬®¦® ¤®ª § âì
�«¥¤áâ¢¨¥ 1 [7]. �ãáâìB| ª®áâàãªâ¨¢¨§¨àã¥¬ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �®£-

¤  áãé¥áâ¢ãîâ á¨«ì® ª®áâàãªâ¨¢¨§¨àã¥¬ë¥ ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë B1 ¨ B2 â ª¨¥,

çâ® B1
�= B2; B1=� �= B; B1 �r B2. �¤¥áì A �=r L 
 ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë à¥ªãà-

á¨¢® ¨§®¬®àäë.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2 [5]. �ãáâìB|  â®¬ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �®£¤ , ¥á«¨B=�|

ª®áâàãªâ¨¢¨§¨àã¥¬ , â® B | á¨«ì® ª®áâàãªâ¨¢¨§¨àã¥¬ .

C �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ã¦® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ªà¨â¥à¨¥¬  ¢â®ãáâ®©ç¨¢®á-
â¨ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à. B
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