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�«ï ª®¬¡¨¨à®¢ ®© ª®â¨ã «ì®-¤¨áªà¥â®© á¨áâ¥¬ë áà ¢¨â¥«ì® ¯à®áâë¬¨ ¬¥-

â®¤ ¬¨  ©¤¥ë á¯¥ªâàë ª®íää¨æ¨¥â®¢ § âãå ¨ï, á®¡áâ¢¥ëå ç áâ®â ¨ ä®à¬ á¢®-

¡®¤ëå ª®«¥¡ ¨© ¯à¨  «¨ç¨¨ á¨« á®¯à®â¨¢«¥¨ï.

�¯àã£¨¥ í«¥¬¥âë á à á¯à¥¤¥«¥ë¬¨ ¯ à ¬¥âà ¬¨ ¢ ¢¨¤¥ áâàãë è¨à®ª®
¯à¨¬¥ïîâáï ¢ â¥å¨ª¥, ª« áá¨ç¥áª¨¥ § ¤ ç¨ ® ¨å à áá¬®âà¥ë,  ¯à¨¬¥à,
¢ [1, 2]. � ¯®á«¥¤¥¥ ¢à¥¬ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨¥ ¯®âà¥¡®áâ¨ ¢ë§ë¢ îâ ¯®¢ëè¥ë©
¨â¥à¥á ª ¥âà ¤¨æ¨®ë¬ § ¤ ç ¬, ¢ ç áâ®áâ¨ ª § ¤ ç ¬ ® á®¢¬¥áâëå ª®-
«¥¡ ¨ïå áâàãë ¨ á®¢®ªã¯®áâ¨ á®áà¥¤®â®ç¥ëå ¬ áá. �® ¬®£¨å á«ãç ïå
áâàã  ¤¢¨¦¥âáï ¢ ¯à®¤®«ì®¬  ¯à ¢«¥¨¨, ®¯¨à ¥âáï ¥ â®«ìª® ¯® ª®æ ¬,
® ¨ ¢ ¯à®¬¥¦ãâ®çëå â®çª å. �à¨ íâ®¬ ª ¥© ¯à¨á®¥¤¨ïîâáï ¬ ááë, á®á-
à¥¤®â®ç¥ë¥ ¢® ¬®¦¥áâ¢¥ â®ç¥ª, ¨ ¢®§¨ª ¥â ¥®¡å®¤¨¬®áâì ¢ à áá¬®âà¥¨¨
§ ¤ ç¨ ® á®¢¬¥áâëå ª®«¥¡ ¨ïå ¥¯à¥àë¢ëå ãç áâª®¢ ª®áâàãªæ¨¨ á à á-
¯à¥¤¥«¥®© ¬ áá®© ¨ ¤¨áªà¥â®© á¨áâ¥¬ë ¬ áá á ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ áâ¥¯¥¥©
á¢®¡®¤ë. �¥ª®â®àë¥ â ª¨¥ § ¤ ç¨ ¨ à®¤áâ¢¥ë¥ ¯à®¡«¥¬ë à áá¬ âà¨¢ «¨áì
¢ à ¡®â å [3{6].

1. �®áâ ®¢ª  § ¤ ç¨. � áá¬ âà¨¢ îâáï á¢®¡®¤ë¥ ¯®¯¥à¥çë¥ ª®«¥-
¡ ¨ï ®¤®à®¤®© áâàãë (à¨á. 1), ¤¢¨¦ãé¥©áï ¢ ¯à®¤®«ì®¬  ¯à ¢«¥¨¨ á®
áª®à®áâìî v, á ¯«®é ¤ìî ¯®¯¥à¥ç®£® á¥ç¥¨ï F , ¨§ ¬ â¥à¨ «  ¯«®â®áâ¨ �, á
 ¯àï¦¥¨¥¬ � ¢ ¯®¯¥à¥çëå á¥ç¥¨ïå, ¯à¨ ª®íää¨æ¨¥â¥ ¢ï§ª®£® âà¥¨ï ".
� ç áâãî â ª ï áâàã  ¤«ï ®£à ¨ç¥¨ï ¯à®¢¨á ¨© ¨ ¤àã£¨å æ¥«¥© ¯®¤¤¥à¦¨-

¢ ¥âáï ã¯àã£¨¬¨ ®¯®à ¬¨ (à®«¨ª®®¯®àë âà á¯®àâ¥à®¢,  âï¦ë¥ ãáâà®©áâ¢ 
¤«ï ¢¥â¢¥© £¨¡ª¨å ¯¥à¥¤ ç ¢ ¬ è¨ å ¨ â. ¤.) á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¦¥áâª®áâ¨
cj (j = 1; 2; : : : ; N ; N = n+ 1). �®£¤  ¢ à áç¥âãî áå¥¬ã ¢ª«îç îâáï á®áà¥¤®-
â®ç¥ë¥ ¬ ááë mj (j = 1; 2; : : : ; N), ¥¯®¤¢¨¦ë¥ ¢ ¯à®¤®«ì®¬  ¯à ¢«¥¨¨,

® ª®«¥¡«îé¨¥áï ¢ ¯®¯¥à¥ç®¬  ¯à ¢«¥¨¨ á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ª®íää¨æ¨-

¥â ¬¨ ¤¥¬¯ä¨à®¢ ¨ï �j (j = 1; 2; : : : ; N). �âàã  ¦¥ á®áâ®¨â ¨§ ¯à®«¥â®¢
(ãç áâª®¢) á à §¬¥à ¬¨ lj (j = 1; 2; : : : ; n).

c 2001 �ã«ìâ¥à¡ ¥¢ �. �., �¦ ªã« ¥¢ �. �.
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Ðèñ. 1
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�¥å ¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ì â ª®£® ãáâà®©áâ¢  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© á¬¥è ãî
ª®â¨ã «ì®-¤¨áªà¥âãî á¨áâ¥¬ã, á®áâ®ïéãî ¨§ ãç áâª®¢ áâàãë á à á¯à¥¤¥-

«¥ë¬¨ ¯ à ¬¥âà ¬¨ ¨ á®¢®ªã¯®áâ¨ á®áà¥¤®â®ç¥ëå ¬ áá. �âáî¤  á«¥¤ã¥â
¬ â¥¬ â¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ì ¥¥ á¢®¡®¤ëå ¯®¯¥à¥çëå ª®«¥¡ ¨© ¢ ¢¨¤¥ ¤¢ãå á¨á-

â¥¬ ®¤®à®¤ëå ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨©. �¥à¢ ï ¨§ ¨å á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
¬®¦¥áâ¢ã ª®â¨ã «ìëå ãç áâª®¢. � ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¨ ® ¬ «®áâ¨ ®âª«®¥¨©

¢ ¯®¯¥à¥ç®¬  ¯à ¢«¥¨¨ ª®«¥¡ ¨ï¬ ª ¦¤®£® ¯à®«¥â  áâàãë á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
®¤®à®¤®¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå £¨¯¥à¡®«¨-

ç¥áª®£® â¨¯  [6]. �®£¤  ¢ ¢¥ªâ®à®© ä®à¬¥ ¬®¦® § ¯¨á âì

utt + 2"ut + 2vuxt � (a2 � v2)uxx = 0; x 2 (0; l); t > �1: (1:1)

�â®à ï á¨áâ¥¬  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¤®à®¤ë¥ ®¡ëª®¢¥ë¥ ¤¨ää¥à¥-
æ¨ «ìë¥ ãà ¢¥¨ï ¤«ï á®¢®ªã¯®áâ¨ ¤¨áªà¥âëå ¬ áá, á®áâ ¢«¥ë¥ á ¨á-
¯®«ì§®¢ ¨¥¬ ¯à¨æ¨¯  � « ¬¡¥à  ¨ £¨¯®â¥§ë ® ¬ «®áâ¨ ¯¥à¥¬¥é¥¨©

mytt + 2�yt + cy + b = 0; t > �1: (1:2)

�¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ ¯à¨¬¥ï¥âáï «®ª «ì ï á¨áâ¥¬  í©«¥à®¢ëå ¯à®áâà áâ¢¥-
ëå ª®®à¤¨ â xj 2 [0; lj]; j = 1; 2; : : : ; n c  ç «®¬   «¥¢®¬ ª®æ¥ ª ¦¤®£®
ãç áâª ; t | ¢à¥¬ï; u(x; t) | ¢¥ªâ®à-äãªæ¨ï ¢¥ªâ®à®£®  à£ã¬¥â , á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé ï á¬¥é¥¨ï¬ áâàãë ¢ ¯®¯¥à¥ç®¬  ¯à ¢«¥¨¨; y(t) | ¢¥ªâ®à-
äãªæ¨ï áª «ïà®£®  à£ã¬¥â , ®¯¨áë¢ îé ï ®âª«®¥¨ï á®áà¥¤®â®ç¥ëå
¬ áá; a2 = �=�; 0 | ã«ì-¢¥ªâ®à. �¢¥¤¥ë ®¡®§ ç¥¨ï ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ ¨ ª¢ ¤-
à âëå ¬ âà¨æ, à §¬¥à®áâ¨ ª®â®àëå ®ç¥¢¨¤ë

l = (l1; l2; : : : ; ln); x = (x1; x2; : : : ; xn);

u(x; t) = (u1(x1; t); u
2(x2; t); : : : ; u

n(xn; t));

y(t) = (y1(t); y2(t); : : : ; yN(t)); b(t) = (b1(t); b2(t); : : : ; bN (t));

c = diag fc1; c2; : : : ; cNg; m = diag fm1;m2; : : : ;mNg; � = diag f�1; �2; : : : ; �Ng;

m; �; c | ¤¨ £® «ìë¥ ¬ âà¨æë ¨¥àæ¨¨, ¤¨áá¨¯ æ¨¨ ¨ ¦¥áâª®áâ¨. � «¨ç¨¥

¢ ¨¦¨å ¨¤¥ªá å  à£ã¬¥â®¢ x ¨ t ®§ ç ¥â ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ¯® ¨¬, ¢
ç áâ®áâ¨,

uxx(x; t) = (u1x1x1(x1; t); u
2

x2x2
(x2; t); : : : ; u

n
xnxn

(xn; t)):
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� «¥¥, b(t) | ¢¥ªâ®à ã¯àã£¨å á¨«, ª®¬¯®¥âë ª®â®à®£® ®¡à §®¢ ë ¯à®¥ªæ¨-

ï¬¨   ¢¥àâ¨ª «ìãî ®áì á¨«ë  âï¦¥¨ï T = �F , ¤¥©áâ¢ãîé¥©   á®áà¥¤®-

â®ç¥ãî ¬ ááã á«¥¢  ¨ á¯à ¢ 

b1(t) = �Tu1x1(0; t);

bj(t) = T
�
uj�1xj�1

(lj�1; t)� ujxj (0; t)
�
; j = 1; 2; : : : ; n;

bN (t) = Tunxn(ln; t):

�®áâ ¢¨¬ ¤ «ì¥©è¥© æ¥«ìî ®¯à¥¤¥«¥¨¥ á¯¥ªâà®¢ á®¡áâ¢¥ëå ç áâ®â,

ª®íää¨æ¨¥â®¢ ¤¥¬¯ä¨à®¢ ¨ï ¨ á®¡áâ¢¥ëå ä®à¬. � â ª®¬ á«ãç ¥  ç «ì-

ë¥ ãá«®¢¨ï ª á¨áâ¥¬¥ ãà ¢¥¨© (1.1), (1.2) ¥ âà¥¡ãîâáï. �à ¥¢ë¥ ãá«®¢¨ï ª
ãà ¢¥¨ï¬ (1.1) á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à ¢¥áâ¢ã ¯¥à¥¬¥é¥¨©   £à ¨æ å ãç áâª®¢

áâàãë ®âª«®¥¨ï¬ á®áà¥¤®â®ç¥ëå ¬ áá

uj(0; t) = yj(t); uj(lj; t) = yj+1(t); j = 1; 2; : : : ; n: (1:3)

�â¬¥â¨¬, çâ® ¢®§¬®¦ë© ®âàë¢ áâàãë ®â á®áà¥¤®â®ç¥ëå ¬ áá ¢® ¢à¥¬ï
ª®«¥¡ ¨© ¢ ¤ ®© ¯®áâ ®¢ª¥ § ¤ ç¨ ¥ ãç¨âë¢ ¥âáï. �à¨ç¨  ¢ â®¬, çâ®
¯à®â¨¢ â ª®£® ï¢«¥¨ï ®¡ëç® ¯à¨¨¬ îâáï ª®áâàãªâ¨¢ë¥ ¬¥àë.

2. �¯¥ªâàë á®¡áâ¢¥ëå ç áâ®â ¨ ª®íää¨æ¨¥â®¢ ¤¥¬¯ä¨à®¢ -

¨ï. � ¤ ç  (1.1){(1.3) ¨¬¥¥â ®¡é¨¥ à¥è¥¨ï

u(x; t) = X(x)e�t = ekx+�t; x 2 (0; l); t > �1; (2:1)

y(t) = Ye�t; t > �1; (2:2)

£¤¥ X(x) = ekx = fX2(x1); X
2(x2); : : : ; X

n(xn)g | ª®¬¯«¥ªá ï ¢¥ªâ®à-
äãªæ¨ï ¢¥é¥áâ¢¥®£® ¢¥ªâ®à®£®  à£ã¬¥â , § ç¥¨ï ª®â®à®© áãâì á®¡áâ-
¢¥ë¥ ä®à¬ë ª®«¥¡ ¨© ãç áâª®¢ á à á¯à¥¤¥«¥®© ¬ áá®©;Y = (Y1; Y2; : : : ; YN) |
ª®¬¯«¥ªá®§ çë© ¢¥ªâ®à  ¬¯«¨âã¤ ª®«¥¡ ¨© á®áà¥¤®â®ç¥ëå ¬ áá; k |
¢®«®¢®¥ ç¨á«®; � = ��+ i! | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¯®ª § â¥«ì, �; ! | ª®íä-
ä¨æ¨¥â § âãå ¨ï ¨ ç áâ®â  á¢®¡®¤ëå ª®«¥¡ ¨©. �à¥¤¯®« £ ¥âáï ®¡ëç ï
á¨âã æ¨ï, á®áâ®ïé ï ¢ â®¬, çâ® á¢®¡®¤ë¥ ¤¢¨¦¥¨ï áâàãë ®áïâ § âãå îé¨©
ª®«¥¡ â¥«ìë© å à ªâ¥à.

�®¤áâ ®¢ª  (2.1) ¢ (1.1) ¤ ¥â ª¢ ¤à â®¥ ãà ¢¥¨¥ ®â®á¨â¥«ì® k ¨ ¥£®
ª®à¨

wk2 � 2v�k �  = 0;  = �2 + 2"�;

w = (a2 � v2); k1;2 =
h
v��

p
v2�2 + w

i.
w:

�¥¯¥àì (2.1) ¯à¨®¡à¥â ¥â ¢¨¤

u(x; t) = (Aek1x +Bek2x)e�t; (2:3)
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£¤¥ A = (A1; A2; : : : ; An);B = (B1; B2; : : : ; Bn) | ª®íää¨æ¨¥âë «¨¥©®© ª®¬-

¡¨ æ¨¨ ç áâëå à¥è¥¨© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢¥¨ï.

�à ¨çë¥ ãá«®¢¨ï (1.3) ¯®á«¥ ¯®¤áâ ®¢ª¨ (2.2), (2.3) ¤ îâ

Aj + Bj = Yj ; pjAj + qjBj = Yj+1; j = 1; 2; : : : ; n: (2:4)

�¤¥áì ¢¢¥¤¥ë ®¡®§ ç¥¨ï

pj = ek1lj ; qj = ek2lj :

�¥¯¥àì ¯®¤áâ ¢¨¬ (2.2), (2.3) ¢ (1.2) ¨ ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å

ãà ¢¥¨©
�Y +Q = 0; � = m�2 + 2��+ c; (2:5)

£¤¥ � = diag f�1; �2; : : : ; �Ng | ¤¨ £® «ì ï ¬ âà¨æ  á ª®¬¯«¥ªá®§ çë¬¨
í«¥¬¥â ¬¨, Q = (Q1; Q2; : : : ; QN ) | ¢¥ªâ®à ã¯àã£¨å á¨« á ª®¬¯®¥â ¬¨

Q1 = �T (k1A1 + k2B1);

Qj = T (rj�1Aj�1 + sj�1Bj�1 � k1Aj � k2Bj); j = 2; 3; : : : ; n;

QN = T (rnAn + snBn);

(2:6)

¯à¨ç¥¬
rj = k1e

k1lj ; sj = k2e
k2lj :

� à §¢¥àãâ®© ä®à¬¥ (2.5) á ãç¥â®¬ (2.6) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

�1Y1 � T (k1A1 + k2B1) = 0;

�jYj + T (rj�1Aj�1 + sj�1Bj�1 � k1Aj � k2Bj) = 0 (j = 2; 3; : : : ; n);

�NYN + T (rnAn + snBn) = 0; (2:7)

(2.4) ¨ (2.7) ®¡à §ãîâ ®¤®à®¤ãî á¨áâ¥¬ã  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å «¨¥©ëå ãà ¢¥-
¨© ®â®á¨â¥«ì® ¥¨§¢¥áâëå Aj ; Bj (j = 1; 2; : : : ; n) ¨ Yj (j = 1; 2; : : : ; N).

�áª«îç¨¬ Yj , ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨ï

ej = �j=T � k1; hj = �j=T � k2;

�j = �j+1pj=T + rj ; �j = �j+1qj=T + sj (j = 1; 2; : : : ; n)

¨ § ¯¨è¥¬ à¥§ã«ìâ â ¢ ¬ âà¨ç© ä®à¬¥

G(�)d = 0; (2:8)

£¤¥G(�) | ª¢ ¤à â ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  2n;d = (A1; B1; : : : ; An; Bn) | ¢¥ªâ®à,
ª®¬¯®¥â ¬¨ ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï ¨áª®¬ë¥ ª®íää¨æ¨¥âë.
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�®¦® ¯®ª § âì, çâ® ¯ãâ¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® à á¯®«®¦¥¨ï ãà ¢¥¨© ¨

à ááâ ®¢ª¨ ª®¬¯®¥â®¢ ¢¥ªâ®à  d ¬ âà¨æã G ¬®¦® á¢¥áâ¨ ª «¥â®ç®©, ¨

¯à¨ç¥¬, ¯ïâ¨¤¨ £® «ì®© ¢¨¤ 

G =

0
BBBBBBBBBBB@

e1 h1
�1 �1 �k1 �k2
r1 s1 e2 h2

�2 �2 �k1 �k2
r2 s2 e3 h3

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�n�1 �n�1 �k1 �k2
rn�1 sn�1 en hn

�n �n

1
CCCCCCCCCCCA

:

�¤¥áì ã«¥¢ë¥ í«¥¬¥âë ¥ ¢ë¯¨á ë. �«¥¬¥âë ¬ âà¨æë G ï¢«ïîâáï
äãªæ¨ï¬¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¯®ª § â¥«ï � ¨ ç¥à¥§ ¥£® | ç áâ®âë ! ¨
ª®íää¨æ¨¥â  § âãå ¨ï ª®«¥¡ ¨© �.

�á«®¢¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¥âà¨¢¨ «ì®£® à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨© (2.8)
¤ ¥â ç áâ®â®¥ ãà ¢¥¨¥

detG(�) = 0; (2:9)

¨§ ª®â®à®£® ®¯à¥¤¥«ïîâáï á®¡áâ¢¥ë¥ § ç¥¨ï, â. ¥. á¯¥ªâà f�1; �2; : : : g.
�à ¢¥¨¥ (2.9) ï¢«ï¥âáï âà áæ¥¤¥âë¬ ¢¨¤  f(�) = 0. �à¨ ¡®«ìè¨å

§ ç¥¨ïå n ¥£®  ¯¨á ¨¥ ¢ à §¢¥àãâ®© ä®à¬¥, å®âï ¨ ¢®§¬®¦®, ¯à¥¤áâ ¢«ï-
¥â £à®¬®§¤ªãî ¯à®æ¥¤ãàã. �à®¬¥ â®£®, ¯®«ãç¨âì ¥£®   «¨â¨ç¥áª¨¥ à¥è¥¨ï
ã¤ ¥âáï «¨èì ¢ ¯à®áâ¥©è¨å á«ãç ïå. �ëå®¤ ¨§ â ª¨å § âàã¤¥¨© á®áâ®¨â
¢ ¯à¨¬¥¥¨¨ ç¨á«¥ëå ¬¥â®¤®¢ ¨ ���. �à¨ íâ®¬ ¡ã¤¥¬ ®à¨¥â¨à®¢ âìáï
   «£®à¨â¬¨ç¥áª¨¥ ï§ëª¨ ¨ ¯à®£à ¬¬ë¥ á¨áâ¥¬ë, ¯®§¢®«ïîé¨¥ ¥¯®áà¥¤áâ-
¢¥® ¯®«ì§®¢ âìáï äãªæ¨ï¬¨ ª®¬¯«¥ªá®© ¯¥à¥¬¥®© ¨ ¯à®¢®¤¨âì  «£¥¡à -
¨ç¥áª¨¥ ¨ ¤àã£¨¥ ¤¥©áâ¢¨ï  ¤ ¨¬¨ ( ¯à¨¬¥à, C++, MatLAB ¨ â. ¤.).

�à ¢¥¨¥ (2.9) á ãç¥â®¬ â®£®, çâ® ¥£® «¥¢ ï ç áâì ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ª®¬¯«¥ª-
áãî äãªæ¨î, ¬®¦® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

f1(�) + if2(�) = 0:

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ª®íää¨æ¨¥â § âãå ¨ï � ¨ ç áâ®â  á¢®¡®¤ëå ª®«¥¡ -
¨© ! ¤®«¦ë ®¯à¥¤¥«ïâìáï ¨§ á¨áâ¥¬ë ¤¢ãå ¥«¨¥©ëå âà áæ¥¤¥âëå
ãà ¢¥¨©

f1(�; !) = 0; f2(�; !) = 0: (2:10)

�¨èì ¢ à¥¤ª¨å ç áâëå á«ãç ïå, á®¢¯ ¤ îé¨å á ª« áá¨ç¥áª¨¬¨, à¥è¥¨ï
§ ¤ ç¨ ¢ë¯¨áë¢ îâáï ¢ ï¢®¬ ¢¨¤¥. � ¡®«¥¥ á«®¦ëå á«ãç ïå ¬®¦® ®¡®©â¨áì

¡¥§ ï¢®£® à §¢¥àâë¢ ¨ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï ¬ âà¨æë G ¨ ¯®«ãç¥¨ï ä®à¬ã« ¤«ï
ª®à¥© âà áæ¥¤¥â®© á¨áâ¥¬ë (2.10). �â¨ ¢®¯à®áë à áá¬®âà¨¬ ¯®¤à®¡¥¥.
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�à¨à ¢¨¢ ¨¥ ª ã«î ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ¨ ¬¨¬®© ç áâ¥© ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï ¤ -

¥â á¨áâ¥¬ã ãà ¢¥¨© (2.10), ª®à¨ ª®â®à®© ¬®£ãâ ¡ëâì  ©¤¥ë «¨èì ç¨á«¥-

ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨. �® ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ ¨§-§  ¥¥ ¥«¨¥©®áâ¨
á¢ï§ ® á ¨§¢¥áâë¬¨ á«®¦®áâï¬¨ ¯® ¬®¦¥áâ¢ã ¯à¨ç¨: 1) ®¡ëç® ¯à¨¬¥ï-

¥¬ë¥ ¨â¥à æ¨®ë¥ ¬¥â®¤ë à¥è¥¨ï ®£à ¨ç¥ë ãá«®¢¨ï¬¨ áå®¤¨¬®áâ¨, ¢ë-
¯®«¥¨¥ ª®â®àëå ¢ ¤ ®© § ¤ ç¥ âàã¤® ¯à®¢¥àïâì ¨ ®¡¥á¯¥ç¨¢ âì; 2) ª®à¨

á¨áâ¥¬ë ï¢«ïîâáï ¬®£®§ çë¬¨, â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â áç¥â®¥ ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®-
¦¥áâ¢® ¯ à (�k; !k), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å á¨áâ¥¬¥ ãà ¢¥¨©, ¨ íâ® ¢«¥ç¥â ®¯ á-

®áâì ¯®â¥à¨ ¥ª®â®àëå ¨§ ª®à¥© ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¢ëç¨á«¥¨©; 3) âàã¤® ¢ë¯®«¨âì
¥®¡å®¤¨¬ë© íâ ¯ ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì®£® ®â¤¥«¥¨ï ª®à¥©, â. ¥. § ª«îç¥¨ï ª®à-

¥© ¤«ï  ç «  áç¥â  ¢ ¤®áâ â®ç® ¬ «ë¥ ®¡« áâ¨, ¢ãâà¨ ª®â®àëå ¥ ¡ë«®

¡ë ¤àã£¨å ª®à¥©. � ª ®ª § «®áì ¯à¨ ¢ë¯®«¥¨¨ ¯à¨¬¥à®¢, íâ¨ á«®¦®áâ¨
¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¥®¤®«¥ë á ¯®¬®éìî ¯à®¡ëå ¢ëç¨á«¨â¥«ìëå íªá¯¥à¨¬¥â®¢

  ��� ¨ ¯à¨¬¥¥¨ï ç¨á«¥ëå áå¥¬ á ¬ «ë¬ è £®¬.
�¥¯®áà¥¤áâ¢¥®¥ à¥è¥¨¥ á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨© ¯à®¢¥¤¥¬ á ¯®¬®éìî ¬¥-

â®¤  ¯®ª®®à¤¨ â®£® á¯ãáª  [7]. � íâ®© æ¥«ìî ®¡à §ã¥¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ìãî
¥®âà¨æ â¥«ìãî äãªæ¨î

�(�; !) = j detG(�; !)j = [f21 (�; !) + f22 (�; !)]
1=2;

®¡à é îéãîáï ¢ ã«ì «¨èì ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨

f1(�; !) = f2(�; !) = 0:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, à¥è¥¨¥ ¨áå®¤®© á¨áâ¥¬ë (2.10) ¡ã¤¥â ®¤®¢à¥¬¥® â®çª®©
ã«¥¢®£® ¬¨¨¬ã¬  áª «ïà®© äãªæ¨¨ ¢¥ªâ®à®£®  à£ã¬¥â  �(z), â ª çâ®
â¥¯¥àì ¥®¡å®¤¨¬® à¥è âì ¡®«¥¥ ¯à®áâãî (¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥)
§ ¤ çã

�(z) = 0; z = (�; !) 2 R
2 \ f� > 0; ! > 0g:

�¤¥áì ¢¥ªâ®à z á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¨áª®¬ë¬ ¢¥«¨ç¨ ¬, �(z) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¬ã«ìâ¨-
¬®¤ «ìãî äãªæ¨î, ¨¬¥îéãî ¬®¦¥áâ¢® «®ª «ìëå ¬¨¨¬ã¬®¢.

�ãâì ¯à¨¬¥ï¥¬®£® ¬¥â®¤  á®áâ®¨â ¢ ¯®áâà®¥¨¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ â®-
ç¥ª (¯à¨¡«¨¦¥¨© ª à¥è¥¨î) zk; k = 0; 1; : : : , áå®¤ïé¥©áï ª â®çª¥ «®ª «ì®£®
¬¨¨¬ã¬  z�. �à¨ íâ®¬ ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¢ëç¨á«¥¨© ¥®¡å®¤¨¬® ¤®¡¨¢ âìáï, çâ®¡ë
§ ç¥¨ï ¢á¯®¬®£ â¥«ì®© äãªæ¨¨ ¡ë«¨ ¬®®â®® ã¡ë¢ îé¨¬¨ ¨ ®£à ¨-

ç¥ë¬¨ á¨§ã

�(z0) > �(z1) > : : : > �(zk) > : : : > �(z�): (2:11)

�«ï à¥ «¨§ æ¨¨ â ª®© æ¥«¨ ¢ ç «¥ á ¯®¬®éìî ç¨á«¥ëå íªá¯¥à¨¬¥-

â®¢  ¬¥ç ¥âáï  ç «ì ï â®çª  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ z0. � â¥¬ ®¯à¥¤¥«ïîâáï
¯®á«¥¤ãîé¨¥ ¯à¨¡«¨¦¥¨ï zk á ¯®¬®éìî á®®â®è¥¨©

zk+1 = zk + hk;
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£¤¥ hk | ¢¥ªâ®à ¯à¨à é¥¨© ª®®à¤¨ â, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨© ¢ë¯®«¥¨¥ ãá«®¢¨©

(2.11).

�á«®¢¨¥¬ ¯à¥ªà é¥¨ï ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© ¯à®æ¥¤ãàë,   § ç¨â ¨ ¯à¨§ ª®¬
¤®áâ¨¦¥¨ï ª®àï á ¥®¡å®¤¨¬®© â®ç®áâìî, á«ã¦¨â ¢ë¯®«¥¨¥ ¥à ¢¥áâ¢ 

�(zk+1) < �;

¯à¨ç¥¬ � |  ¯à¨®à® § ¤ ¢ ¥¬®¥ ¬ «®¥ ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ ç¨á«® (â®ç®áâì ¢ë-

ç¨á«¥¨©).

3. �¯¥ªâà á®¡áâ¢¥ëå ä®à¬. � «¥¥ § ¤ ç  á®áâ®¨â ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨
á®¡áâ¢¥ëå ä®à¬ ª ¦¤®£® ãç áâª  áâàãë, ¨¬¥îé¨å ¢ á¨«ã (2.3) ¢¨¤

Xj(xj) = Aje
k1xj + Bje

k2xj : (3:1)

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥®¡å®¤¨¬® áâ ¢¨âì ¢®¯à®á ® ¢ëç¨á«¥¨¨ ¯®áâ®ïëå Aj ¨ Bj ,
â. ¥. ®¡ ®âëáª ¨¨ ¢¥ªâ®à  d. �®áª®«ìªã ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¬ âà¨æë G à ¢¥ ã-
«î,  ©â¨ ®¤®§ ç® ª®¬¯®¥âë ¢¥ªâ®à  d ª ª à¥è¥¨¥ á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨©
(2.8), ¥¢®§¬®¦®. � á¨«ã íâ®£®, ¥®¡å®¤¨¬® § ¤ ¢ âìáï ®¤¨¬ ¨§ ª®¬¯®¥â®¢
¢¥ªâ®à ,   § â¥¬  å®¤¨âì ®áâ «ìë¥ § ç¥¨ï ¨§ ãà ¢¥¨© (2.8).

�®áâ ¢¨¬  «£®à¨â¬ áç¥â , ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ®¯à¥¤¥«ïîé¨© Aj ; Bj. � á®-
áâ®¨â ¢ á«¥¤ãîé¥¬. �ãáâì k1 ¨ k2  ©¤¥ë ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® íâ ¯  à¥è¥¨ï
§ ¤ ç¨. �®«®¦¨¬, çâ® A1 = 1, ¨  ©¤¥¬ ¨§ ¯¥à¢®£® ãà ¢¥¨ï (2.8), â. ¥. á
¯®¬®éìî ¯¥à¢®© áâà®ª¨ ¬ âà¨æë G, § ç¥¨¥ B1. �¥âàã¤® § ¬¥â¨âì ¯® ¢¨-
¤ã ¬ âà¨æë G, çâ® á¨áâ¥¬ã ãà ¢¥¨© ¬®¦® à §¡¨âì    ¢â®®¬ë¥ ¯ àë
ãà ¢¥¨©, á®¤¥à¦ é¨¥ «¨èì ç¥âëà¥ ¥¨§¢¥áëå Aj; Bj; Aj+1; Bj+1. �®« £ ï
Aj ; Bj ã¦¥  ©¤¥ë¬¨, ¬®¦® ¯®«ãç¨âì ¨§ ¨å à¥ªãàà¥âãî ¯ àã ä®à¬ã«

Aj+1 = (hj+1Ej + k2Fj)=(k1hj+1 � k2ej+1);

Bj+1 = (ej+1Ej + k1Fj)=(k2ej+1 � k1hj+1); j = 1; 2; : : : ; n� 1;

£¤¥
Ej = �jAj + �jBj ; Fj = rjAj + sjBj:

�á¯®«ì§ãï ¤«ï  ç «  áç¥â  § ç¥¨ï A1 ¨ B1, ¯® ¨¬ ¬®¦® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®
 ©â¨ ®áâ «ìë¥ ª®¬¯®¥âë ¢¥ªâ®à  d. �®á«¥¤¥¥ ãà ¢¥¨¥ (2.9) ¯à¨ íâ®¬
æ¥«¥á®®¡à §® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï ª®âà®«ï ¯à ¢¨«ì®áâ¨ ¢ëç¨á«¥¨©.

�à®¢®¤ï ãª § ë¥ ¢ëç¨á«¥¨ï, á«¥¤ã¥â ¯®¬¨âì, çâ® Xj(xj),  ©¤¥ë¥

¯® (3.1), ï¢«ïîâáï ª®¬¯«¥ªáë¬¨ äãªæ¨ï¬¨. �¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ¦¥ á®¡áâ¢¥-
ë¥ ä®à¬ë ¨¬¥îâ ¢¨¤

'j
r(xj) = real (Xj

r (xj)); r = 1; 2; : : : ; j = 1; 2; : : : ; n;

r | ®¬¥à á®¡áâ¢¥®© ä®à¬ë, j | ®¬¥à ¯à®«¥â .
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4. �à¨¬¥àë. �®à®è® ¨§¢¥áâ ï ®¤®¯à®«¥â ï áâàã  á ¥¯®¤¢¨¦ë¬¨

ª®æ ¬¨ ¥áâì ç áâë© á«ãç © ¤ ®© áå¥¬ë, ª®£¤  n = 1, á®áà¥¤®â®ç¥ë¥

¬ ááë ¨ ¯à®¬¥¦ãâ®çë¥ ®¯®àë ®âáãâáâ¢ãîâ. �®£¤  ¬ âà¨æ  G ¨¬¥¥â ¢¨¤

G =

�
1 1

p1 q1

�
=

�
1 1

ek1l1 ek2l1

�
:

� áâ®â®¥ ãà ¢¥¨¥, ª®â®à®¥ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¥©, ¯à¨ ®âáãâáâ¢¨¨ âà¥¨ï á®¢¯ -
¤ ¥â á [6] ¨ ¯®á«¥ ¥á«®¦ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¤ ¥â ª®íää¨æ¨¥â § âãå ¨ï ¨

á¯¥ªâà á®¡áâ¢¥ëå ç áâ®â

� = (1� �2)"; � = v=a; ! = !"�j = (1� �2)
p
j2�2a2=12 � "2; j = 1; 2; : : :

� á¨«ã (3.1) ä®à¬  ª®«¥¡ ¨© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

X1(x1) = A1e
k1x1 + B1e

k2x1 :

�à¨ ãç¥â¥ A1 ¨ B1,  ¬¥ç¥ëå ¢ëè¥, á â®ç®áâìî ¤® ¯®áâ®ï®£® ¬®¦¨â¥«ï
¨¬¥¥¬

X1(x1) = ek1x1 � ek2x1 :

�® ¯à¥¤« £ ¥¬ë¬ §¤¥áì ä®à¬ã« ¬ ¨  «£®à¨â¬ ¬ ¯à®¢¥¤¥ë ¬®£®ç¨á-
«¥ë¥ ª®¬¯ìîâ¥àë¥ ¢ëç¨á«¥¨ï. � áá¬®âà¥ë á¢®¡®¤ë¥ ª®«¥¡ ¨ï á¨á-
â¥¬ á à §«¨çë¬¨ ¢å®¤ë¬¨ ¯ à ¬¥âà ¬¨, ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¨ ª« áá¨ç¥áª¨¥ á«ã-
ç ¨ ¤«ï â¥áâ¨à®¢ ¨ï ¢ëè¥¨§«®¦¥®£®. �ë¯®«¥ë¥ ¯à¨¬¥àë ¯®¤â¢¥à¤¨«¨
 ¤¥ª¢ â®áâì ¯à¥¤«®¦¥®© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨, ¥¥ ¯à ªâ¨ç¥áªãî ¯à¨¬¥-
¨¬®áâì ª à áç¥â ¬ á¨áâ¥¬ á® áà ¢¨â¥«ì® á«®¦®© áâàãªâãà®© ¨ íää¥ªâ¨¢-
®áâì ¯à¥¤« £ ¥¬ëå áà ¢¨â¥«ì® ¯à®áâëå  «£®à¨â¬®¢ ¢ëç¨á«¥¨©.
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