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Аннотация. Для однопараметрического семейства линейных непрерывных операторов
T (t) : L2(R

d) → L2(R
d), 0 6 t < ∞, рассматривается задача об оптимальном восстановлении

значений оператора T (τ ) на всем пространстве по приближенной информации о значениях
операторов T (t), где t пробегает некоторый компакт K ⊂ R+ и τ /∈ K. Найдено семейство опти-
мальных методов восстановления значений оператора T (τ ). Каждый из этих методов использует
приближенные измерения не более, чем в двух точках из K и линейно зависит от этих измерений.
В качестве следствия найдены семейства оптимальных методов восстановления решения уравнения
теплопроводности в данный момент времени по неточным его измерениям в другие промежутки
времени и решения задачи Дирихле для полупространства на гиперплоскости по неточным его
измерениям на других гиперплоскостях. Задача оптимального восстановления значений оператора
T (τ ) по указанной информации сводится, в основной своей части, к нахождению значения некоторой
экстремальной задачи на максимум с континуумом ограничений типа неравенств, т. е. к нахождению
точной верхней грани максимизируемого функционала при данных ограничениях. Эта, довольно
сложно устроенная задача, редуцируется, в свою очередь, к бесконечномерной задаче линейного
программирования на векторном пространстве всех конечных вещественных мер на σ-алгебре
измеримых по Лебегу множеств в R

d. Данную задачу уже удается решить, используя некоторое
обобщение теоремы Каруша — Куна — Таккера, и ее значение совпадает со значением исходной
задачи.
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1. Введение

В работе рассматривается одно специальное однопараметрическое семейство линей-
ных непрерывных операторов из L2(R

d) в L2(R
d) и для него ставится задача об опти-

мальном восстановлении оператора при данном значении параметра по приближенной
информации об операторах с другими значениями параметров, пробегающих некоторый
компакт. Одной из важных мотиваций такой постановки является задача о восстанов-
лении решения эволюционного уравнения в данный момент времени по приближенно
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известным его значениям в другие моменты. Для рассматриваемого семейства найдены
явные выражения для оптимальных методов восстановления. Эти методы линейны и
используют не всю имеющуюся информацию, а лишь информацию о не более двух изме-
рениях, причем предварительно ее «сглаживая». В качестве непосредственных следствий
доказанного результат получены оптимальные методы восстановления решения уравне-
ния теплопроводности и решения задачи Дирихле для полупространства.

2. Формулировка основного результата и его доказательство

Удобно сформулировать задачу оптимального восстановления сначала для абстракт-
ного однопараметрического семейства операторов. Пусть X — вещественное или ком-
плексное нормированное пространство с элементами f, g, . . ., и пусть T (t), 0 6 t < ∞, —
семейство линейных непрерывных операторов, отображающих X в себя. Мы ставим сле-
дующую задачу: восстановить (по возможности, наилучшим образом) значения опера-
тора T (τ) на X по приближенным значениям операторов T (t), где t принадлежит неко-
торому компакту K на полупрямой R+ и τ /∈ K.

Точная постановка такова. Пусть о каждом элементе f ∈ X нам известны отобра-
жение g : K → X, сопоставляющее t ∈ K элемент gt ∈ X, и положительная функция
δ : K → R такие, что

‖T (t)f − gt‖X 6 δ(t) (∀ t ∈ K),

т. е. для каждого t ∈ K мы имеем возможность «измерить» с точностью до δ(t) значение
оператора T (t) на некотором элементе (который, вообще говоря, нам неизвестен).

По этой информации мы хотим восстановить значения оператора T (τ) на X.
Обозначим через G(K,X) множество всех отображений g : K → X. Под методом вос-

становления понимаем любое отображение ϕ : G(K,X) → X. Погрешность этого метода
определим по формуле

e(T (τ),K, δ(·), ϕ) = sup
f∈X

sup
g∈G(K,X),

‖T (t)f−gt‖X6δ(t), t∈K

∥∥T (τ)f − ϕ(g)
∥∥
X
.

Нас интересует величина

E(T (τ),K, δ(·)) = inf
ϕ
e
(
T (τ),K, δ(·), ϕ

)
,

где нижняя грань берется по всем методам ϕ : G(K,X) → X, которую называем по-

грешностью оптимального восстановления и те методы ϕ̂, на которых нижняя грань
достигается, т. е. такие методы, что

E
(
T (τ),K, δ(·)

)
= e

(
T (τ),K, δ(·), ϕ̂

)
.

Эти методы будем называть оптимальными методами восстановления.
Такая общая постановка мотивирована, в основном, задачей о восстановлении реше-

ния эволюционного уравнения (определяемое однозначно начальным условием, которое,
вообще говоря, нам неизвестно — элемент f в общей постановке) в фиксированный мо-
мент времени по приближенно известным его значениям в другие моменты.

В данной работе мы рассматриваем специальное семейство операторов и для него
до конца решаем поставленную задачу, т. е. находим погрешность оптимального восста-
новления и явные выражения для оптимальных методов. В качестве следствий получим
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оптимальные методы восстановления решений уравнения теплопроводности и задачи
Дирихле.

Пусть a(·) — непрерывная функция на R
d такая, что a(0) = 0, a(ξ) > c|ξ|α, для

некоторых c > 0, α > 0 и достаточно больших по модулю ξ, a(ξ) → +∞, при |ξ| → +∞
и a(ξ1) 6 a(ξ2), если |ξ1| 6 |ξ2|, где | · | — евклидова норма в R

d.
Пусть F — преобразование Фурье в L2(R

d). Определим семейство операторов
Ta(t) : L2(R

d) → L2(R
d), t > 0, действующих в образах Фурье по формулам

F
[
Ta(t)f(·)

]
(ξ) = e−ta(ξ)F [f(·)](ξ) для п. в. ξ ∈ R

d (∀ f(·) ∈ L2(R
d)).

Далее будем иметь дело именно с этим семейством операторов. Это, очевидно, линейные
операторы из L2(R

d) в L2(R
d). Непрерывность сразу следует из теоремы Планшереля.

Действительно, для любого f(·) ∈ L2(R
d) имеем

‖Taf(·)‖2L2(Rd) =

∫

Rd

|Taf(x)|2 dx =
1

(2π)d

∫

Rd

∣∣F [Taf(·)](ξ)
∣∣2 dξ

=
1

(2π)d

∫

Rd

e−2ta(ξ)
∣∣F [f(·)](ξ)

∣∣2 dξ 6 1

(2π)d

∫

Rd

∣∣F [f(·)](ξ)
∣∣2 dξ

=

∫

Rd

|f(x)|2 dx = ‖f(·)‖2L2(Rd).

В общих определениях выше, заменяя X на L2(R
d), получаем для данного семей-

ства определения метода восстановления, его погрешности, погрешности оптимального
восстановления и оптимального метода.

Далее будем предполагать, что функция δ : K → R непрерывна.
Перед формулировкой основного результат приведем некоторые определения. На дву-

мерной плоскости рассмотрим множество (см. рис. 1), представляющее собой алгебра-
ическую сумму выпуклой оболочки множества в фигурных скобках и положительной
полупрямой.

Рис. 1.

M = co
{
(t, ln(1/δ(t)), t ∈ K

}
+ (R+, 0),



Оптимальное восстановление семейства операторов 127

Заметим, что M — выпуклое замкнутое множество. Действительно, множество в фи-
гурных скобках компактно как непрерывный образ компакта, выпуклая оболочка дан-
ного компакта есть компакт, и поэтому M , как алгебраическая сумма двух выпуклых
замкнутых множеств, одно из которых компактно, выпукло и замкнуто.

Определим функцию θ(·) на [t0,+∞), где t0 = min{t ∈ R : t ∈ K}, по правилу
θ(t) = max{x ∈ R : (t, x) ∈M }. Ясно, что θ(·) — вогнутая неубывающая функция.

Пусть τ /∈ K. Тогда существует интервал V , содержащий τ , который не при-
надлежит K. На этом интервале функция θ(·), очевидно, совпадает с некото-
рой линейной функцией p(t) = ct + d, t ∈ R, где c > 0. Обозначим через
t1(τ) = max{t ∈ K : t < τ, θ(t) = p(t)} и t2(τ) = min{t ∈ K : t > τ, θ(t) = p(t)}, счи-
тая, что t2(τ) = +∞, если множество в фигурных скобках пусто.

Пусть τ /∈ K и t2(τ) < +∞. Положим

λ1(τ) =
t2(τ)− τ

t2(τ)− t1(τ)

(
δ(t1(τ))

δ(t2(τ))

)− 2(τ−t1(τ))
t2(τ)−t1(τ)

,

λ2(τ) =
τ − t1(τ)

t2(τ)− t1(τ)

(
δ(t1(τ))

δ(t2(τ))

) 2(t2(τ)−τ)
t2(τ)−t1(τ)

.

Легко видеть, что это положительные числа и λ1(τ) < 1. Определим еще множество

B(τ) =

{
ξ ∈ R

d : a(ξ) 6 − lnλ1(τ)

2(τ − t1(τ))

}
.

Теорема. Справедливы следующие утверждения.

1) Для любого τ /∈ K

E
(
Ta(τ),K, δ(·)

)
= e−θ(τ).

2) Если τ /∈ K и t2(τ) < +∞, то множество измеримых функций ω(·) на R
d, равных

нулю вне B(τ) и таких, что

|e−(τ−t1(τ))a(ξ) − ω(ξ)e−(t2(τ)−t1(τ))a(ξ)|2
λ1(τ)

+
|ω(ξ)|2
λ2(τ)

6 1 (1)

для п. в. ξ ∈ B(τ), непусто, и для каждой такой функции ω(·) метод ϕ̂ω, определенный

формулой

ϕ̂ω(g(·))(·) =
(
R1 ∗ gt1(τ)

)
(·) +

(
R2 ∗ gt2(τ)

)
(·), (2)

где F [R1(·)](ξ) = e−(τ−t1(τ))a(ξ) − ω(ξ)e−(t2(τ)−t1(τ))a(ξ) и F [R2(·)](ξ) = ω(ξ) для п. в. ξ ∈
B(τ), является оптимальным.

3) Если τ /∈ K и t2(τ) = ∞, то метод ϕ̂, определенный формулой ϕ̂(g(·))(·) = (R ∗
gt1(τ))(·), где F [R(·)](ξ) = e−(τ−t1(τ))a(ξ) для п. в. ξ ∈ R

d, является оптимальным.

Сделаем два замечания по поводу сформулированной теоремы.
1. Формулы для оптимальных методов определены корректно. Действительно, функ-

ции ω(·), очевидно, ограничены на ограниченном множестве B(τ) и равны нулю вне этого
множества, и поэтому они принадлежат L2(R

d). Следовательно, ядра R1 и R2 принад-
лежат L2(R

d).
2. Оптимальные методы линейны и используют не более двух измерений, которые

предварительно «сглаживают».
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⊳ Доказательство теоремы. Начнем с доказательства того, что для любого τ /∈ K
справедливо неравенство

E
(
Ta(τ),K, δ(·)

)
> e−θ(τ). (3)

Пусть τ /∈ K. Рассмотрим следующую задачу:

‖Ta(τ)f(·)‖L2(Rd) → sup, ‖Ta(t)f(·)‖L2(Rd) 6 δ(t), t ∈ K, f(·) ∈ L2(R
d), (4)

и обозначим через S(Ta(τ),K, δ(·)) ее значение, т. е. верхнюю грань максимизируемого
функционала при данных ограничениях.

Покажем, что
E
(
Ta(τ),K, δ(·)

)
> S

(
Ta(τ),K, δ(·)

)
. (5)

Далее, для краткости записи, пишем f вместо f(·), и аналогично для других функ-
ций. Пусть функция f0 допустима в задаче (4) (т. е. удовлетворяет ограничениям этой
задачи). Тогда, очевидно, функция −f0 также допустима, и мы имеем для любого метода
ϕ : G(K,L2(R

d)) → L2(R
d)

2‖Ta(τ)f0‖L2(Rd) = ‖Ta(τ)f0 − ϕ(0) − (Ta(τ)(−f0)− ϕ(0))‖L2(Rd)

6 ‖Ta(τ)f0 − ϕ(0)‖L2(Rd) + ‖Ta(τ)(−f0)− ϕ(0)‖L2(Rd)

6 2 sup
f∈L2(Rd),

‖Ta(t)f‖L2(R
d)
6δ(t), t∈K

‖Ta(τ)f − ϕ(0)‖L2(Rd)

6 2 sup
f∈L2(Rd), g∈G(K,L2(Rd)),

‖Ta(t)f−gt‖L2(R
d)
6δ(t), t∈K

‖Ta(τ)f − ϕ(gt)‖L2(Rd) = 2e
(
Ta(τ),K, δ, ϕ

)
.

Переходя слева к верхней грани по всем допустимым функциям в задаче (4), а затем
справа к нижней грани по всем методам ϕ, получим, что

sup
f∈L2(Rd),

‖Ta(t)f‖L2(R
d)
6δ(t), t∈K

‖Ta(τ)f‖L2(Rd) 6 E
(
Ta(τ),K, δ(·)

)
,

т. е. справедливо неравенство (5).
Покажем теперь, что

S
(
Ta(τ),K, δ(·)

)
> e−θ(τ). (6)

Рассмотрим сначала ситуацию, когда t2(τ) < +∞. Далее, для краткости, будем часто
писать t1 и t2 вместо t1(τ) и t1(τ).

Как сказано выше, на отрезке [t1, t2] функция θ(·) совпадает с линейной функцией,
которая в данном случае, очевидно, имеет вид

p(t) =
ln(1/δ(t2))− ln(1/δ(t1))

t2 − t1
(t− t1) + ln

1

δ(t1)
= ln(δ(t1))

t−t2
t2−t1 (δ(t2))

t1−t

t2−t1 . (7)

Ясно, что если (t, x) ∈M , то p(t) > x и, в частности, p(t) > ln δ−1(t), если t ∈ K.
По построению, функция θ(·) не убывает и поэтому коэффициент при (t − t1) в вы-

ражении для p(·) неотрицателен. Следовательно, по свойствам функции a(·), найдется
вектор ξ0 = (ξ01, . . . , ξ0d) ∈ R

d такой, что

a(ξ0) =
ln(1/δ(t2))− ln(1/δ(t1))

t2 − t1
. (8)



Оптимальное восстановление семейства операторов 129

Для каждого k ∈ N обозначим через 2k куб в R
d, образованный векторами ξ =

(ξ1, . . . , ξd) ∈ R
d, для которых ξ0i 6 ξi 6 ξ0i +1/k, если ξ0i > 0 и ξ0i − 1/k 6 ξi 6 ξ0i, если

ξ0i < 0.
Определим функции ψk(·), k ∈ N, по формулам

ψk(ξ) =




(2πk)d/2 (δ(t1))

t2
t2−t1 (δ(t2))

−t1
t2−t1 , ξ ∈ 2k;

0, ξ /∈ 2k.

Ясно, что эти функции принадлежат L2(R
d). Положим ϕk = F−1[ψk], где F−1 — об-

ратное преобразование Фурье в L2(R
d), и покажем, что функции ϕk, k ∈ N, допустимы

в задаче (4).
Действительно, если ξ ∈ 2k, то легко видеть, что |ξ0| 6 |ξ| 6 |ξ0| +

√
d/k и тогда,

учитывая, что e−2ta(ξ) 6 e−2ta(ξ0), формулу (8) и то, что p(t) > ln δ−1(t), если t ∈ K,
будем иметь по теореме Планшереля для любого t ∈ K

‖Ta(t)ϕk‖2L2(Rd) =
1

(2π)d

∫

Rd

e−2ta(ξ)|F [ϕk](ξ)|2 dξ

= kd (δ(t1))
2t2

t2−t1 (δ(t2))
−2t1
t2−t1

∫

2k

e−2ta(ξ) dξ 6 (δ(t1))
2t2

t2−t1 (δ(t2))
−2t1
t2−t1 e−2ta(ξ0)

= (δ(t1))
2

t2−t

t2−t1 (δ(t2))
2

t−t1
t2−t1 = e−2p(t)

6 e−2 ln δ−1(t) = δ2(t),

т. е. функции ϕk, k ∈ N, допустимы в задаче (4).
Значение максимизируемого функционала в (4) на этих функциях не больше зна-

чения самой задачи и поэтому снова, используя теорему Планшереля и формулу (8),
получим, что

S2(Ta(τ),K, δ(·))> ‖Ta(τ)ϕk‖2L2(Rd)=
1

(2π)d

∫

Rd

e−2τa(ξ)|F [ϕk](ξ)|2 dξ

= kd (δ(t1))
2t2

t2−t1 (δ(t2))
−2t1
t2−t1

∫

2k

e−2τa(ξ) dξ

> (δ(t1))
2t2

t2−t1 (δ(t2))
−2t1
t2−t1 e−2τa(ξ0)e−2τ

√
d/k = e−2p(τ)e−2τ

√
d/k. (9)

Выражение справа стремится к величине e−2p(τ) = e−2θ(τ) при k → ∞ и тем самым
доказана оценка (6), что вместе с (5) доказывает неравенство (3) для случая t2(τ) < +∞.

Пусть t2(τ) = +∞. Ясно, что в этой ситуации на луче [t1(τ),+∞) функция θ(·)
совпадает с горизонтальной прямой p(t) = ln δ−1(t1), t ∈ R. Тогда, полагая ξ0 = 0,
ψk(ξ) = (2πk)d/2 δ(t1), если ξ ∈ 2k и ψk(ξ) = 0, если ξ /∈ 2k, будем иметь для любого
t ∈ K (учитывая, что a(0) = 0 и p(t) > ln δ−1(t), если t ∈ K)

‖Ta(t)ϕk‖2L2(Rd) =
1

(2π)d

∫

Rd

e−2ta(ξ)|F [ϕk](ξ)|2 dξ

= kd δ2(t1)

∫

2k

e−2ta(ξ) dξ 6 δ2(t1)e
−2ta(0) = δ2(t1) = e−2 ln δ−1(t1)

= e−2p(t)
6 e−2 ln δ−1(t) = δ2(t),

т. е. функции ϕk, k ∈ N, допустимы в задаче (4).
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Далее, проводя те же оценки, что и в (9), получаем для данного случая, что
S(Ta(τ),K, δ(·)) > e−θ(τ). Вместе с (5) это доказывает неравенство (3) при t2(τ) = +∞.
Таким образом, неравенство (3) справедливо для всех τ /∈ K,

Противоположное неравенство для всех τ ∈ K докажем одновременно с оптимально-
стью методов из второго и третьего утверждений теоремы.

Пусть t2(τ) < +∞. Покажем, что множество функций, удовлетворяющих усло-
вию (1), не пусто. Для этого предварительно докажем, что

λ1(τ)e
−2(t1−τ)a(ξ) + λ2(τ)e

−2(t2−τ)a(ξ) − 1 > 0 (10)

для всех ξ ∈ R
d.

Рассмотрим функцию

f(α) = λ1(τ)e
−2(t1−τ)α + λ2(τ)e

−2(t2−τ)α − 1, α ∈ R.

Эта функция выпукла, как сумма выпуклых функций, и дифференцируема. Несложная
проверка показывает, что если α0 = a(ξ0) (см. (8)), то f(α0) = f ′(α0) = 0, откуда следует,
что f(α) > 0 для всех α ∈ R. Действительно, по неравенству Иенссена для выпуклых
функций (см. [1]) имеем для любого α ∈ R и 0 < γ < 1

f(α0 + γ(α− α0)) = f((1− γ)α0 + γα) 6 (1− γ)f(α0) + γf(α) = γf(α).

Деля обе части этого неравенства на γ и переходя к пределу при γ → 0, получаем, что
f(α) > f ′(α0)(α−α0) = 0. Следовательно, неравенство (10) справедливо для всех ξ ∈ R

d.
Выделяя полный квадрат, нетрудно убедиться, что соотношение (1) равносильно сле-

дующему неравенству:
∣∣∣∣∣ω(ξ)−

λ2(τ)e
−(τ−t1)a(ξ)

λ1(τ)e(t2−t1)a(ξ) + λ2(τ)e−(t2−t1)a(ξ)

∣∣∣∣∣

6

√
λ1(τ)λ2(τ) e

t2a(ξ)

λ1(τ)e(t2−t1)a(ξ) + λ2(τ)e−(t2−t1)a(ξ)

√
λ1(τ)e−2t1a(ξ) + λ2(τ)e−2t2a(ξ) − e−2τa(ξ)

для п. в. ξ ∈ B(τ), причем выражение под знаком корня неотрицательно, поскольку оно
отличается от выражения слева в (10) на положительный множитель e−2τa(ξ). Отсюда,
очевидно, следует, что множество измеримых функций ω(·), удовлетворяющих неравен-
ству (1), не пусто.

Перейдем теперь к доказательству оптимальности методов, определенных во втором
утверждении теоремы. Пусть измеримая функция ω(·) удовлетворяет неравенству (1)
для п. в. ξ ∈ B(τ) и равна нулю вне B(τ). Оценим погрешность метода ϕ̂ω.

Для любых f ∈ L2(R
d) и g ∈ G(K,L2(R

d)) таких, что ‖Ta(t)f −gt‖L2(Rd) 6 δ(t), t ∈ K,
имеем по теореме Планшереля

‖Ta(τ)f − ϕ̂ω(g)‖2L2(Rd) =
∥∥Ta(τ)f − (R1 ∗ gt1)− (R2 ∗ gt2)

∥∥2
L2(Rd)

=
1

(2π)d

∫

Rd

∣∣∣∣e
−τa(ξ)F [f ](ξ)−

(
e−(τ−t1)a(ξ) − ω(ξ)e−(t2−t1)a(ξ)

)

×F [gt1 ](ξ)− ω(ξ)F [gt2 ](ξ)

∣∣∣∣
2

dξ =
1

(2π)d

∫

Rd

∣∣∣∣
(
e−(τ−t1)a(ξ) − ω(ξ)e−(t2−t1)a(ξ)

)

×
(
e−t1a(ξ)F [f ](ξ)− F [gt1 ](ξ)

)
+ ω(ξ)

(
e−t2a(ξ)F [f ](ξ)− F [gt2 ](ξ)

)∣∣∣∣
2

dξ.

(11)
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Обозначим

ω1(ξ) = e−(τ−t1)a(ξ) − ω(ξ)e−(t2−t1)a(ξ)

и

zi(ξ) = e−tia(ξ)F [f ](ξ)− F [gti ](ξ), i = 1, 2.

Тогда оценивая по неравенству Коши — Буняковского выражение под интегралом справа
в (11), будем иметь для п. в. ξ ∈ R

d

∣∣ω1(ξ)z1(ξ) + ω(ξ)z2(ξ)
∣∣2 =

∣∣∣∣
ω1(ξ)√
λ1(τ)

√
λ1(τ) z1(ξ) +

ω(ξ)√
λ2(τ)

√
λ2(τ) z2(ξ)

∣∣∣∣
2

6

( |ω1(ξ)|2
λ1(τ)

+
|ω(ξ)|2
λ2(τ)

)(
λ1(τ)|z1(ξ)|2 + λ2(τ)|z2(ξ)|2

)
. (12)

Согласно (1) первый множитель в правой части этого неравенства не превосходит
единицы для п. в. ξ ∈ B(τ). Если же ξ /∈ B(τ), то ω(·) = 0, и тогда этот множитель
равен e−2(τ−t1)a(ξ)/λ1(τ). Но так как ξ /∈ B(τ), то a(ξ) > − lnλ1(τ)/2(τ − t1(τ)), а это рав-
носильно тому, что e−2(τ−t1)a(ξ)/λ1(τ) < 1. Таким образом, первый множитель в правой
части (12) не превосходит единицы для п. в. ξ ∈ R

d.
Учитывая это обстоятельство и то, что в силу теоремы Планшереля

1

(2π)d

∫

Rd

|zi(ξ)|2 dξ =
1

(2π)d

∫

Rd

|e−tia(ξ)F [f ](ξ)− F [gti ](ξ)|2 dξ

= ‖Ta(ti)f − gti‖2L2(Rd) 6 δ2(ti), i = 1, 2,

выражение справа в (11) не превосходит величины λ1(τ)δ
2(t1) + λ2(τ)δ

2(t2).
Простой подсчет показывает, что

λ1(τ)δ
2(t1) + λ2(τ)δ

2(t2) = (δ(t1))
2(t2−τ)
t2−t1 (δ(t2))

2(τ−t1)
t2−t1 .

Но в силу (7) правая часть этого равенства равна e−2p(τ) = e−2θ(τ). Тогда отсюда и из (11)
следует, что для любых f ∈ L2(R

d) и g ∈ G(K,L2(R
d)) таких, что ‖Ta(t)f−ϕ(gt)‖L2(Rd) 6

δ(t), t ∈ K, справедлива оценка

∥∥Ta(τ)f − ϕ̂ω(g)
∥∥2
L2(Rd)

6 e−2θ(τ)

и значит,

e
(
Ta(τ),K, δ(·), ϕ̂ω

)
6 e−θ(τ). (13)

Эта оценка получена для случая, напомним, когда t2(τ) < +∞. Из нее и доказанного
неравенства (3) заключаем, что

e−θ(τ)
6 E

(
Ta(τ),K, δ(·)

)
6 e

(
Ta(τ),K, δ(·), ϕ̂ω

)
6 e−θ(τ) (14)

и тем самым E(Ta(τ),K, δ(·)) = e−θ(τ) и E(Ta(τ),K, δ(·)) = e(Ta(τ),K, δ(·), ϕ̂ω ).
Таким образом, если t2(τ) < +∞, то первое и второе утверждения теоремы доказаны.
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Пусть t2(τ) = +∞. Покажем, что для погрешности метода ϕ̂ из третьего утверждения
теоремы справедлива оценка (13). Рассуждая также как и в (11), получим, что

∥∥Ta(τ)f − ϕ̂(g)
∥∥2
L2(Rd)

=
∥∥Ta(τ)f − (R ∗ gt1)

∥∥2
L2(Rd)

=
1

(2π)d

∫

Rd

∣∣∣∣e
−τa(ξ)F [f ](ξ)− e−(τ−t1(τ))a(ξ)F [gt1 ](ξ)

∣∣∣∣
2

dξ

=
1

(2π)d

∫

Rd

∣∣∣∣(e
−(τ−t1)a(ξ)

(
e−t1a(ξ)F [f ](ξ)− F [gt1 ](ξ)

)∣∣∣∣
2

dξ

6
1

(2π)d

∫

Rd

∣∣∣
(
e−t1a(ξ)F [f ](ξ)− F [gt1 ](ξ)

)∣∣∣
2
dξ

=
∥∥Ta(t1)f − gt1

∥∥2
L2(Rd)

6 δ2(t1) = e−2 ln δ−1(t1) = e−2θ(τ).

Отсюда, как и выше, следует, что справедлива оценка (13) для данного метода. По-
скольку неравенство (3) доказано для всех τ /∈ K, то соотношение (14) имеет место
и для случая t2(τ) = +∞. Таким образом, доказано первое утверждение теоремы для
всех τ /∈ K и оптимальность метода из третьего утверждения теоремы, т. е. теорема
полностью доказана. ⊲

3. Примеры

Рассмотрим теперь в качестве примера задачу об оптимальном восстановлении ре-
шения уравнения теплопроводности в R

d. Распространение тепла на R
d описывается

уравнением
∂u

∂t
= ∆u

(∆ — оператор Лапласа в Rd и (t, x) 7→ u(t, x) — функция на [0,+∞)×Rd) с начальным
распределением температуры u(0, ·) = f(·).

Мы предполагаем, что f(·) ∈ L2(R
d). Единственное решение данной задачи дается

для всех t > 0, как хорошо известно, интегралом Пуассона

u(t, x) = u(t, x; f(·)) = 1

2
√
πt

∫

Rd

e−
|x−y|2

4t f(y) dy

и при этом u(t, ·; f(·)) → f(·) при t→ 0 в метрике L2(R
d).

Таким образом, мы имеем семейство операторов T (t) : L2(R
d) → L2(R

d), T (t)f(·) =
u(t, ·) и, как хорошо известно, преобразование Фурье решения уравнения теплопровод-
ности имеет вид

F
[
T (t)f(·)

]
(ξ) = F

[
u(t, x; f(·))

]
(ξ) = e−t|ξ|2F [f(·)](ξ) для п.в. ξ ∈ R

d.

Следовательно, решение задачи об оптимальном восстановлении температуры в R
d в мо-

мент времени τ по ее приближенным измерениям в точках некоторого компакта дается
доказанной теоремой при α(ξ) = |ξ|2, ξ ∈ R

d.
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В качестве второго примера рассмотрим задачу Дирихле
{
∆u = 0,

u(·, 0) = f(·),

где ∆ — оператор Лапласа в R
d+1 и f(·) ∈ L2(R

d), заключающуюся в нахождении гармо-
нической функции u(·, ·) в верхнем полупространстве { (x, y) ∈ R

d+1 : y > 0 } такую, что
u(·, y) ∈ L2(R

d) для любого y > 0, supy>0 ‖u(·, y)‖L2(Rd) < ∞ и u(·, y) → f(·) при y → 0

в метрике L2(R
d).

В этом случае решение задачи Дирихле единственно и выражается интегралом Пуас-
сона (см. [2])

u(x, y) = u(x, y; f) =
Γ((d+ 1)/2)

π(d+1)/2

∫

Rd

yf(t)

(|x− t|2 + y2)(d+1)/2
dt.

Как и в предыдущем примере, мы имеем семейство операторов T (y) : L2(R
d) →

L2(R
d), T (y)f(·) = u(·, y), которые в образах Фурье имеют вид

F
[
T (y)f

]
(ξ) = F

[
u(x, y; f)

]
(ξ) = e−y|ξ|F [f ](ξ).

Если поставить задачу об оптимальном восстановлении значений гармонической
функции на гиперплоскости y = Y по ее приближенным измерениям на гиперплоско-
стях y = yj, где yj пробегают некоторый компакт K ⊂ R+ и Y /∈ K, то ее решение дается
доказанной здесь теоремой, когда α(ξ) = |ξ|, ξ ∈ R

d.

4. Заключение

Рассмотренная в данной работе задача относится к тому разделу теории приближе-
ний, который занимается задачами оптимального восстановления значений линейных
функционалов и операторов на классах множеств, элементы которых известны прибли-
женно. Это направление возникло в шестидесятые годы прошлого века, начиная с работы
С. А. Смоляка [3], и с тех пор достаточно активно развивается в самых разных направле-
ниях. Отметим здесь обзоры [4–6], монографию [7] и статьи [8–10]. Что касается тематики
данной работы, то задача об оптимальном восстановлении решения уравнения теплопро-
водности в Rd, когда компакт K состоит из конечного числа точек, была решена в [9],
и там построен только один оптимальный метод. Для рассмотренного здесь семейства
операторов и когда K состоит из двух точек задача решена в работе [11]. Задача Дири-
хле для полупространства, приведенная здесь в качестве примера, решена в работе [12]
для случая, когда K состоит из конечного числа точек.
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Abstract. For a one-parameter family of linear continuous operators T (t) : L2(R
d) → L2(R

d), 0 6 t <
∞, we consider the problem of optimal recovery of the values of the operator T (τ ) on the whole space by
approximate information about the values of the operators T (t), where t runs through some compact set
K ⊂ R+ and τ /∈ K. A family of optimal methods for recovering the values of the operator T (τ ) is found. Each
of these methods uses approximate measurements at no more than two points from K and depends linearly
on these measurements. As a consequence, families of optimal methods are found for restoring the solution
of the heat equation at a given moment of time from its inaccurate measurements on other time intervals
and for solving the Dirichlet problem for a half-space on a hyperplane from its inaccurate measurements on



Оптимальное восстановление семейства операторов 135

other hyperplanes. The problem of optimal recovery of the values of the operator T (τ ) from the indicated
information is reduced to finding the value of some extremal problem for the maximum with a continuum of
inequality-type constraints, i. e., to finding the least upper bound of the a functional under these constraints.
This rather complicated task is reduced, in its turn, to the infinite-dimensional problem of linear programming
on the vector space of all finite real measures on the σ-algebra of Lebesgue measurable sets in R

d. This problem
can be solved using some generalization of the Karush–Kuhn–Tucker theorem, and its the value coincides with
the value of the original problem.

Keywords: optimal recovery, optimal method, extremal problem, Fourier transform, heat equation,
Dirichlet problem.
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