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Аннотация. Работа посвящена построению локально-одномерной разностной схемы для расчета
первой краевой задачи для параболического уравнения общего вида для функции распределения по
массам ледяных частиц. Введены функции u1(x, z,m, t), u2(x, z,m, t) такие, что u1(x, z,m, t) dm и
u2(x, z,m, t) dm дают в каждой точке (x, z) в момент времени t концентрацию соответственно облач-
ных капель и ледяных частиц, масса которых заключена в интервале от m до m + dm. Уравнение
записано относительно функции u2(x, z,m, t), функция u1(x, z,m, t) (функция распределения по мас-
сам капель) в уравнении задана. Уравнение является частью системы интегро-дифференциальных
уравнений для функций распределения по массам капель и ледяных частиц, описывающих мик-
рофизические процессы в конвективных облаках на фоне заданной термогидродинамики. Методом
суммарной аппроксимации построена локально-одномерная разностная схема для параболическо-
го уравнения общего вида в p-мерном параллелепипеде. Для описания взаимодействия капель и
кристаллов в уравнение включаются нелокальные (нелинейные) интегральные источники. Методом
энергетических неравенств получена априорная оценка, из которой следует устойчивость и сходи-
мость разностной схемы. Результаты работы будут использованы для построения модели микрофи-
зических процессов в смешанных конвективных облаках, которая будет использована для проведе-
ния исследований по таким актуальным направлениям, как исследование роли системных свойств
облаков в формировании их микроструктурных характеристик и разработка технологии управле-
ния процессами осадкообразования в конвективных облаках путем внесения частиц льдообразующих
реагентов.

Ключевые слова: краевая задача, разностная схема, устойчивость, сходимость схемы, погрешность
аппроксимации.
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1. Постановка задачи

Настоящий период времени является переходным для физики облаков: происходит
переход от этапа исследования «элементарных» процессов в облаках к этапу изучения
формирования их макро- и микроструктурных характеристик с учетом их системных
свойств [1]. К этому следует добавить, что сложным и неоднозначным является состоя-
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ние существующих технологий управления процессами осадкообразования в конвектив-
ных облаках. Они в основном опираются не на методы, полученные в результате строгих
исследований, а на концепции, предложенные во второй половине прошлого столетия [1].
Но с учетом недостаточной изученности облачных процессов [2] и связанной с ней огра-
ниченностью знаний о закономерностях формирования макро- и микроструктурных ха-
рактеристик облаков возможности предложения научно обоснованных концепций актив-
ного воздействия на такие сложные и нелинейные системы, как конвективные облака не
представляется возможными. В связи с этим, с учетом постоянного повышения потреб-
ности в эффективных методах управления процессами осадкообразования в облаках,
переход к научно обоснованным технологиям активного воздействия становится чрезвы-
чайно актуальной проблемой [3, 4]. Основным методом проведения исследований по этим
направлениям является математическое моделирование [1, 3], что повышает требования
к методам проведения расчетов.

В цилиндре QT = G × [0 < t 6 T ], основанием которого служит прямоугольный
параллелепипед G = {x = (x1, x2, . . . , xp) : 0 < xα < lα, α = 1, 2, . . . , p} с границей Γ
рассматривается для функции распределения по массам ледяных частиц задача

∂u2
∂t

= Lu2 + f(x,m, t), (x, t) ∈ QT , (1)

u2 |Γ= µ, u2(x,m, 0) = u0(x,m), (2)

где

Lu2 =

p
∑

α=1

Lαu2, Lαu2 =
∂

∂xα

(

kα(x, t)
∂u2
∂xα

)

+ rα
∂u2
∂xα

−
1

p
q(x,m, t)u1(x,m, t)

−
1

p
u2(x,m, t)

m1
∫

0

β2(m,m′)u1(x,m
′, t) dm′

+
1

p

m1
∫

0

β2(m,m−m′)u2(x,m−m′, t)u1(x,m
′, t) dm′, (3)

где u1(x,m, t) — функция распределения по массам капель, u2(x,m, t) — функция
распределения по массам ледяных частиц, β2(m,m′) = π(r(m) + r(m′))2 · |V1(m) −
V1(m

′)|E2(m,m′), E2(m,m′) — коэффициент захвата для капель и кристаллов, r(m),
r(m′) — радиусы сталкивающихся частиц, V1(m), V1(m

′) — их скорости падения.
В работе [4] приводятся выражения для этих функций.
Предположим, что задача (1)–(2) имеет единственное достаточно гладкое реше-

ние. При оценке порядка аппроксимации будем предполагать, что kα(x, t) ∈ C3,1(Q̄T ),
rα(x, t), q(x,m, t), f(x,m, t) ∈ C2,1(Q̄T ), где Cn1,n2(Q̄T ) — класс функций, непрерывных
вместе со своими частными производными порядка n1 по x и n2 по t в замкнутой обла-
сти Q̄T .

0 < c0 6 kα 6 c1, |rα|, |q| 6 c2, |u1|, |β2| 6 c3.

2. Локально-одномерная схема (ЛОС)

На отрезке [0, T ] введем равномерную сетку ω̄τ = {tj = jτ, j = 0, 1, . . . , j0} с шагом
τ = T

j0
. Каждый интервал (tj, tj+1) разобьем на p частей точками tj+α

p
= tj +

α
p
τ , α =
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1, 2, . . . , p, и обозначим через ∆α =
(

tj+α−1
p
, tj+α

p

]

. Пространственную сетку выберем

равномерной по каждому направлению Oxα с шагом hα = lα
Nα

, α = 1, 2, . . . , p :

ω̄h =

p
∏

α=1

ω̄hα
, ω̄hα

=
{

x(iα)α = iαhα : iα = 0, 1, . . . , Nα, α = 1, 2, . . . , p
}

.

Уравнение (1) перепишем в виде

Ru2 =
∂u2
∂t

− Lu2 − f = 0, (4)

или
p
∑

α=1

Rαu2 = 0, Rαu2 =
1

p

∂u2
∂t

− Lαu2 − fα,

p
∑

α=1

fα = f. (5)

где fα(x,m, t), α = 1, 2, . . . , p, — произвольные функции (обладающие той же гладкостью,
что и f(x,m, t)), удовлетворяющие условию нормировки

f1 + f2 + · · · + fp = f.

На каждом полуинтервале ∆α, α = 1, 2, . . . , p, будем последовательно решать задачи

Rαv(α) =
1

p

∂v(α)

∂t
− Lαv(α) − fα = 0, x ∈ G, t ∈ ∆α, (6)

v(α) = µ−α, xα = 0, v(α) = µ+α, xα = lα,

полагая при этом [5, с. 522], что

v(1)(x,m, 0) = u0(x,m), v(1)(x,m, tj) = v(p)(x,m, tj), j = 0, 1, . . . , j0,

v(α)

(

x,m, tj+α−1
p

)

= v(α−1)

(

x,m, tj+α−1
p

)

, α = 2, 3, . . . , p.

Аппроксимируем каждое уравнение (6) номера α двухслойной схемой на полуинтерва-
ле ∆α. Тогда получим цепочку p одномерных разностных схем:

y
j+α

p

2 − y
j+α−1

p

2

τ
= Λαy

j+α
p

2 + ϕ
j+α

p
α , α = 1, 2, . . . , p, (7)

Λαy
j+α

p

2 = κα

(

aαy
j+α

p

2 x̄α

)

xα

+ b+αa
(+1α)
α y

j+α
p

2 xα
+ b−αaαy

j+α
p

2 x̄α
−

1

p
dy

j+α
p

1

−
1

p
y
j+α

p

2

N(m1)
∑

im=0

β2(m,mim)y
j+α

p

1 (x,mim , t)~m

+
1

p

N(m1)
∑

im=0

β2(m,m−mim)y
j+α

p

2 (x,m−mim , t)y
j+α

p

1 (x,mim , t)~m,

y
j+α

p

1 |γh,α= να, y
j+α

p

2 |γh,α= µα,

y1(x,m, 0) = u
(1)
0 (x,m), y2(x,m, 0) = u

(2)
0 (x,m), α = 1, 2, . . . , p,

(8)
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где γh,α — множество граничных узлов по направлению xα,

aα = kα

(

x(−0.5hα), t̄
)

, x(−0.5hα) = (x1, x2, . . . , xα−1, xα − 0.5hα, xα+1, . . . , xp),

t̄ = tj+
1
2 , κ = 1

1+Rα
, Rα = 0.5hα|rα|

kα
— разностное число Рейнольдса,

r+α = 0.5(rα + |rα|) > 0, r−α = 0.5(rα − |rα|) 6 0, rα = r+α + r−α , b+α = r+α
kα

, b−α = r−α
kα

,

ai = ki− 1
2
(t̄), ϕ

j+α
p

α = fα(x,m, tj+0.5),

~m =

{

hm, im = 1, 2, . . . , Nm − 1,

hm/2, im = 0, Nm.

3. Погрешность аппроксимации ЛОС

Характеристикой точности решения локально-одномерной схемы является разность

z
i+α

p

2 = y
i+α

p

2 − u
i+α

p

2 , где u
i+α

p

2 — решение исходной задачи (1)–(2). Подставляя y
i+α

p

2 =

z
i+α

p

2 + u
i+α

p

2 в разностное уравнение (7), получим для погрешности задачу

z
j+α

p

2 − z
j+α−1

p

2

τ
= Λαz

j+α
p

2 +Ψ
j+α

p
α , (9)

z
j+α

p

2 = 0, x ∈ γh,α, z2(x,m, 0) = 0. (10)

Обозначив через
◦
Ψα =

(

Lαu2 + fα −
1

p

∂u2
∂t

)j+ 1
2

,

и замечая, что
∑p

α=1

◦
Ψα = 0, если

∑p
α=1 fα = f, представим погрешность в виде суммы

Ψ
j+α

p
α =

◦
Ψα +Ψ∗

α. Тогда

Ψ
j+α

p
α = Λαu

j+α
p

2 + ϕ
j+α

p
α −

u
j+α

p

2 − u
j+α−1

p

2

τ
+

◦
Ψα −

◦
Ψα =

(

Λαu
j+α

p

2 − Lαu
j+ 1

2

2

)

+

(

ϕ
j+α

p
α − f

j+ 1
2

α

)

−





u
j+α

p

2 − u
j+α−1

p

2

τ
−

1

p

(

(

∂u2
∂t

)j+ 1
2

)



+
◦
Ψα =

◦
Ψα +Ψ∗

α.

Очевидно, что Ψ∗
α = O(|h|2α + τ),

◦
Ψα = O(1),

p
∑

α=1

◦
Ψα = 0, т. е. ЛОС обладает суммарной

аппроксимацией O(|h|2 + τ), |h|2 = h21 + h22 + · · ·+ h2p.

4. Устойчивость ЛОС

Воспользуемся методикой предложенной в работе [6]. Умножим уравнение (7) ска-

лярно на ρ2y
(α)
2 = ρ2y

j+α
p

2 :
(

y
(α)
2 t̄

, ρ2y
(α)
2

)

α
=
(

Λαy
(α)
2 , ρ2y

(α)
2

)

α
+
(

ϕ(α), ρ2y
(α)
2

)

α
, (11)

где

ρα =
√

xα(lα − xα), ρ =

p
∏

α=1

ρα,
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(u, v)α =

Nα−1
∑

iα=1

uiαviαhα, (u, v]α =

Nα
∑

iα=1

uiαviαhα,

(u, v) =
∑

x∈ωh

uvH, H =

p
∏

α=1

hα.

В дальнейшем будем использовать обозначения Mi > 0, i = 1, 2, . . ., — известные посто-
янные, не зависящие от параметров сетки.

Преобразуем каждое слагаемое тождества (11):

(

y
(α)
2 t̄

, ρ2y
(α)
2

)

=
1

2

(

∥

∥ρy
(α)
2

∥

∥

2

L2(α)

)

t̄
+

τ

2

∥

∥ρy
(α)
2 t̄

∥

∥

2

L2(α)
,

(

Λαy
(α)
2 , ρ2y

(α)
2

)

α
=

(

κα

(

aαy
(α)
2 x̄α

)

xα

, ρ2y
(α)
2

)

α

+
(

b+αa
(+1α)
α y

(α)
2 xα

, ρ2y
(α)
2

)

α

+
(

b−αaαy
(α)
2 x̄α

, ρ2y
(α)
2

)

α
−

1

p

(

dy
(α)
2 , ρ2y

(α)
2

)

−
1

p



y
j+α

p

2

N(m1)
∑

im=0

β2(m,mim)y
j+α

p

1 (x,mim , t)~m, ρ2y
(α)
2





α

+
1

p





N(m1)
∑

im=0

β2(m,m−mim)y
j+α

p

2 (x,m−mim , t)y
j+α

p

1 (x,mim , t)~m, ρ2y
(α)
2





α

.

(12)

Первое слагаемое в правой части равенства (12) преобразуем следующим образом

(

κα

(

aαy
(α)
2 x̄α

)

xα

, ρ2y
(α)
2

)

α

= −

(

aαy
(α)
2 x̄α

,
(

καρ
2y

(α)
2

)

x̄α

]

α

= −

(

aαy
(α)
2 x̄α

, 0.5κ(−1α)
α

(

ρ2 +
(

ρ(−1α)
)2
)

y
(α)
2 x̄α

+ κx̄αρ
2y

(α)
2 + 0.5κ(−1α)

α (ρ2)x̄α

×
(

y
(α)
2 + y

(α)(−1α)
2

)

]

α

= −0.5

(

aακ
(−1α)
α

(

ρ2 +
(

ρ(−1α)
)2
)

,
(

y
(α)
2 x̄α

)2
]

α

−

(

aακx̄αρ
2, y

(α)
2 y

(α)
2 x̄α

]

α

− 0.5

(

aακ
(−1α)
α (ρ2)x̄α ,

(

(

y
(α)
2

)2
)

x̄α

]

α

= −0.5

(

aακ
(−1α)
α

(

ρ2 +
(

ρ(−1α)
)2
)

,
(

y
(α)
2 x̄α

)2
]

α

−

(

aακx̄αρ
2, y

(α)
2 y

(α)
2 x̄α

]

α

+0.5

(

(

aακ
(−1α)
α

)

xα

(

ρ2
)

xα
,
(

y
(α)
2

)2
)

α

−

(

a(+1α)
α κα

ρ

ρα
,
(

y
(α)
2

)2
)

α

+0.5 (lα − hα)

(

a(+1α)
α κα

(

y
(α)
2

)2 ∣
∣

∣

iα=0
+ aακ

(−1α)
α

(

y
(α)
2

)2 ∣
∣

∣

iα=Nα

)

ρ

ρα
.

Выражение (12) перепишем в виде

(

Λαy
(α)
2 , ρ2y

(α)
2

)

α

=−0.5

(

aακ
(−1α)
α

(

ρ2 +
(

ρ(−1α)
)2
)

,
(

y
(α)
2 x̄α

)2
]

α

−

(

aακx̄αρ
2, y

(α)
2 y

(α)
2 x̄α

]

α

+ 0.5

(

(

aακ
(−1α)
α

)

xα

(

ρ2
)

xα
,
(

y
(α)
2

)2
)

α
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−

(

a(+1α)
α κα

ρ

ρα
,
(

y
(α)
2

)2
)

α

+ 0.5(lα − hα)

(

a(+1α)
α κα

(

y
(α)
2

)2 ∣
∣

∣

iα=0

+ aακ
(−1α)
α

(

y
(α)
2

)2 ∣
∣

∣

iα=Nα

)

ρ

ρα

+

(

b+αa
(+1α)
α y

(α)
2 xα

, ρ2y
(α)
2

)

α

+

(

b−αaαy
(α)
2 x̄α

, ρ2y
(α)
2

)

α

−
1

p

(

dy
(α)
2 , ρ2y

(α)
2

)

−
1

p

(

y
j+α

p

2 (x,m, t)

N(m1)
∑

im=0

β2(m,mim)y
j+α

p

1 (x,mim , t)~m, ρ2y
(α)
2

)

α

+
1

p

(

N(m1)
∑

im=0

β2(m,m−mim)y
j+α

p

2 (x,m−mim , t)y
j+α

p

1 (x,mim , t)~m, ρ2y
(α)
2

)

α

.

(13)

Оценим следующие выражения

−
(

aακx̄αρ
2, y

(α)
2 y

(α)
2 x̄α

]

α
+
(

b+αa
(+1α)
α y

(α)
2 xα

, ρ2y
(α)
2

)

α
+
(

b−αaαy
(α)
2 x̄α

, ρ2y
(α)
2

)

α

6 ε
∥

∥ρy
(α)
2 x̄α

]∣

∣

2

L2(α)
+ c4(ε)

∥

∥ρy
(α)
2

∥

∥

2

L2(α)
,

1

p

(

dy
(α)
2 , ρ2y

(α)
2

)

α
6 c5

∥

∥ρy
(α)
2

∥

∥

2

L2(α)
,

0.5

(

(

aακ
(−1α)
α

)

xα

(

ρ2
)

xα
,
(

y
(α)
2

)2
)

α

6 c6

∥

∥

∥

∥

ρ

ρα
y2

∥

∥

∥

∥

2

,

1

p



ρy
(α)
2 (x,m, t)

N(m1)
∑

im=0

β2(m,mim)y
(α)
1 (x,mim , t)~m, ρy

(α)
2





α

6
1

p

∥

∥

∥

∥

∥

∥

ρy
(α)
2 (x,m, t)

N(m1)
∑

im=0

β2(m,mim)y
(α)
1 (x,mim , t)~m

∥

∥

∥

∥

∥

∥

L2(α)

∥

∥

∥
ρy

(α)
2

∥

∥

∥

L2(α)

6
1

p

∥

∥

∥

∥

∥

∥

ρy
(α)
2 (x,mim , t)

N(m1)
∑

im=0

β2(m,mim)y
(α)
1 (x,mim , t)~m

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

L2(α)

+
1

4p

∥

∥

∥
ρy

(α)
2

∥

∥

∥

2

L2(α)
,

(

ϕ(α), ρ2y
(α)
2

)

6
1

2

∥

∥

∥
ρϕ(α)

∥

∥

∥

2

L2(α)
+

1

2

∥

∥

∥
ρy

(α)
2

∥

∥

∥

2

L2(α)
.

Подставляя полученные оценки в тождество (11) с учетом ограниченности функции
распределения по массам капель (см. [7, с. 53]), находим

1

2

(

∥

∥

∥ρy
(α)
2

∥

∥

∥

2

α

)

t̄

+
τ

2

∥

∥

∥

∥

ρy
j+α

p

2 t̄

∥

∥

∥

∥

2

L2(α)

+ θ1

∥

∥

∥ρy2x̄α

]∣

∣

∣

2

α
+ 2θ1

∥

∥

∥

∥

ρ

ρα
y
(α)
2

∥

∥

∥

∥

2

α

6 M1

(

ε
∥

∥

∥
ρy

(α)
2 xα

]∣

∣

∣

2

α
+

∥

∥

∥

∥

ρ

ρα
y
(α)
2

∥

∥

∥

∥

2

α

)

+M2(ε)

(

∥

∥

∥
ρy

(α)
2

∥

∥

∥

2

α
+
∥

∥

∥
ρy

(α)
2

∥

∥

∥

2

L2(α,m)
+
∥

∥

∥
ρϕ(α)

∥

∥

∥

2

α
+

ρ

ρα

(

µ2
−α + µ2

+α

)

)

, (14)
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где
∥

∥y
(α)
2

∥

∥

2

L2(α,m)
=
∑Nα−1

iα=1
hα
∑N(m1)

im=0

(

y
j+α

p

2 (x,mim , t)
)2

~m,

m1 = N(m1)~m, θ1 =
c20

2(c0 + 0.5 lc2)
.

Пользуясь леммой 2 из [6], при ε = θ1
4M1

, из (14) получим неравенство

1

2

∥

∥

∥

∥

ρy
j+α

p

2

∥

∥

∥

∥

2

L2(α)

−
1

2

∥

∥

∥

∥

ρy
j+α−1

p

2

∥

∥

∥

∥

2

L2(α)

+
θ1
2
τ
∥

∥

∥ρy
(α)
2 x̄α

]∣

∣

∣

2

L2(α)
+ 2θ1τ

∥

∥

∥

∥

ρ

ρα
y
(α)
2

∥

∥

∥

∥

2

L2(α)

6 τM3

(

∥

∥

∥
ρy

(α)
2

∥

∥

∥

2

L2(α)
+
∥

∥

∥
ρy

(α)
2

∥

∥

∥

2

L2(α,m)
+
∥

∥

∥
ρϕ(α)

∥

∥

∥

2

L2(α)
+

ρ

ρα

(

µ2
−α + µ2

+α

)

)

.

(15)

Просуммируем (15) по iβ 6= iα, β = 1, 2, . . . , p. Тогда получим

1

2

∥

∥

∥

∥

ρy
j+α

p

2

∥

∥

∥

∥

2

L2(ωh)

−
1

2

∥

∥

∥

∥

ρy
j+α−1

p

2

∥

∥

∥

∥

2

L2(ωh)

+
θ1
2
τ
∥

∥

∥ρy
(α)
2 x̄α

]∣

∣

∣

2

L2(ωh)

+2θ1τ

∥

∥

∥

∥

ρ

ρα
y
(α)
2

∥

∥

∥

∥

2

L2(ωh)

6 τM3

(

∥

∥

∥
ρy

(α)
2

∥

∥

∥

2

L2(ωh)
+
∥

∥

∥
ρy

(α)
2

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)

+
∥

∥

∥
ρϕ(α)

∥

∥

∥

2

L2(ωh)
+
∑

iβ 6=iα

ρ

ρα

(

µ2
−α + µ2

+α

)

H/hα

)

,

(16)

где
∥

∥y
(α)
2

∥

∥

2

L2(ωh,m)
=
∑N(m1)

im=0

∥

∥y
(α)
2

∥

∥

2

L2(ωh)
~m, m1 = N(m1)~m.

Из неравенства (16) после суммирования по im от 0 до N(m1) получим
∥

∥

∥

∥

ρy
j+α

p

2

∥

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)

−

∥

∥

∥

∥

ρy
j+α−1

p

2

∥

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)

+ θ1τ
∣

∣

∣

∣

∣

∣ρy
(α)
2 x̄α

]∣

∣

∣

2

L2(ωh,m)

+2θ1τ

∥

∥

∥

∥

ρ

ρα
y
j+α

p

2

∥

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)

6 τM4

(

∥

∥

∥

∥

ρy
j+α

p

2

∥

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)

+
∥

∥

∥
ρϕj+α

p

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)

+
∑

iβ 6=iα

ρ

ρα

(

∥

∥

∥

∥

µ
j+α

p

−α

∥

∥

∥

∥

2

L2(m)

+

∥

∥

∥

∥

µ
j+α

p

+α

∥

∥

∥

∥

2

L2(m)

)

H/hα

)

.

(17)

Просуммируем (17) сначала по α = 1, 2, . . . , p, затем по j′ от 0 до j :

∥

∥

∥ρy
j+1
2

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)
+ θ1

j
∑

j′=0

τ

p
∑

α=1

∥

∥

∥ρy
j′+α

p

2 x̄α

]∣

∣

∣

2

L2(ωh,m)
+ 2 θ1

j
∑

j′=0

τ

p
∑

α=1

∥

∥

∥

∥

ρ

ρα
y
j′+α

p

2

∥

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)

6 M4

(

j
∑

j′=0

τ

p
∑

α=1

∥

∥

∥

∥

ρy
j′+α

p

2

∥

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)

+

j
∑

j′=0

τ

p
∑

α=1

∥

∥

∥
ρϕj′+α

p

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)

+

j
∑

j′=0

τ

p
∑

α=1

∑

iβ 6=iα

ρ

ρα

(

∥

∥

∥

∥

µ
j′+α

p

−α

∥

∥

∥

∥

2

L2(m)

+

∥

∥

∥

∥

µ
j′+α

p

+α

∥

∥

∥

∥

2

L2(m)

)

H/hα

)

+
∥

∥ρy02
∥

∥

2

L2(ωh,m)
.

(18)

Из (18) имеем

∥

∥

∥ρy
j+1
2

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)
6 M4

(

j
∑

j′=0

τ

p
∑

α=1

∥

∥

∥

∥

ρy
j′+α

p

2

∥

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)

)

+ F j , (19)
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где

F j = M4

(

j
∑

j′=0

τ

p
∑

α=1

∥

∥

∥ρϕ
j′+α

p

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)

+

j
∑

j′=0

τ

p
∑

α=1

∑

iβ 6=iα

ρ

ρα

(

∥

∥

∥

∥

µ
j′+α

p

−α

∥

∥

∥

∥

2

L2(m)

+

∥

∥

∥

∥

µ
j′+α

p

+α

∥

∥

∥

∥

2

L2(m)

)

H/hα

)

+
∥

∥ρy02
∥

∥

2

L2(ωh,m)
.

С помощью неравенства (19), при τ 6 τ0 = 1/(2M4), на основании леммы 4 из [8,
с. 171] из неравенства (18) получим априорную оценку

∥

∥

∥ρy
j+1
2

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)
+

j
∑

j′=0

τ

p
∑

α=1

∥

∥

∥ρy
j′+α

p

2 x̄α

]∣

∣

∣

2

L2(ωh,m)
+

j
∑

j′=0

τ

p
∑

α=1

∥

∥

∥

∥

ρ

ρα
y
j′+α

p

2

∥

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)

6 M5(T )

(

j
∑

j′=0

τ

p
∑

α=1

∥

∥

∥
ρϕj′+α

p

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)
+

j
∑

j′=0

τ

p
∑

α=1

∑

iβ 6=iα

ρ

ρα

(

∥

∥

∥

∥

µ
j′+α

p

−α

∥

∥

∥

∥

2

L2(m)

+

∥

∥

∥

∥

µ
j′+α

p

+α

∥

∥

∥

∥

2

L2(m)

)

H/hα +
∥

∥ρy02
∥

∥

2

L2(ωh,m)

)

. (20)

Из оценки (20) следует

Теорема 1. Локально-одномерная схема (7)–(8) устойчива по начальным данным и

правой части, так что для решения задачи (7)–(8) при любых hα, α = 1, 2, . . . , p, и τ 6 τ0
справедлива оценка (20).

5. Сходимость локально-одномерной схемы

По аналогии с [5, с. 528] представим решение задачи (9)–(10) в виде суммы z(α) =

v(α) + η(α), z(α) = z
j+α

p , где η(α) определяется условиями

η(α) − η(α−1)

τ
=

◦
Ψα, x ∈ ωhα

+ γh,α, α = 1, 2, . . . , p, η(x, 0) = 0. (21)

Из (21) следует ηj+1 = η(p) = ηj + τ(
◦
Ψ1 +

◦
Ψ2 + . . . +

◦
Ψp) = ηj = . . . = η0 = 0. Для

η(α) = τ(
◦
Ψ1 +

◦
Ψ2 + . . . +

◦
Ψα) = −τ(

◦
Ψα+1 + . . . +

◦
Ψp) = O(τ). Функция v(α) определяется

условиями
v(α) − v(α−1)

τ
= Λαv(α) + Ψ̃α, x ∈ ωh, α = 1, 2, . . . , p, (22)

v(α) = −η(α), xα ∈ γh,α, v(α)(x, 0) = 0, Ψ̃α = Ψ∗
α + Λαη(α). (23)

Решение задачи (22)–(23) оценим с помощью теоремы 1. Так как ηj = 0, η(α) =
O(τ), ‖zj‖ 6 ‖vj‖, то из оценки (20) следует

Теорема 2. Пусть задача (1)–(2) имеет единственное непрерывное в Q̄T решение

u2(x,m, t) и существуют непрерывные в Q̄T производные

∂2u2
∂t2

,
∂4u2

∂x2α∂x
2
β

,
∂3u2
∂x2α∂t

,
∂2f

∂x2α
, α = 1, 2, . . . , p, α 6= β.
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Тогда локально-одномерная схема (7)–(8) сходится со скоростью O(|h|2 + τ), так что

∥

∥yj+1
2 − uj+1

2

∥

∥

1
6 M(|h|2 + τ), |h|2 = h21 + h22 + . . .+ h2p,

∥

∥yj+1
2

∥

∥

2

1
=
∥

∥ρyj+1
2

∥

∥

2

L2(ωh,m)
+

j
∑

j′=0

τ

p
∑

α=1

∥

∥

∥ρy
j′+α

p

2 x̄α

]∣

∣

∣

2

L2(ωh,m)
+

j
∑

j′=0

τ

p
∑

α=1

∥

∥

∥

ρ

ρα
y
j′+α

p

2

∥

∥

∥

2

L2(ωh,m)
.
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A LOCALLY ONE-DIMENSIONAL SCHEME FOR THE DISTRIBUTION FUNCTIONS
EQUATION BY ICE PARTICLES MASSES, CONSIDERING THE INTERACTION

OF DROPLETS AND CRYSTALS
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Abstract. The work is devoted to the construction of a locally one-dimensional difference scheme for
calculating the first boundary value problem for a general parabolic equation for the mass distribution
function of ice particles. The functions u1(x, z,m, t), u2(x, z,m, t) are introduced such that u1(x, z,m, t) dm
and u2(x, z,m, t) dm give at each point (x, z) at time t, the concentration of cloud droplets and ice particles,
respectively, whose mass is in the range from m to m+dm. The equation is written with respect to the function
u2(x, z,m, t), the function u1(x, z,m, t) (the droplet mass distribution function) is given in the equation. The
equation is part of a system of integro-differential equations for the mass distribution functions of droplets
and ice particles describing microphysical processes in convective clouds against the background of a given
thermohydrodynamics. A locally one-dimensional difference scheme for a general parabolic equation in a p-
dimensional parallelepiped is constructed by the method of total approximation. To describe the interaction
of droplets and crystals, nonlocal (nonlinear) integral sources are included in the equation. By the method of
energy inequalities, an a priori estimate is obtained, from which the stability and convergence of the difference
scheme follow. The results of the work will be used to build a model of microphysical processes in mixed
convective clouds, which will be used to conduct research in such topical areas as the study of the role of the
system properties of clouds in the formation of their microstructural characteristics and the development of
technology for managing precipitation processes in convective clouds by introducing particles of ice-forming
reagents.

Keywords: boundary value problem, difference scheme, stability, convergence of the scheme, approxima-
tion error.
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