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Rn ã n

]_³,°�²	©2­�°U°�±�Ð'¶2´'Â8­�±�­\º	²2­�«�¬�²8ª�©']
«�¬�±�­	ä

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn
ä |x| = √

x21 + . . .+ x2n
ä
x′ = x/|x| ä x · y = x1y1 + . . . + xnyn

ä
Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1} ä Z+

ã ³4©2­�ß!°�«�¬�±�­ÙÎ2°�¶2»6¼Ú©2°�­�¬�²	´	Î8ª�¬�°�¶2À�©	»6¼µÏ	´2«�°�¶mä
R1+m
+ =

{x ∈ R1+m : x1 > 0} ä Yνµ(σ) ã «�áW°�²	´	Ï2°�«�Ð	´2°!¾�ª�²2³,­�©	´	Ð	´Áº2­�²#®�Â2Ð'ª
ν
ä
dn(ν)

ã ²8ª�Ô�³,°�²	©2­�«�¬�À
º	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±#ª=«�áW°�²	´	Ï2°�«�Ð	´'¼�¾�ª�²2³,­�©	´	Ð�º2­�²#®�Â2Ð'ª

ν
â

dn(ν) = (n+ 2ν − 2)
(n+ ν − 3)!

ν!(n− 2)!
;

I ã ¬�­�ß�Â8°�«�¬�±�°�©	©	»1Þi­�º2°�²8ª�¬�­�²åÅæ©	´	ß!°6´	Ô6Ð�­�©	¬�°�Ð�«�¬�ªH±�«�°�¾�Â�ªa¸�Õ�Â8°�¬a®	«�©2­J±JÐ'ª�Ð�­�³�º	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°
²8ª�«�«�³Lª�¬�²	´	±#ª�°�¬�«�®åÜ�¬�­�¬i­�º2°�²8ª�¬�­�²�Ñ�Ç

ç
© è�é�ê�ë^ì y�s_{�}���x�}aí���î��



Ì � 
'���'$	�	�	$�� 5��A5
�	�8j�
��	l
�8h8n������#§����op p��8j�l
�8h8l
�����o¦���������
���
�C1FaÕ�«�¬�À

1 6 p 6 ∞ Ç4¨?º	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°
Lp(R

n+m)
²8ª�«�«�³,­�¬�²	´2³Q­�º2°�²8ª�¬�­�²

(Kϕ)(x, t) =

∫

Rn

∫

Rm

k(x, y, t − s)ϕ(y, s) dyds,
Å Ê Ñ

¾�Â8°
x ∈ Rn

¹
t ∈ Rm

¹4º	²2°�Â2º2­�¶�ª�¾�ª�®£¹LÏ	¬�­ÁáHÕ�©	Ð	Î	´	®
k(x, y, t)

¹,Ô�ª�Â�ª�©	©8ª�®Ú©8ª
Rn × Rn × Rm

¹
Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®	°�¬Û«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³ÙÕ�«�¶8­�±�´	®	³1â

É
1◦
Í ­�Â2©2­�²2­�Â2©2­�«�¬�ÀÛ«�¬�°�º2°�©	´

(−n) º2­�º2°�²2°�³,°�©	©	»^³ x
´
y
¹'¬�Ç2°�Ç

k(αx, αy, t) = α−nk(x, y, t) (∀α > 0);

É
2◦
Í ´	©	±#ª�²	´8ª�©	¬�©2­�«�¬�À�­�¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©2­W¾�²	Õ�º	º	»Q±�²8ª�¯�°�©	´	Þ

SO(n)
º2­Hº2°�²2°�³,°�©	©	»^³

x
´
y
¹�¬�Ç�°�Ç

k(ω(x), ω(y), t) = k(x, y, t) (∀ω ∈ SO(n));

É
3◦
Í «�Õ'³,³4´	²	Õ�°�³,­�«�¬�À2¹2¬�Ç2°�Ç

κ :=

∫

Rn

∫

Rm

|k(e1, y, t)||y|−n/p dydt <∞, e1 = (1, 0, . . . , 0).

PaÔ�±�°�«�¬�©2­ É Ò�Í ¹	Ï	¬�­i­�º2°�²8ª�¬�­�²
K
­�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©å±=º	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

Lp(R
n+m)

¹2º	²	´	Ï2°�³ ‖K‖ 6 κ
Ç

[�ª�¶8°�°�¹8­�º	²2°�Â8°�¶2´2³Ú±
Lp(R

n+m)
º	²2­�°�Ð	¬�­�²

P
áW­�²2³4Õ�¶8­�Þ

(Pϕ)(x, t) =

{
ϕ(x, t), |x| < 1, t ∈ Rm,

0, |x| > 1, t ∈ Rm,

´å­�¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³ÚÏ2°�²2°�Ô
Q
Â8­�º2­�¶2©	´	¬�°�¶2À�©	»1Þ�º	²2­�°�Ð	¬�­�²�Ç

XJ«�©2­�±�©	»^³Q­�¸ ��°�Ð	¬�­�³Ú´2«�«�¶8°�Â8­�±#ª�©	´	®Ã±ÄÂ�ª�©	©2­�ÞÃ²8ª�¸�­�¬�°H®'±�¶2®	°�¬�«�®Ãº8ª�²	©	»1Þå­�º2°�²8ª�¬�­�²

A = λI +K1P +K2Q,
Å"!�Ñ

¾�Â8°
Kj

ã ­�º2°�²8ª�¬�­�²Ù±�´'Â�ªOÅ Ê Ñ�¹
j = 1, 2

Ç4KWª$#Äª�Î2°�¶2À ã Õ�«�¬�ª�©2­�±�´	¬�À�Ð	²	´	¬�°�²	´	ÞÙ­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�´
­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª

A
Ç

%a¬�­�¸�» º2­�¶2Õ�Ï	´	¬�À Õ�«�¶8­�±�´	® ­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�´d­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª
A
¹!²8ª�«�«�³,­�¬�²	´2³ ± º	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

Lp(R
n+m)

Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°�¹	º2­�²2­�ß�Â8°�©	©2­�°\Ü�¬�´2³Ú­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�³1â

λϕ(x, t) +

∫

|y|<1

∫

Rm

k1(x, y, t− s)ϕ(y, s) dyds

+

∫

|y|>1

∫

Rm

k2(x, y, t− s)ϕ(y, s) dyds = f(x, t).
Å"&�Ñ

Roª�ÐµÐ'ª�Ð½áHÕ�©	Ð	Î	´	®
kj(x, y, t)

¹�¾�Â8°
j = 1, 2

¹�Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®	°�¬ÚÕ�«�¶8­�±�´	Ø
2◦
¹�¬�­Oº2­Á¶8°�³,³,° Ì Ç Ý

Ð	©	´	¾�´ É '�Í ©8ª�Þ'Â8°�¬�«�®Ã¬�ª�Ð'ª�®åáHÕ�©	Ð	Î	´	®
k0j(r, ρ, τ, t)

¹2Ï	¬�­

kj(x, y, t) = k0j(|x|, |y|, x′ · y′, t).
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� ¬�­Äº2­�Ô�±�­�¶2®	°�¬=º2°�²2°�º	´2«�ª�¬�ÀiÕ�²8ª�±�©2°�©	´2°ÓÅ"&�Ñ�±Ä±�´'Â8°

λϕ(x, t) +

∫

|y|<1

∫

Rm

1

|x|n k01
(
1,

|y|
|x| , x

′ · y′, t− s

)
ϕ(y, s) dyds

+

∫

|y|>1

∫

Rm

1

|x|n k02
(
1,

|y|
|x| , x

′ · y′, t− s

)
ϕ(y, s) dyds = f(x, t).

FH°�²2°�¼#­�Â2®½±·Ü�¬�­�³¿Õ�²8ª�±�©2°�©	´	´YÐ½«�áW°�²	´	Ï2°�«�Ð	´2³¿Ð�­�­�²�Â2´	©8ª�¬�ª�³ º2­Ùº2°�²2°�³,°�©	©	»^³
x
´
y
¹6¬�Ç1°�Ç

º2­�¶�ª�¾�ª�®
x = rσ

¹
y = ρθ

¹�º	²	´'¼#­�Â2´2³QÐ�Õ�²8ª�±�©2°�©	´	Ø

λΦ(rσ, t) +

1∫

0

∫

Sn−1

∫

Rm

1

r
D1

(ρ
r
, σ · θ, t− s

)
Φ(ρθ, s) dρ dθ ds

+

∞∫

1

∫

Sn−1

∫

Rm

1

r
D2

(ρ
r
, σ · θ, t− s

)
Φ(ρθ, s) dρ dθ ds = F (rσ, t),

Å Ì Ñ

¾�Â8°

Φ(rσ, t) = ϕ(rσ, t)r(n−1)/p, F (rσ, t) = f(rσ, t)r(n−1)/p,

Dj(ρ, τ, t) = k0j(1, ρ, τ, t)ρ
(n−1)/p′ , j = 1, 2.

Å Ò Ñ

PaÔHÕ�«�¶8­�±�´	®
3◦
«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹2Ï	¬�­

∞∫

0

1∫

−1

∫

Rm

|Dj(ρ, τ, t)|ρ−1/p(1− τ2)(n−3)/2 dρ dτ dt <∞.
Å Ý Ñ

�a³4©2­�ßÄ´	±Ù­�¸�°�Ï8ª�«�¬�´ÖÕ�²8ª�±�©2°�©	´	® Å Ì Ñ�©8ª
Yνµ(σ)

´Úº	²2­�´	©	¬�°�¾�²	´	²2­�±#ª�±Ùº2­ °�Â2´	©	´	Ï	©2­�Þµ«�áW°�²2°�¹
º2­�¶2Õ�Ï	´2³Ú«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!Õ�Ø «�´2«�¬�°�³4ÕÛ´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©	»6¼ÃÕ�²8ª�±�©2°�©	´	Þ�â

λΦνµ(r, t) +

∫

Sn−1

Yνµ(σ) dσ

1∫

0

∫

Sn−1

∫

Rm

1

r
D1

(ρ
r
, σ · θ, t− s

)
Φ(ρθ, s) dρ dθ ds

+

∫

Sn−1

Yνµ(σ) dσ

∞∫

1

∫

Sn−1

∫

Rm

1

r
D2

(ρ
r
, σ · θ, t− s

)
Φ(ρθ, s) dρ dθ ds = Fνµ(r, t),

Å ' Ñ

¾�Â8°
r ∈ R+

¹
ν ∈ Z+

¹
µ = 1, 2, . . . , dn(ν)

¹

Φνµ(r, t) =

∫

Sn−1

Φ(rσ, t)Yνµ(σ) dσ, Fνµ(r, t) =

∫

Sn−1

F (rσ, t)Yνµ(σ) dσ.

Fa²2°�­�¸�²8ª�Ô�Õ�°�³Ú´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2»Y´	Ôa¶8°�±�­�Þ�Ï8ª�«�¬�´åáW­�²2³4Õ�¶2» Å ' Ñ�Ç	b�°�©	®'®Ûº2­�²#®�Â8­�ÐÃ´	©	¬�°�¾�²	´	²2­�±#ª�©	´	®Ã´
´2«�º2­�¶2À�Ô�Õ�® áW­�²2³4Õ�¶2Õ
	\Õ�©	Ð'ª ã S�°�Ð	Ð�° É ' ¹£«�Ç Ì & Í ¹£º2­�¶2Õ�Ï	´2³Y«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!Õ�Ø ¸�°�«�Ð�­�©2°�Ï	©	Õ�Ø Â2´8ª�¾�­�]



Ý � 
'���'$	�	�	$�� 5��A5
©8ª�¶2À�©	Õ�Ø «�´2«�¬�°�³4ÕÛ´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©	»6¼ÃÕ�²8ª�±�©2°�©	´	Þ�â

λΦνµ(r, t) +

1∫

0

∫

Rm

1

r
D1ν

(ρ
r
, t− s

)
Φνµ(ρ, s) dρ ds

+

∞∫

1

∫

Rm

1

r
D2ν

(ρ
r
, t− s

)
Φνµ(ρ, s) dρ ds = Fνµ(r, t),

Å���Ñ

¾�Â8°

Djν(ρ, t) =
2π(n−1)/2

Γ((n− 1)/2)

1∫

−1

Dj(ρ, τ, t)Pν(τ) (1− τ 2)(n−3)/2 dτ, j = 1, 2.
Å���Ñ

`8Â8°�«�À
Pν(τ)

ã ³4©2­�¾�­�Ï'¶8°�©	» TW°�ß�ª�©'Â2²8ª'¹�­�º	²2°�Â8°�¶2®	°�³4»^°W²8ª�±�°�©2«�¬�±�­�³

Pν(τ) =




cos(ν arccos τ), n = 2;

ν!(n−3)!
(n+ν−3)! C

(n−2)/2
ν (τ), n > 3,

¾�Â8°
C

(n−2)/2
ν (τ) ã ³4©2­�¾�­�Ï'¶8°�©	» S�°�¾�°�©2¸�ª�Õ�Ü�²8ª�ÅÆ«�³1ÇÈ¹	©8ª�º	²	´2³,°�²�¹ É ' ¹���Ç Ì2Ê�Í Ñ�Ç

¨Qº	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°
Lp(R

1+m
+ )

²8ª�«�«�³,­�¬�²	´2³Ú­�º2°�²8ª�¬�­�²
Aν
¹�¾�Â8°

ν ∈ Z+
¹'­�º	²2°�Â8°�¶2®	°�³4»1ÞÃ¶8°�±�­�Þ

Ï8ª�«�¬�À�Ø Õ�²8ª�±�©2°�©	´	® Å���Ñ�â

(Aνg)(r, t) = λg(r, t) +

1∫

0

∫

Rm

1

r
D1ν

(ρ
r
, t− s

)
g(ρ, s) dρ ds

+

∞∫

1

∫

Rm

1

r
D2ν

(ρ
r
, t− s

)
g(ρ, s) dρ ds.

�å¦���� �Ö@8C �U 2��� �
λ 6= 0

54+�- �t�����t �	i������
� 2���Ó����� - �=���A��� -
ν0 ∈ Z+

* ��� - �����Ã
'����

ν > ν0- 0A��"���� - "�/

Aν
-
� "������2�4/ 5

C
`£ª�º	´�#�°�³Ú­�º2°�²8ª�¬�­�²

Aν
±Ä±�´'Â8°

Aν = λI +K1νP1 +K2νQ1,

¾�Â8°W­�º2°�²8ª�¬�­�²
Kjν

Ô�ª�Â�ª�°�¬�«�®åáW­�²2³4Õ�¶8­�Þ

(Kjνg)(r, t) =

∞∫

0

∫

Rm

1

r
Djν

(ρ
r
, t− s

)
g(ρ, s) dρ ds, j = 1, 2,

º	²2­�°�Ð	¬�­�²
P1

­�º	²2°�Â8°�¶2®	°�¬�«�®åáW­�²2³4Õ�¶8­�Þ

(P1g)(r, t) =

{
g(r, t), r ∈ (0, 1), t ∈ Rm;

0, r ∈ (1,∞), t ∈ Rm,

ª
Q1

ã Â8­�º2­�¶2©	´	¬�°�¶2À�©	»1Þ·Ð
P1

º	²2­�°�Ð	¬�­�²�Ç�[W¶2®O©2­�²2³4»¿­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª
Kjν

«�º	²8ª�±�°�Â	¶2´	±#ª�­�Î2°�©']
Ð'ªÄ«�³1Ç É Ò�Í â

‖Kjν‖ 6

∞∫

0

∫

Rm

|Djν(ρ, t)|ρ−1/p dρ dt.
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¨Ù«�´'¶2ÕÄáW­�²2³4Õ�¶2» Å���Ñ4áHÕ�©	Ð	Î	´	´
Djν(ρ, t)

¹
ν ∈ Z+

¹�®'±�¶2®'ØJ¬�«�®ÄÐ�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�ª�³4´ 	\Õ�²	À�°^áHÕ�©	Ð']
Î	´	´

Dj(ρ, τ, t)
º2­à«�´2«�¬�°�³,°�³4©2­�¾�­�Ï'¶8°�©2­�±�TW°�ß�ª�©'Â2²8ª'¹�ªÃº2­�¬�­�³4Õ

Djν(ρ, t) → 0
º	²	´

ν → ∞Â	¶2®àº2­�Ï	¬�´�±�«�°�¼
ρ ∈ R+

¹
t ∈ Rm

ÇARm­�¾�Â�ª'¹�º	²	´2³,°�©	®'®Á³Lª�ß!­�²8ª�©	¬�©	Õ�Ø ¬�°�­�²2°�³4Õ�TW°�¸�°�¾�ª'¹�«�Õ�Ï2°�]
¬�­�³ Å Ý Ñ�¹	Ô�ª�Ð'¶2ØJÏ8ª�°�³1¹2Ï	¬�­ ‖Kjν‖ → 0

º	²	´
ν → ∞ Ç Z ¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹�«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬=¬�ª�Ð�­�°WÏ	´2«�¶8­

ν0 ∈ Z+
¹'Ï	¬�­!Â	¶2®Û±�«�°�¼

ν > ν0
±�»1º2­�¶2©	®	°�¬�«�®Ã©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­ ‖K1νP1 +K2νQ1‖ 6 |λ| ¹2ª!Ô�©8ª�Ï	´	¬�¹­�º2°�²8ª�¬�­�²

Aν
­�¸�²8ª�¬�´2³1Ç

B
�å¦���� ���AC �U 2��� �

λ 6= 0
�
ν0 �

���A��� -�*H- 0#"m���m���A��$	$ - �å
Ù�A���,���
1
5 ;Ä��� � - � - ��� -
� /

- 0A��"���� - "
A

��#���

(2)
� /1� -
� "������2�½
�0#" - ����"���$A����
'�

Lp(R
n+m)

* $A� -
� 
 - ���2� - ��� - ������� - ��$ -�*
��� -
� /Y
'��� - 0A��"���� - "�/

Aν
* �t�m�

ν = 0, 1, . . . , ν0
* � /1�	� -
� "������2�4/Y
=0#" - ����"���$A����
'�

Lp(R
1+m
+ )

5

C
¨Öº	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

L̃p(R
n+m) =

{
Φ(rσ, t) : Φ(rσ, t)r−(n−1)/p ∈ Lp(R

n+m)
}

­�º	²2°�Â8°�¶2´2³Q­�º2°�²8ª�¬�­�²
Ã
«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³Ú­�¸�²8ª�Ô�­�³1â

Ã = λI + K̃1P̃ + K̃2Q̃,

¾�Â8°
P̃
´
Q̃ ã °�«�¬�°�«�¬�±�°�©	©	»^°!ª�©8ª�¶8­�¾�´åº	²2­�°�Ð	¬�­�²2­�±

P
´
Q
±=º	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

L̃p(R
n+m)

¹8ª

(K̃jΦ)(rσ, t) =

∞∫

0

∫

Sn−1

∫

Rm

1

r
Dj

(ρ
r
, σ · θ, t− s

)
Φ(ρθ, s) dρ dθ ds, j = 1, 2.

XUÏ2°�±�´'Â2©2­	¹�Ï	¬�­H­�º2°�²8ª�¬�­�²
A
­�¸�²8ª�¬�´2³�±aº	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

Lp(R
n+m)

¬�­�¾�Â�ªa´�¬�­�¶2À�Ð�­H¬�­�¾�Â�ª'¹�Ð�­�¾�Â�ª
­�º2°�²8ª�¬�­�²

Ã
­�¸�²8ª�¬�´2³Ú±Äº	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

L̃p(R
n+m)

Ç
XUº	²2°�Â8°�¶2´2³Ú±Äº	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

L̃p(R
n+m)

º	²2­�°�Ð	¬�­�²
PN

²8ª�±�°�©2«�¬�±�­�³

(PNΦ)(rσ, t) =

N∑

ν=0

dn(ν)∑

µ=1

Φνµ(r, t)Yνµ(σ)

´Ã­�¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³ÚÏ2°�²2°�Ô
QN

Â8­�º2­�¶2©	´	¬�°�¶2À�©	»1Þ�º	²2­�°�Ð	¬�­�²�Ç Z º2­�³,­�¯!À�Ø áW­�²2³4Õ�¶2» 	\Õ�©	Ð'ª ã S�°�Ð	Ð�°
©2°�º2­�«�²2°�Â8«�¬�±�°�©	©2­Jº	²2­�±�°�²#®	°�¬�«�®£¹�Ï	¬�­

PN ÃQN = 0
¹
QN ÃPN = 0

Ç �JÏ	´	¬�»1±#ª�®WÜ�¬�´�«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´	®£¹
Ô�ª�º	´�#�°�³Ú³Lª�¬�²	´	Ï	©2­�°W²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

(
PN QN
QN PN

)(
Ã 0
0 λI

)(
PN QN
QN PN

)

=

(
λI + PN (K̃1P̃ + K̃2Q̃)PN 0

0 λI +ON (K̃1P̃ + K̃2Q̃)QN

)
.

ca«�©2­	¹mÏ	¬�­å­�º2°�²8ª�¬�­�²
Ã
­�¸�²8ª�¬�´2³ ¬�­�¾�Â�ªÃ´ ¬�­�¶2À�Ð�­�¬�­�¾�Â�ª'¹oÐ�­�¾�Â�ªå­�¸�²8ª�¬�´2³4»¿­�º2°�²8ª�¬�­�²	»

λI +
PN (K̃1P̃+K̃2Q̃)PN

´
λI+ON (K̃1P̃+K̃2Q̃)QN

Ç�FH­�Ð'ª�ß!°�³1¹�Ï	¬�­Uº2­�«�¶8°�Â2©	´	Þ�­�º2°�²8ª�¬�­�²�­�¸�²8ª�¬�´2³
º	²	´�Â8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©2­i¸�­�¶2À #�­�³·Ô�©8ª�Ï2°�©	´	´

N
Ç

¨ ÉÈÊ ¹2«�Ç ��� Ë � Ê�Í º2­�Ð'ª�Ô�ª�©2­	¹8Ï	¬�­!Â	¶2®Û¶2Øa¸�­�¾�­
ε > 0

©8ª�Þ'Â8°�¬�«�®åáHÕ�©	Ð	Î	´	®
bjN(ρ, τ, t)

¹
j = 1, 2

¹
±�´'Â�ª

bjN(ρ, τ, t) =
Γ(n/2)

2πn/2

N∑

ν=0

dn(ν)bjν(ρ, t)Pν(τ),



� � 
'���'$	�	�	$�� 5��A5
¾�Â8°

Pν(τ)
ã ³4©2­�¾�­�Ï'¶8°�©	» TW°�ß�ª�©'Â2²8ª'¹2Â	¶2®ÛÐ�­�¬�­�²2­�Þ�­�º2°�²8ª�¬�­�²

(BjNΦ)(rσ, t) =

∞∫

0

∫

Sn−1

∫

Rm

1

r
bjN

(ρ
r
, σ · θ, t− s

)
Φ(ρθ, s) dρ dθ ds

Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®	°�¬Ó©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�Õ

‖K̃j −BjN‖L (L̃p(Rn+m))
< ε/2.

Å Ê ��Ñ

Fa²	´�Ü�¬�­�³Ö±�«�°�¾�Â�ªÓ³,­�ßÄ©2­Û«�Ï	´	¬�ª�¬�À2¹AÏ	¬�­
N > ν0

Ç Z º2­�³,­�¯!À�Ø?áW­�²2³4Õ�¶2» «�¶8­�ß!°�©	´	®�«�áW°�²	´	Ï2°�]
«�Ð	´'¼�¾�ª�²2³,­�©	´	Ð É ' ¹2«�Ç &
� Í ¶8°�¾�Ð�­Äº	²2­�±�°�²	´	¬�À2¹2Ï	¬�­

QNBjN = 0
Ç2Rm­�¾�Â�ª

λI +QN (K̃1P̃ + K̃2Q̃)QN = λI +QN (K̃1 −B1N )P̃QN +QN (K̃2 −B2N )Q̃QN .

�JÏ	´	¬�»1±#ª�® Å Ê ��Ñ�¹	´2³,°�°�³

‖QN (K̃1 −B1N )P̃QN +QN (K̃2 −B2N )Q̃QN‖L (L̃p(Rn+m))

6 ‖K̃1 −B1N‖L (L̃p(Rn+m))
+ ‖K̃2 −B2N‖L (L̃p(Rn+m))

< ε.

¨�»^¸�°�²2°�³ÚÏ	´2«�¶8­
N
«�¬�­�¶2Ài¸�­�¶2À #!´2³1¹	Ï	¬�­�¸�» ±�»1º2­�¶2©	®�¶8­�«�Ài©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

‖QN (K̃1 −B1N )P̃QN +QN (K̃2 −B2N )Q̃QN‖L (L̃p(Rn+m)) < |λ|,
´	ÔWÐ�­�¬�­�²2­�¾�­i«�¶8°�Â2Õ�°�¬i­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�ÀÛ­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª

λI +QN (K̃1P̃ + K̃2Q̃)QN
Ç

Roª�Ð	´2³Y­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹�­�º2°�²8ª�¬�­�²
Ã
­�¸�²8ª�¬�´2³½¬�­�¾�Â�ªÛ´�¬�­�¶2À�Ð�­�¬�­�¾�Â�ª'¹£Ð�­�¾�Â�ª�­�¸�²8ª�¬�´2³Y­�º2°�²8ª�¬�­�²

λI + PN (K̃1P̃ + K̃2Q̃)PN
Ç8XJ¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�Àiº2­�«�¶8°�Â2©2°�¾�­=²8ª�±�©2­�«�´'¶2À�©8ªi­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�´�­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª

ÃN := PN (λI + K̃1P̃ + K̃2Q̃)
∣∣∣
ImPN

ÅÆ«�³1ÇÈ¹	©8ª�º	²	´2³,°�²�¹ ÉÈÊ ¹	«�Ç Ý�Í Ñ�Ç2KH°�¬�²	Õ�Â2©2­Ä±�´'Â8°�¬�À2¹	Ï	¬�­ÄÕ�²8ª�±�©2°�©	´2°�¹	º2­�²2­�ß�Â8°�©	©2­�°!­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�³
ÃN«�±�­�Â2´	¬�«�®àÐ�Ð�­�©2°�Ï	©2­�ÞÁ«�´2«�¬�°�³,°!Õ�²8ª�±�©2°�©	´	ÞÚÅ���Ñ�¹8¾�Â8°

ν = 0, 1, . . . , N
Ç Z ¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹£©2°�­�¸�¼#­�]

Â2´2³4»^³ ´ Â8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©	»^³ Õ�«�¶8­�±�´2°�³ ­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�´Ú­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª
Ã
®'±�¶2®	°�¬�«�®·­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�À�±�«�°�¼

­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�±
Aν
¹
ν = 0, 1, . . . , N

Ç#Roª�ÐÓÐ'ª�Ð�¹�«�­�¾�¶�ª�«�©2­\¶8°�³,³,° Ê ¹�º	²	´
ν0 < ν 6 N

­�º2°�²8ª�¬�­�²	»
Aν­�¸�²8ª�¬�´2³4»W¹2¬�­�Â8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©2­i«�Ï	´	¬�ª�¬�À2¹8Ï	¬�­

ν = 0, 1, . . . , ν0
Ç
BRoª�Ð	´2³Ö­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹8Ô�ª�Â�ª�Ï8ªi«�±�°�¶�ª�«�ÀÓÐÃ´	Ô�Õ�Ï2°�©	´	Ø ­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�´à±

Lp(R
1+m
+ )

­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�±
Aν
¹

¾�Â8°
ν = 0, 1, . . . , ν0

Ç
XUº	²2°�Â8°�¶2´2³Ú´	Ô�­�³,­�²2áH´	Ô�³

Wp : Lp(R
1+m
+ ) → Lp(R

1+m)
áW­�²2³4Õ�¶8­�Þ

(Wpϕ)(u, t) = e−u/pϕ(e−u, t), u ∈ R1, t ∈ Rm.

KH°�º2­�«�²2°�Â8«�¬�±�°�©	©2­Oº	²2­�±�°�²#®	°�¬�«�®£¹�Ï	¬�­Á­�º2°�²8ª�¬�­�²
Cν = WpAνW

−1
p

Ô�ª�Â�ª�°�¬�«�®Ú±�º	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°
Lp(R

1+m)
²8ª�±�°�©2«�¬�±�­�³

(Cνψ)(u, t) = λψ(u, t) +

∞∫

0

∫

Rm

h1ν(u− v, t− s)ψ(v, s) dv ds

+

0∫

−∞

∫

Rm

h2ν(u− v, t− s)ψ(v, s) dv ds,
Å Ê�Ê Ñ
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¾�Â8°
hjν(u, t) = Djν(e

u, t)eu/p
′

, u ∈ R1, t ∈ Rm,
Å Ê !�Ñ

ª
Djν(ρ, t)

­�º	²2°�Â8°�¶2®	°�¬�«�®�áW­�²2³4Õ�¶8­�Þ Å���Ñ�Ç
XUº2°�²8ª�¬�­�²	»Ö±�´'Â�ªiÅ Ê�Ê Ñ,¸�»6¶2´i´	Ô�Õ�Ï2°�©	»Ö±W²8ª�¸�­�¬�° É � Í Ç Z ­�¾�¶�ª�«�©2­!¬�°�­�²2°�³,° Ê Ç Ì ´	Ô É � Í ­�º2°�²8ª�¬�­�²

Cν
­�¸�²8ª�¬�´2³Ú¬�­�¾�Â�ª�´Ã¬�­�¶2À�Ð�­=¬�­�¾�Â�ª'¹	Ð�­�¾�Â�ª=­�¸�²8ª�¬�´2³4» ­�º2°�²8ª�¬�­�²	»

λI +H1ν
´
λI +H2ν

¹	¾�Â8°

(Hjνψ)(u, t) =

∞∫

−∞

∫

Rm

hjν(u− v, t− s)ψ(v, s) dv ds.

�Wª�ÐÃ´	Ô�±�°�«�¬�©2­	¹8«�´2³4±�­�¶8­�³Ú­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª
λI +Hjν

¹
j = 1, 2

¹	®'±�¶2®	°�¬�«�®åáHÕ�©	Ð	Î	´	®

σjν(ξ) = λ+ ĥjν(ξ) = λ+

∞∫

−∞

∫

Rm

hjν(u, t)e
i(ξ1u+ξ̃·t) du dt,

¾�Â8°
ξ = (ξ1, ξ̃) = (ξ1, ξ2, . . . , ξm+1)

Ç�Fa²2°�­�¸�²8ª�Ô�Õ�°�³ áHÕ�©	Ð	Î	´	Ø
σjν(ξ)

Ç�Fa²	´2³,°�©	®'®ÄáW­�²2³4Õ�¶2» Å Ê !�Ñ
´ Å���Ñ�¹8ª!Ô�ª�¬�°�³ÚáW­�²2³4Õ�¶2Õ��Wª�¬�ª�¶�ª�©8ªåÅÆ«�³1ÇÈ¹	©8ª�º	²	´2³,°�²�¹ É ' ¹	«�Ç !�� Í Ñ�¹	º2­�¶2Õ�Ï	´2³

σjν(ξ) = λ+

∫ ∞

0

∫

Rm

Djν(ρ, t)ρ
−1/p+iξ1eiξ̃·t dρ dt

= λ+

∞∫

0

∫

Rm

ρ−1/p+iξ1eiξ̃·t dρ dt

∫

Sn−1

Dj(ρ, e1 · θ, t)Pν(e1 · θ) dθ.

KWª�Ð�­�©2°�Î�¹#´2«�º2­�¶2À�Ô�Õ�®=²8ª�±�°�©2«�¬�±�­ÓÅ Ò Ñ�¹�º2­�«�¶8°^©2°�«�¶8­�ßÄ©	»6¼=º	²2°�­�¸�²8ª�Ô�­�±#ª�©	´	ÞÛº	²	´'¼#­�Â2´2³ Ð=áW­�²2³4Õ#]
¶8°

σjν(ξ) = λ+

∫

Rn

∫

Rm

kj(e1, y, t)Pν(e1 · y′)|y|−n/p+iξ1eiξ̃·t dy dt.
Å Ê &�Ñ

Z ­�±�­�Ð	Õ�º	©2­�«�¬�À º8ª�²ÚáHÕ�©	Ð	Î	´	Þ
(σ1ν(ξ), σ2ν(ξ))

¹
ν ∈ Z+

¹4­�º	²2°�Â8°�¶2®	°�³4»6¼QáW­�²2³4Õ�¶8­�ÞYÅ Ê &�Ñ�¹
¸�Õ�Â8°�³Á©8ª�Ô�»1±#ª�¬�À��������
	��
	�� ­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª

A
Ç	XJ«�©2­�±�©	»^³ ²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�­�³OÂ�ª�©	©2­�ÞÓ²8ª�¸�­�¬�»Ö®'±�¶2®	°�¬�«�®

«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯Äª�®
��¦����o¦�� � @8C=;Ä��� � - � - ��� -
� / - 0A��"���� - "

A

��#���

(2)
� /1� -
� "������2� 
½0#" - ����"���$A����
'�

Lp(R
n+m)

* $A� -
� 
 - ���2� - �Ó� - ������� - ��$ -�* ��� -
� /Ö�����Û��� ��- � -
ν ∈ Z+


�/10 - �	$��'� - ���Ä 2��� - 
��A�

σjν(ξ) 6= 0 (∀ ξ ∈ Ṙ1+m, j = 1, 2),
Å Ê�Ì Ñ

�t�m�
Ṙ1+m

�
- ��$ - � - ������$�� �Ã� - �40����A�����U�	�	���	����0#" - ����"���$A����
��

R1+m 5

C
Fa²2­�ª�©8ª�¶2´	Ô�´	²	Õ�°�³ÚÂ2±#ªÄ«�¶2Õ�Ï8ª�®£Ç

Ê ÑHFaÕ�«�¬�À
λ 6= 0

Ç �L«�¶8­�±�´2°àÅ Ê�Ì Ña®'±�¶2®	°�¬�«�® ©2°�­�¸�¼#­�Â2´2³4»^³ ´ÁÂ8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©	»^³ Â	¶2®Á­�¸�²8ª�¬�´2³,­�]
«�¬�´Ö±�«�°�¼Ö­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�±

λI + Hjν
¹�¾�Â8°

ν ∈ Z+
¹
j = 1, 2

¹1ªÁÔ�©8ª�Ï	´	¬�¹6´Ö±�«�°�¼Q­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�±
Cν±�´'Â�ªÁÅ Ê�Ê Ñ�Ç�Roª�ÐÁÐ'ª�Ð

Aν = W−1
p CνWp

¹A¬�­�­�º2°�²8ª�¬�­�²
Aν

­�¸�²8ª�¬�´2³Y±�º	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°
Lp(R

1+m
+ )¬�­�¾�Â�ª�´·¬�­�¶2À�Ð�­à¬�­�¾�Â�ª'¹,Ð�­�¾�Â�ª�­�º2°�²8ª�¬�­�²

Cν
­�¸�²8ª�¬�´2³ ±àº	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

Lp(R
1+m)

Ç Z ¶8°�Â8­�±#ª�]
¬�°�¶2À�©2­	¹LÕ�«�¶8­�±�´2°OÅ Ê�Ì Ñ�¹L©2°�­�¸�¼#­�Â2´2³,­ ´·Â8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©2­	¹�Â	¶2®Ú­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�´Ö±�«�°�¼Ú­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�±

Aν
¹

ν ∈ Z+
¹	Ï	¬�­�±i«�´'¶2Õi¶8°�³,³4» !�²8ª�±�©2­�«�´'¶2À�©2­i­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�´à­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª

A
Ç

!�Ñ�FaÕ�«�¬�À
λ = 0

ÇWFa²2°�Â2º2­�¶8­�ßÄ´2³1¹\Ï	¬�­Y­�º2°�²8ª�¬�­�²
A
­�¸�²8ª�¬�´2³1ÇWRm­�¾�Â�ª½©8ª�Þ'Â8°�¬�«�® ¬�ª�Ð�­�°

δ > 0
¹�Ï	¬�­a±�«�°^­�º2°�²8ª�¬�­�²	»Q´	Ô

δ
]_­�Ð	²2°�«�¬�©2­�«�¬�´Û­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª

A
­�¸�²8ª�¬�´2³4»WÇ�FH­�Â8¸�°�²2°�³ ¬�ª�Ð	´2°1Ï	´2«�¶�ª
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ν1 ∈ Z+
´
ξ0 ∈ R1+m ¹'Ï	¬�­ |σ1ν1(ξ0)| < δ

Ç2Rm­�¾�Â�ª=­�º2°�²8ª�¬�­�²
A− σ1ν1(ξ0)I

­�¸�²8ª�¬�´2³1Ç Z Â2²	Õ�¾�­�Þ
«�¬�­�²2­�©	»W¹8«�´2³4±�­�¶8­�³Q­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª

A− σ1ν1(ξ0)I
®'±�¶2®	°�¬�«�®Ã«�­�±�­�Ð	Õ�º	©2­�«�¬�Àiº8ª�²åáHÕ�©	Ð	Î	´	Þ

(
σ1ν(ξ)− σ1ν1(ξ0), σ2ν(ξ)− σ1ν1(ξ0)

)
,

¾�Â8°
ν ∈ Z+

ÇLFH­�«�Ð�­�¶2À�Ð	ÕQáHÕ�©	Ð	Î	´	®
σ1ν1(ξ) − σ1ν1(ξ0)

º	²	´
ξ = ξ0

­�¸�²8ª�¯Äª�°�¬�«�®Q± ©	Õ�¶2À2¹,¬�­
­�º2°�²8ª�¬�­�²

A−σ1ν1(ξ0)I
©2°�­�¸�²8ª�¬�´2³1Ç�FH­�¶2Õ�Ï	´'¶2´\º	²2­�¬�´	±�­�²2°�Ï	´2°�Ç�Rm­^Ï	¬�­U­�º2°�²8ª�¬�­�²

A
©2°�­�¸�²8ª�¬�´2³1¹

«�­�¾�¶�ª�«�Õ�°�¬�«�®=«LÕ�«�¶8­�±�´2°�³ÚÅ Ê�Ì Ñ�¹�¬�ª�Ð�Ð'ª�Ð!±JÜ�¬�­�³à«�¶2Õ�Ï8ª�°
σjν(∞) = 0

Â	¶2®\±�«�°�¼
ν ∈ Z+

¹
j = 1, 2

Ç
B���������	��
����	
 XU¬�³,°�¬�´2³1¹�Ï	¬�­ á\ª�Ð	¬�´	Ï2°�«�Ð	´ Â8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©2­ ¬�²2°�¸�­�±#ª�¬�À ±�»1º2­�¶2©2°�©	´	® Õ�«�¶8­�]

±�´	®ÓÅ Ê�Ì Ñ�Â	¶2®
ν = 0, 1, . . . , ν0

Ç�X^Â2©8ª�Ð�­U´2«�º2­�¶2À�Ô�­�±#ª�©	´2°�±^Ô�ª�º	´2«�®�¼���©2°�­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	©2­�¾�­��aÏ	´2«�¶�ª
ν0©2°�Õ�Â8­�¸�©2­	Ç8FH­�Ü�¬�­�³4Õ�³4»½º2­�¶�ª�¾�ª�°�³1¹8Ï	¬�­ÄÕ�«�¶8­�±�´2°iÅ Ê�Ì Ñ�±�»1º2­�¶2©2°�©2­ÄÂ	¶2®Û±�«�°�¼

ν ∈ Z+
Ç

PaÔ=Ü�¬�­�Þ ¬�°�­�²2°�³4» ¶8°�¾�Ð�­�º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�¬�«�® Ð	²	´	¬�°�²	´	ÞO­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�´Ù­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª
λI +K

¹£²8ª�©2°�°
Õ�«�¬�ª�©2­�±�¶8°�©	©	»1Þ·± É Ò�Í ÇoRoª�ÐOÐ'ª�Ð

λI + K = λI + KP + KQ
¹£¬�­�«�´2³4±�­�¶8­�³ Ü�¬�­�¾�­�­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª

®'±�¶2®	°�¬�«�®å«�­�±�­�Ð	Õ�º	©2­�«�¬�ÀÓáHÕ�©	Ð	Î	´	Þ

σν(ξ) = λ+

∫

Rn

∫

Rm

k(e1, y, t)Pν(e1 · y′)|y|−n/p+iξ1eiξ̃·t dy dt.

� �,¦�§Lj�
'h8po¦ @8CÃ;Ä��� � - � - ��� -
� / - 0A��"���� - "
λI + K

� /1� -
� "������2� 
 0#" - ����"���$A����
'�
Lp(R

n+m)
* $A� -
� 
 - ���2� - �i� - ������� - ��$ -�* ��� -
� /Ö��������� ��- � -

ν ∈ Z+

�/10 - �	$��'� - ���Ä 2��� - 
��A�

σν(ξ) 6= 0 (∀ ξ ∈ Ṙ1+m).

�åp

'¦��
��
�� �
�

ê ���������������! ��"#�!$&%(' )+*,��-/.102*3'545687:9�;=< >@?,ACB	< ;=DFEG?1HI>@J 7K;=< HILNM�O#LQP�9�;=>RP=At� S�TU>@AV;=>@?1W1T+9RAXL�J W1TULQP=J < ?ZY�TU< P=[1D]\9R7,AXLQP��
è�é�é�ê � SC^ è@_ O#�

è ��`�a8bXc1d:eKf,dhg�'#i3'�í C∗
�ær������t��w�����|���w���jL����}�}����Wu	}�������u2�tw�}�~�u	x\x�}�v�����w�r�����}�~�u	xW��|��tw�r�v���w�r�u	xWs��t��}����

w��t��}�~�u	xa{���w�r�u	x^xa��|��tw�r�v���w�r�u	xJu	������v�x�|���x���r�v�x�y�}������,s ��y�x��tr�klk4����������q ì�m � S è�é�é@n � S�o��K^ ê�p �,q ë � Sr � _�è@_ W _�èRn �s ��`�a8bXc1d:eKf,dtg�':i3' )3u(vVw]v�x�c#x�y@eKf,d{zC',i3'�ío�1����w�r�}�x�����}�}���stv�xJxH����u	|�r���v�}���stv�xau	}�������u2�tw�}�~£�Jx�}�v�����w�r������
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­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	» ­�º2°�²8ª�Î	´	´ · ¹ −1 ¹ e ¹ {fα(g) : α ∈ � } ´�±�»1º2­�¶2©2°�©	» ª�Ð�«�´2­�³4»Wâ
Ê Ñ1ª�Ð�«�´2­�³4» ¾�²	Õ�º	º	»Wä
!�Ñ�Â	¶2®Û±�«�°�¼

g, h ∈ G
´�±�«�°�¼�Ü�¶8°�³,°�©	¬�­�±

α, β ∈ �½±�»1º2­�¶2©	®'ØJ¬�«�®å²8ª�±�°�©2«�¬�±#ª

g1 = g, g0 = 1, eα = e;
Å Ê Ñ

gα+β = gα · gβ , gαβ = (gα)β;
Å"!�Ñ

(h−1gh)α = h−1gαh.
Å"&�Ñ

Fa²	´�Ô�ª�º	´2«�´=ª�Ð�«�´2­�³à³4»O´2«�º2­�¶2À�Ô�Õ�°�³�«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�°�«�­�¾�¶�ª$#�°�©	´2°�â�Â	¶2®\Ð	²8ª�¬�Ð�­�«�¬�´
fα(g)
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gα
¹
g ∈ G

¹
α ∈ �\Ç
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ϕ : G → H
©8ª�Ô�»1±#ª�°�¬�«�®

�6]BA 	�� 	�� 	 ��� �	��� 	��W¹'°�«�¶2´
(gα)ϕ = (gϕ)α

Â	¶2®Ó¶2Øa¸�»6¼
g ∈ G

¹
α ∈ �WÇ
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(MR) (∀ g, h ∈ G) (α ∈ �
) [g, h] = e =⇒ (gh)α = gαhα.
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c > 1 ã ©8ª�¬�Õ�²8ª�¶2À�©2­�°UÏ	´2«�¶8­	Ç	XJ¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³OÏ2°�²2°�Ô
Nc,

F
Ð'ª�¬�°�¾�­�²	´	Ø¿©	´'¶2À�º2­�¬�°�©	¬�©	»6¼��1]×¾�²	Õ�º	º «�¬�Õ�º2°�©	´ ©	´'¶2À�º2­�¬�°�©	¬�©2­�«�¬�´

c
´	Ô=Ð'¶�ª�«�«�ª �GFL¹£¬�Ç�°�Ç£±�«�°�¼

�6]×¾�²	Õ�º	º�¹4±�Ð�­�¬�­�²	»6¼ÙÂ	¶2® ¶2Øa¸�»6¼
x1, . . . , xc+1

±�»1º2­�¶2©	®	°�¬�«�®Ú¬�­�ß�Â8°�«�¬�±�­
[x1, . . . , xc+1] = 1,ªaÏ2°�²2°�Ô

N0
c,
F ã Ð'ª�¬�°�¾�­�²	´	Ø½©	´'¶2À�º2­�¬�°�©	¬�©	»6¼ �6]×¾�²	Õ�º	ºi«�¬�Õ�º2°�©	´

c
¹�±WÐ�­�¬�­�²	»6¼=±�»1º2­�¶2©	®	°�¬�«�®Ûª�Ð']

«�´2­�³Lª
(MR)

Ç Z ¬�²	Õ�Ð	¬�Õ�²8ª �1]×¾�²	Õ�º	ºà¸�°�Ô=ª�Ð�«�´2­�³4»
(MR)

­�Ï2°�©	À�«�¶8­�ßÄ©8ª'¹Aº2­�Ü�¬�­�³4Õå±Û¸�­�¶2À #!´	©']
«�¬�±�°Ó²8ª�¸�­�¬à´	Ô�Õ�Ï8ª�ØJ¬�«�®Ù¬�­�¶2À�Ð�­��6]×¾�²	Õ�º	º	» «�­�«�±�­�Þ2«�¬�±�­�³

(MR)
Ç�[�ª�¶8°�°�¹o±�«�¬�ª�¬�À�°�³4»¿¸�Õ�Â8°�³

²8ª�«�«�³Lª�¬�²	´	±#ª�¬�ÀÓ¬�­�¶2À�Ð�­ �1]×¾�²	Õ�º	º	» «aÜ�¬�­�Þ�ª�Ð�«�´2­�³,­�Þ�Ç
@8C �AC�� ���
���8h�7 lop ����9
��
'¦#l

'l87Ä¦ ���B� � �H98987 É Ì�Í C	[W¶2®i¬�­�¾�­!Ï	¬�­�¸�»µ±�±�°�«�¬�´ÛÜ�¬�­\º2­�©	®'¬�´2°�¹

©8ª�³·©2°�­�¸�¼#­�Â2´2³,­Ó­�¾�²8ª�©	´	Ï	´	¬�ÀiÐ'¶�ª�«�«H²8ª�«�«�³Lª�¬�²	´	±#ª�°�³4»6¼åÐ�­�¶8°�Î�Ç
:�;8<���=���>���
������	
 �H­�¶2À�Î2­ �?©8ª�Ô�»1±#ª�°�¬�«�® $
��!
	�� ��� ���
!�� ��� 	������
	��W¹£°�«�¶2´ � ã ­�¸�¶�ª�«�¬�À

Î2°�¶8­�«�¬�©2­�«�¬�´�¹£«�­�Â8°�²#ß�ª�¯Äª�®
Z
±ÓÐ'ª�Ï2°�«�¬�±�°�º2­�Â2Ð�­�¶2À�Î8ª'¹£´à«\Ð'ª�ß�Â2»^³µÜ�¶8°�³,°�©	¬�­�³

α ∈ R
±�Ð'¶2ØU]

Ï8ª�°�¬=±�«�°H¸�´	©2­�³4´8ª�¶2À�©	»^°\Ð�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�»
Cnα = α(α−1)···(α−n+1)

n!

¹
n ∈ N

Ç
Fa²	´2³,°�²8ª�³4´?¸�´	©2­�³4´8ª�¶2À�©	»6¼ Ð�­�¶8°�Î ®'±�¶2®'ØJ¬�«�®£âJ¶2Øa¸�­�°Ùº2­�¶8°Ù©	Õ�¶8°�±�­�Þ ¼�ª�²8ª�Ð	¬�°�²	´2«�¬�´	Ð	´�¹

Ð�­�¶2À�Î2­i³4©2­�¾�­�Ï'¶8°�©2­�±i©8ª�Âå¬�ª�Ð	´2³Úº2­�¶8°�³·´�Ð�­�¶2À�Î2­=Î2°�¶2»6¼�Ï	´2«�°�¶mÇ
:�;8<���=���>���
������+
 Ka´'¶2À�º2­�¬�°�©	¬�©8ª�®O¾�²	Õ�º	º8ª

G
«�¬�Õ�º2°�©	´ ©	´'¶2À�º2­�¬�°�©	¬�©2­�«�¬�´

c
©8ª�Ô�»1±#ª�°�¬�«�®

�6]BAC�D�
E�E
	�#�ÅæÔ�Â8°�«�À��1] $
��!
	�� ��� ���
!
	���� 	������
	#Ñ�¹�°�«�¶2´�Â	¶2®W¶2Øa¸�­�¾�­
α ∈ �Ù´

x ∈ G
°�Â2´	©2«�¬�±�°�©	©	»^³

­�¸�²8ª�Ô�­�³å­�º	²2°�Â8°�¶8°�©!Ü�¶8°�³,°�©	¬
xα ∈ G

´WÂ	¶2®H±�«�°�¼WÜ�¶8°�³,°�©	¬�­�±J¾�²	Õ�º	º	»
G
´\Ð�­�¶2À�Î8ª��Á±�»1º2­�¶2©2°�©	»

«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2°Wª�Ð�«�´2­�³4»
(x
¹
y
¹
x1, . . . , xn ∈ G

¹
α, β ∈ �

)
â

Ê Ñ
x1 = x

¹
xα+β = xαxβ

¹
xαβ = (xα)β

ä
!�Ñ

(y−1xy)α = y−1xαy
ä



Ê�Ì � ��� ��� -
� ���	��� 5��A5
&�Ñ
xα1 · · · xαn = (x1 · · · xn)ατ2(X)C

2
α · · · τc(X)C

c
α
¹	¾�Â8°

X = {x1, . . . , xn}
¹
τk(X) ã k

]_°\«�¶8­�±�­
FH°�¬�²2°�«�Ð	Õ�Ç

KWª�º2­�³4©	´2³1¹�Ï	¬�­=Â	¶2®�¶2Øa¸�­�¾�­i©8ª�¬�Õ�²8ª�¶2À�©2­�¾�­
k
²2°�Ð	Õ�²2«�´	±�©2­Û­�º	²2°�Â8°�¶2®	°�¬�«�®

k
]_°!«�¶8­�±�­ÓFH°�¬�]

²2°�«�Ð	Õ�áW­�²2³4Õ�¶8­�Þ

xk1 · · · xkn = τ1(X)C
1
k τ2(X)C

2
k · · · τk−1(X)C

k−1
k τk(X)C

k
k

±i«�±�­�¸�­�Â2©2­�Þå¾�²	Õ�º	º2°
F
«aº2­�²2­�ß�Â�ª�ØJ¯!´2³4´

x1, . . . , xn
Ç	¨µÏ8ª�«�¬�©2­�«�¬�´�¹

τ1(X) = x1, . . . , xn, τ2(X) =
∏n

i>j, i,j=1
[xi, xj ] mod γ3(F ),

¾�Â8°
γ3(F )

ã ¬�²2°�¬�´	Þ�Ï'¶8°�©�©	´	ßÄ©2°�¾�­ÛÎ2°�©	¬�²8ª�¶2À�©2­�¾�­Ã²#®�Â�ªÓ¾�²	Õ�º	º	»
F
Ç�XJ¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³YÐ'ª�¬�°�¾�­�²	´	Ø

¼#­�¶	¶8­�±�»6¼ �6]×¾�²	Õ�º	ºÃÏ2°�²2°�Ô
HNc,

F,Ç
FH­�Ð'ª�ß!°�³1¹�Ï	¬�­Û«�¬�²	Õ�Ð	¬�Õ�²8ªi¾�²	Õ�º	ºà´	Ô

Nc,
FÙ­�Ï2°�©	À�«�´'¶2À�©2­�­�¬�¶2´	Ï8ª�°�¬�«�®Á­�¬�«�¬�²	Õ�Ð	¬�Õ�²	» ¼#­�¶	]

¶8­�±�»6¼��6]×¾�²	Õ�º	ºÖ´	ÔàÐ'¶�ª�«�«�ª
HNc,

F,Ç,[W¶2®QÜ�¬�­�¾�­Oº	²	´	±�°�Â8°�³ «�¬�²	Õ�Ð	¬�Õ�²	ÕQ«�±�­�¸�­�Â2©2­�Þ �1]×¾�²	Õ�º	º	»
±=³4©2­�¾�­�­�¸�²8ª�Ô�´	´

HNc,
FL¹'«�¶8°�Â2Õ�®�²8ª�¸�­�¬�° É Ò�Í Ç	bå»½­�¾�²8ª�©	´	Ï	´2³,«�®Ã²8ª�«�«�³,­�¬�²2°�©	´2°�³·Â2±�Õ#¼Û¸�´	©2­�³4´']

ª�¶2À�©	»6¼ Ð�­�¶8°�Î �
= Q[t]

¹&�
= Q(t)

Ç4XJ¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³ Ï2°�²2°�Ô
G0

«�±�­�¸�­�Â2©	Õ�Ø
2
]_«�¬�Õ�º2°�©	©2­�©	´'¶2À�º2­�]

¬�°�©	¬�©	Õ�Ø �1]×¾�²	Õ�º	º	Õi«Uº2­�²2­�ß�Â�ª�ØJ¯!´2³4´
x
´
y
Ç�
a­�²2­ #�­\´	Ô�±�°�«�¬�©2­	¹'Ï	¬�­!³Lª�¶2À�Î2°�±�«�Ð'ª�®�¸�ª�Ô�ª\Ü�¬�­�Þ

¾�²	Õ�º	º	» «�­�«�¬�­�´	¬Ã´	Ô�¬�²2°�¼àÜ�¶8°�³,°�©	¬�­�±
x
¹
y
¹
[y, x]

ÇmXJ¸�¯!´	Þ�±�´'ÂÁÜ�¶8°�³,°�©	¬�ª
g ∈ G0

«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´	Þ�â
g = xγyδ[y, x]ε

¹
γ, δ, ε ∈ �\Çm¨ Ï8ª�«�¬�©2­�«�¬�´�¹o±åÜ�¬�­�ÞO¾�²	Õ�º	º2°iÐ�­�³,³4Õ�¬�ª�©	¬

G′
0

®'±�¶2®	°�¬�«�®Ù«�±�­�¸�­�Â	]
©	»^³ �6]_³,­�Â2Õ�¶8°�³?²8ª�©	¾�ª

1
«�º2­�²2­�ß�Â�ª�ØJ¯!´2³

[y, x]
Ç�NL«�¶2´Q¬�°�º2°�²	À

G ã «�±�­�¸�­�Â2©8ª�®#�1]×¾�²	Õ�º	º8ª
±à³4©2­�¾�­�­�¸�²8ª�Ô�´	´

N0
c,
F ¹m¬�­�±�²8ª�¸�­�¬�° É Ò�Í º2­�Ð'ª�Ô�ª�©2­	¹4Ï	¬�­

G′ ®'±�¶2®	°�¬�«�®Ù«�±�­�¸�­�Â2©	»^³��1]_³,­�Â2Õ�¶8°�³
¸�°�«�Ð�­�©2°�Ï	©2­�¾�­i²8ª�©	¾�ªÄ´�©8ª�Þ'Â8°�©8ª=¸�ª�Ô�ª�Ü�¬�­�¾�­=³,­�Â2Õ�¶2®£Ç

Z ´2«�¬�°�³Lª�¬�´	Ï2°�«�Ð�­�°H´	Ô�Õ�Ï2°�©	´2°��4�6]×¾�²	Õ�º	ºÓ©8ª�Ï8ª�¬�­\±!²8ª�¸�­�¬�ª�¼ É Ò�Í Ë�ÉÈÊ�Ê�Í Ç'XU¬�³,°�¬�´2³1¹�Ð�«�¬�ª�¬�´�¹�Ï	¬�­
²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�» Ü�¬�´'¼Û²8ª�¸�­�¬Ó­�Ð'ª�Ô�ª�¶2´2«�Ài±�°�«�À�³Lª�º2­�¶8°�Ô�©	» º	²	´Ã²2° #�°�©	´	´Ã´	Ô�±�°�«�¬�©	»6¼Ãº	²2­�¸�¶8°�³ÚRoª�²']
«�Ð�­�¾�­	Ç#KWª�«�¬�­�®'¯Äª�®=«�¬�ª�¬�À�®=º2­�«�±�®'¯�°�©8ªa´	Ô�Õ�Ï2°�©	´	ØµÏ8ª�«�¬�´	Ï	©	»6¼=«�¬�°�º2°�©	©	»6¼ �4�6]×¾�²	Õ�º	º�¹�Ð�­�¬�­�²	»^°
´	Ô�­�³,­�²2áH©2­!±�Ð'¶�ª�Â2»1±#ª�ØJ¬�«�®Û±�«�±�­�°U¬�°�©	Ô�­�²	©2­�°aº2­�º2­�¶2©2°�©	´2°J©8ª�Â�Ð�­�¶2À�Î2­�³ �\Ç��J¶2ØJÏ2­�³ ÐÛ°�°Uº2­�]
©	´2³Lª�©	´	Ø «�¶2Õ�ßÄ´	¬=º2­�©	®'¬�´2°W¬�°�©	Ô�­�²	©2­�¾�­=º2­�º2­�¶2©2°�©	´	®£¹2±�±�°�Â8°�©	©2­�°W± ÉÈÊ�Í Ç��Wª�Ðå«�¶8°�Â8«�¬�±�´2°�¹2º2­�¶2Õ#]
Ï2°�©2­�­�º	´2«�ª�©	´2°a«�±�­�¸�­�Â2©	»6¼ �4�6]×¾�²	Õ�º	ºÛ´Û«�±�­�¸�­�Â2©	»6¼ �4�6]×º	²2­�´	Ô�±�°�Â8°�©	´	Þ�©8ª\®'Ô�»1Ð�°J¾�²	Õ�º	º2­�±�»6¼
Ð�­�©2«�¬�²	Õ�Ð	Î	´	Þ�Ç

�AC ��¦#l �����ol
�8¦ 9
��9
���,lo¦#lopo¦
`8Â8°�«�À2¹�«�¶8°�Â2Õ�® ÉÈÊ�Í ¹,±�±�­�Â2´	¬�«�®Ö­�«�©2­�±�©8ª�®Ú­�º2°�²8ª�Î	´	®Ú±�Ð'¶�ª�«�«�°å«�¬�°�º2°�©	©	»6¼ �4�1]×¾�²	Õ�º	º�Ç�XU©8ª

°�«�¬�°�«�¬�±�°�©	©2­H­�¸�­�¸�¯Äª�°�¬H©8ª^©2°�Ð�­�³,³4Õ�¬�ª�¬�´	±�©	»1ÞÓ«�¶2Õ�Ï8ª�Þ�º2­�©	®'¬�´2°�²8ª�« #!´	²2°�©	´	®�Ð�­�¶2À�Î8ªa«�Ð'ª�¶2®'²2­�±
Â	¶2®Ã³,­�Â2Õ�¶8°�Þ�Ç

:�;8<���=���>���
������¼
 FaÕ�«�¬�À
G ã �4�6]×¾�²	Õ�º	º8ª'¹

µ :
� → S ã ¾�­�³,­�³,­�²2áH´	Ô�³ Ð�­�¶8°�Î�ÇoRm­�¾�Â�ª

����]×¾�²	Õ�º	º8ª
GS

©8ª�Ô�»1±#ª�°�¬�«�® ����!	�
	 �D!�� � ����] E
	�E
	���!���!
��� � �4�6]BAC�D�
E�E��
G
¹2°�«�¶2´

GS
Õ�Â8­�±�¶8°�]

¬�±�­�²#®	°�¬Ó«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�³4ÕÓÕ�©	´	±�°�²2«�ª�¶2À�©2­�³4ÕÃ«�±�­�Þ2«�¬�±�ÕAâ
Ê ÑJ«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬ �6]×¾�­�³,­�³,­�²2áH´	Ô�³

λ : G → GS
¬�ª�Ð�­�Þ�¹�Ï	¬�­

λ(G)
����]×º2­�²2­�ß�Â�ª�°�¬

GS
¹A¬�Ç£°�Ç

〈λ(G)〉S = GS
ä

!�Ñ£Â	¶2®W¶2Øa¸�­�Þ ����]×¾�²	Õ�º	º	»
H
´\¶2Øa¸�­�¾�­��1]×¾�­�³,­�³,­�²2áH´	Ô�³Lª

ϕ : G→ H
¹�«�­�¾�¶�ª�«�­�±#ª�©	©2­�¾�­W«

µÅæ¬�ÇA°�Ç�¬�ª�Ð�­�¾�­	¹AÏ	¬�­
(gα)ϕ = (gϕ)µ(α))

¹�«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬
S
]×¾�­�³,­�³,­�²2áH´	Ô�³

ψ : GS → H
¹2Â8°�¶�ª�ØJ¯!´	Þ

Ð�­�³,³4Õ�¬�ª�¬�´	±�©2­�Þ�«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!Õ�ØYÂ2´8ª�¾�²8ª�³,³4ÕAâ

G
λ

//

ϕ

��

GS

ψ
~~|
|
|
|

H

(λψ = ϕ).
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G
´Ù¶2Øa¸�­�¾�­�¾�­�³,­�³,­�²2áH´	Ô�³Lª

µ :
� → S¬�°�©	Ô�­�²	©2­�°\º2­�º2­�¶2©2°�©	´2°

GS
±�«�°�¾�Â�ªÓ«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬Ó´�­�©2­i°�Â2´	©2«�¬�±�°�©	©2­Û«W¬�­�Ï	©2­�«�¬�À�Ø Â8­=´	Ô�­�³,­�²']

áH´	Ô�³Lª'Ç'Roª�³·ß!°aº2­�Ð'ª�Ô�ª�©2­	¹2Ï	¬�­Ä°�«�¶2´
G ã ª�¸�°�¶8°�±#ªN�4�1]×¾�²	Õ�º	º8ª'¹'¬�­

GS ∼= G⊗
R
S ã ¬�°�©	Ô�­�²	©2­�°

º	²2­�´	Ô�±�°�Â8°�©	´2° �1]_³,­�Â2Õ�¶2®
G
©8ª!Ð�­�¶2À�Î2­

S
Ç

XUº2°�²8ª�Î	´	®�¬�°�©	Ô�­�²	©2­�¾�­Ûº2­�º2­�¶2©2°�©	´	®àº2°�²2°�«�¬�ª�©2­�±�­�Ï	©8ªÃ«!­�º2°�²8ª�Î	´	®	³4´�º	²#®	³,­�¾�­Óº	²2­�´	Ô�±�°�Â8°�]
©	´	®O´·±�Ô�®'¬�´	®Ùº	²#®	³,­�¾�­�º	²2°�Â8°�¶�ª�´�¹4±�­�­�¸�¯�°Û¾�­�±�­�²#®£¹4©2°Ûº2°�²2°�«�¬�ª�©2­�±�­�Ï	©8ªÁ«�­�º2°�²8ª�Î	´	®	³4´·Â8°�]
Ð'ª�²	¬�­�±#ªOº	²2­�´	Ô�±�°�Â8°�©	´	®µ´µ±�Ô�®'¬�´	®µ­�¸�²8ª�¬�©2­�¾�­Ùº	²2°�Â8°�¶�ª É '�Í Ç�FH°�²2°�«�¬�ª�©2­�±�­�Ï	©2­�«�¬�ÀQ¬�°�©	Ô�­�²	©2­�¾�­
º2­�º2­�¶2©2°�©	´	®Á«!º	²#®	³4»^³4´Áº	²2°�Â8°�¶�ª�³4´�º2­�Ô�±�­�¶2®	°�¬å³4©2­�¾�´2°�±�­�º	²2­�«�»?­Óº2­�º2­�¶2©2°�©	´	®�¼�«�±�­�Â2´	¬�ÀÃÐ
«�¶2Õ�Ï8ª�Ø Ð�­�©2°�Ï	©2­�º2­�²2­�ß�Â8°�©	©2­�ÞO¾�²	Õ�º	º	»WÇ�[!°�Þ2«�¬�±�´	¬�°�¶2À�©2­	¹�º	Õ�«�¬�À {Gi (i ∈ I);πji } ã

º	²#®	³,­�Þ
«�º2°�Ð	¬�²i¾�²	Õ�º	º	»

G
¹#«�­�«�¬�ª�±�¶8°�©	©	»1ÞÛ´	ÔUÐ�­�©2°�Ï	©2­\º2­�²2­�ß�Â8°�©	©	»6¼Ó¾�²	Õ�º	º

Gi
Ç�Rm­�¾�Â�ª

G = lim
−→t→I

Gi´
GS ∼= lim

−→t→I
GSi

Ç
FH­�«�¬�²2­�°�©	´2°à¬�°�©	Ô�­�²	©2­�¾�­Oº2­�º2­�¶2©2°�©	´	®QÂ�ª�©	©2­�Þµ¾�²	Õ�º	º	» Õ�Â8­�¸�©2­ ±�°�«�¬�´Öº2­ #Äª�¾�ª�³1¹�º2­�«�¬�°�]

º2°�©	©2­ ��Â8­�­�º	²2°�Â8°�¶2®'® «�¬�°�º2°�©	´¼��Ç � ¬�­Ãº	²	´	±�­�Â2´	¬�ÐÁº2­�©	®'¬�´	Ø Ï8ª�«�¬�´	Ï	©2­�Þ �4�6]×¾�²	Õ�º	º	»WÇmRoª�Ð	ß!°
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%H°�²2°�Ô
Ω1

­�¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³·­�¸�¶�ª�«�¬�À2¹	­�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©	©	Õ�Ø ¼�ª�²8ª�Ð	¬�°�]
²	´2«�¬�´	Ð'ª�³4´

σ1 = AC1 : x− 2

m+ 2
(−y)(m+2)/2 = 0,

σ2 = C1B : x+
2

m+ 2
(−y)(m+2)/2 = r

Õ�²8ª�±�©2°�©	´	®ÚÅ Ê Ñ1º	²	´
y < 0

¹�±�»6¼#­�Â2®'¯!´2³4´�´	Ô!¬�­�Ï2°�Ð
A =

(0, 0)
´
B = (r, 0)

¹6º2°�²2°�«�°�Ð'ª�ØJ¯!´2³4´2«�®µ± ¬�­�Ï	Ð�°
C1 =

(r/2, y1)
´�­�¬�²2°�Ô�Ð�­�³

AB
º	²#®	³,­�Þ

y = 0
¹AªÄÏ2°�²2°�Ô

Ω2
ã

­�¸�¶�ª�«�¬�À2¹8­�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©	©	Õ�Ø ¼�ª�²8ª�Ð	¬�°�²	´2«�¬�´	Ð'ª�³4´

σ3 = AC2 : x− 2

n+ 2
y(n+2)/2 = 0,

σ4 = C2B : x+
2

n+ 2
y(n+2)2 = r

Õ�²8ª�±�©2°�©	´	®µÅ Ê Ñaº	²	´
y > 0

¹�±�»6¼#­�Â2®'¯!´2³4´Ù´	ÔÓ¬�­�Ï2°�Ð
A
´
B
¹�º2°�²2°�«�°�Ð'ª�ØJ¯!´2°�«�®O±å¬�­�Ï	Ð�°

C2 =

ç
© è�é�ê�ë�� r�����x��t��y��½� ì �



!�� �^���	�	�2
 - 
�� 5 � 5

(r/2, y2)
´Y­�¬�²2°�Ô�Ð�­�³

AB
º	²#®	³,­�Þ

y = 0
¹
y1 = −

[
r(m+2)

4

]2/(m+2) ¹
y2 =

[
r(n+2)

4

]2/(n+2) ä
Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ J

¹	¾�Â8°
J = {(x, 0) : 0 < x < r} ã ´	©	¬�°�²	±#ª�¶

AB
º	²#®	³,­�Þ

y = 0
Åæ²	´2«�Ç Ê Ñ�Ç

b�°�¬�­�Â�ª�³4´µáHÕ�©	Ð	Î	´2­�©8ª�¶2À�©2­�¾�­Oª�©8ª�¶2´	Ô�ª�´·´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©	»6¼QÕ�²8ª�±�©2°�©	´	ÞQ±�²8ª�¸�­�¬�° ÉÈÊ�Í ¸�»6¶�ª
´2«�«�¶8°�Â8­�±#ª�©8ªÛÐ	²8ª�°�±#ª�®�Ô�ª�Â�ª�Ï8ªÛ«�­Û«�³,°�¯�°�©	´2°�³ÖÂ	¶2®åÕ�²8ª�±�©2°�©	´	®ÚÅ Ê Ñ^±Û«�¶2Õ�Ï8ª�°�¹�Ð�­�¾�Â�ª

Ω1 ≡ ∅
´

Ð�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬
b = 0

ÇA¨Y²8ª�¸�­�¬�° É ! Í º2­�¶2Õ�Ï2°�©8ª�ª�º	²	´2­�²	©8ª�®�­�Î2°�©	Ð'ªÓ²2° #�°�©	´	®àº2°�²	±�­�Þ�´�±�¬�­�²2­�Þ
Ô�ª�Â�ª�Ï	´�[�ª�²2¸�ÕÓÂ	¶2®�­�¸�¯�°�¾�­Ä±�»1²2­�ß�Â�ª�ØJ¯�°�¾�­�«�®å¾�´	º2°�²2¸�­�¶2´	Ï2°�«�Ð�­�¾�­ÓÕ�²8ª�±�©2°�©	´	®

uyy − k(y)uxx + a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = f(x, y)
Å"!�Ñ

«ÓÐ�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�­�³
k(y) > 0

º	²	´
y 6= 0

¹oÐ�­�¬�­�²	»1ÞQ³,­�ß!°�¬ ­�¸�²8ª�¯Äª�¬�À�«�®·±à©	Õ�¶2Ààº	²	´
y = 0

Ç
¨ «�¶2Õ�Ï8ª�°�¹�Ð�­�¾�Â�ªÛ±ÛÕ�²8ª�±�©2°�©	´	´QÅ"!�Ñ^Ð�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬

k(y) = (−y)m ¹ m ≡ 1 (mod 2)
¹�ªiÐ�­�Ü�áWáH´']

Î	´2°�©	¬�»
a(x, y)

¹
b(x, y)

¹
c(x, y)

Ü�¬�­�¾�­ÄÕ�²8ª�±�©2°�©	´	®Ã´å°�¾�­Äº	²8ª�±#ª�®�Ï8ª�«�¬�À
f(x, y)

Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®'ØJ¬
Õ�«�¶8­�±�´	®	³ÖS�°�¶	¶8°�²2«�¬�°�Â2¬�ªÛ±i²8ª�¸�­�¬�° É & Í Â8­�Ð'ª�Ô�ª�©2­Û«�Õ�¯�°�«�¬�±�­�±#ª�©	´2°!´�°�Â2´	©2«�¬�±�°�©	©2­�«�¬�ÀÃáHÕ�©	Ð	Î	´	´
S£²	´	©8ª ã G^Â�ª�³Lª�²8ª

G(x, y; ξ, η)
¹1«�º2­�³,­�¯!À�Ø Ð�­�¬�­�²2­�ÞÖ±�»1º	´2«�»1±#ª�°�¬�«�®µ²2° #�°�©	´2°Ã±�¬�­�²2­�ÞÖÔ�ª�]

Â�ª�Ï	´ [�ª�²2¸�Õ�Â	¶2® Õ�²8ª�±�©2°�©	´	®½Å"!�Ñ�Ço¨ ²8ª�¸�­�¬�° É Ì�Í ¸�»6¶2´Oº2­�«�¬�ª�±�¶8°�©	»¿´O´2«�«�¶8°�Â8­�±#ª�©	» ¼�ª�²8ª�Ð	¬�°�]
²	´2«�¬�´	Ï2°�«�Ð'ª�® Ô�ª�Â�ª�Ï8ª �H­ #!´Á´�Ô�ª�Â�ª�Ï8ªÃS£Õ�²2«�ªiÂ	¶2®�Ð'¶�ª�«�«�ªÛ±�»1²2­�ß�Â�ª�ØJ¯!´'¼#«�® ±�©	Õ�¬�²	´Á­�¸�¶�ª�«�¬�´
¾�´	º2°�²2¸�­�¶2´	Ï2°�«�Ð	´'¼åÕ�²8ª�±�©2°�©	´	Þå±�´'Â�ªåÅ"!�Ñ�Ç2¨µ²8ª�¸�­�¬�° É Ò�Í «�Â8°�¶�ª�©	» ©2°�Ð�­�¬�­�²	»^°!­�¸�­�¸�¯�°�©	´	®Ãº2­Äº2­�]
«�¬�ª�©2­�±�Ð�°Ó´ ´2«�«�¶8°�Â8­�±#ª�©	´	Ø º2°�²	±�­�ÞO´ ±�¬�­�²2­�Þ Ô�ª�Â�ª�Ï	´ [�ª�²2¸�ÕàÂ	¶2®Á±�»1²2­�ß�Â�ª�ØJ¯�°�¾�­�«�®O±�©	Õ�¬�²	´
­�¸�¶�ª�«�¬�´�¾�´	º2°�²2¸�­�¶2´	Ï2°�«�Ð�­�¾�­ÄÕ�²8ª�±�©2°�©	´	®Û±�´'Â�ªÓÅ"!�Ñ�Ç'¨Ú²8ª�¸�­�¬�° É Ý�Í ±�­�º	´2«�ª�©	©2­�Þ�±�» #�°a­�¸�¶�ª�«�¬�´

ΩÂ	¶2®ÙÕ�²8ª�±�©2°�©	´	® Å Ê Ñ\º	²	´
a = 0

¹
b = 0

´2«�«�¶8°�Â8­�±#ª�©8ªàÐ	²8ª�°�±#ª�®·Ô�ª�Â�ª�Ï8ª�«Û²8ª�Ô�²	»1±�©	»^³4´QÕ�«�¶8­�]
±�´	®	³4´Ù«�Ð'¶8°�´	±#ª�©	´	®O±�«�¶2Õ�Ï8ª�°�¹mÐ�­�¾�Â�ªÃÂ�ª�©	©	»^°iÔ�ª�Â�ª�ØJ¬�«�® ©8ªÃº	²2­�¬�´	±�­�º2­�¶8­�ßÄ©	»6¼·«�¬�­�²2­�©8ª�¼

σ2´
σ3
¼�ª�²8ª�Ð	¬�°�²	´2«�¬�´	Ï2°�«�Ð�­�¾�­ÄÏ2°�¬�»1²2°�¼'Õ�¾�­�¶2À�©	´	Ð'ª

Ω
Ç�PH«�«�¶8°�Â8­�±#ª�©	´	Ø Ô�ª�Â�ª�Ï	´Û«�­\«�³,°�¯�°�©	´2°�³ÁÂ	¶2®

Õ�²8ª�±�©2°�©	´	®ÃÅ Ê Ñ�±H­�¸�¶�ª�«�¬�´
Ω
º2­�«�±�®'¯�°�©8ªJ²8ª�¸�­�¬�ª É '�Í Ç�`£ª�Â�ª�Ï	´=«�­a«�³,°�¯�°�©	´2°�³�Â	¶2®�±�»1²2­�ß�Â�ª�ØJ¯�°�]

¾�­�«�®å±�©	Õ�¬�²	´à­�¸�¶�ª�«�¬�´�¾�´	º2°�²2¸�­�¶2´	Ï2°�«�Ð�­�¾�­ÛÕ�²8ª�±�©2°�©	´	®£¹�«�­�Â8°�²#ß�ª�¯�°�¾�­�«�¶�ª�¾�ª�°�³4»^°�«\³o¶�ª�Â #!´2³4´
º	²2­�´	Ô�±�­�Â2©	»^³4´�´2«�«�¶8°�Â8­�±#ª�©	»µ±\²8ª�¸�­�¬�° É � Í Ç�[!­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©2­!º2­�¶2©8ª�®Ó¸�´2¸�¶2´2­�¾�²8ª�áH´	®iº2­W±�»1²2­�ß�Â�ª�]
ØJ¯!´2³,«�®�¾�´	º2°�²2¸�­�¶2´	Ï2°�«�Ð	´2³QÕ�²8ª�±�©2°�©	´	®	³Ú´2³,°�°�¬�«�®Ã±=³,­�©2­�¾�²8ª�áH´	®�¼ É � Ë�Ê ! Í Ç

� � AB�
�����D!�� � � 	�$���� � � �
Ω
� ������!
��� � Õ�²8ª�±�©2°�©	´	®QÅ Ê ÑJ©8ª�Ô�­�±�°�³ áHÕ�©	Ð	Î	´	Ø

u = u(x, y)
´	Ô

Ð'¶�ª�«�«�ª
u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω) ∩ C2(Ω1 ∪ Ω2)

ä
ux(x, 0), uy(x, 0) ∈ L(0, r),

º	²	´�º2­�Â8«�¬�ª�©2­�±�Ð�°
Ð�­�¬�­�²2­�ÞåÕ�²8ª�±�©2°�©	´2°ÓÅ Ê Ñ�­�¸�²8ª�¯Äª�°�¬�«�®Ã±=¬�­�ß�Â8°�«�¬�±�­	Ç

¨Ö²8ª�¸�­�¬�°W´2«�«�¶8°�Â2Õ�°�¬�«�®å«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯Äª�®
��� =��	�	� ?�
 KWª�Þ	¬�´Ã²2°�¾�Õ�¶2®'²	©2­�°W±=­�¸�¶�ª�«�¬�´

Ω
²2° #�°�©	´2°HÕ�²8ª�±�©2°�©	´	®OÅ Ê Ñ�¹	Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®'ØJ¯�°�°

Õ�«�¶8­�±�´	®	³
u(x, y) = ψ1(x) (∀ (x, y) ∈ σ2),

Å"&�Ñ

u(x, y) = ψ2(x) (∀ (x, y) ∈ σ4),
Å Ì Ñ

¾�Â8°
ψ1(x)

¹
ψ2(x)

ã Ô�ª�Â�ª�©	©	»^°\áHÕ�©	Ð	Î	´	´�´	ÔWÐ'¶�ª�«�«�ª
C1[r/2, r],

º	²	´	Ï2°�³
ψ1(r) = ψ2(r)

Ç
`£ª�Â�ª�Ï8ª Ê ­�¬�©2­�«�´	¬�«�® Ð Ð'¶�ª�«�«�Õ Ð	²8ª�°�±�»6¼ Ô�ª�Â�ª�Ï�¹\­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	©2­�³4Õ ±½²8ª�¸�­�¬�° ÉÈÊ & Í ´ ©8ª�]

Ô�±#ª�©	©2­�³4Õ·± ³,­�©2­�¾�²8ª�áH´	´ ÉÈÊ�Ê ¹L«�Ç ! & Ý�Í º2°�²	±�­�ÞQÐ	²8ª�°�±�­�ÞQÔ�ª�Â�ª�Ï2°�ÞQÂ	¶2®·Õ�²8ª�±�©2°�©	´	®Úº8ª�²8ª�¸�­�¶8­�]
¾�´	º2°�²2¸�­�¶2´	Ï2°�«�Ð�­�¾�­Ó¬�´	º8ª'Ç

��¦����o¦�� �Ú@8C �U 2��� �=� - �����U���	�A��$A��/
a
�
b
 #"���
�$A��$	���

(1)
����� - 
�/ * ��� -

|a| 6 m

2
, |b| 6 n

2
, (2a−m)2 + (2b− n)2 6= 0.

+�- �t���Ó�t �	i������
� 2���i�����	$A����
'��$	$ - �1"m�	�i��$	�A�J
����������
1
5

C
¨�±�°�Â8°�³Ú­�¸�­�Ô�©8ª�Ï2°�©	´	®£â

u(x, 0) = τ(x), 0 6 x 6 r,
Å Ò Ñ



�!��"�
�� ���#"�����
�� �Ã
��������#�W������
�/�" - �\����� 	i��� - ��� ���	0A��" ��- �	��������� - � -  #"���
�$A��$	��� ! Ê

uy(x, 0) = ν(x), 0 < x < r.
Å Ý Ñ

¨ ­�¸�¶�ª�«�¬�´
Ω1

Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°�Å Ê ÑJ«�­�±�º8ª�Â�ª�°�¬�«�±�»1²2­�ß�Â�ª�ØJ¯!´2³,«�®Á¾�´	º2°�²2¸�­�¶2´	Ï2°�«�Ð	´2³ Õ�²8ª�±�©2°�]
©	´2°�³·±�´'Â�ª

(−y)m uxx − uyy + a(−y)(m−2)/2ux = 0,
Å ' Ñ

º2­�²#®�Â8­�Ðå±�»1²2­�ß�Â8°�©	´	®ÃÐ�­�¬�­�²2­�¾�­i²8ª�±�°�©
m
¹2ª!±=­�¸�¶�ª�«�¬�´

Ω2
ã «aÕ�²8ª�±�©2°�©	´2°�³

ynuxx − uyy + by(n−2)/2ux = 0
Å���Ñ

«aº2­�²#®�Â2Ð�­�³Q±�»1²2­�ß�Â8°�©	´	®
n
Ç

KWª�Þ'Â8°�³·²2° #�°�©	´2°WÔ�ª�Â�ª�Ï	´ �H­ #!´OÅ Ò Ñ Ë Å ' Ñ�Ç8¨Q¼�ª�²8ª�Ð	¬�°�²	´2«�¬�´	Ï2°�«�Ð	´'¼åÐ�­�­�²�Â2´	©8ª�¬�ª�¼

ξ = x− 2

m+ 2
(−y)(m+2)/2, η = x+

2

m+ 2
(−y)(m+2)/2

Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°iÅ ' Ñ�º	²	´	±�­�Â2´	¬�«�®åÐ�Õ�²8ª�±�©2°�©	´	Ø � Þ'¶8°�²8ª ã [�ª�²2¸�Õ ã FaÕ#ª�«�«�­�©8ª

∂2u

∂ξ ∂η
− β1
ξ − η

∂u

∂ξ
+

α1

ξ − η

∂u

∂η
= 0,

Å���Ñ

¾�Â8°
α1 =

m−2a
2(m+2)

¹
β1 =

m+2a
2(m+2)

Ç
FaÕ�«�¬�Àå±�©8ª�Ï8ª�¶8° |a| < m

2

ÇoXJ¸�¯�°�°=²2° #�°�©	´2°=Õ�²8ª�±�©2°�©	´	®ÖÅ���ÑJ±ÃÜ�¬�­�³ «�¶2Õ�Ï8ª�°=±�»1º	´2«�»1±#ª�°�¬�«�®
º2­ÄáW­�²2³4Õ�¶8° É �'¹���Ç Ê�Ì�Í

u(ξ, η) = (η − ξ)1−α1−β1

η∫

ξ

Ψ(s)(s− ξ)β1−1(η − s)α1−1 ds

+

η∫

ξ

Φ(s) (s− ξ)−α1 (η − s)−β1 ds,

Å Ê ��Ñ

¾�Â8°
Φ(s)

´
Ψ(s) ã º	²2­�´	Ô�±�­�¶2À�©	»^°\áHÕ�©	Ð	Î	´	´Ã´	ÔHÐ'¶�ª�«�«�ª

C[0, r] ∩ C2]0, r[
Ç

FH­�¶8­�ßÄ´	±
s = ξ + t(η − ξ)

¹'º	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶8°�©	´2°�Å Ê ��Ñ�º2°�²2°�º	´�#�°�³Ú±=«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�ÞåáW­�²2³,°�â

u(ξ, η) = (η − ξ)1−α1−β1

1∫

0

Φ [ξ + (η − ξ)t] t−α1(1− t)−β1 dt

+

1∫

0

Ψ [ξ + (η − ξ)t] tβ1−1(1− t)α1−1 dt.

Å Ê�Ê Ñ

XJ¸�¶�ª�«�¬�À
Ω1

±à¼�ª�²8ª�Ð	¬�°�²	´2«�¬�´	Ï2°�«�Ð	´'¼ÖÐ�­�­�²�Â2´	©8ª�¬�ª�¼
(ξ, η)

º2°�²2°�¼#­�Â2´	¬ ±Á¬�²2°�Õ�¾�­�¶2À�©	Õ�Ø ­�¸�]
¶�ª�«�¬�À=±�´'Â�ª

Ω
′

1 = {(ξ, η) : 0 < ξ < η < r} , ª�©8ª�Ï8ª�¶2À�©	»^°\Õ�«�¶8­�±�´	®OÅ Ò Ñ Ë Å Ý Ñ6º2°�²2°�¼#­�Â2®'¬Ó±ÄÕ�«�¶8­�]±�´	®
u(ξ, ξ) = τ(ξ), [2(1 − α1 − β1)]

−α1−β1 lim
η→ξ

(η − ξ)α1+β1 (uξ − uη) = ν(ξ).
Å Ê !�Ñ

�4Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®'®�­�¸�¯�°�°a²2° #�°�©	´2°iÅ Ê�Ê Ñ�Õ�«�¶8­�±�´	®	³ Å Ê !�Ñ�¹	©8ª�¼#­�Â2´2³

Ψ(ξ) =
τ(ξ)

B(α1, β1)
, Φ(ξ) = − [2(1− α1 − β1)]

α1+β1−1

B(1− α1, 1− β1)
ν(ξ),
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¾�Â8°

B(p, q) =
∫ 1
0 t

p−1(1− t)q−1 dt ã ´	©	¬�°�¾�²8ª�¶ � Þ'¶8°�²8ªÄº2°�²	±�­�¾�­Ä²2­�Â�ªåÅÆ¸�°�¬�ª�]_áHÕ�©	Ð	Î	´	®8Ñ�Ç
Roª�Ð	´2³Á­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹�²2° #�°�©	´2°6Ô�ª�Â�ª�Ï	´�Å Ê !�Ñ�Â	¶2®�Õ�²8ª�±�©2°�©	´	®ÃÅ���Ñ�¹�±H«�¶2Õ�Ï8ª�°�¹�Ð�­�¾�Â�ª |a| < m

2

´2³,°�°�¬
«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´	ÞÃ±�´'Âmâ

u(ξ, η) =
1

B(α1, β1)

1∫

0

τ [ξ + (η − ξ)t] tβ1−1(1− t)α1−1 dt

− [2(1− α1 − β1)]
α1+β1−1

B(1− α1, 1− β1)
(η − ξ)1−α1−β1

1∫

0

ν [ξ + (η − ξ)t] t−α1(1− t)−β1 dt.

¨6­�Ô�±�²8ª�¯Äª�®	«�ÀiÐ�º2°�²2°�³,°�©	©	»^³
(x, y)

¹2´	ÔHº2­�«�¶8°�Â2©2°�Þ�áW­�²2³4Õ�¶2»½©8ª�Þ'Â8°�³

u(x, y) =
1

B(α1, β1)

1∫

0

τ

[
x+

2

m+ 2
(−y)(m+2)/2(2t− 1)

]
tβ1−1(1− t)α1−1 dt

+
y

B(1− α1, 1− β1)

1∫

0

ν

[
x+

2

m+ 2
(−y)(m+2)/2(2t− 1)

]
t−α1(1− t)−β1 dt.

Å Ê &�Ñ

PaÔÓÅ Ê &�Ñ�º	²	´ÃÕ�«�¶8­�±�´	´OÅ"&�Ñ�©8ª�¼#­�Â2´2³

u(x, y) |σ2 =
1

B(α1, β1)

1∫

0

τ [x+ (r − x)(2t− 1)] tβ1−1(1− t)α1−1 dt

−(1− α1 − β1)
α1+β1−1

B(1− α1, 1− β1)
(r − x)1−α1−β1

1∫

0

ν [x+ (r − x)(2t− 1)] t−α1(1− t)−β1 dt = ψ1(x).

Z º2­�³,­�¯!À�Ø Ô�ª�³,°�©	»
s = x+ (r− x)(2t− 1)

º2­�«�¶8°�Â2©2°�°W«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´2°aº	²	´	±�­�Â2´	¬�«�®�ÐÛ±�´'Â2Õ

(2r − 2x)1−α1−β1

B(α1, β1)

r∫

2x−r

τ(s)(s+ r − 2x)β1−1(r − s)α1−1 ds

− [2(1 − α1 − β1)]
α1+β1−1

B(1− α1, 1− β1)

r∫

2x−r

ν(s)(s+ r − 2x)−α1(r − s)−β1 ds = ψ1(x).

FH°�²2°�­�¸�­�Ô�©8ª�Ï	´	±Ó±=º2­�«�¶8°�Â2©2°�³Ú²8ª�±�°�©2«�¬�±�°
2x− r

Ï2°�²2°�Ô
x
©8ª�Þ'Â8°�³

(r − x)1−α1−β1

B(α1, β1)

r∫

x

τ(t)(t− x)β1−1(r − t)α1−1 dt

− [2(1− α1 − β1)]
α1+β1−1

B(1− α1, 1− β1)

r∫

x

ν(t)(t− x)−α1(r − t)−β1 dt = ψ1

(
x+ r

2

)
.
Å Ê�Ì Ñ

¨6­�«�º2­�¶2À�Ô�Õ�°�³,«�® Â�ª�¶8°�° «�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³ ­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´2°�³ ­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª Â2²2­�¸�©2­�¾�­ ´	©	¬�°�¾�²2­�]
Â2´2áWáW°�²2°�©	Î	´	²2­�±#ª�©	´	® ÉÈÊ�Ì ¹ ��Ç�!
� Í âL­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�³ Â2²2­�¸�©2­�¾�­QÅæ±Á«�³4»^«�¶8°ÃI,´2³Lª�©8ª ã TH´	Õ�±�´'¶	¶2®8Ñ
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�$A��$	��� ! &

´	©	¬�°�¾�²2­�] Â2´2áWáW°�²2°�©	Î	´	²2­�±#ª�©	´	®Áº2­�²#®�Â2Ð'ª |α| «�©8ª�Ï8ª�¶8­�³½±�¬�­�Ï	Ð�°
a ∈ [A,B] ⊂ R

©8ª�Ô�»1±#ª�°�¬�«�®
­�º2°�²8ª�¬�­�²

Dα
ax

¹	Ð�­�¬�­�²	»1ÞÃÂ8°�Þ2«�¬�±�Õ�°�¬i©8ª�áHÕ�©	Ð	Î	´	Ø
ϕ(t) ∈ L[A,B]

º2­ÄáW­�²2³4Õ�¶8°�â

Dα
axϕ(t) =

sgn(x− a)

Γ(−α)

x∫

a

|x− t|−(α+1) ϕ(t) dt, α < 0,

Dα
axϕ(t) = sgn [α]+1(x− a)

d[α]+1

dx[α]+1
Dα−[α]−1
ax ϕ(t), α > 0,

¾�Â8°
sgn [α]+1(z)

­�Ô�©8ª�Ï8ª�°�¬ÃÔ�©8ª�ÐÁÏ	´2«�¶�ª
z
¹�ª

Γ(x) ã ´	©	¬�°�¾�²8ª�¶ � Þ'¶8°�²8ªÛ±�¬�­�²2­�¾�­�²2­�Â�ª�Åæ¾�ª�³,³Lª�]
áHÕ�©	Ð	Î	´	®8Ñ�Ç Z Õ�Ï2°�¬�­�³Öº	²	´	±�°�Â8°�©	©2­�¾�­�±�» #�°�­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´	®£¹£«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´2°åÅ Ê�Ì Ñ^º2°�²2°�º	´�#�°�¬�«�®à±
«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�ÞÃáW­�²2³,°�â

Γ(β1)(r − x)1−α1−β1

B(α1, β1)
D−β1
rx

[
τ(t)(r − t)α1−1

]

− [2(1 − α1 − β1)]
α1+β1−1 Γ(1− α1)

B(1− α1, 1− β1)
Dα1−1
rx

[
ν(t)(r − t)−β1

]
= ψ1

(
x+ r

2

)
.
Å Ê�Ò Ñ

XJ¸�²8ª�¯Äª�®�Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°iÅ Ê�Ò Ñ6­�¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©2­ÓáHÕ�©	Ð	Î	´	´
ν(x)

¹	©8ª�¼#­�Â2´2³

ν(x) = γ1D
1−α1−β1
rx τ(t)− γ2(r − x)β1D1−α1

rx

[
ψ1

(
t+ r

2

)]
,

Å Ê�Ý Ñ

¾�Â8°

γ1 =
2Γ(1 − β1)Γ(α1 + β1)

Γ(α1)Γ(1− α1 − β1) [2(1 − α1 − β1)]
α1+β1

, γ2 =
Γ(α1)γ1

Γ(α1 + β1)
.

Roª�Ð·Ð'ª�Ð
τ(x), ψ1

(
x+r
2

)
∈ C[0, r]

¹,ª
τ ′(x), ψ′

1

(
x+r
2

)
∈ L[0, r]

¹4¬�­�º2­�¶2À�Ô�Õ�®	«�À�«�±�­�Þ2«�¬�±�­�³
­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª�Â2²2­�¸�©2­�¾�­ÄÂ2´2áWáW°�²2°�©	Î	´	²2­�±#ª�©	´	®�º2­�²#®�Â2Ð'ª

0 < α < 1
ÉÈÊ�Ò ¹ ��Ç Ì & Í

Dα
rxϕ(t) =

ϕ(r)

Γ(1− α)
(r − x)−α −Dα−1

rx ϕ′(t),
Å Ê ' Ñ

«=Õ�Ï2°�¬�­�³ Õ�«�¶8­�±�´	®O«�­�¾�¶�ª�«�­�±#ª�©	´	®
τ(r) = ψ1(r)

¹�±�»1²8ª�ß!°�©	´2°ÁÅ Ê�Ý ÑHº2°�²2°�º	´�#�°�³ ±à«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�Þ
áW­�²2³,°�â

ν(x) = −γ1D−(α1+β1)
rx τ ′(t) +

γ2
2
(r − x)β1D−α1

rx ψ′
1

(
t+ r

2

)
.

Å Ê ��Ñ

Z ­�­�¬�©2­ #�°�©	´2°ÄÅ Ê ��ÑL°�«�¬�À�­�«�©2­�±�©2­�°aáHÕ�©'Â�ª�³,°�©	¬�ª�¶2À�©2­�°H«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´2°a³,°�ß�Â2Õ=´2«�Ð�­�³4»^³4´ÃáHÕ�©	Ð']
Î	´	®	³4´

τ(x)
´
ν(x)

¹	º	²	´	©2°�«�°�©	©2­�°W´	Ô\­�¸�¶�ª�«�¬�´
Ω1

©8ª!¶2´	©	´	Ø
y = 0

±i«�¶2Õ�Ï8ª�°�¹	Ð�­�¾�Â�ª |a| < m
2

Ç
NL«�¶2´

a = m
2

¹£¬�­�±åÕ�²8ª�±�©2°�©	´	´µÅ���ÑaÐ�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�»
α1 = 0

¹
β1 = m

m+2

´Á²2° #�°�©	´2°=Ô�ª�Â�ª�]
Ï	´ Å Ò Ñ Ë Å ' Ñ6´2³,°�°�¬=±�´'Â É �'¹���Ç Ê�Ò�Í

u(x, y) = τ

[
x+

2

m+ 2
(−y)(m+2)/2

]

+
2y

m+ 2

1∫

0

ν

[
x+

2

m+ 2
(−y)(m+2)/2 (2t− 1)

]
(1− t)−β1 dt.

Å Ê ��Ñ

�4Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®'®QÅ Ê ��ÑU¾�²8ª�©	´	Ï	©2­�³4Õ�Õ�«�¶8­�±�´	Ø Å"&�Ñ^©8ª=¼�ª�²8ª�Ð	¬�°�²	´2«�¬�´	Ð�°
σ2 = C1B

¹8º	²	´'¼#­�Â2´2³
Ð�²8ª�±�°�©2«�¬�±�Õ

ν(x) = (2− 2β1)
−β1 (r − x)β1 ψ′

1

(
x+ r

2

)
.

Å"!���Ñ
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NL«�¶2´·ß!°

a = −m
2

¹o¬�­
α1 = m

m+2

¹
β1 = 0

Ç,Io° #�°�©	´2°ÛÔ�ª�Â�ª�Ï	´ Å Ò Ñ Ë Å ' Ñ\±àÜ�¬�­�³ «�¶2Õ�Ï8ª�°Û´2³,°�°�¬
±�´'Â É �'¹ ��Ç Ê�Ò�Í

u(x, y) = τ

[
x− 2

m+ 2
(−y)(m+2)/2

]

+
2y

m+ 2

1∫

0

ν

[
x− 2

m+ 2
(−y)(m+2)/2 (2t− 1)

]
(1− t)−α1 dt.

Å"! Ê Ñ

PaÔ!º	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶8°�©	´	®ÚÅ"! Ê ÑU«WÕ�Ï2°�¬�­�³QÕ�«�¶8­�±�´	®·Å"&�Ñ1º	²	´'¼#­�Â2´2³ÖÐàáHÕ�©'Â�ª�³,°�©	¬�ª�¶2À�©2­�³4Õ�«�­�­�¬�©2­�]
#�°�©	´	Ø ³,°�ß�Â2ÕÛáHÕ�©	Ð	Î	´	®	³4´

τ(x)
´
ν(x)

«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�¾�­Ä±�´'Â�ª'â

ν(x) =
(2− 2α1)

−α1

Γ(1− α1)

[
−2D−α1

rx τ ′(t) +D−α1
rx ψ′

1

(
t+ r

2

)]
.

Å"! !�Ñ

GU©8ª�¶8­�¾�´	Ï	©2­	¹A´2«�º2­�¶2À�Ô�Õ�®à«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2°\º	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶8°�©	´	®�²2° #�°�©	´	®�Ô�ª�Â�ª�Ï	´ÚÅ Ò Ñ�¹4Å Ý Ñ�¹,Å���Ñ1±Û­�¸�]
¶�ª�«�¬�´

Ω2
â

u(x, y) =
1

B(α2, β2)

1∫

0

τ

[
x+

2

n+ 2
y(n+2)/2(2t− 1)

]
tβ2−1(1− t)α2−1 dt

+
y

B(1− α2, 1− β2)

1∫

0

ν

[
x+

2

n+ 2
y(n+2)/2(2t− 1)

]
t−α2(1− t)−β2 dt, |b| < n

2
,
Å"! &�Ñ

u(x, y) = τ

[
x+

2

n+ 2
y(n+2)/2

]

+
2y

n+ 2

1∫

0

ν

[
x+

2

n+ 2
y(n+2)/2(2t− 1)

]
(1− t)β2 dt, b =

n

2
,
Å"! Ì Ñ

u(x, y) = τ

[
x− 2

n+ 2
y(n+2)/2

]

+
2y

n+ 2

1∫

0

ν

[
x− 2

n+ 2
y(n+2)/2 (2t− 1)

]
(1− t)−α2 dt, b = −n

2
,
Å"! Ò Ñ

«HÕ�Ï2°�¬�­�³ÚÕ�«�¶8­�±�´	®OÅ Ì Ñ6©8ª�¼#­�Â2´2³Ö«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2°\áHÕ�©'Â�ª�³,°�©	¬�ª�¶2À�©	»^°!«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´	®å³,°�ß�Â2ÕÃáHÕ�©	Ð']
Î	´	®	³4´

τ(x)
´
ν(x)

¹	º	²	´	©2°�«�°�©	©	»^°W´	Ô\­�¸�¶�ª�«�¬�´
Ω2

©8ª\¶2´	©	´	Ø ±�»1²2­�ß�Â8°�©	´	®
J
â

ν(x) = γ3D
−(α2+β2)
rx τ ′(t)− γ4

2
(r − x)β2D−α2

rx ψ′
2

(
t+ r

2

)
, |b| < n

2
,

Å"! Ý Ñ

ν(x) = −(2− 2β2)
−β2 (r − x)β2 ψ′

2

(
x+ r

2

)
, b =

n

2
,

Å"! ' Ñ

ν(x) =
(2− 2α2)

−α2

Γ(1− α2)

[
2D−α2

rx τ ′(t)−D−α2
rx ψ′

2

(
t+ r

2

)]
, b = −n

2
.

Å"!
��Ñ
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¨µáW­�²2³4Õ�¶�ª�¼ÁÅ"! &�Ñ Ë Å"!
��Ñ

α2 =
n− 2b

2(n+ 2)
, β2 =

n+ 2b

2(n+ 2)
;

γ3 =
2Γ(1 − β2)Γ(α2 + β2)

Γ(α2)Γ(1− α2 − β2) [2(1 − α2 − β2)]
α2+β2

, γ4 =
Γ(α2)γ3

Γ(α2 + β2)
.

[!­�Ð'ª�ß!°�³Ö«�©8ª�Ï8ª�¶�ª=°�Â2´	©2«�¬�±�°�©	©2­�«�¬�ÀÓ²2° #�°�©	´	®�Ô�ª�Â�ª�Ï	´ Ê Ç2I4ª�«�«�³,­�¬�²	´2³Q´	©	¬�°�¾�²8ª�¶

J∗ =

r∫

0

τ(x)ν(x) dx.

Fa²	´
ψ1(x) ≡ 0

´	Ô=«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´	ÞÖÅ Ê ��Ñ�¹�Å"!���Ñ�¹LÅ"! !�Ñ^Â	¶2®à²8ª�Ô�¶2´	Ï	©	»6¼�Ô�©8ª�Ï2°�©	´	Þ
a
º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³

«�­�­�¬�±�°�¬�«�¬�±�°�©	©2­i²8ª�±�°�©2«�¬�±#ª

ν(x) = −γ1D−(α1+β1)
rx τ ′(t), |a| < m

2
;

Å"!
��Ñ

ν(x) = 0, a =
m

2
;

Å"&���Ñ

ν(x) = −2(2 − 2α1)
−α1

Γ(1− α1)
D−α1
rx τ ′(t), a = −m

2
.

Å"& Ê Ñ

¨6­�«�º2­�¶2À�Ô�Õ�°�³,«�® «�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³ «�±�­�Þ2«�¬�±�­�³ º2­�¶8­�ßÄ´	¬�°�¶2À�©2­�«�¬�´ ­�º2°�²8ª�¬�­�²8ªÚÂ2²2­�¸�©2­�¾�­µ´	©	¬�°�¾�²2­�]
Â2´2áWáW°�²2°�©	Î	´	²2­�±#ª�©	´	® Åæ±Ú«�³4»^«�¶8°�I,´2³Lª�©8ª ã TH´	Õ�±�´'¶	¶2®8Ñ

Dα
ax

º2­�²#®�Â2Ð'ª
α < 1

ÉÈÊ�Ý ¹ ��Ç Ì#Ý�Í â
Â	¶2® ¶2Øa¸�­�¾�­

0 < α < 1
´ ¶2Øa¸�­�Þ?áHÕ�©	Ð	Î	´	´

u(x) ∈ Aα0 [0, r]
«�Ð'ª�¶2®'²	©2­�°Úº	²2­�´	Ô�±�°�Â8°�©	´2°

(u,Dα
rxu)0 > 0

¹'º	²	´	Ï2°�³
(u, Dα

rxu)0 = 0
¬�­�¾�Â�ªÄ´�¬�­�¶2À�Ð�­=¬�­�¾�Â�ª'¹2Ð�­�¾�Â�ª

u = 0
Ç

¨Ú«�´'¶2ÕÄÂ�ª�©	©2­�¾�­!«�±�­�Þ2«�¬�±#ª\º	²	´ |a| < m
2

´	Ôa«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´	®àÅ"!
��ÑL«UÕ�Ï2°�¬�­�³µÅ Ê ' Ñ,¸�Õ�Â8°�³ ´2³,°�¬�À2¹
Ï	¬�­

J∗ =

r∫

0

τ(x)ν(x) dx = −γ1
r∫

0

τ(x)D−(α1+β1)
rx τ ′(t) dx

= γ1

r∫

0

τ(x)D1−(α1+β1)
rx τ(t) dx = γ1

(
τ(x), D1−(α1+β1)

rx τ(t)
)
0
> 0.

Å"& !�Ñ

Z ¬�ª�¶8­�¸�»1¬�À2¹4´Ùº	²	´
a = −m

2

´	ÔÃ«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´	®YÅ"& Ê Ñ\¬�ª�Ð	ß!°�º2­�¶2Õ�Ï	´2³ ©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­
J∗ > 0

¹
ª!º	²	´

a = m
2

´	ÔiÅ"&���Ñ�º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³·²8ª�±�°�©2«�¬�±�­
J∗ = 0

Ç
GU©8ª�¶8­�¾�´	Ï	©2­å´	ÔÓ«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´	Þ½Å"! Ý Ñ Ë Å"!
��ÑW«ÄÕ�Ï2°�¬�­�³ Å Ê ' Ña±�«�¶2Õ�Ï8ª�°i­�Â2©2­�²2­�Â2©2­�ÞÙÔ�ª�Â�ª�Ï	´ Ê ¹

©8ª�¼#­�Â2´2³
ν(x) = γ3D

−(α2+β2)
rx τ ′(t) = −γ3D1−(α2+β2)

rx τ(t), |b| < n

2
;

Å"& &�Ñ

ν(x) = 0, b =
n

2
;

Å"& Ì Ñ

ν(x) =
2 (2− 2α2)

−α2

Γ(1− α2)
D−α2
rx τ ′(t) = −2 (2 − 2α2)

−α2

Γ(1− α2)
D1−α2
rx τ(t), b = −n

2
.

Å"& Ò Ñ

XU¬�«�Ø6Â�ª\º	²	´ |b| < n
2

´
b = −n

2

«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹	Ï	¬�­\´	©	¬�°�¾�²8ª�¶
J∗ 6 0

¹'ª\º	²	´
b = n

2

´	©	¬�°�¾�²8ª�¶
J∗ = 0

Ç
Roª�Ð	´2³�­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹�º	²	´�±�»1º2­�¶2©2°�©	´	´=Õ�«�¶8­�±�´	®

(2a−m)2+(2b− n)2 6= 0
¬�°�­�²2°�³4» Ê Â	¶2®�²8ª�«�]

«�³Lª�¬�²	´	±#ª�°�³,­�¾�­Ä´	©	¬�°�¾�²8ª�¶�ª
J∗ ¹'«a­�Â2©2­�ÞÃ«�¬�­�²2­�©	»W¹	´2³,°�°�¬Ä³,°�«�¬�­�©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­ J∗ > 0

¹	ª!«UÂ2²	Õ#]
¾�­�Þ

J∗ 6 0
¹,­�¬�Ð	Õ�Â�ª�Ô�ª�Ð'¶2ØJÏ8ª�°�³1¹,Ï	¬�­

J∗ = 0
Ç,G ²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

J∗ = 0
±�«�´'¶2ÕOº	²	´	±�°�Â8°�©	©2­�¾�­
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±�» #�°Ó«�±�­�Þ2«�¬�±#ªÃº2­�¶8­�ßÄ´	¬�°�¶2À�©2­�«�¬�´Q­�º2°�²8ª�¬�­�²8ªÃÂ2²2­�¸�©2­�¾�­�´	©	¬�°�¾�²2­�] Â2´2áWáW°�²2°�©	Î	´	²2­�±#ª�©	´	®·³,­�]
ß!°�¬Ä´2³,°�¬�À=³,°�«�¬�­�±Ä¬�­�³O´Û¬�­�¶2À�Ð�­Ä±�¬�­�³·«�¶2Õ�Ï8ª�°�¹'Ð�­�¾�Â�ª

τ(x) = 0
Ç	Fa²	´�Ü�¬�­�³O´	ÔW«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´	Þ

Å"!
��Ñ Ë Å"& Ê Ñ^´ÙÅ"& &�Ñ Ë Å"& Ò ÑU«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹�Ï	¬�­i´
ν(x) = 0

Ç�Rm­�¾�Â�ªi´	Ô!áW­�²2³4Õ�¶·Å Ê &�Ñ�¹4Å Ê ��Ñ�¹4Å"! Ê Ñ�¹4Å"! &�Ñ Ë Å"! Ò Ñ
Ô�ª�Ð'¶2ØJÏ8ª�°�³1¹�Ï	¬�­

u(x, y) ≡ 0
±O­�¸�¶�ª�«�¬�´

Ω
¹�­�¬�Ð	Õ�Â�ªÁ´Ö±�»1¬�°�Ð'ª�°�¬Ú°�Â2´	©2«�¬�±�°�©	©2­�«�¬�À·²2° #�°�©	´	®

Ô�ª�Â�ª�Ï	´ Ê Ç
FH°�²2°�Þ'Â8°�³OÐiÂ8­�Ð'ª�Ô�ª�¬�°�¶2À�«�¬�±�ÕÛ«�Õ�¯�°�«�¬�±�­�±#ª�©	´	®i²2° #�°�©	´	®iÔ�ª�Â�ª�Ï	´ Ê Ç�FaÕ�«�¬�À!±�©8ª�Ï8ª�¶8° |a| < m

2´ |b| < n
2

Ç4[W¶2®µ­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	©2­�«�¬�´½º	²2°�Â2º2­�¶8­�ßÄ´2³1¹1Ï	¬�­
m < n

Ç�Fa²	´
m > n

´2«�«�¶8°�Â8­�±#ª�©	´2°
º	²2­�±�­�Â2´	¬�«�® ª�©8ª�¶8­�¾�´	Ï	©2­	Ç�PH«�Ð'¶2ØJÏ8ª�®à´	Ô�«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´	ÞÖÅ Ê ��Ñ^´·Å"! Ý ÑU´2«�Ð�­�³4Õ�Ø áHÕ�©	Ð	Î	´	Ø

ν(x)
¹

«aÕ�Ï2°�¬�­�³OÕ�«�¶8­�±�´	ÞOÅ"&�Ñ Ë Å Ì Ñ�­�¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©2­
τ ′(x)

º	²	´'¼#­�Â2´2³·Ð�Ð	²8ª�°�±�­�Þ�Ô�ª�Â�ª�Ï2°aÂ	¶2®�­�¸�»1Ð	©2­�±�°�©']
©2­�¾�­�Â2´2áWáW°�²2°�©	Î	´8ª�¶2À�©2­�¾�­=Õ�²8ª�±�©2°�©	´	®ÛÂ2²2­�¸�©2­�¾�­=º2­�²#®�Â2Ð'ª

γ1D
−(α1+β1)
rx τ ′(t) + γ3D

−(α2+β2)
rx τ ′(t)

=
γ2
2
(r − x)β1D−α1

rx ψ′
1

(
t+ r

2

)
+
γ4
2
(r − x)β2D−α2

rx ψ′
2

(
t+ r

2

)
,
Å"& Ý Ñ

τ(r) = τr,
Å"& ' Ñ

¾�Â8°
τr = ψ1(r) = ψ2(r)

Ç
Fa²	´2³,°�©	´2³ ÐÚ­�¸�°�´2³ Ï8ª�«�¬�®	³ Õ�²8ª�±�©2°�©	´	® Å"& Ý Ñ�­�º2°�²8ª�¬�­�²ÚÂ2²2­�¸�©2­�¾�­àÂ2´2áWáW°�²2°�©	Î	´	²2­�±#ª�©	´	®

Dα1+β1
rx

´�±�­�«�º2­�¶2À�Ô�Õ�°�³,«�®�«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³ÙÔ�ª�Ð�­�©2­�³ÚÐ�­�³4º2­�Ô�´	Î	´	´�­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�±=Â2²2­�¸�©2­�¾�­Ä´	©	¬�°�¾�²2­�]
Â2´2áWáW°�²2°�©	Î	´	²2­�±#ª�©	´	®å«H­�Â2´	©8ª�Ð�­�±�»^³4´à©8ª�Ï8ª�¶�ª�³4´ ÉÈÊ�Ì ¹ ��Ç Ì�Ì�Í â

Dα
ax |t− a|α+βDβ

atϕ(s) = |x− a|β Dα+β
ax |t− a|α ϕ(t),

Ð�­�¬�­�²	»1ÞY®'±�¶2®	°�¬�«�®½«�º	²8ª�±�°�Â	¶2´	±�»^³ Â	¶2®Ö¶2Øa¸�»6¼
α ∈]0, 1] ¹ β < 0

´
ϕ(x) ∈ L[0, r]

Ç1Rm­�¾�Â�ª
Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°ÓÅ"& Ý Ñ�º2°�²2°�º	´�#�°�¬�«�®Ã±=«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�ÞåáW­�²2³,°�â

τ ′(x) +
γ3
γ1
D−δ
rx τ

′(t) = F1(x),
Å"&
��Ñ

¾�Â8°
δ = (α2 + β2)− (α1 + β1) =

2(n−m)
(m+2) (n+2)

¹

F1(x) =
γ2
2γ1

(r − x)−α1Dβ1
rx(r − t)α1+β1ψ′

1

(
t+ r

2

)
+

γ4
2γ1

Dα1+β1
rx (r − t)β2D−α2

rt ψ′
2

(
s+ r

2

)
.

XU¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©2­
τ ′(x)

Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°·Å"&
��ÑÄ®'±�¶2®	°�¬�«�®Ö´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©	»^³ Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°�³ ¨6­�¶2À�¬�°�²	²8ª
±�¬�­�²2­�¾�­=²2­�Â�ªÄ«H®�Â2²2­�³

K(x, t) = (t− x)δ−1/Γ(δ).
Pa©	¬�°�¾�²	´	²2­�±#ª�©	©	»^³4´à®�Â2²8ª�³4´Ã®�Â2²8ª

K(x, t)
«�¶2Õ�ß�ª�¬ÓáHÕ�©	Ð	Î	´	´

Kn(x, t) = (t− x)δ−1 (t− x)δn

Γ(nδ + δ)
, n = 0, 1, 2, . . . ,

ªÄáHÕ�©	Ð	Î	´	®

R

(
x, t;−γ3

γ1

)
=

∞∑

n=0

(
−γ3
γ1

)n
Kn(x, t) = (t− x)δ−1E1/δ

[
−γ3
γ1

(t− x)δ ; δ

]
,

¾�Â8°
E1/δ(z;µ) =

∞∑
k=0

zk

Γ(δk+µ)
ã áHÕ�©	Ð	Î	´	®O¬�´	º8ªàbå´	¬�¬�ª�¾�]×TW°�áWáa¶8°�²8ª'¹L«�¶2Õ�ßÄ´	¬�²2°�Ô�­�¶2À�±�°�©	¬�­�Þ

®�Â2²8ª
K(x, t)

Ç
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!Öº2­�³,­�¯!À�Ø ²2°�Ô�­�¶2À�±�°�©	¬�»
R
(
x, t;−γ3

γ1

) ®�Â2²8ª
K(x, t)

²2° #�°�©	´2°HÕ�²8ª�±�©2°�©	´	®OÅ"&
��Ñ6±�»1º	´2«�»6]
±#ª�°�¬�«�®�±=®'±�©2­�³·±�´'Â8°Hº2­ÄáW­�²2³4Õ�¶8°

τ ′(x) = F1(x)−
γ3
γ1

r∫

x

(t− x)δ−1E1/δ

[
−γ3
γ1

(t− x)δ ; δ

]
F1(t) dt,

­�¬�Ð	Õ�Â�ª

τ(x) = τ(r)−
r∫

x

{
1− γ3

γ1
(t− x)δE1/δ

[
−γ3
γ1

(t− x)δ ; δ + 1

]}
F1(t) dt.

Å"&
��Ñ

[W¶2®=­�«�¬�ª�¶2À�©	»6¼=Ô�©8ª�Ï2°�©	´	Þiº8ª�²8ª�³,°�¬�²2­�±
a
´
b
²2° #�°�©	´2°

τ(x)
Ô�ª�Â�ª�Ï	´�¹�º2­�¶2Õ�Ï8ª�ØJ¯�°�Þ2«�®Äº2­�«�¶8°

´2«�Ð'¶2ØJÏ2°�©	´	®ÖáHÕ�©	Ð	Î	´	´
ν(x)

´	Ôà«�­�­�¬�±�°�¬�«�¬�±�Õ�ØJ¯!´'¼ÖáHÕ�©'Â�ª�³,°�©	¬�ª�¶2À�©	»6¼µ«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´	Þµ©8ª�¼#­�]
Â2®'¬�«�®�º2­=áW­�²2³4Õ�¶�ª�³1â

τ(x) = τ(r)− γ2
2γ1

r∫

x

(r − t)−α1Dβ1
rt (r − s)α1+β1ψ′

1

(
s+ r

2

)
dt

− (2− 2β2)
−β2

γ1
Dα1+β1−1(r − t)β2ψ′

2

(
t+ r

2

)
, |a| < m

2
, b =

n

2
;

τ(x) = τ(r)−
r∫

x

{
1− γ6

γ1
(t− x)δE1/δ

[
−γ6
γ1

(t− x)δ; δ + 1

]}
F2(t) dt,

|a| < m

2
, b = −n

2
;

τ(x) = τ(r)− γ4
2γ3

r∫

x

(r − t)−α2Dβ2
rt (r − s)α2+β2ψ′

2

(
s+ r

2

)
dt

− (2− 2β1)
−β1

γ3
Dα2+β2−1(r − t)β1ψ′

1

(
t+ r

2

)
, a =

m

2
, |b| < n

2
;

τ(x) = ψ2

(
r + x

2

)
− (2− 2β1)

−β1

γ6
Dα2−1
rx (r − t)β1ψ

′

1

(
r + t

2

)
,

a =
m

2
, b = −n

2
;

τ(x) = τ(r)−
r∫

x

{
1− γ3

γ5
(t− x)δE1/δ

[
−γ3
γ5

(t− x)δ; δ + 1

]}
F3(t) dt,

a = −m
2
, |b| < n

2
;

τ(x) = ψ1

(
r + x

2

)
− (2− 2β2)

−β2

γ5
Dα1−1
rx (r − t)β2ψ′

2

(
r + t

2

)
,

a = −m
2
, b =

n

2
;



!
� �^���	�	�2
 - 
�� 5 � 5

τ(x) = τ(r)−
r∫

x

{
1− γ6

γ5
(t− x)δE1/δ

[
−γ6
γ5

(t− x)δ; δ + 1

]}
F4(t) dt,

a = −m
2
, b = −n

2
,

¾�Â8°

γ5 =
21−α1(1− α1)

−α1

Γ(1− α1)
, γ6 =

21−α2(1− α2)
−α2

Γ(1− α2)
;

F2(x) =
1

2γ1

[
γ2(r − x)−α1Dβ1

rx(r − t)α1+β1ψ′
1

(
t+ r

2

)
+ γ6D

−δ
rx ψ

′
2

(
t+ r

2

)]
,

F3(x) =
1

2γ5

[
γ4D

α1
rx (r − t)β2D−α2

rt ψ′
2

(
r + s

2

)
− γ5ψ

′
1

(
r + x

2

)]
,

F4(x) =
1

2γ5

[
γ5ψ

′
1

(
r + x

2

)
+ γ6D

−δ
rx ψ

′
1

(
r + t

2

)]
.

NL«�¶2´
m = n

¹�¬�­
α1+β1 = α2+β2

¹#ªaº2­�¬�­�³4Õ�Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°!Å"& Ý Ñ4±WÜ�¬�­�³Á«�¶2Õ�Ï8ª�°^º2°�²2°�º	´�#�°�¬�«�®
±i«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�³Ù±�´'Â8°

D−(α1+β1)
rx τ ′(t)

=
1

2 (γ1 + γ3)

[
γ2(r − x)β1D−α1

rx ψ′
1

(
t+ r

2

)
+ γ4(r − x)β2D−α2

rx ψ′
2

(
t+ r

2

)]
,
Å Ì ��Ñ

Io° #�°�©	´2°WÔ�ª�Â�ª�Ï	´ÙÅ"& ' Ñ�¹mÅ Ì ��Ñ�´2³,°�°�¬=±�´'Â

τ ′(x) =
γ2

2 (γ1 + γ3)

[
Dα1+β1
rx (r − t)β1D−α1

rt ψ′
1

(
r + s

2

)
+ γ4D

α2+β2
rx (r − t)β2D−α2

rt ψ′
2

(
r + s

2

)]
,

­�¬�Ð	Õ�Â�ª

τ(x) = τ(r)− γ2
2 (γ1 + γ3)

r∫

x

(r − t)−α1Dβ1
rt (r − s)α1+β1ψ′

1

(
r + s

2

)
dt

− γ4
2 (γ1 + γ3)

r∫

x

(r − t)−α2Dβ2
rt (r − s)α2+β2ψ′

2

(
r + s

2

)
dt.

FH­�«�¶8°�¬�­�¾�­	¹LÐ'ª�ÐQáHÕ�©	Ð	Î	´	®
τ(x)

©8ª�Þ'Â8°�©8ªàº2­Á­�Â2©2­�ÞÚ´	ÔÃº2°�²2°�Ï	´2«�¶8°�©	©	»6¼Ú±�» #�°ÃáW­�²2³4Õ�¶m¹
áHÕ�©	Ð	Î	´	Ø

ν(x)
¶8°�¾�Ð�­Û©8ª�Þ	¬�´à´	ÔÄ«�­�­�¬�±�°�¬�«�¬�±�Õ�ØJ¯!´'¼àáHÕ�©'Â�ª�³,°�©	¬�ª�¶2À�©	»6¼�«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´	Þ�Ç�Rm­�¾�Â�ª

²2° #�°�©	´2°à´2«�«�¶8°�Â2Õ�°�³,­�ÞYÔ�ª�Â�ª�Ï	´ Ê ±�»1º	´2«�»1±#ª�°�¬�«�®YÐ'ª�Ð½²2° #�°�©	´2°àÔ�ª�Â�ª�Ï	´ �H­ #!´ÖÂ	¶2®µÕ�²8ª�±�©2°�]
©	´	® Å Ê Ñ�±i«�­�­�¬�±�°�¬�«�¬�±�Õ�ØJ¯�°�Þå­�¸�¶�ª�«�¬�´

Ω1
´'¶2´

Ω2
Ç
B¨ «�¶2Õ�Ï8ª�°�¹1Ð�­�¾�Â�ª·´2³,°�°�¬Q³,°�«�¬�­·²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

(2a − m)2 + (2b − n)2 = 0
´	ÔÖÅ"!���ÑÓ´?Å"! ' Ñ

Ô�ª�Ð'¶2ØJÏ8ª�°�³1¹oÏ	¬�­ÃÂ	¶2® ²8ª�Ô�²2° #!´2³,­�«�¬�´Ù´2«�«�¶8°�Â2Õ�°�³,­�Þ·Ô�ª�Â�ª�Ï	´ Ê ©2°�­�¸�¼#­�Â2´2³,­	¹,Ï	¬�­�¸�» Ô�ª�Â�ª�©	©	»^°
áHÕ�©	Ð	Î	´	´

ψ1(x)
´
ψ2(x)

Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®�¶2´åÕ�«�¶8­�±�´	Ø

(2− 2β1)
−β1 (r − x)β1 ψ′

1

(
x+ r

2

)
+ (2− 2β2)

−β2 (r − x)−β2 ψ′
2

(
x+ r

2

)
= 0.

Å Ì2Ê Ñ

Fa²	´Ú±�»1º2­�¶2©2°�©	´	´Q²8ª�±�°�©2«�¬�±#ªÚÅ Ì2Ê Ñ�­�Â2©2­�²2­�Â2©8ª�®QÔ�ª�Â�ª�Ï8ª'¹L«�­�­�¬�±�°�¬�«�¬�±�Õ�ØJ¯Äª�®·´2«�«�¶8°�Â2Õ�°�³,­�Þ
Ô�ª�Â�ª�Ï2° Ê ´2³,°�°�¬Ó¸�°�«�Ð�­�©2°�Ï	©2­�°\³4©2­�ß!°�«�¬�±�­=¶2´	©2°�Þ	©2­=©2°�Ô�ª�±�´2«�´2³4»6¼Ã²2° #�°�©	´	ÞÃ±�´'Â�ª

u(x, y) = g

[
x+

2

l + 2
|y|(l+2)/2

]
− g(r),
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¾�Â8°
g(x) ã º	²2­�´	Ô�±�­�¶2À�©8ª�®�áHÕ�©	Ð	Î	´	®å´	Ô!Ð'¶�ª�«�«�ª

C1[0, r] ∩ C2]0, r[
ä
l = m

º	²	´
y < 0

´
l = nº	²	´

y > 0
Ç8XJ¸�¯�°�°H²2° #�°�©	´2°HÔ�ª�Â�ª�Ï	´ Ê º	²	´Ã«�­�¸�¶2Ø6Â8°�©	´	´�Õ�«�¶8­�±�´	® Å Ì2Ê Ñ�Â�ª�°�¬�«�®ÃáW­�²2³4Õ�¶8­�Þ

u(x, y) = g

[
x+

2

l + 2
|y|(l+2)/2

]
− g(r)

+
2y

l + 2

1∫

0

ν∗
[
x+

2

l + 2
|y|(l+2)/2 (2t− 1)

]
(1− t)−l/(l+2) dt,

¾�Â8°
ν∗(x) = (2− 2β1)

−β1(r − x)β1ψ′
1

(
x+r
2

)
= −(2− 2β2)

−β2(r − x)−β2ψ′
2

(
x+r
2

) Ç
Roª�Ð	´2³ ­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹,±Á­�¬�¶2´	Ï	´2°å­�¬�«�¬�²2­�¾�­�¾�´	º2°�²2¸�­�¶2´	Ï2°�«�Ð	´'¼ÚÕ�²8ª�±�©2°�©	´	Þ�¹4Â	¶2®ÙÐ�­�¬�­�²	»6¼Ú­�Â	]

©2­�²2­�Â2©8ª�®Öº2°�²	±#ª�®ÖÐ	²8ª�°�±#ª�®QÔ�ª�Â�ª�Ï8ª ´2³,°�°�¬Ù¬�­�¶2À�Ð�­O¬�²	´	±�´8ª�¶2À�©2­�°à²2° #�°�©	´2° ÉÈÊ & Í ¹�­�Â2©2­�²2­�Â2©8ª�®
º2°�²	±#ª�®ÙÐ	²8ª�°�±#ª�®ÙÔ�ª�Â�ª�Ï8ªåÂ	¶2®O±�»1²2­�ß�Â�ª�ØJ¯!´'¼#«�®Ú¾�´	º2°�²2¸�­�¶2´	Ï2°�«�Ð	´'¼·Õ�²8ª�±�©2°�©	´	ÞÚ±�´'Â�ªÙÅ Ê Ñ\º	²	´
(2a−m)2 + (2b− n)2 = 0

¸�Õ�Â8°�¬Ä´2³,°�¬�À=©2°�¬�²	´	±�´8ª�¶2À�©2­�°\²2° #�°�©	´2°�Ç
� JL3�NLM;JL-/M�2B)�2�4K3 k�A�2�RKN5g�2�M�+�NT8:3�i ����pu��C 2B��<aN 4KJL<�y52Uw�NT8:3�Nxl�+�+�NL4�JL+�6�0�2�+�6�4�6;w�N5g�g�4KMT),9�< �
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S ⊂ R2

­�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©8ª·¾�¶�ª�Â2Ð�­�Þ Ð	²	´	±�­�Þ
l = l1 ∪ l2
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(cijkluk,l)j + ρω2ui = 0, i = 1, 2,
Å Ê Ñ

ui|l1 = 0, cijkluk,lnj|l2 = Pi,
Å"!�Ñ
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σij,j + ρω2ui = 0, i, j = 1, 2,
Å"&�Ñ
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ui
∣∣
l1
= 0, σijnj

∣∣
l2
= pi,

Å Ì Ñ
¾�Â8°

σij = λukkδij + µ(ui,j + uj,i)
Ç

`8Â8°�«�À=±Äº2­�«�¬�ª�©2­�±�Ð	Õ�Ô�ª�Â�ª�Ï	´å±�¼#­�Â2®'¬ÄÂ2±�°Hº2­�¶8­�ßÄ´	¬�°�¶2À�©	»^°!áHÕ�©	Ð	Î	´	´
λ(x1, x2)

´
µ(x1, x2)

¹
¼�ª�²8ª�Ð	¬�°�²	´	Ô�Õ�ØJ¯!´2°WÔ�ª�Ð�­�©	» ´	Ô�³,°�©2°�©	´	®�Ð�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�­�±iT\ª�³,°�Ç

XJ«�©2­�±�©2­�°^±�©	´2³Lª�©	´2°^±W©8ª�«�¬�­�®'¯�°�Þi²8ª�¸�­�¬�°1Õ�Â8°�¶2´2³�Ô�ª�Â�ª�Ï2°U­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´	®Ó³,­�Â2Õ�¶8°�Þ
λ(x1, x2)´

µ(x1, x2)
º2­Ä´	Ô�±�°�«�¬�©	»^³ÚÐ�­�³4º2­�©2°�©	¬�ª�³Qº2­�¶2®�º2°�²2°�³,°�¯�°�©	´	Þå±Ä©8ª�¸�­�²2°H¬�­�Ï2°�Ðå´	ÔHÔ�ª�Â�ª�Ï	´ !'Ç

¨Ö²8ª�Ô�±�°�²	©	Õ�¬�­�³Ú±�´'Â8°HÐ	²8ª�°�±#ª�®�Ô�ª�Â�ª�Ï8ªåÅ"&�Ñ Ë Å Ì Ñ�´2³,°�°�¬i±�´'Â

(λ(u1,1 + u2,2)),1 +(µ(u1,2 + u2,1)),2 +(µ(2u1,1)),1 +ρω
2u1 = 0,

(λ(u1,1 + u2,2)),2 +(µ(u1,2 + u2,1)),1 +(µ(2u2,2)),2 +ρω
2u2 = 0,

ui
∣∣
l1
= 0,

[
(λ(u1,1 + u2,2) + µ(2u1,1))n1 + µ(u1,2 + u2,1)n2

]∣∣
l2
= P1,

[
(λ(u1,1 + u2,2) + µ(2u2,2))n2 + µ(u1,2 + u2,1)n1

]∣∣
l2
= P2.

Å Ò Ñ

XJ¸�²8ª�¬�©8ª�® Ô�ª�Â�ª�Ï8ª «�­�«�¬�­�´	¬ ± ­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´	´ º2­�¶8­�ßÄ´	¬�°�¶2À�©	»6¼ áHÕ�©	Ð	Î	´	Þ
λ (x1, x2)

´
µ (x1, x2)

¹'Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®'ØJ¯!´'¼OÅ Ò Ñ�º	²	´Ã´	Ô�±�°�«�¬�©	»6¼ÃáHÕ�©	Ð	Î	´	®�¼
u1 (x1, x2)

´
u2 (x1, x2)
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XJ¸�°�Ô�²8ª�Ô�³,°�²	´2³ÙÕ�²8ª�±�©2°�©	´	®i´i¾�²8ª�©	´	Ï	©	»^°aÕ�«�¶8­�±�´	®i±ÛÅ Ò Ñ�¹�±�±�­�Â2®Û¸�°�Ô�²8ª�Ô�³,°�²	©	»^°Jº8ª�²8ª�³,°�¬�²	»
´�º2°�²2°�³,°�©	©	»^°

g =
µ

µ0
, q =

λ

µ0
, κ2 =

ρ0ω
2a2

µ0
, µ0 = maxµ, a = diamS, ρ0 = max

x∈S
ρ, γ =

ρ

ρ0
.

[�ª�¶8°�°W¸�Õ�Â8°�³·²8ª�«�«�³Lª�¬�²	´	±#ª�¬�ÀÓ«�¶2Õ�Ï8ª�Þ�¹	Ð�­�¾�Â�ª

q, g ∈ C∞
+ (S), C∞

+ (S) =
{
f : f ∈ C∞(S), f > f0 > 0

}
.

Rm­�¾�Â�ªÄÐ	²8ª�°�±#ª�®�Ô�ª�Â�ª�Ï8ªåÅ Ò Ñ�º	²	´2³,°�¬=±�´'Â

a11q,1 +a12g,1 +a13g,2 +Φ1(x, q, g) = 0,

a21q,2 +a22g,1 +a23g,2 +Φ2(x, q, g) = 0,

P ∗
j = Pjµ

−1
0 ,

Å Ý Ñ
[
(qa11 + ga12)n1 + ga13n2

]∣∣
l2
= P ∗

1 ,

[
(qa11 + ga23)n2 + ga13n1

]∣∣
l2
= P ∗

2 ,
¾�Â8°H±�±�°�Â8°�©	» «�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2°H­�¸�­�Ô�©8ª�Ï2°�©	´	®

a11 = u1,1 + u2,2 = a21, a12 = 2u1,1,

a13 = u1,2 + u2,1, a22 = a13, a23 = 2u2,2,

Φ1 = γκ2u1 + qa11,1 + g(a12,1 + a13,2),
Å ' Ñ

Φ2 = γκ2u2 + qa21,2 + g (a22,1 + a23,2) .
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∆ = a11
[
a13
(
n21 − n22

)
+ (a13 − a12)n1n2

]
6= 0,
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ªÁº2­�¶8­�ßÄ´	¬�°�¶2À�©2­�«�¬�ÀQ²2°�¾�Õ�¶2´	²	Õ�°�¬�«�®µ­�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©	´	®	³4´Y©8ªÁ©8ª�¾�²	Õ�Ô�Ð	Õ

P ∗
1

¹
P ∗
2

Ç�Roª�Ð�¹�©8ª�º	²	´2³,°�²�¹
Õ�«�¶8­�±�´2°iº2­�¶8­�ßÄ´	¬�°�¶2À�©2­�«�¬�´Ù©8ª�²	Õ�#Äª�°�¬�«�®£¹mÐ�­�¾�Â�ª

n2 = 0
¹
P ∗
2 = 0

¶2´2¸�­
n1 = 0, P ∗

1 = 0
¹�Ï	¬�­

©2°ÓÂ�ª�°�¬ ­�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©	´	ÞQ©8ª
g
©8ªà¾�²8ª�©	´	Î2°�¹,´·Ô�ª�Â�ª�Ï8ª �H­ #!´Q­�Ð'ª�Ô�»1±#ª�°�¬�«�®Ú©2°�Â8­�­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	©2­�Þ�Ç

Roª�Ð	´2³Ú­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹	©8ª!Ü�¬�ª�º2°aº2­�«�¬�ª�©2­�±�Ð	´åÔ�ª�Â�ª�Ï	´ÃÕ�ß!°H³,­�ßÄ©2­Ä±�»6Â8°�¶2´	¬�À=Ð'¶�ª�«�«�»½©8ª�¾�²	Õ�Ô�­�Ð�¹	º	²	´
Ð�­�¬�­�²	»6¼Ã©2°�±�­�Ô�³,­�ßÄ©2­iº2­�«�¬�²2­�´	¬�ÀÓ°�Â2´	©2«�¬�±�°�©	©2­�°W²2° #�°�©	´2°W­�¸�²8ª�¬�©2­�ÞåÔ�ª�Â�ª�Ï	´�Ç

NL«�¶2´ÙÂ�ª�©	©	»^°�Ô�ª�Â�ª�Ï	´·¬�ª�Ð�­�±�»W¹LÏ	¬�­à³,­�ßÄ©2­Á­�º	²2°�Â8°�¶2´	¬�ÀÁº2­�¶8­�ßÄ´	¬�°�¶2À�©	»^°�Â�ª�©	©	»^° �H­ #!´
Â	¶2®�´2«�Ð�­�³4»6¼ÃáHÕ�©	Ð	Î	´	Þ�¹	¬�­�Ô�ª�Â�ª�Ï8ª �H­ #!´

a11q,1+a12g,1 +a13g,2 +Φ1(x, q, g) = 0,

a21q,2+a22g,1 +a23g,2 +Φ2(x, q, g) = 0,

q
∣∣
n=0

= q0, g
∣∣
n=0

= g0,
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®'±�¶2®	°�¬�«�®·­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	©2­�Þ�Ç�¨ Ü�¬�­�³ «�¶2Õ�Ï8ª�°Ó´	Ô�Õ�Ï	´2³ ±�­�º	²2­�«�­à°�°Û°�Â2´	©2«�¬�±�°�©	©2­�«�¬�´�Ç4[W¶2®OÜ�¬�­�¾�­
±µÅ���Ñ�º2°�²2°�Þ'Â8°�³?ÐÚ¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­�Þ½«�´2«�¬�°�³,°ÃÐ�­�­�²�Â2´	©8ª�¬�¹1«�±�®'Ô�ª�©	©2­�Þµ«ÃÏ8ª�«�¬�À�Ø ¾�²8ª�©	´	Î	» ­�¸�¶�ª�«�¬�´
S0 ⊂ S

¹,¾�Â8°Ã±�°�Ð	¬�­�²Q©8ª�¾�²	Õ�Ô�­�Ð
(P ∗

1 , P
∗
2 )

­�¬�¶2´	Ï2°�©µ­�¬Á©	Õ�¶2®£ÇLFaÕ�«�¬�À Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°Ã¾�²8ª�©	´	Î	»dÔ�ª�]
Â�ª�©2­�º8ª�²8ª�³,°�¬�²	´	Ï2°�«�Ð	´

x1 = x1(s)
¹
x2 = x2(s)

¹
s ∈ [S−, S+]

Ço¨�±�°�Â8°�³ ¶8­�Ð'ª�¶2À�©	Õ�Ø «�´2«�¬�°�³4Õ
Ð�­�­�²�Â2´	©8ª�¬

(s, n)
«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´	®	³4´

x1 = x1(s)− nx′2(s), x2 = x2(s) + nx′1(s),
Å Ê ��Ñ

«�Ï	´	¬�ª�®£¹LÏ	¬�­
(x′1)

2 + (x′2)
2 = 1

´·º2°�²2°�º	´�#�°�³ Å���Ñ\±Á­�º	´2«�ª�©	©2­�ÞÖ«�´2«�¬�°�³,°ÃÐ�­�­�²�Â2´	©8ª�¬�Ç6Rm­�¾�Â�ª
´2³,°�°�³Ú«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!Õ�Ø «�´2«�¬�°�³4Õ

A11
∂q

∂n
+A12

∂q

∂s
+A13

∂g

∂n
+A14

∂g

∂s
+Φ∗

1(x, q, g),

A21
∂q

∂n
+A22

∂q

∂s
+A23

∂g

∂n
+A24

∂g

∂s
+Φ∗

2(x, q, g).
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I4ª�Ô�²2° #!´	±åÜ�¬�Õà«�´2«�¬�°�³4Õà­�¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©2­Ã©2­�²2³Lª�¶2À�©	»6¼Áº	²2­�´	Ô�±�­�Â2©	»6¼ ∂q
∂n

´ ∂g
∂n

¹�º2­�¶2Õ�Ï	´2³½Ð'ª�©2­�]
©	´	Ï2°�«�Ð	Õ�Ø «�´2«�¬�°�³4ÕÁÅæº	²	´ÃÕ�«�¶8­�±�´	´

A11A23 −A21A13 6= 0
Ñ�«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�¾�­Ä±�´'Â�ª

∂q

∂n
= ψ1

(
s, n, q, g,

∂q

∂s
,
∂g

∂s

)
,

∂g

∂n
= ψ2

(
s, n, q, g,

∂q

∂s
,
∂g

∂s

)
,

q
∣∣
n=0

= q0, g
∣∣
n=0

= g0.
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q
¹
g
²2° #�°�©	´2° Ô�ª�Â�ª�]
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S0 ⊂ S
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³,­�ßÄ©2­å´2«�]
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S0
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Ô�ª�Â�ª�Ï	´å©2°�­�¸�¼#­�Â2´2³,­Ó²8ª�«�º2­�¶�ª�¾�ª�¬�ÀÓ±�¼#­�Â2©	»^³4´ÃÂ�ª�©	©	»^³4´åÔ�ª�Â�ª�Ï	´å±=±�´'Â8°H´	Ô�³,°�²2°�©	©	»6¼Ã±=©8ª�¸�­�²2°
¬�­�Ï2°�ÐÁ­�¸�¶�ª�«�¬�´

S
Ð�­�³4º2­�©2°�©	¬å±�°�Ð	¬�­�²8ª�«�³,°�¯�°�©	´	Þ�¹£Ð�­�¬�­�²	»^°=³,­�¾�Õ�¬Ã¸�»1¬�ÀÃ«�¾�°�©2°�²	´	²2­�±#ª�©	»?º	Õ#]
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Ð�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�­�±ÓT\ª�³,°�¹2Ð�­�¬�­�²	»^°\©8ªÄÜ�¬�ª�º2°\²2° #�°�©	´	®å­�¸�²8ª�¬�©2­�ÞàÔ�ª�Â�ª�Ï	´�º2­�Â	¶8°�ß�ª�¬Û±�­�«�«�¬�ª�©2­�±�]
¶8°�©	´	Ø�Ç

KWª�´2¸�­�¶8°�°\Ü�áWáW°�Ð	¬�´	±�©	»^³4´�³,°�¬�­�Â�ª�³4´�²2° #�°�©	´	®å­�¸�²8ª�¬�©	»6¼åÔ�ª�Â�ª�Ï�±=²8ª�³4Ð'ª�¼å«�áW­�²2³4Õ�¶2´	²2­�]
±#ª�©	©2­�Þ º2­�«�¬�ª�©2­�±�Ð	´O®'±�¶2®'ØJ¬�«�®Á³,°�¬�­�ÂÙÐ�­�©2°�Ï	©	»6¼ÁÜ�¶8°�³,°�©	¬�­�±å´Á²8ª�Ô�¶2´	Ï	©	»^°i±#ª�²	´8ª�Î	´	´ º	²2­�°�Ð']
Î	´2­�©	©	»6¼ ³,°�¬�­�Â8­�± É Ý�Í ÇmKa´	ß!°�¹m±åº�Ç Ì Ç Ê ¹�²8ª�«�«�³,­�¬�²	´2³ º	²2­�°�Ð	Î	´2­�©	©	»1Þ·³,°�¬�­�Âm¹o­�«�©2­�±#ª�©	©	»1ÞÙ©8ª
´2«�º2­�¶2À�Ô�­�±#ª�©	´	´Q«�¶�ª�¸�­�Þ·º2­�«�¬�ª�©2­�±�Ð	´Q´2«�¼#­�Â2©2­�ÞÚÐ	²8ª�°�±�­�Þ·Ô�ª�Â�ª�Ï	´ Å"&�Ñ�¹1Å Ì Ñ�Ç�[W¶2®OÜ�¬�­�¾�­à±�±�°�Â8°�³
¾�¶�ª�Â2Ð	´2°ÃáHÕ�©	Ð	Î	´	´

νi
¹oÕ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®'ØJ¯!´2°�¾�¶�ª�±�©	»^³ ¾�²8ª�©	´	Ï	©	»^³ Õ�«�¶8­�±�´	®	³1¹4©8ª�¶�ª�¾�ª�°�³4»^³ ©8ª

±�°�Ð	¬�­�²àº2°�²2°�³,°�¯�°�©	´	Þ�â
νi|l1 = 0

Ç �a³4©2­�ß�ª�®àÕ�²8ª�±�©2°�©	´	®·Å"&�Ñ^©8ª=º	²2­�¸�©	»^°ÄáHÕ�©	Ð	Î	´	´
νi
´�´	©	¬�°�]

¾�²	´	²	Õ�®�º2­=­�¸�¶�ª�«�¬�´
S
¹'º2­�¶2Õ�Ï	´2³

∫

S

(
σij,jνi + ρω2uiνi

)
ds = 0.

Fa²2°�­�¸�²8ª�Ô�Õ�®Ã´	©	¬�°�¾�²8ª�¶à«aº2­�³,­�¯!À�Ø áW­�²2³4Õ�¶2»YS£²	´	©8ª'¹	º2­�¶2Õ�Ï	´2³Q«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´2°
∫

S

(
σij,jνi + ρω2uiνi

)
ds =

∫

∂S

σijνinj ds−
∫

S

(
σijνi,j − ρω2uiνi

)
ds,

Ð�­�¬�­�²2­�°\«aÕ�Ï2°�¬�­�³·¾�²8ª�©	´	Ï	©2­�¾�­=Õ�«�¶8­�±�´	®OÅ Ì Ñ�º	²	´2³,°�¬i±�´'Â
∫

l2

piνi dl2 −
∫

S

(
σijνi,j − ρω2uiνi

)
ds = 0.

Å Ê &�Ñ

XU¬�³,°�¬�´2³1¹4Ï	¬�­�«�º2­�«�­�¸�º2­�¶2Õ�Ï2°�©	´	®·«�¶�ª�¸�­�Þ·º2­�«�¬�ª�©2­�±�Ð	´Ú´2«�¼#­�Â2©2­�ÞÚÐ	²8ª�°�±�­�Þ·Ô�ª�Â�ª�Ï	´Úº2­�Ð'ª�]
Ô�»1±#ª�°�¬�¹LÏ	¬�­àÂ	¶2®·áHÕ�©	Ð	Î	´	´

ui
¹,Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®'ØJ¯�°�ÞQ¾�¶�ª�±�©	»^³ ¾�²8ª�©	´	Ï	©	»^³ Õ�«�¶8­�±�´	®	³1¹�³,­�ßÄ©2­

¬�²2°�¸�­�±#ª�¬�À\¾�­�²8ª�Ô�Â8­\³,°�©	À #!´'¼Ä­�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©	´	ÞÓ©8ªa¾�¶�ª�Â2Ð�­�«�¬�À2¹#Ï2°�³àÂ	¶2®=áHÕ�©	Ð	Î	´	Þ=«�´'¶2À�©2­�¾�­W²2° #�°�]
©	´	®�Åæ¬�Ç�°�Ç�²2° #�°�©	´	®�Ô�ª�Â�ª�Ï	´Ä±W°�°�´2«�¼#­�Â2©2­�Þiº2­�«�¬�ª�©2­�±�Ð�°�Ñ É �'¹ Ê � Í ¹�Ï	¬�­a±#ª�ßÄ©2­aº	²	´Ä´2«�º2­�¶2À�Ô�­�±#ª�©	´	´
Ð�­�©2°�Ï	©2­�Ü�¶8°�³,°�©	¬�©	»6¼�´�º	²2­�°�Ð	Î	´2­�©	©	»6¼Ã¬�²8ª�Ð	¬�­�±�­�Ð�Ç

��CÆ@8C ��j�j �,¦�§��8h��	lopo¦�9
��k � ��� ���#§����op�CUFa²#®	³Lª�®QÔ�ª�Â�ª�Ï8ªÁÔ�ª�Ð'¶2ØJÏ8ª�°�¬�«�®Ö± ©8ª�¼#­�ß�Â8°�©	´	´
áHÕ�©	Ð	Î	´	ÞQº2°�²2°�³,°�¯�°�©	´	®

u1(x1, x2)
¹
u2(x1, x2)

«ÃÕ�Ï2°�¬�­�³?Ô�ª�Â�ª�©	©	»6¼ÖÐ�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�­�±OT\ª�³,°�Ç
¨6­�«�º2­�¶2À�Ô�Õ�°�³,«�®Ã´'Â8°�°�ÞÃº	²2­�°�Ð	Î	´2­�©	©	»6¼å³,°�¬�­�Â8­�±=´�º	²2°�Â8«�¬�ª�±�´2³Ú´2«�Ð�­�³4»^°\áHÕ�©	Ð	Î	´	´�±Ä±�´'Â8°aÐ�­�]
©2°�Ï	©2­�¾�­U²8ª�Ô�¶8­�ß!°�©	´	®Äº2­^©2°�Ð�­�¬�­�²	»^³�¸�ª�Ô�´2«�©	»^³àáHÕ�©	Ð	Î	´	®	³1¹�Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®'ØJ¯!´2³�¾�¶�ª�±�©	»^³à¾�²8ª�]
©	´	Ï	©	»^³�Õ�«�¶8­�±�´	®	³1Ç#¨OÐ'ª�Ï2°�«�¬�±�°J¸�ª�Ô�´2«�ªa±�­�Ô�À�³,°�³Á©8ª�¸�­�²i¸�´	¾�ª�²2³,­�©	´	Ï2°�«�Ð	´'¼iº2­�¶2´	©2­�³,­�±2Ç�Roª�Ð	´2³
­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹

u1 =
n∑

i=1

ciφi,
Å Ê�Ì Ñ

¾�Â8°
φ1 = x1x2

¹
φ2 = x21x2

¹
φ3 = x31x2

¹
φ4 = x1x

3
2

¹
φ5 = x41x2

¹
φ6 = x21x

3
2

¹
φ7 = x31x

3
2,

φ8 = x1x
5
2, φ9 = x61x2, φ10 = x41x

3
2, . . . ,

u2 =
n∑

i=1

diϕi,
Å Ê�Ò Ñ
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ϕ1 = x21, ϕ2 = x1x
2
2, ϕ3 = x31, ϕ4 = x21x

2
2, ϕ5 = x41,

ϕ6 = x31x
2
2, ϕ7 = x1x

4
2, ϕ8 = x51, ϕ9 = x41x

2
2, ϕ10 = x21x

4
2, . . .¨¿Ð'ª�Ï2°�«�¬�±�°åº	²2­�¸�©	»6¼QáHÕ�©	Ð	Î	´	ÞQ±�»^¸�´	²8ª�¶2´2«�ÀO¬�°Ãß!°å«�ª�³4»^°ÃÜ�¶8°�³,°�©	¬�» ¸�ª�Ô�´2«�ª'â

ν1 = φi
¹

ν2 = ϕi
Ç�FH­�Â8«�¬�ª�±�¶2®'®ÓÂ�ª�©	©	»^°Jº	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶8°�©	´	®�±!Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°ÄÅ Ê &�Ñ,´Ó´	©	¬�°�¾�²	´	²	Õ�®Óº2­!­�¸�¶�ª�«�¬�´

S
¹

º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³Á«�´2«�¬�°�³4Õ\¶2´	©2°�Þ	©	»6¼=ª�¶2¾�°�¸�²8ª�´	Ï2°�«�Ð	´'¼ÄÕ�²8ª�±�©2°�©	´	Þi­�¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©2­H©2°�´	Ô�±�°�«�¬�©	»6¼ÄÐ�­�Ü�áa]
áH´	Î	´2°�©	¬�­�±W²8ª�Ô�¶8­�ß!°�©	´	®

ci
¹
di
¹
i = 1, . . . , n

¹�²2° #�°�©	´2°6Ð�­�¬�­�²2­�Þ=Â�ª�°�¬W´2«�Ð�­�³4»^°1Ð�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�»
²8ª�Ô�¶8­�ß!°�©	´	®�áHÕ�©	Ð	Î	´	Þ�º2°�²2°�³,°�¯�°�©	´	®£Ç

��C �AC ��j�j �,¦�§��8h��	lopo¦ �����
��
'l
��� ���#§����op�Ca¨dÐ'ª�Ï2°�«�¬�±�°àÂ8­�º2­�¶2©	´	¬�°�¶2À�©2­�ÞY´	©2áW­�²2³Lª�Î	´	´
«�¶2Õ�ß�ª�¬àÂ�ª�©	©	»^°Ã­

u1(x1, x2)
¹
u2(x1, x2)

±�©2°�Ð�­�¬�­�²2­�³ ©8ª�¸�­�²2°Û¬�­�Ï2°�Ð·±�­�¸�¶�ª�«�¬�´Ú­�¸�¶�ª�«�¬�À
S
¹

º2­�¶2Õ�Ï2°�©	©	»^°å± ²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�°�²2° #�°�©	´	®Úº	²#®	³,­�ÞÖÔ�ª�Â�ª�Ï	´�¹�­�º	´2«�ª�©	©2­�Þµ±Áº�Ç Ì Ç Ê Ç4[�ª�©	©8ª�®QÔ�ª�Â�ª�Ï8ª
®'±�¶2®	°�¬�«�®·©2°�Ð�­�²	²2°�Ð	¬�©2­�Þ�¹�¬�ª�Ð·Ð'ª�ÐÚ±�¼#­�Â2©8ª�®·´	©2áW­�²2³Lª�Î	´	®·­�áHÕ�©	Ð	Î	´	®�¼Oº	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶8°�©8ª�±�±�´']
Â8°à©2°�Ð�­�¬�­�²2­�¾�­Ú©8ª�¸�­�²8ª Â�ª�©	©	»6¼£¹1±·«�±�®'Ô�´Y«àÏ2°�³¿­�¸�²8ª�¬�©8ª�®½Ô�ª�Â�ª�Ï8ªÙ²2° #Äª�°�¬�«�®µ±ÙÂ2±#ªOÜ�¬�ª�º8ª'Ç
KWª�º2°�²	±�­�³ÚÜ�¬�ª�º2°Wº2­=­�¸�­�´2³Ú©8ª�¸�­�²8ª�³ÚÔ�©8ª�Ï2°�©	´	Þ

u1(x1, x2)
´
u2(x1, x2)

«�¬�²2­�´	¬�«�®�Â2±�Õ'³,°�²	©	»1Þ
´	©	¬�°�²	º2­�¶2®'Î	´2­�©	©	»1Þi³4©2­�¾�­�Ï'¶8°�©ÄT\ª�¾�²8ª�©	ß�ª'ä�¬�°�³�«�ª�³4»^³�º	²2°�­�Â8­�¶8°�±#ª�°�¬�«�®Ä©2°�Ð�­�²	²2°�Ð	¬�©2­�«�¬�ÀW±�»6]
Ï	´2«�¶8°�©	´	®Áº	²2­�´	Ô�±�­�Â2©2­�ÞO­�¬åáHÕ�©	Ð	Î	´	Þ�¹AÔ�ª�Â�ª�©	©	»6¼�¬�ª�¸�¶2´	Ï	©2­	ÇmKWªÓ±�¬�­�²2­�³YÜ�¬�ª�º2°Ä´2«�º2­�¶2À�Ô�Õ�°�¬�«�®
º	²2­�°�Ð	Î	´2­�©	©	»1ÞÄ³,°�¬�­�Âm¹�­�º	´2«�ª�©	©	»1Þ!±�» #�°�ä�º	²2°�Â8«�¬�ª�±�´2³�´2«�Ð�­�³4»^°�áHÕ�©	Ð	Î	´	´W±U±�´'Â8°L²8ª�Ô�¶8­�ß!°�©	´	®

λ =

n∑

i=1

c̃iψi, µ =

n∑

i=1

d̃iψi,
Å Ê�Ý Ñ

ψ1 = 1, ψ2 = x1, ψ3 = x21, ψ4 = x22, ψ5 = x41, ψ6 = x42, . . .
�Wª�ÐÙ´Ù±à«�¶2Õ�Ï8ª�°Ó²2° #�°�©	´	®Oº	²#®	³,­�ÞÙÔ�ª�Â�ª�Ï	´�¹4±àÐ'ª�Ï2°�«�¬�±�°Ûº	²2­�¸�©	»6¼ÙáHÕ�©	Ð	Î	´	ÞÙ±�»^¸�´	²8ª�¶2´2«�À

Ü�¶8°�³,°�©	¬�»µ¸�ª�Ô�´2«�ªÓÅ Ê�Ì Ñ Ë Å Ê�Ò Ñ�Ç#PH«�º2­�¶2À�Ô�Õ�®Ó«�¶�ª�¸�Õ�Ø½º2­�«�¬�ª�©2­�±�Ð	Õ�¹	ª�©8ª�¶8­�¾�´	Ï	©	»^³Ù­�¸�²8ª�Ô�­�³OáW­�²2³4Õ#]
¶2´	²	Õ�°�³ «�´2«�¬�°�³4Õ�¶2´	©2°�Þ	©	»6¼·ª�¶2¾�°�¸�²8ª�´	Ï2°�«�Ð	´'¼OÕ�²8ª�±�©2°�©	´	Þ·­�¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©2­à©2°�´	Ô�±�°�«�¬�©	»6¼OÐ�­�Ü�áa]
áH´	Î	´2°�©	¬�­�±Á²8ª�Ô�¶8­�ß!°�©	´	®

c̃i
¹
d̃i
¹
i = 1, . . . , n

¹4²2° #�°�©	´2°�Ð�­�¬�­�²2­�ÞÚÂ�ª�°�¬Á´2«�Ð�­�³4»^°ÃÐ�­�Ü�áWáH´	Î	´']
°�©	¬�» ²8ª�Ô�¶8­�ß!°�©	´	Þ�¹oáW­�²2³4´	²	Õ�ØJ¯!´'¼�²2°�Ð�­�©2«�¬�²	Õ�Ð	Î	´	Ø¿©2°�´	Ô�±�°�«�¬�©	»6¼ÁÔ�ª�Ð�­�©2­�±å©2°�­�Â2©2­�²2­�Â2©2­�«�¬�´
λ(x1, x2)

´
µ(x1, x2)
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'¦ ���8l87�����n£j
9o¦��op �J¦#l

��8h
¨ Ü�¬�­�³½²8ª�Ô�Â8°�¶8°=º	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶8°�©	» ²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�» ±�»1Ï	´2«�¶2´	¬�°�¶2À�©	»6¼ Ü�Ð�«�º2°�²	´2³,°�©	¬�­�±àº2­�²2° #�°�]

©	´	Ø º	²#®	³,­�Þ ´ ­�¸�²8ª�¬�©2­�Þ Ô�ª�Â�ª�Ï�ÇWI4ª�«�«�³,­�¬�²2°�©8ª½º	²#®	³,­�Õ�¾�­�¶2À�©8ª�® ­�¸�¶�ª�«�¬�ÀY«Oº8ª�²8ª�³,°�¬�²8ª�³4´�â
S = {x1 ∈ [0, l]

¹
x2 ∈ [−b, b]} ¹o¾�Â8° l = 100

��³1¹
b = 10

��³1¹
ρ = 7856

Ð	¾���«�³ 3 Ç ��Õ�Â8°�³ «�Ï	´']
¬�ª�¬�À2¹8Ï	¬�­Ä¾�²8ª�©	À

x1 = 0
ß!°�«�¬�Ð�­iÔ�ª�¯�°�³o¶8°�©8ª'¹8©8ª�¾�²8ª�©	´

x1 = l
Ô�ª�Â�ª�©8ª=Ð'ª�«�ª�¬�°�¶2À�©8ª�®å©8ª�¾�²	Õ�Ô�Ð'ª

P
∣∣
x1=l

= 3000
Ð	¾ ����«�³ 2 ¹2ª!¾�²8ª�©	´ x2 = ±b «�±�­�¸�­�Â2©	» ­�¬=©8ª�¾�²	Õ�Ô�­�Ð�Ç

>ACÆ@8C �	��k � ��k����#§����
�ACm[W¶2®�­�Î2°�©	Ð	´�¬�­�Ï	©2­�«�¬�´�º2­�¶2Õ�Ï2°�©	©	»6¼�²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�­�±Ã²2° #�°�©	´	®àº	²#®�]
³,­�ÞQÔ�ª�Â�ª�Ï	´�¹�º	²2­�±�°�Â8°�©2­O«�²8ª�±�©2°�©	´2°åÜ�¬�­�¾�­Á²2° #�°�©	´	®Q«�²2° #�°�©	´2°�³1¹Lº2­�¶2Õ�Ï2°�©	©	»6¼Ö«�º2­�³,­�¯!À�Ø
³,°�¬�­�Â�ª!Ð�­�©2°�Ï	©	»6¼ÛÜ�¶8°�³,°�©	¬�­�±2Ç�[W¶2®Ó­�Î2°�©	Ð	´�¬�­�Ï	©2­�«�¬�´�º	²2­�ª�©8ª�¶2´	Ô�´	²2­�±#ª�©8ªÄ­�¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©8ª�®�º2­�]
¾�²2° #!©2­�«�¬�À

δi = |ui−ũi|
max |ui|

100%
¹^¾�Â8°

ui
ã ²2° #�°�©	´2°ÁÔ�ª�Â�ª�Ï	´Yº	²2­�°�Ð	Î	´2­�©	©	»^³ ³,°�¬�­�Â8­�³1¹

ũi
ã

³,°�¬�­�Â8­�³ÚÐ�­�©2°�Ï	©	»6¼ÃÜ�¶8°�³,°�©	¬�­�±2Ç
KWªW²	´2«�Ç Ê�Ë &Hº	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶8°�©	»½²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�»µ²2° #�°�©	´	®iº	²#®	³,­�ÞÓÔ�ª�Â�ª�Ï	´ÓÂ	¶2®=©2°�­�Â2©2­�²2­�Â2©2­�¾�­�Ô�ª�]

Ð�­�©8ª\´	Ô�³,°�©2°�©	´	®
λ(x1, x2) = λ0 ·

(
0.3+ (x1l )

2 +(x2b )
2
) ´

µ(x1, x2) = µ0 ·
(
0.3+ (x1l )

2 +(x2b )
2
) ¹

¾�Â8°
λ0 = 0.462 · 106 Ð	¾���«�³ 2 ¹ µ0 = 0.69 · 106 Ð	¾���«�³ 2 Ç�S£²8ª�áH´	Ï2°�«�Ð	´µ²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�» ²2° #�°�©	´	®

u1(x1, x2)
¹
u2(x1, x2)

º	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶8°�©	» ±ÛÂ2±�Õ#¼�«�°�Ï2°�©	´	®�¼àº'¶�ª�«�¬�´	©	»Wâ�º	²	´
x2 = b

´�º	²	´
x1 = l

Ç
XU¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©8ª�® º2­�¾�²2° #!©2­�«�¬�ÀÃ©8ªÛ±�«�°�Þ ­�¸�¶�ª�«�¬�´

S
º	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶8°�©8ªå«�º	²8ª�±#ªÛ©8ªÛ²	´2«�Õ�©	Ð'ª�¼�±�±�´']

Â8°Wº2­�±�°�²�¼'©2­�«�¬�´�Ç�KWªÄ¾�²8ª�áH´	Ð'ª�¼Ã«�º'¶8­ #!©2­�Þå¶2´	©	´2°�Þåº2­�Ð'ª�Ô�ª�©2­i²2° #�°�©	´2°�¹2º2­�¶2Õ�Ï2°�©	©2­�°!³,°�¬�­�Â8­�³
Ð�­�©2°�Ï	©	»6¼ÃÜ�¶8°�³,°�©	¬�­�±2Ç
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u1(x1, b) u1(l, x2)
δu1

(xl, x2)

u2(x1, b) u2(l, x2)
δu2

(xl, x2)

���	������� r w�r�y�}�x�v�������}�~��,w��t��������v�r�v�~�w��	�L��}�x��J|�w�{�u2���a��r���rt��xJ|�w����t�K��x���}�}�~�u=u2�tv��t����u=x2}/2	�
y1stv�r�v�x���� �

ω = 0 � � r y��tw����^|�w��_��stv�r�y�����}�~Ãw��t��������v�r�v�~Ó����{ u1(x1, x2)
��s�}�x�����SÁ����{

u2(x1, x2)
�

u1(x1, b) u1(l, x2)
δu1

(xl, x2)

u2(x1, b) u2(l, x2)
δu2

(xl, x2)

���	����
�� r w�r�y�}�x�v�������}�~��4w��t��������v�r�v�~�w��	�L��}�x��a|�w�{�u2���J��r���rt��xa|�w����t�K��x���}�}�~�uÄu2�tv��t����u
x2}/2	�Ó|�w�xJ��r�stv���v��

ω = 3 · 2π
w�r��Zk�s��



&
� �^���� ���� �'$ � 5 � 5 * �  	�	�����'$�� 5�365 *�� �����	$�� 5 ; 5

u1(x1, b) u1(l, x2)

δu1
(xl, x2)

u2(x1, b) u2(l, x2)
δu2

(xl, x2)

���	������� r w�r�y�}�x�v�������}�~��,w��t��������v�r�v�~�w��	�L��}�x��J|�w�{�u2���a��r���rt��xJ|�w����t�K��x���}�}�~�u=u2�tv��t����u
x2}/2	�Ó|�w�xJ��r�stv���v��

ω = 11 · 2π
w�r��Zk�s��

GU©8ª�¶2´	ÔH²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�­�±i«�°�²	´	´�Ï	´2«�¶8°�©	©	»6¼ÛÜ�Ð�«�º2°�²	´2³,°�©	¬�­�±iº2­�Ð'ª�Ô�ª�¶m¹	Ï	¬�­�­�¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©8ª�®�º2­�]
¾�²2° #!©2­�«�¬�ÀÄ²2° #�°�©	´	®Ûº	²#®	³,­�Þ�Ô�ª�Â�ª�Ï	´�º	²2°�Â	¶8­�ß!°�©	©	»^³Úº	²2­�°�Ð	Î	´2­�©	©	»^³Q«�º2­�«�­�¸�­�³Ù±Ä«�²8ª�±�©2°�©	´	´
«=³,°�¬�­�Â8­�³ Ð�­�©2°�Ï	©	»6¼ÁÜ�¶8°�³,°�©	¬�­�±åÂ	¶2®�º	²#®	³,­�Õ�¾�­�¶2À�©2­�ÞÙ­�¸�¶�ª�«�¬�´ ©2°Äº	²2°�±�­�«�¼#­�Â2´	¬ Ý�� ±å­�¸�¶�ª�]
«�¬�´OÂ8­å±�¬�­�²2­�¾�­�²2°�Ô�­�©8ª�©2«�ª'Ç �H­�¶2´	Ï2°�«�¬�±�­�¸�ª�Ô�´2«�©	»6¼ÙáHÕ�©	Ð	Î	´	Þ

n
±#ª�²	À�´	²	Õ�°�¬�«�®Ú­�¬�±�­�«�À�³4´OÂ8­

º	®'¬�©8ª�Â2Î8ª�¬�´�ä2±=Ô�ª�±�´2«�´2³,­�«�¬�´�­�¬=±�»^¸�­�²8ª
n
º2­�¾�²2° #!©2­�«�¬�ÀÓ³,­�ß!°�¬Ó«�Õ�¯�°�«�¬�±�°�©	©2­=³,°�©	®'¬�À�«�®£Ç

>AC �AC e ���
��
'l
��k ���#§����
�

¨�»1Ï	´2«�¶2´	¬�°�¶2À�©	»^°ÄÜ�Ð�«�º2°�²	´2³,°�©	¬�»?º2­Ó²2°�Ð�­�©2«�¬�²	Õ�Ð	Î	´	´Áº	²2­�±�­�Â2´'¶2´2«�À�Â	¶2®�²8ª�Ô�©	»6¼�Ô�ª�Ð�­�©2­�±
´	Ô�³,°�©2°�©	´	®Á³,­�Â2Õ�¶8°�Þ�Õ�º	²	Õ�¾�­�«�¬�´�¹A±�Ð'¶2ØJÏ8ª�®à³,­�©2­�¬�­�©	©	»^°Ä´à©2°�³,­�©2­�¬�­�©	©	»^°=Ô�ª�Ð�­�©	»WäA±ÓÂ�ª�©	©2­�Þ
«�¬�ª�¬�À�°�º	²2°�Â8«�¬�ª�±�´2³�¶2´�#!ÀJ©2°�Ð�­�¬�­�²	»^°6´	Ô�©	´'¼£Ç � Ð�«�º2°�²	´2³,°�©	¬�»Úº	²2­�±�°�Â8°�©	»OÂ	¶2®\²8ª�Ô�©	»6¼\Ï8ª�«�¬�­�¬�]
©	»6¼iÂ2´8ª�º8ª�Ô�­�©2­�±�Â8­!¬�²2°�¬�À�°�¾�­�²2°�Ô�­�©8ª�©2«�ª'Ç	¨�»1®'±�¶8°�©2­	¹�Ï	¬�­!©8ª�´2¸�­�¶8°�°H¸�¶�ª�¾�­�º	²	´	®'¬�©	»^³Ú«J¬�­�Ï	Ð	´
Ô�²2°�©	´	®O¬�­�Ï	©2­�«�¬�´Ù²2°�Ð�­�©2«�¬�²	Õ�Ð	Î	´	´ÚÏ8ª�«�¬�­�¬�©	»^³ Â2´8ª�º8ª�Ô�­�©2­�³ ®'±�¶2®	°�¬�«�®Oº2°�²	±�»1Þ�¹o¬�Ç4°�Ç�Â8­åº2°�²']
±�­�¾�­Ó²2°�Ô�­�©8ª�©2«�ª'Ç2[W¶2®�­�Î2°�©	Ð	´à¬�­�Ï	©2­�«�¬�´à±�­�«�«�¬�ª�©2­�±�¶8°�©	´	®àº	²2­�ª�©8ª�¶2´	Ô�´	²2­�±#ª�©8ª�­�¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©8ª�®
º2­�¾�²2° #!©2­�«�¬�Ài²2°�Ð�­�©2«�¬�²	Õ�Ð	Î	´	´

δµ
´
δλ
ÉÈÊ�Ê�Í Ç

KWª ²	´2«�Ç Ì�Ë'Ý º	²	´	±�°�Â8°�©	» ²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�» º2­ ±�­�«�«�¬�ª�©2­�±�¶8°�©	´	Ø ©2°�´	Ô�±�°�«�¬�©	»6¼
λ(x1, x2)

´
µ(x1, x2)

©8ªWÏ8ª�«�¬�­�¬�°
ω = 3 · 2π ²8ª�Â ��«ÄÅæº2°�²	±�»1ÞÛÏ8ª�«�¬�­�¬�©	»1ÞÛÂ2´8ª�º8ª�Ô�­�©�Ñ�Ç	KWªW¾�²8ª�áH´	Ð'ª�¼Û«�º'¶8­ #\]©2­�ÞÛ¶2´	©	´2°�ÞÃ´	Ô�­�¸�²8ª�ß!°�©2­=¬�­�Ï	©2­�°a²2° #�°�©	´2°�¹	¬�­�Ï	Ð'ª�³4´ ã ²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�» ²2°�Ð�­�©2«�¬�²	Õ�Ð	Î	´	´�ä2º2­�±�°�²�¼�]

©2­�«�¬�Ài«�º	²8ª�±#ªÄ´'¶	¶2Øa«�¬�²	´	²	Õ�°�¬iº2­�¾�²2° #!©2­�«�¬�Ài´'Â8°�©	¬�´2áH´	Ð'ª�Î	´	´�Ç
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µ(x1, b)
µ(l, x2)

δµ(xl, x2)

λ(x1, b) λ(l, x2)

δu2
(xl, x2)

���	����� ��q'�t��������v�r�v�~�w��t����}�stv�w����K��x�xU��r�����}���y6}��t�t��}���w��t��}���stv�x
λ(x1, x2) = λ0 ·

(

0.3 +
(

x1

l

)2
+

(

x2

b

)2
) �

µ (x1, x2) = µ0 ·
(

0.3 +
(

x1

l

)2
+

(

x2

b

)2
) �

λ0 = 0.462 · 106
���Rk�stu 2 x µ0 = 0.69 · 106

���Rk�stu 2 � n = 4
�

GU©8ª�¶2´	Ô�´	²	Õ�®�º2­�¶2Õ�Ï2°�©	©	»^°=Ï	´2«�¶8°�©	©	»^°=²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�»W¹m©2°�­�¸�¼#­�Â2´2³,­�­�¬�³,°�¬�´	¬�À2¹£Ï	¬�­�º	²	´Á±�­�«�]
«�¬�ª�©2­�±�¶8°�©	´	´�Ô�ª�Ð�­�©2­�±J©2°�­�Â2©2­�²2­�Â2©2­�«�¬�´=´	Ô�³,°�©2°�©	´	®!³,­�Â2Õ�¶8°�Þ!º2­1©2°�Ð�­�¬�­�²	»^³�º2­�¶2´	©2­�³4´8ª�¶2À�©	»^³
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Â	¶2®Ù³Lª�Ð�«�´2³Lª�¶2À�©2­�¾�­ÁÏ	´2«�¶�ªåÐ�­�³4º2­�©2°�©	¬Á©8ªåÐ�­�¬�­�²	»^°�³,­�ß!°�¬Á²8ª�Ô�¸�´	±#ª�¬�À�Ð�­�³4º'¶8°�Ð�«�©	Õ�Ø º'¶8­�«�]
Ð�­�«�¬�ÀÓº	²2°�Â8°�¶2À�©	»1Þ�«�º2°�Ð	¬�²åº2­�«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­�«�¬�´�¬ �1�º'¶2´	Î2°�±�»6¼�³Lª�¬�²	´	Î�«W«�´2³4±�­�¶8­�³QÔ�ª�Â�ª�©	©2­�Þ
«�¬�°�º2°�©	´

k
ÇLKa´	ß!°å³4» ¸�Õ�Â8°�³ ´2«�º2­�¶2À�Ô�­�±#ª�¬�ÀÙ«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2°Ã«�¬�ª�©'Â�ª�²	¬�©	»^°�­�¸�­�Ô�©8ª�Ï2°�©	´	®£Ç %H°�²2°�Ô

σ(A)
¸�Õ�Â8°�³Ú­�¸�­�Ô�©8ª�Ï8ª�¬�ÀÛ«�º2°�Ð	¬�²å­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª

A
â

σ(A) = {λ ∈ C : A− λI ã ©2°�­�¸�²8ª�¬�´2³ }.
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��Õ�Â8°�³Ù²8ª�«�«�³Lª�¬�²	´	±#ª�¬�ÀÛ³4©2­�¾�­�Ï'¶8°�©

b(t) = µ+ t−k(t− α)k(t− β)k,
Å"!�Ñ

¾�Â8°
µ
¹
α
¹
β ã Ð�­�³4º'¶8°�Ð�«�©	»^°!Ï	´2«�¶�ª�´

α · β 6= 0
Ç	FaÕ�«�¬�À

a(t) = t−1(t− α)(t− β).
Å"&�Ñ

TW°�¾�Ð�­=±�´'Â8°�¬�À2¹	Ï	¬�­Ä±=«�´'¶2Õ�áW­�²2³4Õ�¶OÅ"!�Ñ�¹�Å"&�Ñ

b(t) = µ+ (a(t))k.
Å Ì Ñ

Z ¶8°�Â2Õ�ØJ¯Äª�®Ó¶8°�³,³LªÄº	²	´	±�°�Â8°�©8ªÄ±Ä²8ª�¸�­�¬�° ÉÈÊ�Í Ç
�å¦���� ��@8C �^"m���m������$	/a�J��0A���A��"�/Q0 - ���A��� - 
�����������$ - �������Û�A��$A� - ��$	/ 
Û���� 0	�	���A��
�/ 
Ó������"����

�H���2�4
 - �����4�
a(t)

�
b(t)

��
 �	
���$	/ ���A���2 �� 	!�2�µ� -�- ��$ - �i��$	�A�����

σl(b(t)) = µ+ (σl(a(t)))
k.

Å Ò Ñ

Z áW­�²2³4Õ�¶2´	²	Õ�°�³ ¬�°�º2°�²	ÀÙ­�«�©2­�±�©2­�Þµ²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬·²8ª�¸�­�¬�»WÇ6FaÕ�«�¬�À
k ã ©8ª�¬�Õ�²8ª�¶2À�©2­�°�Ï	´2«�¶8­	¹

ª
b(t)

­�º	²2°�Â8°�¶2®	°�¬�«�®åáW­�²2³4Õ�¶8­�ÞOÅ"!�Ñ�Ç2Rm­�¾�Â�ªÄ´2³,°�°�¬i³,°�«�¬�­=«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯Äª�®Û¬�°�­�²2°�³Lª'Ç
��¦����o¦�� �Ú@8C

1.
�6���	�

k = 1
�	�	�

k = 2
* � -

C \ σl(b)
��
 �	
���$ 5

2.
�6���	�

k > 3
* � -

C \ σl(b)
� - �=���=�2����� � [k+1

2

] � - �40 - $A��$A��Åæ
��	�����#� �å$A� - ��"���$	������$	$� ��
� - �40 - $A��$A�� �Ñ 5

3.
;Ä���à�	���\� - � - $����� #"�������$ - � - ���A�����

j
�����\�2 

1
� [k+1

2

] �t �	i������
� ��\�Û�����	�A�
α
*
β
* ��� -

C \ σl(b)
�2�������a" - 
�$ -

j
� - �40 - $A��$A� 5�� ����$	$ -

α
*
β
$�� 
 - � �������Ã�2
J #"���
�$A��$	�	���

{
−(α+ β) + 2

√
α · β = f1,

−(α+ β)− 2
√
α · β = f2.

Å Ý Ñ

�^"�� ��� - �
f1
*
f2
���A���2 2����
�/ � �#"���� �å����� * ��� -
� /µ"���
�$ - ��� �Û
�$�������$	�	�à� 
���" �� 2����$A� - 
= �� -��


��A����
 - "��'���Ó���A���2 �� 	i���m Û 2��� - 
����	�

π(r − 1)

k
< | arg(f1)− arg(f2)| <

πr

k
, r = 1, . . . , k.

Å ' Ñ

� ��� - � ���� ��#�������A��� - � - �40 - $A��$A�·��
 �	
�$ - �����Ú� - 0 - �	$A��$	���Ö0#"m���m������$ - � - ��0A���A��"�� �  ��m���
"���
�$���� �'��� [ r+1

2

] 5
C
Roª�ÐiÐ'ª�Ð=Â8­�º2­�¶2©2°�©	´2°J­�¬�²2°�Ô�Ð'ªHº	²#®	³,­�ÞÓ«�±�®'Ô�©2­	¹�¬�­W³4»Úº2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³Á´	Ô^²8ª�±�°�©2«�¬�±#ªÓÅ Ò ÑmÂ8­�Ð'ª�]

Ô�»1±#ª�°�³,­�°HÕ�¬�±�°�²#ß�Â8°�©	´	®ÛÂ	¶2®
k = 1

Ç	Fa²	´
k = 2

³4»½º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³1¹	Ï	¬�­�º	²2°�Â8°�¶2À�©	»1Þå«�º2°�Ð	¬�²
σl(b)º	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶2®	°�¬Ù«�­�¸�­�ÞÚº	²2­�«�¬�Õ�Ø ²8ª�Ô�­�³4Ð	©	Õ�¬�Õ�Ø Ð	²	´	±�Õ�Ø�¹,º2­�«�Ð�­�¶2À�Ð	Õ·Õ�¾�­�¶Q³,°�ß�Â2ÕÙÐ�­�©	Î2°�±�»^³4´

¬�­�Ï	Ð'ª�³4´O±åÜ�¬�­�³ «�¶2Õ�Ï8ª�°i¸�­�¶2À #�°=Ï2°�³
π
´O³,°�©	À #�°�¹�Ï2°�³

2π
Çm¨ Ü�¬�­�³ «�¶2Õ�Ï8ª�°=¬�ª�Ð	ß!°iº2­�¶2Õ�Ï8ª�]

°�¬�«�®Ã­�Â2©8ªÄÐ�­�³4º2­�©2°�©	¬�ªi«�±�®'Ô�©2­�«�¬�´ÃÂ8­�º2­�¶2©2°�©	´	®Ãº	²2°�Â8°�¶2À�©2­�¾�­Ó«�º2°�Ð	¬�²8ª'Ç8FH­�Ð'ª�ß!°�³1¹8Ï	¬�­�±i«�´'¶2Õ
áW­�²2³4Õ�¶2» Å Ò Ña´ Õ�Ï	´	¬�»1±#ª�®£¹mÏ	¬�­

σl(a)
Ü�¬�­å­�¬�²2°�Ô�­�Ð�¹o³4©2­�ß!°�«�¬�±�­

σl(b)
´2³,°�°�¬�©2°i¸�­�¶8°�° [k+1

2

]
Ð�­�³4º2­�©2°�©	¬=´ÛÏ	¬�­�Ð'ª�ß�Â8­�°HÔ�©8ª�Ï2°�©	´2°HÏ	´2«�¶�ª!Ð�­�³4º2­�©2°�©	¬i³,°�ß�Â2Õ

1
´ [k+1

2

] ³,­�ß!°�¬i¸�»1¬�ÀÄ²2°�ª�¶2´']
Ô�­�±#ª�©2­ÃÅæ©8ª�º	²	´2³,°�²�¹2³4»µº2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³Ù¬�­�Ï	©2­ [k+1

2

] ¹'°�«�¶2´�Ô�©8ª�Ï2°�©	´2° |µ− (α+ β)| > 0
Â8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©2­

³Lª�¶8­Ó´àÔ�©8ª�Ï2°�©	´2° |α · β| > 0
Â8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©2­�±�°�¶2´	Ð�­#Ñ�Ç8[!°�Þ2«�¬�±�´	¬�°�¶2À�©2­	¹�±�»^¸�°�²2°�³½áW­�Ð	Õ�«�»

f1
¹
f2¬�ª�Ð�¹	Ï	¬�­�¸�»Y±�»1º2­�¶2©	®�¶8­�«�ÀÓÕ�«�¶8­�±�´2°iÅ ' Ñ�¹	¬�Ç2°�Ç

π(s− 1)

k
< | arg(f1)− arg(f2)| <

πs

k
, s = 1, . . . , k.

Å���Ñ
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PH³,°�©	©2­	¹	º	Õ�«�¬�À
f1 = r · exp

(
πi(s−1)

2k

) ¹
f2 = r · exp

(
−πi(s−1)

2k

) Ç	Rm­�¾�Â�ª'¹	´2«�º2­�¶2À�Ô�Õ�®ÃáW­�²2³4Õ#]
¶2Õ�Å Ý Ñ�¹2³4»Y©8ª�¼#­�Â2´2³Ú®'±�©	»^°HÔ�©8ª�Ï2°�©	´	®Ãº8ª�²8ª�³,°�¬�²2­�±

α
¹
β
â

{
α = − f1+f2

4 + 1
2

√
f1 · f2,

β = − f1+f2
4 − 1

2

√
f1 · f2.

Å���Ñ

KH°�¬�²	Õ�Â2©2­Û±�´'Â8°�¬�À2¹AÏ	¬�­Ûº	²2°�Â8°�¶2À�©	»1Þ «�º2°�Ð	¬�²
σl(a)

º	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶2®	°�¬�«�­�¸�­�ÞÁ­�¬�²2°�Ô�­�Ð�â
σl(a) =

{z ∈ C : z = z(t) = tf1 + (1 − t)f2, 0 6 t 6 1} Ç ��Õ�Â8°�³?«�¶8°�Â2´	¬�ÀOÔ�ª�¬�­�Ï	Ð'ª�³4´½­�¬�²2°�Ô�Ð'ª
º	²	´Q±�­�Ô�±�°�Â8°�©	´	´Ö±

k
]×Õ�Ø «�¬�°�º2°�©	À½ÅÆ³4»d­�¬�­�ß�Â8°�«�¬�±�¶2®	°�³ ¬�­�Ï	Ð	´Qº'¶8­�«�Ð�­�«�¬�´µ«�Ð�­�³4º'¶8°�Ð�«�©	»^³4´

Ï	´2«�¶�ª�³4´�Ñ�â

(z(t))k=(t·f1+(1−t)·f2)k=
(
t ·
(
r · exp

(
πi(s− 1)

2k

))
+ (1− t)

(
r · exp

(
−πi(s− 1)

2k

)))k
.

��Õ�Â8°�³Ú«�¶8°�Â2´	¬�Ài«�©8ª�Ï8ª�¶�ªÄÔ�ª�Ð�­�©	Î2°�±�»^³4´�¬�­�Ï	Ð'ª�³4´�­�¬�²2°�Ô�Ð'ª
z(1)

¹
z(0)

Ç8FH­�¶2Õ�Ï8ª�°�³1â

(z(1))k = (f1)
k = rk · exp

(
πi(s− 1)

2

)
, (z(0))k = (f2)

k = rk · exp
(
−πi(s− 1)

2

)
.

KH°�¬�²	Õ�Â2©2­Û±�´'Â8°�¬�À2¹�Ï	¬�­Ó±Û«�´'¶2Õå©2°�º	²2°�²	»1±�©2­�«�¬�´ ­�¬�­�¸�²8ª�ß!°�©	´	®à±�­�Ô�±�°�Â8°�©	´	®à±Û«�¬�°�º2°�©	À2¹£­�¸�]
²8ª�Ô�­�³Á­�¬�²2°�Ô�Ð'ªHº	²	´ÄÜ�¬�­�³Á­�¬�­�¸�²8ª�ß!°�©	´	´i®'±�¶2®	°�¬�«�®ÄÐ	²	´	±#ª�®£¹�´2³,°�ØJ¯Äª�® [ s−1

2

] «�ª�³,­�º2°�²2°�«�°�Ï2°�©	´	Þ�Ç
ÅÆFa²	´�±�­�Ô�±�°�Â8°�©	´	´å±Ä«�¬�°�º2°�©	Ài³,­�Â2Õ�¶2ÀÄ´åª�²	¾�Õ'³,°�©	¬=áHÕ�©	Ð	Î	´	´�®'±�¶2®'ØJ¬�«�®Û©2°�º	²2°�²	»1±�©	»^³4´�áHÕ�©	Ð']
Î	´	®	³4´�¹�«�­�­�¬�±�°�¬�«�¬�±�°�©	©2­	¹A³,­�Â2Õ�¶2®Ã´àª�²	¾�Õ'³,°�©	¬�ª=©2°�Ô�ª�±�´2«�´2³,­�Þàº2°�²2°�³,°�©	©2­�Þ�Ç ÑU¨½«�´'¶2ÕÃ³,­�©2­�¬�­�©']
©2­�«�¬�´�²2­�«�¬�ªàÅæÕ'¸�»1±#ª�©	´	®8Ñ^³,­�Â2Õ�¶2®å¬�­�Ï2°�Ð�­�¬�²2°�Ô�Ð'ª

z
º	²	´�±�­�Ô�±�°�Â8°�©	´	´à±Ó«�¬�°�º2°�©	À

k
º	²	´ |z| > 1Å |z| < 1

ÑÄ±�«�°Ã¬�­�Ï	Ð	´µ«�ª�³,­�º2°�²2°�«�°�Ï2°�©	´	Þ½²8ª�Ô�¶2´	Ï	©	»WÇ Z ¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹�Ü�¬�ªÁÐ	²	´	±#ª�®Q²8ª�Ô�¸�´	±#ª�°�¬
º'¶8­�«�Ð�­�«�¬�ÀÓ©8ª [ s−1

2

]
+ 1 =

[
s+1
2

] Ð�­�³4º2­�©2°�©	¬Û«�±�®'Ô�©2­�«�¬�´Ãº	²	´
s = 1, . . . , k

Ç
B

���������	��
���� ?�
 XU¬�³,°�¬�´2³1¹�Ï	¬�­�´	Ô�Â8­�Ð'ª�Ô�ª�¬�°�¶2À�«�¬�±#ªå¬�°�­�²2°�³4»?«�¶8°�Â2Õ�°�¬å®'±�©	»1Þ «�º2­�«�­�¸�º2­�]
«�¬�²2­�°�©	´	®å«�´2³4±�­�¶�ªÄ¬ �1�º'¶2´	Î2°�±�»6¼à³Lª�¬�²	´	Î�¹2º	²2°�Â8°�¶2À�©	»1Þà«�º2°�Ð	¬�²ÃÐ�­�¬�­�²	»6¼ÃÂ8°�¶2´	¬=Ð�­�³4º'¶8°�Ð�«�©	Õ�Ø
º'¶8­�«�Ð�­�«�¬�À ©8ªåÏ	´2«�¶8­

s = 1, . . . , k
Ð�­�³4º2­�©2°�©	¬O«�±�®'Ô�©2­�«�¬�´�¹,Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®'ØJ¯!´'¼·Õ�«�¶8­�±�´	Ø ¬�°�­�]

²2°�³4»WÇ	[!°�Þ2«�¬�±�´	¬�°�¶2À�©2­	¹�Ô�ª�áH´	Ð�«�´	²	Õ�°�³Öº	²2­�´	Ô�±�­�¶2À�©2­�°!Ð�­�³4º'¶8°�Ð�«�©2­�°�Ï	´2«�¶8­
z0
¹8­�¬�¶2´	Ï	©2­�°�­�¬

0
Ç

¨�»^¸�°�²2°�³ÚÕ�¾�­�¶
φ
¹	Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®'ØJ¯!´	ÞåÕ�«�¶8­�±�´	Ø Å���Ñ�â

π(s− 1)

k
< φ <

πs

k
.

FH­�¶8­�ßÄ´2³
f1 = z0

¹
f2 = eiφz0

ÇmPH«�º2­�¶2À�Ô�Õ�®ÙáW­�²2³4Õ�¶2» Å���Ña©8ª�Þ'Â8°�³ ®'±�©2­ÃÔ�©8ª�Ï2°�©	´	®Oº8ª�²8ª�]
³,°�¬�²2­�±

α
¹
β
â

{
α = − z0+eiφz0

4 + 1
2z0e

iφ/2,

β = − z0+eiφz0
4 − 1

2z0e
iφ/2.

� C��	�op �����Á¦#lopo¦2C��	�op �J¦��87 h�7 �opoj �,¦#lop�k 9
�o¦�§L¦ ���8l87��·j
9o¦#n

��
�8h

I4ª�«�«�³,­�¬�²	´2³Q«�´2³4±�­�¶
b(t) = µ+ t−k(t−α)k(t− β)k

«Jº8ª�²8ª�³,°�¬�²8ª�³4´
µ = 0+ i

¹
α = 3− 5i

¹
β = 1 + 3i

Ç�Ka´	ß!°=º	²	´	±�°�Â8°�©	» º	²	´2³,°�²	»?º2­�«�¬�²2­�°�©	´	®Áº	²2°�Â8°�¶2À�©2­�¾�­å«�º2°�Ð	¬�²8ªÛº2­�«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�]
©2­�«�¬�´Ã¬ �1�º'¶2´	Î2°�±�»6¼å³Lª�¬�²	´	Îå«H«�´2³4±�­�¶8­�³ b(t) Ç	KWª!²	´2«�Ç Ê ¹ &\º	²	´	±�°�Â8°�©	» ¾�²8ª�áH´	Ð	´�º	²2°�Â8°�¶2À�©	»6¼
«�º2°�Ð	¬�²2­�±2¹£º2­�«�¬�²2­�°�©	´2°�Ð�­�¬�­�²	»6¼Á­�«�Õ�¯�°�«�¬�±�¶8°�©2­Û©8ªÓ­�«�©2­�±�°!Â8­�Ð'ª�Ô�ª�©	©2­�ÞÁ±�» #�°!¬�°�­�²2°�³4» Ê ¹�©8ª
²	´2«�Ç Ê Â	¶2®Oº8ª�²8ª�³,°�¬�²8ª

k = 1
¹Lªå©8ªå²	´2«�Ç�&ÃÂ	¶2®ÙÔ�©8ª�Ï2°�©	´	®·º8ª�²8ª�³,°�¬�²8ª

k = 3
Ç,KWªå²	´2«�Ç�!'¹ Ì
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º	²	´	±�°�Â8°�©	» º	²	´2³,°�²	» º2­�«�¬�²2­�°�©	´	®�«�º2°�Ð	¬�²2­�±Û¬ �1�º'¶2´	Î2°�±�»6¼�³Lª�¬�²	´	Îà²8ª�Ô�³,°�²8ª 20 × 20
«!«�´2³4±�­�]

¶8­�³
b(t)

¹	±�»1º2­�¶2©2°�©	©	»6¼Ã«a´2«�º2­�¶2À�Ô�­�±#ª�©	´2°�³Úº	²2­�¾�²8ª�³,³4» ª�©8ª�¶2´	¬�´	Ï2°�«�Ð	´'¼Ã±�»1Ï	´2«�¶8°�©	´	Þ4� +���,/1�Ç
¨�´'Â2©2­	¹#Ï	¬�­\Õ�ß!°^Â	¶2®i³Lª�¬�²	´	ÎÛ²8ª�Ô�³,°�²8ª

20× 20
º	²2°�Â8°�¶2À�©	»1Þ�«�º2°�Ð	¬�²ÓÂ8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©2­\¼#­�²2­ #�­\º	²	´']

¸�¶2´	ß�ª�°�¬�«�®�­�¸�»1Ï	©	»^³Ú«�º2°�Ð	¬�²2­�³1Ç
Ka´	ß!°=º	²	´	±�°�Â8°�©	» ¾�²8ª�áH´	Ð	´ º	²2°�Â8°�¶2À�©2­�¾�­�«�º2°�Ð	¬�²8ª Åæ²	´2«�Ç Ê ÑJ´ «�º2°�Ð	¬�²8ªÃ¬ �1�º'¶2´	Î2°�±�­�ÞÙ³Lª�¬�]

²	´	Î	»½²8ª�Ô�³,°�²8ª
20× 20

«a«�´2³4±�­�¶8­�³
b(t) = µ+ t−k(t− α)k(t− β)k

º	²	´
k = 1

Ç	¨QÜ�¬�­�³·«�¶2Õ�Ï8ª�°
Â8­�º2­�¶2©2°�©	´2°Wº	²2°�Â8°�¶2À�©2­�¾�­i«�º2°�Ð	¬�²8ª=«�±�®'Ô�©2­åÅæÏ	´2«�¶8­ÄÐ�­�³4º2­�©2°�©	¬Û«�±�®'Ô�©2­�«�¬�´Ã²8ª�±�©2­ Ê Ñ�Ç

���	�������3~,w��_��������}�~£�as�|��t��v�wUvK\L�|���x,����y����Ju8r�v�w�x,��~Ãs,s�x�u	y�������u
b(t)

|�w�x
k = 1

�

���	����
��Z~,w��_��������}�~£�as�|��t��v�wUvK\L�|���x,����y����Ju8r�v�w�x,��~Ãw�r��tu2�tw�r
20 × 20

s,s�x�u	y�������u
b(t)

|�w�x
k = 1

� ,N9RO,J L � �
`£ª�³,°�¬�´2³1¹�Ï	¬�­ÄÂ�ª�¶8°�°!³4» ´2«�º2­�¶2À�Ô�Õ�°�³ÖáW­�²2³4Õ�¶2Õ Å���Ñ�Ç�¨½Ü�¬�­�³Q«�¶2Õ�Ï8ª�°

s = k = 3
¹
arg(f1) −

arg(f2) = 2.48
¹	´ÃÜ�¬�­�Ô�©8ª�Ï2°�©	´2°\Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®	°�¬iÕ�«�¶8­�±�´	Ø

2π

3
< 2.48 < π.
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«�º2°�Ð	¬�²8ª'¹2²8ª�±�©2­�° !'Ç

���	�������3~,w��_��������}�~£�as�|��t��v�wUvK\L�|���x,����y����au8r�v�w�x,��~Ãs4s�x�u	y�������u
b(t)

|�w�x
k = 3

�

���	��� � �3~,w��_��������}�~£�as�|��t��v�wUvK\L�|���x,����y����Ju8r�v�w�x,��~
w�r��tu2�tw�r

20 × 20
s,s�x�u	y�������u

b(t)
|�w�x

k = 3
� ,N9RO,J L � �

Z ¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´	ÞÃ²	´2«�Õ�©2­�Ðå«�­�Â8°�²#ßÄ´	¬Ó¾�²8ª�áH´	Ð�º	²2°�Â8°�¶2À�©2­�¾�­Ó«�º2°�Ð	¬�²8ª'¹2«�´2³4±�­�¶�ª

b(t) = µ+ t−k(t− α)k(t− β)k

«Wº8ª�²8ª�³,°�¬�²8ª�³4´
µ = 1 + 3.9i

¹
α = 2 + 7i

¹
β = −1 − 3i

¹
k = 6

¹2²8ª�Ô�¸�´	±#ª�ØJ¯�°�¾�­iÐ�­�³4º'¶8°�Ð�«�©	Õ�Ø
º'¶8­�«�Ð�­�«�¬�ÀÓ©8ª &�Ð�­�³4º2­�©2°�©	¬�» «�±�®'Ô�©2­�«�¬�´�Ç
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|,sts����_�����tv�s_{a��r���rt��r^s���u2u	x�w���y�r�}�x�{Hw�{���r
	4r�r�w�r1}���|�w��tw�~£y�}����!¤m��}��K��x�x��:~,w�x�y��t��x�v�s_{U������r���r�v�������stv�y��
v��t��w��tu	~O���a��stv�������x�y���stv�x!xÄw�r�y�}���u2�tw�}����=s×���t��x�u2��stv�x�w����t����{�w�x��t��y�r�}�}������J���������L��}�}����Ós���u2u8r�v���w�}����
¤m��}��K��x����Lw�{���r �L��w�����S�	4r�r�w�r£}���|�w��tw�~£y�}�����¤m��}��K��x�x��t��r���r�}�}�������|�w�x�����x:jL��}�}�~�u	xL������¤4¤mx,��x���}�v�r�u	x��

�U�	�^�'�����6�a���	 ���¡#¢�|�w��t����w�r��t��y�r�}�x���	4r�r�w�r���w�{��
	4r�r�w�r���u2�tv��t�Jw����t����{�w�x���r���x�x�oAx�����}���y�r���w����t����{�w�x���x��
w���zo�,x��au	}���j�x�v�������������r�sts,¤m��}��K��x��
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�

GUº	º8ª�²8ª�¬�Â2´2«�Ð	²2°�¬�©	»6¼·­�²	¬�­�¾�­�©8ª�¶2À�©	»6¼·º	²2°�­�¸�²8ª�Ô�­�±#ª�©	´	Þ ÅE[ÄXJF\Ñ\´2³,°�°�¬�Â8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©2­ #!´']
²2­�Ð�­�°�º	²	´2³,°�©2°�©	´2° ÉÈÊ�Í Ç�FH­�«�¶8°�Â2©	´2°à¾�­�Â2» ­�¬�³,°�Ï2°�©	» ´	©	¬�°�©2«�´	±�©	»^³ º	²	´2³,°�©2°�©	´2°�³¿áHÕ�©	Ð	Î	´	Þ
�L­�¶ #Äª'¹ 
Hª�ª�²8ª'¹�I4ª�Â8°�³Lª�¼#°�²8ªÛ±Ó²8ª�Ô�¶2´	Ï	©	»6¼à¬�°�­�²2°�¬�´	Ï2°�«�Ð	´'¼à´�º	²8ª�Ð	¬�´	Ï2°�«�Ð	´'¼à´2«�«�¶8°�Â8­�±#ª�©	´	®�¼£â
¬�°�­�²	´	®·áHÕ�©	Ð	Î	´	Þ·´ÚáHÕ�©	Ð	Î	´2­�©8ª�¶2À�©	»1ÞÖª�©8ª�¶2´	Ô�¹,¬�°�­�²	´	®Qª�º	º	²2­�Ð�«�´2³Lª�Î	´	´�¹�¬�°�­�²	´	®Ù±�°�²2­�®'¬�©2­�]
«�¬�°�Þ�¹2«�±�®'Ô�À=´�¬�°�¶8°�±�´'Â8°�©	´2°�¹�­�¸�²8ª�¸�­�¬�Ð'ª=«�´	¾�©8ª�¶8­�±i´�²8ª�«�º2­�Ô�©8ª�±#ª�©	´2°!«�´	¾�©8ª�¶8­�±i´�¬�Ç'ÂmÇ

Z ´2«�¬�°�³Lª 
Hª�ª�²8ªO­�Ð'ª�Ô�ª�¶�ª�«�À·º2­�¶8°�Ô�©2­�Þ½º	²	´µ²2° #�°�©	´	´½©2°�Ð�­�¬�­�²	»6¼Yª�Ð	¬�Õ#ª�¶2À�©	»6¼µ±�­�º	²2­�«�­�±
­�¸�¯�°�ÞÚ¬�°�­�²	´	´Ö­�²	¬�­�¾�­�©8ª�¶2À�©	»6¼Q²#®�Â8­�±2Ç�FH°�²	±�»^°�º	²8ª�Ð	¬�´	Ï2°�«�Ð	´2°åº	²	´2³,°�©2°�©	´	®Ö«�´2«�¬�°�³ �L­�¶ #Äª
´�
Hª�ª�²8ª ­�¬�©2­�«�®'¬�«�®µÐµ­�¸�¶�ª�«�¬�´½«�±�®'Ô�´�Ç ��¶�ª�¾�­�Â�ª�²#®µ²8ª�¸�­�¬�ª�³ 
�Ç 
Hª�²2³4Õ�¬�ªOáHÕ�©	Ð	Î	´	´ �L­�¶ #Äª
±�­ #\¶2´�±i¬�°�¼'©	´	Ð	Õ�¬�°�¶8°�±�´'Â8°�©	´	®£Ç£PH³Úß!°�¹�©8ª=­�«�©2­�±�°\Õ�º2­�³4®'©	Õ�¬�»6¼�«�´2«�¬�°�³1¹8º2­�«�¬�²2­�°�©8ªi¬�°�­�²	´	®
«�°�Ð	±�°�©	¬�©2­�¾�­Óª�©8ª�¶2´	Ô�ª É & Í Ç

XJ«�¬�ª�©2­�±�´2³,«�®�º2­�Â2²2­�¸�©2°�°J©8ªW²#®�Â�ª�¼ 
Hª�ª�²8ª'Ç�¨1ª�ßÄ©2­�°Uº	²	´'¶8­�ß!°�©	´2°WáHÕ�©	Ð	Î	´	´ 
Hª�ª�²8ªW©8ª$#\¶2´
±iº	²8ª�Ð	¬�´	Ï2°�«�Ð�­�Þ�­�¸�²8ª�¸�­�¬�Ð�°!´	Ô�­�¸�²8ª�ß!°�©	´	Þ�Ç£Fa²	´åÎ	´2áH²2­�±�­�Þ�­�¸�²8ª�¸�­�¬�Ð�°�«�´	¾�©8ª�¶8­�±Óº	²	´'¼#­�Â2´	¬�«�®
´2³,°�¬�À�Â8°�¶8­Ä«UÂ�ª�©	©	»^³4´�¹	´	Ô�±�°�«�¬�©	»^³4´Ãº	²	´2¸�¶2´	ß!°�©	©2­	¹2Ï	¬�­!Â8°�¶�ª�°�¬Ä©2°�±�­�Ô�³,­�ßÄ©	»^³Úº	²	´2³,°�©2°�©	´2°
¬�²8ª�Â2´	Î	´2­�©	©	»6¼Ú³,°�¬�­�Â8­�±Á²2° #�°�©	´	®ÙÜ�¬�´'¼OÔ�ª�Â�ª�Ï�Ç � ¬�ªàß!°�«�´	¬�Õ#ª�Î	´	®Ù±�­�Ô�³,­�ßÄ©8ªàº	²	´·²8ª�«�«�³,­�¬�]
²2°�©	´	´Yº2­�Ð'ª�Ô�ª�©	´	Þ º	²	´2¸�­�²2­�±Q±·¾�°�­�áH´	Ô�´	Ð�°�¹^±ÙÂ2´2«�¬�ª�©	Î	´2­�©	©2­�³dÔ�­�©'Â2´	²2­�±#ª�©	´	´ `A°�³o¶2´ É '�Í ¹6±
¬�°�¶8°�Ð�­�³,³4Õ�©	´	Ð'ª�Î	´2­�©	©	»6¼�º	²2­�Î2°�«�«�ª�¼ É ! Í ´Ã¬�Ç'ÂmÇ

FH­�Â8­�¸�©	»^°�Ô�ª�Â�ª�Ï	´�®'±�¶2®'ØJ¬�«�®\©2°�Ð�­�²	²2°�Ð	¬�©	»^³4´ É Ò�Í Ç�PH«�«�¶8°�Â8­�±#ª�©	´	®!²#®�Â�ª 
Hª�ª�²8ª^©8ª1Ð�­�²	²2°�Ð	¬�]
©2­�«�¬�ÀÄÕ�ß!°Jº	²2­�±�­�Â2´'¶2´2«�À É ! Í Ç	¨ÚÂ�ª�©	©2­�ÞÃ«�¬�ª�¬�À�°aº	²2°�Â	¶�ª�¾�ª�°�¬�«�®Ãº	²2­�Â8­�¶2ßÄ´	¬�Ài©8ª�Ï8ª�¬�»^°H´2«�«�¶8°�Â8­�]
±#ª�©	´	®£Ç

�	�o¦�§Lh����op

'¦ ���8l87Ä¦�j�h8¦�§L¦#lop�kLCmPaÔ�±�°�«�¬�©2­ É Ò�Í ¹8Ï	¬�­iÔ�ª�Â�ª�Ï8ªÛ«�Õ'³,³4´	²2­�±#ª�©	´	®�²#®�Â�ª 	\Õ�²	À�°
´	©	¬�°�¾�²	´	²	Õ�°�³,­�ÞÃ«UÐ	±#ª�Â2²8ª�¬�­�³Ù©8ª\­�¬�²2°�Ô�Ð�°

[a, b]
áHÕ�©	Ð	Î	´	´

f(t)
«Uº	²	´2¸�¶2´	ß!°�©	©	»^³4´ÃÐ�­�Ü�áWáH´	Î	´']

°�©	¬�ª�³4´ {ck}∞k=1

±�³,°�«�¬�­Ä¬�­�Ï	©	»6¼�Ð�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�­�±

ak =

b∫

a

f(t)ψk(t) dt, k = 1, 2, . . .

ç
© è�é�ê�ë 2Lr���r�w�{�}2}\� �6�
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®'±�¶2®	°�¬�«�®Q©2°�Ð�­�²	²2°�Ð	¬�©2­Ùº2­�]
«�¬�ª�±�¶8°�©	©2­�Þ�Ç�G ´2³,°�©	©2­	¹2°�«�¶2´

∞∑

k=1

(ck − ak)
2
6 δ2, δ > 0, (1)

¬�­Uº2­�¾�²2° #!©2­�«�¬�À2¹�¬�Ç�°�Ç�­�¬�Ð'¶8­�©2°�©	´2°1áHÕ�©	Ð	Î	´	´
f(t)

´�«�Õ'³,³4»Ù°�°�²#®�Â�ª 	\Õ�²	À�°�«�Ð�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�ª�³4´
{ck}∞k=1

±�³,°�«�¬�­ {ak}∞k=1

¹�±!²8ª�±�©2­�³,°�²	©2­�Þå³,°�¬�²	´	Ð�°H³,­�ß!°�¬=­�Ð'ª�Ô�ª�¬�À�«�®Ã«�Ð�­�¶2ÀÄÕ�¾�­�Â2©2­�¸�­�¶2À #�­�Þ�Ç
:�;8<���=���>���
���� ?�
 XUº	²2°�Â8°�¶2´2³QáHÕ�©	Ð	Î	´	´�±�°�Þ	±�¶8°�¬�] 
Hª�ª�²8ª=«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³Ú­�¸�²8ª�Ô�­�³ É Ì�Í â

χ1(t) ≡ 1,

χmj(t) =





2
m−1

2 ,
º	²	´

t ∈
[
j−1
2m−1 ,

2j−1
2m

)
,

−2
m−1

2 ,
º	²	´

t ∈
[
2j−1
2m , j

2m−1

)
,

0,
±=­�«�¬�ª�¶2À�©	»6¼å«�¶2Õ�Ï8ª�®�¼

,
¾�Â8°

m = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , 2m−1 ¹�ªÄº	²	´ j = 2m−1 º	²8ª�±�»1Þ�´	Ô!­�¬�²2°�Ô�Ð�­�±Û«�Ï	´	¬�ª�°�¬�«�®àÔ�ª�³4Ð	©	Õ#]
¬�»^³O¬�ª�Ð	ß!°H«�º	²8ª�±#ª'Ç'Fa²	´Ó©	Õ'³,°�²8ª�Î	´	´�áHÕ�©	Ð	Î	´	ÞÛ­�Â2©	´2³O´	©'Â8°�Ð�«�­�³

k
º2­�¶�ª�¾�ª�°�¬�«�®

k = 2m−1 + j
Ç

� ¬�­Ã­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´2°Ó­�¬�¶2´	Ï8ª�°�¬�«�®O­�¬å­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´	® «�ª�³,­�¾�­ 
Hª�ª�²8ª É � Í Ô�©8ª�Ï2°�©	´	®	³4´ÙáHÕ�©	Ð	Î	´	Þ

Hª�ª�²8ªi±Ó¬�­�Ï	Ð'ª�¼�²8ª�Ô�²	»1±#ª'¹�©2­Óº	²	´�Ü�¬�­�³µ«�­�¼'²8ª�©	®	°�¬�«�®�­�«�©2­�±�©2­�°Ä«�±�­�Þ2«�¬�±�­Û«�´2«�¬�°�³4» 
Hª�ª�²8ª ã
²8ª�±�©2­�³,°�²	©2­�°a«�¬�²2°�³o¶8°�©	´2°J²#®�Â�ª 	\Õ�²	À�° ã 
Hª�ª�²8ªH©2°�º	²2°�²	»1±�©2­�ÞÛ©8ª [0, 1] áHÕ�©	Ð	Î	´	´ f(t) Ð f(t) Ç¨Q«�¶2Õ�Ï8ª�°J«�´2«�¬�°�³4» 
Hª�ª�²8ªW©2°UÕ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®	°�¬�«�®ÛÕ�«�¶8­�±�´2°J²8ª�±�©2­�³,°�²	©2­�ÞÃ­�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©	©2­�«�¬�´�¹2ª
º	²2°�Â	¶8­�ß!°�©	©	»1Þ�± É Ò�Í ³,°�¬�­�ÂÛ©2°U­�¸�°�«�º2°�Ï	´	±#ª�°�¬!©2°�º	²2°�²	»1±�©2­�«�¬�ÀÄáHÕ�©	Ð	Î	´	´�¹�ª�º	º	²2­�Ð�«�´2³4´	²	Õ�ØJ¯�°�Þ
©2°�º	²2°�²	»1±�©	Õ�Ø áHÕ�©	Ð	Î	´	Ø�Ç � ¬�´�´2«�«�¶8°�Â8­�±#ª�©	´	®�¸�»6¶2´ÃÕ�ß!°Hº	²2­�±�°�Â8°�©	» ÉÈÊ ¹ ! Í Ç

Roª�Ð	ß!°!²8ª�©2°�° É ! Í ¸�»6¶8­Ó­�¸�­�«�©2­�±#ª�©2­Ó²8ª�«�«�³,­�¬�²2°�©	´2°!Ô�ª�Â�ª�Ï	´à²2°�¾�Õ�¶2®'²	´	Ô�ª�Î	´	´�²#®�Â�ª=±�°�Þ	±�¶8°�¬�]

Hª�ª�²8ªÄ«aº	²	´2¸�¶2´	ß!°�©	©	»^³4´àÐ�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�ª�³4´�Ç

¨ ²2° #�°�©	´	´�Ü�¬�­�Þ�Ô�ª�Â�ª�Ï	´ÁÔ�©8ª�Ï	´	¬�°�¶2À�©	Õ�Ø¿²2­�¶2À�´	¾�²8ª�ØJ¬�Ð'¶�ª�«�«�»
Sp
¹
1 6 p < ∞ ¹AÐ�­�¬�­�²	»^°

¸�»6¶2´Á±�±�°�Â8°�©	»?´àÂ8°�¬�ª�¶2À�©2­å­�º	´2«�ª�©	»?PÄÇ�bOÇ Z ­�¸�­�¶8°�³?ÅÆ«�³1Ç É Ì�Í Ñ^Â	¶2®�´	Ô�Õ�Ï2°�©	´	®Á³4©2­�¾�­�³,°�²	©	»6¼
Ð	±#ª�Â2²8ª�¬�Õ�²	©	»6¼åáW­�²2³4Õ�¶Ã´Ã«�­�Â8°�²#ß�ª�¬�áHÕ�©	Ð	Î	´	´Ã«H¸�»^«�¬�²2­=«�¼#­�Â2®'¯!´2³,«�®å²#®�Â8­�³ 
Hª�ª�²8ª'Ç

:�;8<���=���>���
���� ��� ����
 %H°�²2°�Ô
Sp
¹
1 6 p < ∞ ¹£­�¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³YÐ'¶�ª�«�«=áHÕ�©	Ð	Î	´	Þ

f(t)
¹AÕ�Â8­�±�¶8°�]

¬�±�­�²#®'ØJ¯!´'¼�Õ�«�¶8­�±�´	®	³1â
Ê Ñ�º	²2°�Â8«�¬�ª�±�´2³4» ²#®�Â8­�³ 
Hª�ª�²8ª

f(t) =

∞∑

k=1

ak χk(t);

!�Ñ

Ap(f) ≡
∞∑

m=1

2
m−1

2

{
2m−1∑

j=1

|amj |p
} 1

p

6 A, A = const, A > 0. (2)

FaÕ�«�¬�À
Sp =

⋃

A>0

Sp(A).

¨�±�°�Â8°�³ ©2°�«�Ð�­�¶2À�Ð�­ ­�¸�­�Ô�©8ª�Ï2°�©	´	Þ�Ç %H°�²2°�Ô
C(0; 1)

­�¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³ º	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�­?áHÕ�©	Ð	Î	´	Þ�¹
©2°�º	²2°�²	»1±�©	»6¼Y©8ªÙ­�¬�²2°�Ô�Ð�°

[0; 1]
¹JªOÏ2°�²2°�Ô

Lp(0; 1) ã º	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�­Ú´	©	¬�°�¾�²	´	²	Õ�°�³4»6¼Y±
p
]×Þ

«�¬�°�º2°�©	´�áHÕ�©	Ð	Î	´	Þ É Ò�Í Ç
XUº	²2°�Â8°�¶2´2³ÖáHÕ�©	Ð	Î	´	Ø

ϕ(t)
¹2º	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶2®'ØJ¯!Õ�Ø ­�¸�­�¸�¯�°�©	©	»1Þà³,°�¬�­�Âà«�Õ'³,³4´	²2­�±#ª�©	´	®å´Ã®'±�]

¶2®'ØJ¯!Õ�Øa«�®Ãª�©8ª�¶8­�¾�­�³Q«�Õ'³,³Lª�¬�­�²	©2­�Þ�áHÕ�©	Ð	Î	´	´�´	Ô É Ò�Í ¹	«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³Ú­�¸�²8ª�Ô�­�³1Ç



�L���� �����"��2
 - 
���$	$ - �!�t 2�,�4�#" - 
���$	�A�1"��������W����"��\$A��0#"m��"�/1
�$ - � �1 	$	���	�	� Ò'Ê

:�;8<���=���>���
���� 
¼
 KH°�º	²2°�²	»1±�©	Õ�Ø «�º	²8ª�±#ª�±=¬�­�Ï	Ð�°
0
³,­�©2­�¬�­�©	©	Õ�Ø áHÕ�©	Ð	Î	´	Ø

ϕ(t)
«

ϕ(0) = 1, lim
t→∞

ϕ(t) = 0,

∞∫

0

ϕ(t) t−
1
2 dt <∞ (3)

©8ª�Ô�­�±�°�³ 	�$
	�$ 	���!�!
	�# � �
� ����� 	 �D!
	�# � �
!����
����#8¹	ª!³,°�¬�­�Âå«�Õ'³,³4´	²2­�±#ª�©	´	®�²#®�Â8­�±Äº2­�«�²2°�Â8«�¬�±�­�³
Ü�¬�­�ÞåáHÕ�©	Ð	Î	´	´ ã 	�$
	�$ 	���!�!�� � �5��� 	��
	�� � �
� � ��� 	 ����!
���8Ç

Z º	²8ª�±�°�Â	¶2´	±#ª=«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯Äª�®�¬�°�­�²2°�³Lª'Ç
��¦����o¦�� �Ú@ É Ì�Í C �6���	�Ó"������W����"��

∞∑

k=1

ak χk(t)

�H0#" - �2
�
 - ����$	/^�4�à�m���A����
��A��������$	/^�4�O� - �����U���	�A��$A�����4� * � 
 - ���A�����à"���
�$ - ����"�$ - $��
[0; 1]

* � -
- $	�'
������������Ó"���� - ���1 #" �'�

�
�W����"��H��������
 - �����t 2�,�4/ 5

FaÕ�«�¬�ÀÚ±�³,°�«�¬�­Ù¬�­�Ï	©	»6¼½Ð�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�­�± {ak}∞k=1

áHÕ�©	Ð	Î	´	´
f(t)

´	Ô�±�°�«�¬�©	» ´'¼µº	²	´2¸�¶2´']
ß!°�©	©	»^°JÔ�©8ª�Ï2°�©	´	® {ck}∞k=1

¬�ª�Ð�¹�Ï	¬�­\Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®	°�¬�«�®Ã«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´2°ÄÅ Ê Ñ�Ç�Rm­�¾�Â�ª�«�º	²8ª�±�°�Â	¶2´	±�»
«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2°a¬�°�­�²2°�³4»WÇ

��¦����o¦�� � ! É Ì�Í C �U 2��� �
f(t) ∈ Sp

*
1 6 p < ∞ *

t ∈ [0, 1]
*
α = α(δ)

� - $ - � - $	$ - ����"m���4�A�����
��$� ���� �

δα− 1
2 (δ) → 0

0#"��
δ → 0

5m+�- �t���
1) fδ(α, t) =

∑∞
k=1 ϕ(αk)ck χk(t)

0#"��	$������A���Ä�A�
Sp′
*
p′ = max(2, p)

�

2) fδ(α, t)
"���
�$ - ����"�$ - $��

[0; 1]
����"m���4�A�����Ã�

f(t)
5

�JÏ	´	¬�»1±#ª�®�Õ�«�¶8­�±�´2°ÓÅ"!�Ñ�¹'¬�°�­�²2°�³4Õ !�³,­�ßÄ©2­=º2°�²2°�áW­�²2³4Õ�¶2´	²2­�±#ª�¬�ÀÓ«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³Ú­�¸�²8ª�Ô�­�³1â
��¦����o¦�� � & É Ì�Í C �U 2��� �=0 - ���A��� - 
�����������$ - ��� �Ä�m���A����
��A��������$	/ 
O���A����� {ak}∞k=1

 �� - 
��A����
 -��
"������Û 2��� - 
����

(2)
�Ù
������������ {ck}∞k=1 �

 2��� - 
����
(1)
5 �U 2��� �Ã�����A���

α = α(δ)
� - $ - � - $	$ -

����"m���4�A�����Ã��$� ���� �
δα− 1

2 (δ) → 0
0#"��

δ → 0
5m+�- �t���

1)
�1 	$	���	�	�

f(t) =
∑∞

k=1 ak χk(t)
�
fδ(α, t) =

∑∞
k=1 ϕ(αk)ck χk(t)

0#"��	$������A���Ä���å� -�- � �

'��������
'��$	$ - �	�����������

Sp
*
1 6 p <∞ �

Sp′
*
2 6 p′ <∞ 5

2) fδ(α, t)
"���
�$ - ����"�$ - $��

[0, 1]
����"m���4�A�����Ã�

f(t)
5

� ¦ � ���ok �op ���8h��	lol
�8¦µj � ���Jp
�
�8h��	lopo¦���kA§�� lo¦ 9
�o¦��87Äh8l
�����	��lon �opop�C �J¶�ª�«�«�»
Sp
¹

1 6 p < ∞ ¹,«�­�Â8°�²#ß�ª�¬ÁÂ8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©2­ ¸�­�¶2À #�­�°ÛÐ�­�¶2´	Ï2°�«�¬�±�­Á©2°�º	²2°�²	»1±�©	»6¼ÚáHÕ�©	Ð	Î	´	Þ�Ç4KH­àº2­�]
«�Ð�­�¶2À�Ð	Õ ©2°=±�«�°i©2°�º	²2°�²	»1±�©	»^°�áHÕ�©	Ð	Î	´	´O±�¼#­�Â2®'¬�±�Ð'¶�ª�«�«�»

Sp
¹�¬�­�­�¬�Â8°�¶2À�©2­�°Û²8ª�«�«�³,­�¬�²2°�©	´2°

Ô�ª�Â�ª�Ï	´ÁÂ	¶2®�Ð'¶�ª�«�«�­�±
C(0; 1)

º	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶2®	°�¬�«�®OÎ2°�¶8°�«�­�­�¸�²8ª�Ô�©	»^³1Ç,`8Â8°�«�À�³4» Â8­�Ð'ª�ß!°�³ ª�©8ª�¶8­�¾
¬�°�­�²2°�³4» !àÂ	¶2®QáHÕ�©	Ð	Î	´	ÞÚ´	Ô

C(0; 1)
Ç�bå» Õ'¸�°�Â2´2³,«�®£¹�Ï	¬�­	¹�Ð'ª�ÐQ´Q± º	²2°�Â2»6Â2Õ�¯�°�ÞÖ¬�°�­�²2°�³,°�¹

ª�º	º	²2­�Ð�«�´2³4´	²	Õ�ØJ¯Äª�®åáHÕ�©	Ð	Î	´	®Ûº	²	´	©8ª�Â	¶8°�ßÄ´	¬ÓÐ'¶�ª�«�«�Õ
Sp′

¹
2 6 p′ <∞ Ç

��¦����o¦�� � ��C �U 2��� �
f(t)

$A��0#"m��"�/1
�$�� �!$��
[0; 1]

�1 	$	���	��� *
0 < α 6 1

*
α = α(δ)

� - $ - � - $	$ -
����"m���4�A�����Ã��$� ���� �

δα− 1
2 (δ) → 0

0#"��
δ → 0

5m+�- �t���

fδ(α, t) =
∞∑

k=1

ϕ(αk) ck χk(t)

1)
����"m���4�A�����Ã�

f(t)
"���
�$ - ����"�$ - $�� - ��"m��
��2�

[0; 1]
�

2)
0#"�� �U�	�2���#" - 
���$	$ - �

α, fδ(α, t) ∈ Sp′
*
p′ > 2

5



Ò ! <\��
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C
I4ª�«�«�³,­�¬�²	´2³Ö­�¬�Ð'¶8­�©2°�©	´2°
∣∣∣∣∣f(t)−

∞∑

k=1

ϕ(αk)ck χk(t)

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣

k(α)∑

k=1

[1− ϕ(αk)]ak χk(t)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∞∑

k=k(α)+1

ak χk(t)

∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣

∞∑

k=k(α)+1

ak ϕ(αk)χk(t)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∞∑

k=1

ϕ(αk)γkχk(t)

∣∣∣∣∣ = S1 + S2 + S3 + S4,

¾�Â8°
γk = ck − ak

¹
k = 0, 1, . . .XU¬�Â8°�¶2À�©2­Ó­�Î2°�©	´2³Ú«�Õ'³,³4»

S1
¹
S2
¹
S3
¹
S4
Ç�[W¶2®

S1
º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³

∣∣∣∣∣

k(α)∑

k=1

[1− ϕ(αk)]ak χk(t)

∣∣∣∣∣ 6 [1− ϕ(αk(α))]

k(α)∑

k=1

|akχk(t)|

6 A[1− ϕ(αk(α))]

m(α)−1∑

m=1

2
m−1

2 ,

¾�Â8°
A = const

¹
k(α) 6 2m(α)−1 6 2k(α)

Ç8FH­�«�Ð�­�¶2À�Ð	Õ

m(α)−1∑

m=1

2
m−1

2 6 2
√
k(α),

«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹

S1 6 A1[1− ϕ(αk(α))]
√
k(α) = A1[1− ϕ(αk(α))]k(α)

1√
k(α)

,

¾�Â8°
A1 = const

Ç8¨�±�´'Â2ÕÛ©2°�º	²2°�²	»1±�©2­�«�¬�´�«�º	²8ª�±#ªiáHÕ�©	Ð	Î	´	´
ϕ(t)

±=¬�­�Ï	Ð�°
t = 0

¹2±�«�°�¾�Â�ªi³,­�ßÄ©2­
±�»^¸�²8ª�¬�À

α
´�¹2«�­�­�¬�±�°�¬�«�¬�±�°�©	©2­	¹8Ï	´2«�¶8­

k(α)
¬�ª�Ð�¹	Ï	¬�­�¸�»Y±�»1º2­�¶2©	®�¶8­�«�Ài©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

ϕ(αk(α)) > 1− c

k(α)
.

XU¬�Ð	Õ�Â�ªÄ«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹2Ï	¬�­
S1 6

c

k(α)
, c = const,

´�¹2«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹
S1

«�¬�²2°�³4´	¬�«�®ÃÐ�©	Õ�¶2Ø º	²	´
α→ 0

Ç
Z Õ'³,³Lª

S2
®'±�¶2®	°�¬�«�®i­�«�¬�ª�¬�Ð�­�³ ²8ª�Ô�¶8­�ß!°�©	´	®Ó©2°�º	²2°�²	»1±�©2­�ÞÛáHÕ�©	Ð	Î	´	´Äº2­W«�´2«�¬�°�³,°JáHÕ�©	Ð	Î	´	Þ


Hª�ª�²8ª�´Ã­�Î2°�©	´	±#ª�°�¬�«�®�«aº2­�³,­�¯!À�Ø ©2°�º	²2°�²	»1±�©2­�«�¬�´�Ü�¬�­�ÞåáHÕ�©	Ð	Î	´	´Ã«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³Ú­�¸�²8ª�Ô�­�³ É Ì�Í â

S2 6 c0ω

(
1

k(α)
, f

)
, c0 = const .

Z Õ'³,³Lª
∞∑

k=k(α)+1

ak ϕ(αk)χk(t)

°�«�¬�ÀÄ­�«�¬�ª�¬�­�ÐÃ²8ª�±�©2­�³,°�²	©2­Ä«�¼#­�Â2®'¯�°�¾�­�«�®�²#®�Â�ª'Ç#[!°�Þ2«�¬�±�´	¬�°�¶2À�©2­	¹	¬�ª�ÐÛÐ'ª�Ð
f(t)

©2°�º	²2°�²	»1±�©8ª'¹'¬�­
Ï8ª�«�¬�©	»^°\«�Õ'³,³4» °�°a²8ª�Ô�¶8­�ß!°�©	´	®

N∑

k=1

ak χk(t)



�L���� �����"��2
 - 
���$	$ - �!�t 2�,�4�#" - 
���$	�A�1"��������W����"��\$A��0#"m��"�/1
�$ - � �1 	$	���	�	� Ò &
­�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©	»W¹1ª

ϕ(t)
³,­�©2­�¬�­�©	©2­Ù«�¬�²2°�³4´	¬�«�®QÐÖ©	Õ�¶2Ø º	²	´

t → 0
¹�«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹6«�­�¾�¶�ª�«�©2­

º	²	´	Ô�©8ª�Ð	Õi[\´	²	´'¼�¶8°�¹	²#®�Â
∞∑

k=1

ak ϕ(αk)χk(t)

«�¼#­�Â2´	¬�«�® ²8ª�±�©2­�³,°�²	©2­	¹Á­�¬�Ð	Õ�Â�ª «�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹�Ï	¬�­
S3

²8ª�±�©2­�³,°�²	©2­ «�¬�²2°�³4´	¬�«�® Ð ©	Õ�¶2Ø º	²	´
k(α) → ∞ Ç

FH°�²2°�Þ'Â8°�³ÚÐÃ­�Î2°�©	Ð�°\«�Õ'³,³4»
S4

∣∣∣∣∣

∞∑

k=1

γk ϕ(αk)χk(t)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣γ1 ϕ(α) +

∞∑

m=1

2m−1∑

j=1

γmj ϕ(α(2
m−1 + j))χmj(t)

∣∣∣∣∣

6 |γ1 ϕ(α)| +
∞∑

m=1

∣∣∣∣∣

2m−1∑

j=1

γmj ϕ(α(2
m−1 + j))χmj(t)

∣∣∣∣∣.

FH­�«�Ð�­�¶2À�Ð	Õ
∣∣∣∣∣

2m−1∑

j=1

γmj ϕ(α(2
m−1 + j))χmj(t)

∣∣∣∣∣ 6 δ

(
2m−1∑

j=1

ϕ2(α(2m−1 + j))χ2
mj(t)

) 1
2

6 δϕ(α2m−1)2
m−1

2 ,

¬�­
∣∣∣∣∣

∞∑

k=1

γk ϕ(αk))χk(t)

∣∣∣∣∣ 6 δ + δ

∞∑

m=1

ϕ(α2m−1)2
m−1

2 .

XU¬�«�Ø6Â�ª'¹2Õ�Ï	´	¬�»1±#ª�®�Õ�«�¶8­�±�´	®£¹	©8ª�¶8­�ß!°�©	©	»^°\©8ª
ϕ(t)

ÅÆ«�³1ÇmÅ Ê Ñ�Ñ�¹	©2°�¬�²	Õ�Â2©2­ÄÕ'¸�°�Â2´	¬�À�«�®£¹2Ï	¬�­
∣∣∣∣∣

∞∑

k=1

γk ϕ(αk))χk(t)

∣∣∣∣∣ 6 δ + δ
α− 1

2

ln 2

∞∫

0

ϕ(t)t−
1
2 dt 6 c1δ(α)α

− 1
2 ,

¾�Â8°
c1 = const

Ç
Roª�Ð	´2³µ­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹�º2°�²	±#ª�®åÏ8ª�«�¬�ÀÓ¬�°�­�²2°�³4» Â8­�Ð'ª�Ô�ª�©8ª'¹�¬�ª�ÐàÐ'ª�Ðà«�­�º2­�«�¬�ª�±�¶8°�©	´2°�º2­�¶2Õ�Ï2°�©	©	»6¼

Â	¶2®�«�Õ'³,³
S1
¹
S2
¹
S3
¹
S4

­�Î2°�©2­�ÐÁº2­�Ð'ª�Ô�»1±#ª�°�¬�¹mÏ	¬�­Û²8ª�±�©2­�³,°�²	©8ª�® «�¼#­�Â2´2³,­�«�¬�À
fδ(α, t)

Ð
f(t)­�¸�°�«�º2°�Ï2°�©8ª'Ç

[!­�Ð'ª�ß!°�³ ±�¬�­�²	Õ�Ø Ï8ª�«�¬�ÀÖ¬�°�­�²2°�³4»WÇJPaÔÁÂ8­�Ð'ª�Ô�ª�¬�°�¶2À�«�¬�±#ªÖº2°�²	±�­�Þ Ï8ª�«�¬�´�¹U­�Ï2°�±�´'Â2©2­	¹JÏ	¬�­
áHÕ�©	Ð	Î	´	®

fδ(α, t)
°�«�¬�Ài«�Õ'³,³Lª!²8ª�±�©2­�³,°�²	©2­Ó«�¼#­�Â2®'¯�°�¾�­�«�®Ã²#®�Â�ª ∑∞

k=1 ϕ(αk)ckχk(t)
´�¹'Ï	¬�­=«�­�]

¾�¶�ª�«�©2­Ó¬�°�­�²2°�³,° Ê áHÕ�©	Ð	Î	´	®
fδ(α, t)

º	²2°�Â8«�¬�ª�±�´2³LªÓ«�±�­�´2³Q²#®�Â8­�³ 	\Õ�²	À�° ã 
Hª�ª�²8ª'Ç � ¬�­i­�Ô�©8ª�]
Ï8ª�°�¬�¹AÏ	¬�­Óº2°�²	±�­�°�Õ�«�¶8­�±�´2°Ä­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´	®àÐ'¶�ª�«�«�­�±

Sp
±�»1º2­�¶2©2°�©2­	Ç�KH°!¬�²	Õ�Â2©2­ÓÕ'¸�°�Â2´	¬�À�«�®£¹£Ï	¬�­

Ð�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�» áHÕ�©	Ð	Î	´	´
fδ(α, t)

Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®'ØJ¬iÕ�«�¶8­�±�´	Ø
(2)
Ç8PH³,°�©	©2­	¹	º	²	´

p′ > 2
´ÃáH´	Ð']

«�´	²2­�±#ª�©	©2­�³
α

Ap(fδ(α, t)) =

∞∑

m=1

2
m−1

2

{
2m−1∑

j=1

|ϕ(α(2m−1 + j))cmj |p
} 1

p

6

∞∑

m=1

2
m−1

2 ϕ(α2m−1)

{
2m−1∑

j=1

|cmj |p
} 1

p

6

∞∑

m=1

2
m−1

2 ϕ(α2m−1)

{
∞∑

k=1

c2k

} 1
2

.

`8Â8°�«�Ài³4»Y±�­�«�º2­�¶2À�Ô�­�±#ª�¶2´2«�ÀÛ«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³Ù´	Ô�±�°�«�¬�©	»^³Ú©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­�³ É Ý�Í â2°�«�¶2´
0 < q < q′

¹'¬�­

max
16j6M

|Uj | 6
{

M∑

j=1

|Uj |q
′

} 1
q′

6

{
M∑

j=1

|Uj |q
} 1

q

.



Ò�Ì <\��
���"��'$�� 5 � 5
XJ¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³

α2x = t
¹
α ln 2 · 2xdx = dt

Ç	Rm­�¾�Â�ª�Â	¶2®
Ap(fδ(α, t))

º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³Ú­�Î2°�©	Ð	Õ

Ap(fδ(α, t)) 6 c2α
− 1

2

∞∫

0

ϕ(t)t−
1
2 dt = c3α

− 1
2 , c3 = const .

Z ¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹2Â	¶2®�Ð'ª�ß�Â8­�¾�­iáH´	Ð�«�´	²2­�±#ª�©	©2­�¾�­
α
áHÕ�©	Ð	Î	´	®

fδ(α, t)
º	²	´	©8ª�Â	¶8°�ßÄ´	¬

s2
Ç
B¥67Äh���§ 7ÛC4¨ ²8ª�¸�­�¬�°�´2«�«�¶8°�Â2Õ�ØJ¬�«�®�²#®�Â2» 
Hª�ª�²8ªÓ©8ªiÐ�­�²	²2°�Ð	¬�©2­�«�¬�À�³,°�¬�­�Â8­�³½²2°�¾�Õ�¶2®'²	´	Ô�ª�]

Î	´	´QR6´'¼#­�©2­�±#ª'Ç�I4ª�«�«�³Lª�¬�²	´	±#ª�°�¬�«�®ÖÔ�ª�Â�ª�Ï8ª�²2°�¾�Õ�¶2®'²	´	Ô�­�±#ª�©	©2­�¾�­O«�Õ'³,³4´	²2­�±#ª�©	´	®·Â	¶2®·Ð'¶�ª�«�«�­�±
C(0; 1)

Ç
[!­�Ð'ª�Ô�ª�©8ªÖ¬�°�­�²2°�³LªÖ­�¸QÕ�«�¬�­�Þ	Ï	´	±�­�«�¬�´ ´ ²8ª�±�©2­�³,°�²	©2­�Þ «�¼#­�Â2´2³,­�«�¬�´ ²2°�¾�Õ�¶2®'²	´	Ô�­�±#ª�©	©2­�¾�­

­�¸�­�¸�¯�°�©	©2­�Þ�«�Õ'³,³Lª�¬�­�²	©2­�Þ�áHÕ�©	Ð	Î	´2°�Þi²#®�Â�ª 
Hª�ª�²8ªW´	ÔUÐ'¶�ª�«�«�ª\©2°�º	²2°�²	»1±�©	»6¼ÓáHÕ�©	Ð	Î	´	ÞÛ«^º	²	´']
¸�¶2´	ß!°�©	©	»^³4´=Ð�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�ª�³4´�¹#ª^¬�ª�Ð	ß!°6Â8­�Ð'ª�Ô�ª�©2­	¹�Ï	¬�­Hª�º	º	²2­�Ð�«�´2³4´	²	Õ�ØJ¯Äª�®=áHÕ�©	Ð	Î	´	®\º	²	´']
©8ª�Â	¶8°�ßÄ´	¬iÐ'¶�ª�«�«�Õ

Sp′
¹
2 6 p′ <∞ Ç

�åp

'¦��
��
�� �
�
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¨ ÉÈÊ�Í º	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶8°�©8ª�¬�°�­�²	´	® º	²2­�°�Ð	Î	´2­�©	©	»6¼·³,°�¬�­�Â8­�±�Â	¶2® ­�Â2©2­�³,°�²	©	»6¼ÙÕ�²8ª�±�©2°�©	´	ÞO¬�´	º8ª
«�±�°�²	¬�Ð	´�Ç�[W¶2®�³4©2­�¾�­�³,°�²	©	»6¼ÃÕ�²8ª�±�©2°�©	´	Þå³Lª�¬�²	´	Ï	©2­�Þ�«�±�°�²	¬�Ð	´ÃÐ	²	´	¬�°�²	´	ÞÃº	²	´2³,°�©	´2³,­�«�¬�´�º	²2­�]
°�Ð	Î	´2­�©	©2­�¾�­W³,°�¬�­�Â�ªaº2­�¶2Õ�Ï2°�©iG!Ç�¨aÇ �H­�Ô�ª�Ð�­�³ É ! Í ©8ªJ­�«�©2­�±�°^³,­�Â2´2áH´	Ð'ª�Î	´	´=¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­�¾�­\³,°�¬�­�Â�ª
PÄÇ �aÇ Z ´2³,­�©2°�©	Ð�­ É &'¹ Ì�Í Ç#PH«�«�¶8°�Â8­�±#ª�©	´2°aáH²2°�Â2¾�­�¶2À�³,­�±�­�«�¬�´�³4©2­�¾�­�³,°�²	©	»6¼Ó´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©	»6¼Û­�º2°�]
²8ª�¬�­�²2­�±\«^ª�©	´	Ô�­�¬�²2­�º	©2­\­�Â2©2­�²2­�Â2©	»^³4´Ó®�Â2²8ª�³4´ÄÐ�­�³4º8ª�Ð	¬�©2­�¾�­\¬�´	º8ª É Ò�Í ²2°�Â2Õ�Î	´	²	Õ�°�¬�«�®=ÐÄ´2«�«�¶8°�]
Â8­�±#ª�©	´	Ø ­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�±�«�±�°�²	¬�Ð	´å©8ªÄ¾�²	Õ�º	º2°

Rn
«HÐ�­�³4º8ª�Ð	¬�©	»^³4´�Ð�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�ª�³4´�º	²	´

n > 2
Ç

¨·«�±�®'Ô�´Ó«^Ü�¬�´2³Áº	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶2®	°�¬�«�®�ª�Ð	¬�Õ#ª�¶2À�©	»^³Oº2­�«�¬�²2­�°�©	´2°Uº	²2­�°�Ð	Î	´2­�©	©2­�¾�­�³,°�¬�­�Â�ªHÂ	¶2®=²2° #�°�]
©	´	®HÕ�²8ª�±�©2°�©	´	Þ!«,¬�ª�Ð	´2³Ã¬�´	º2­�³å­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�±2Ç�I4ª�«�º	²2­�«�¬�²8ª�©2°�©	´2°6º2­�Â	¼#­�Â�ª �H­�Ô�ª�Ð'ª ã Z ´2³,­�©2°�©	Ð�­
Â	¶2®=«�±�°�²	¬�­�ÐÓ«^­�º2°�²8ª�¬�­�²	©	»^³4´ÛÐ�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�ª�³4´iº2­�¬�²2°�¸�­�±#ª�¶8­!º2­�«�¬�²2­�°�©	´	®=©2­�±�­�Þ=¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­�Þ
«�¬�²	Õ�Ð	¬�Õ�²	»?©8ª�­�«�©2­�±�°=´2³,°�ØJ¯�°�Þ2«�®Á± É ! Í ¹£´Á´2«�«�¶8°�Â8­�±#ª�©	´	®O°�°=«�±�­�Þ2«�¬�±2Ço¨ ©8ª�«�¬�­�®'¯�°�Þ ²8ª�¸�­�¬�°
Â	¶2®�ª�¶2¾�°�¸�²	»W¹�º2­�²2­�ß�Â8°�©	©2­�ÞO­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª�³4´Á«!Ð�­�³4º8ª�Ð	¬�©	»^³4´ ­�º2°�²8ª�¬�­�²	©	»^³4´ÁÐ�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�ª�]
³4´�¹�º	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶8°�©8ª�Ð�­�©2«�¬�²	Õ�Ð	Î	´	®Û¬�ª�Ð�­�ÞÛ¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­�Þå«�¬�²	Õ�Ð	¬�Õ�²	»W¹�Ð�­�¬�­�²8ª�®ÛÔ�ª�¬�°�³O´2«�º2­�¶2À�Ô�Õ�°�¬�«�®
Â	¶2®Äº2­�¶2Õ�Ï2°�©	´	®ÄÐ	²	´	¬�°�²	´	®=º	²	´2³,°�©	´2³,­�«�¬�´Óº	²2­�°�Ð	Î	´2­�©	©2­�¾�­!³,°�¬�­�Â�ªHÂ	¶2®ÄÕ�²8ª�±�©2°�©	´	Þi³4©2­�¾�­�³,°�²']
©2­�ÞÄ«�±�°�²	¬�Ð	´i«�Ð�­�³4º8ª�Ð	¬�©	»^³4´iÐ�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�ª�³4´�Ç�FH­�«�¬�²2­�°�©	©	»1Þ=º	²2­�°�Ð	Î	´2­�©	©	»1ÞÓ³,°�¬�­�Â=Õ�«�´'¶2´']
±#ª�°�¬=²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�» É Ý ¹ '�Í ¹	¾�Â8°Hº2­�¶2Õ�Ï2°�©2­ÄÂ8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©2­�°\Õ�«�¶8­�±�´2°Wº	²	´2³,°�©	´2³,­�«�¬�´�º	²	´2¸�¶2´	ß!°�©	©2­�¾�­
³,°�¬�­�Â�ªÃ²2° #�°�©	´	® Õ�²8ª�±�©2°�©	´	ÞÙ«�±�°�²	¬�Ð	´Ù©8ª�¾�²	Õ�º	º2°

Rn
«=Ð�­�³4º8ª�Ð	¬�©	»^³4´·Ð�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�ª�³4´Ù©8ª

­�«�©2­�±�°H²2°�Â2Õ�Ð	Î	´	´ÃÐÃº	²2­�°�Ð	Î	´2­�©	©2­�³4ÕÃ³,°�¬�­�Â2ÕÛÂ	¶2®�³Lª�¬�²	´	Ï	©	»6¼å«�±�°�²	¬�­�Ð�Ç

�AC e j�l
�8h8l87Ä¦ �o¦���������
���
 7
FaÕ�«�¬�À

Rk
´
Ck
¹
k > 2, ã ±�°�¯�°�«�¬�±�°�©	©2­�°H´�Ð�­�³4º'¶8°�Ð�«�©2­�°

k
]_³,°�²	©	»^°H±�°�Ð	¬�­�²	©	»^°Hº	²2­�«�¬�²8ª�©']

«�¬�±#ª'Ç�NL«�¶2´
W ã ¸�ª�©8ª�¼#­�±�­ º	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�­	¹�¬�­�Ï2°�²2°�Ô

L (W )
­�¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³ ¸�ª�©8ª�¼#­�±�ÕÚª�¶2¾�°�¸�²	Õ

±�«�°�¼Ö¶2´	©2°�Þ	©	»6¼Y­�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©	©	»6¼ ­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�±Q±
W
Ç6FaÕ�«�¬�À

X
´
Y ã ¶2´	©2°�Þ	©	»^°Áº	²2­�«�¬�²8ª�©']

«�¬�±#ªi«\³,°�²2­�Þ
µ
Ç�%H°�²2°�Ô

Lp(X)
¹
1 6 p < ∞,

­�¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³µ¸�ª�©8ª�¼#­�±�­Óº	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�­Û´	Ô�³,°�²	´2³4»6¼
ç
© è�é�ê�ë �4����x�} ì ��'m�



Ò�Ý �U 	�	�	$ � 5 � 5
Ð�­�³4º'¶8°�Ð�«�©2­�Ô�©8ª�Ï	©	»6¼·áHÕ�©	Ð	Î	´	Þ�¹�«�Õ'³,³4´	²	Õ�°�³4»6¼Á©8ª

X
«
p
]_­�Þ «�¬�°�º2°�©	À�Ø�¹�´Á­�¸�»1Ï	©2­�Þ ©2­�²2³,­�Þ�Ç

%H°�²2°�Ô
Lp(X) ⊗ Lp(Y )

­�¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³¿¬�­�º2­�¶8­�¾�´	Ï2°�«�Ð�­�°�¬�°�©	Ô�­�²	©2­�°�º	²2­�´	Ô�±�°�Â8°�©	´2°àº	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±
Lp(X)

´
Lp(Y )

ÅÆ«�³1ÇÈ¹A©8ª�º	²	´2³,°�²�¹ É � Í Ñ�ÇAI4ª�«�«�³,­�¬�²	´2³Y­�º2°�²8ª�¬�­�²	©	»^°iª�¶2¾�°�¸�²	»
A (⊂ L (Lp(X)))´

B(⊂ L (Lp(Y )))
¹
1 < p <∞ Ç�NL«�¶2´

A ∈ A
¹
B ∈ B

¹�¬�­!Ï2°�²2°�Ô
A⊗B

­�¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³·¬�°�©	Ô�­�²	©2­�°
º	²2­�´	Ô�±�°�Â8°�©	´2°6­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�±

A
´
B
¹�ª1Ï2°�²2°�Ô

A ⊗B ã ¬�­�º2­�¶8­�¾�´	Ï2°�«�Ð�­�°6¬�°�©	Ô�­�²	©2­�°�º	²2­�´	Ô�±�°�Â8°�©	´2°
ª�¶2¾�°�¸�²

A
´

B
Ç'NL«�¶2´

U ã ¸�ª�©8ª�¼#­�±#ªiª�¶2¾�°�¸�²8ª'¹	¬�­
U + ã °�°HÕ�©	´	¬�ª�¶2´	Ô�ª�Î	´	®£Ç

Fa²	´	±�°�Â8°�³ Ð'¶�ª�«�«�´	Ï2°�«�Ð�­�°Á­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´2°�º	²2­�°�Ð	Î	´2­�©	©2­�¾�­·³,°�¬�­�Â�ªµÅÆ«�³1Ç É �'¹�«�Ç Ê �
� Í Ñ�Ç6FaÕ�«�¬�À
{Pm}m>1(⊂ L (Lp(X))) ã º2­�«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­�«�¬�À�º	²2­�°�Ð	¬�­�²2­�±2¹£«�´'¶2À�©2­Ó«�¼#­�Â2®'¯Äª�®	«�®�Ðå¬�­�ß�Â8°�]
«�¬�±�°�©	©2­�³4ÕÃ­�º2°�²8ª�¬�­�²	Õ

IL (Lp(X))
¹'´

A ∈ L (Lp(X))
Ç8I4ª�«�«�³,­�¬�²	´2³QÕ�²8ª�±�©2°�©	´2°

Af = g.
Å Ê Ñ

Fa²2­�°�Ð	Î	´2­�©	©	»^³ ³,°�¬�­�Â8­�³Á©8ª�Ô�»1±#ª�°�¬�«�®Äº	²	´2¸�¶2´	ß!°�©	©	»1ÞÛ³,°�¬�­�Âi²2° #�°�©	´	®�Õ�²8ª�±�©2°�©	´	®ÃÅ Ê Ñ�¹�«�­�«�¬�­�]
®'¯!´	ÞÃ±=­�¬�»^«�Ð'ª�©	´	´å²2° #�°�©	´	®

fm(∈ PmLp(X))
Õ�²8ª�±�©2°�©	´	®

PmAPmfm = Pmg.
Å"!�Ñ

NL«�¶2´�¹�©8ª�Ï	´	©8ª�®½«å©2°�Ð�­�¬�­�²2­�¾�­·©2­�³,°�²8ª
m0

¹LÂ	¶2®Q¶2Øa¸�­�¾�­
g(∈ Lp(X))

Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°·Å"!�Ñ=´2³,°�°�¬
°�Â2´	©2«�¬�±�°�©	©2­�°�²2° #�°�©	´2°

fm
¹o´Ùº	²	´

m
«�¬�²2°�³4®'¯�°�³,«�®·Ð·¸�°�«�Ð�­�©2°�Ï	©2­�«�¬�´Qº2­�«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­�«�¬�À

{fm}m>m0

«�¬�²2°�³4´	¬�«�®ÓÐi²2° #�°�©	´	Ø½Õ�²8ª�±�©2°�©	´	®àÅ Ê Ñ�¹�¬�­W¾�­�±�­�²#®'¬�¹�Ï	¬�­WÐÓ­�º2°�²8ª�¬�­�²	Õ
A
º	²	´2³,°�©	´2³

º	²2­�°�Ð	Î	´2­�©	©	»1Þà³,°�¬�­�Â�º2­Ä«�´2«�¬�°�³,°Wº	²2­�°�Ð	¬�­�²2­�± {Pm}m>1
Ç

FaÕ�«�¬�À
Vp

ã Ô�ª�³4Ð	©	Õ�¬�ª�®Ãº2­�Â�ª�¶2¾�°�¸�²8ª
L (Lp(R

k))
¹	º2­�²2­�ß�Â8°�©	©8ª�®å­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª�³4´à«�±�°�²	¬�Ð	´

(Caf)(x) =

∫

Rk

a(x− y)f(y) dy, a ∈ L1(R
k);

X ã º	²2­�´	Ô�±�­�¶2À�©	»1ÞO¼�ª�Õ�«�Â8­�²2áW­�±�Ð�­�³4º8ª�Ð	¬�«i³,°�²2­�Þ�¹
Kp

ã ´'Â8°�ª�¶ÙÐ�­�³4º8ª�Ð	¬�©	»6¼Ù­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�±
±

L (Lp(R
k))
Ç�I4ª�«�«�³,­�¬�²	´2³¿¸�ª�©8ª�¼#­�±�ÕÖª�¶2¾�°�¸�²	Õ

V
Kp
p (= Vp ⊗ Kp

Ñ�Ç�FaÕ�«�¬�À
M ã Ô�ª�³4Ð	©	Õ�¬�­�°

­�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©	©2­�°Û³4©2­�ß!°�«�¬�±�­�±
Rk
Ç ��Õ�Â8°�³½º	²2°�Â2º2­�¶�ª�¾�ª�¬�À2¹4Ï	¬�­ÛÂ	¶2®ÁÐ'ª�ß�Â8­�ÞO¬�­�Ï	Ð	´

x
¾�²8ª�©	´	Î	»

∂M
³4©2­�ß!°�«�¬�±#ª

M
«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬ Ð�­�©	Õ�«

Kx
«Ã±�°�²�#!´	©2­�ÞQ±

x
¹L­�Ð	²2°�«�¬�©2­�«�¬�´

u
¹
v
¬�­�Ï	Ð	´

x
´

C1 ] Â2´2áWáW°�­�³,­�²2áH´	Ô�³ ϕ : u → v
¬�ª�Ð	´2°�¹4Ï	¬�­

ϕ(x) = x
¹
ϕ′(x) = I

´
ϕ(M ∩ u) = Kx ∩ v

Ç
¨ É ! Í ±�Ð'ª�Ï2°�«�¬�±�°=º	²	´2³,°�²2­�±Ã¬�ª�Ð	´'¼�³4©2­�ß!°�«�¬�±åº	²	´	±�­�Â2´	¬�«�®ÁÔ�ª�³4Ð	©	Õ�¬�­�°=³4©2­�ß!°�«�¬�±�­å«!¾�¶�ª�Â2Ð�­�Þ
¾�²8ª�©	´	Î2°�Þå´Ã­�¸�²8ª�ÔWÔ�ª�³4Ð	©	Õ�¬�­�¾�­i³4©2­�¾�­�¾�²8ª�©	©	´	Ð'ª

M
º	²	´

C1 ] Â2´2áWáW°�­�³,­�²2áH´	Ô�³,° ϕ : Rk → Rk
Ç

¨Qº	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°
Lp(X)

Ô�ª�áH´	Ð�«�´	²	Õ�°�³Ú¸�ª�Ô�´2« {ηi}∞i=1

Ç'I4ª�«�«�³,­�¬�²	´2³Úº	²2­�°�Ð	¬�­�²
Qm

¹'­�º	²2°�Â8°�]
¶8°�©	©	»1Þå±

Lp(X)
«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³·­�¸�²8ª�Ô�­�³1â

(Qmf)(y) =

m∑

i=1

fiηi(y), fi ∈ C.

¨ ÉÈÊ �'¹ ��Ç Ê & ! Í Â8­�Ð'ª�Ô�ª�©2­	¹8Ï	¬�­Ä©2­�²2³4» ¬�ª�Ð	´'¼�º	²2­�°�Ð	¬�­�²2­�±Û­�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©	» ±i«�­�±�­�Ð	Õ�º	©2­�«�¬�´�Ç %H°�²2°�Ô
PM

­�¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³Úº	²2­�°�Ð	¬�­�²�¹	Â8°�Þ2«�¬�±�Õ�ØJ¯!´	ÞÃ±
Lp(R

k)
º2­=áW­�²2³4Õ�¶8°�â

(PMf)(x) =

{
f(x),

°�«�¶2´
x ∈M ¹

0,
°�«�¶2´

x /∈M Ç
Z áW­�²2³4Õ�¶2´	²	Õ�°�³Q­�«�©2­�±�©2­�ÞÃ²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬Ó©8ª�«�¬�­�®'¯�°�Þå²8ª�¸�­�¬�»WÇ
��¦����o¦�� �Ú@8C �U 2��� �

A ∈ (V
Kp
p )+

5 ;Ä���à� - � -�* ��� -
� / - 0A��"���� - "�/

(PmM ⊗Qm)A(PmM ⊗Qm) : (PmM ⊗Qm)Lp(R
k ×X) → (PmM ⊗Qm)Lp(R

k × X)



�^"��2����$A��$	�A�J� - �	������$ - � - 0 - � 
 - ��� 3 �2� - $A��$	� -
�
< - 
����	� Ò�'

� /1�	� -
� "������2�4/µ�����Û
'����

m
* $������	$�� ���^$A��� - � - " - � - $ - ����"��

m0
* �Ã
�/10 - �	$��'� - ���Ä 2��� - 
��A�

sup
m>m0

‖((PmM ⊗Qm)A(PmM ⊗Qm))−1‖ <∞,
Å"&�Ñ

$A� -
� 
 - ���2� - �i� - ������� - ��$ -�* ��� -
� /Ö������
'����

x (∈ ∂M)

� /1�	� -
� "������2�4/ - 0A��"���� - "�/

(PKx ⊗ I)A(PKx ⊗ I) : (PKx ⊗ I)Lp(R
k × X) → (PKx ⊗ I)Lp(R

k × X).

� �,¦�§Lj�
'h8po¦Ã@8C��6���	�
0 ∈ intM

* � - � - 0A��"���� - "2 
A(∈ (V

Kp
p )+)

0#"��2����$	�2� 0#" - �����	� - $	$	/1�
����� - �Ù0 - ���A���������W0#" - ���A� - " - 
 {PmM ⊗ Qm}m>1

� - �t���Ó�Ù� - ����� - � - �t��� * � - �t��� - 0A��"���� - "
A-
� "������2�·�Ó�����Û
'����


x(∈ ∂M)
-
� "������2�4/ - 0A��"���� - "�/

(PKx ⊗ I)A(PKx ⊗ I)
5

[!­�Ð'ª�Ô�ª�¬�°�¶2À�«�¬�±�­�«�¶8°�Â8«�¬�±�´	®à±�»1¬�°�Ð'ª�°�¬å´	ÔÄ¬�°�­�²2°�³4» Ê ´�Ð	²	´	¬�°�²	´	®àº	²	´2³,°�©	´2³,­�«�¬�´ º	²2­�°�Ð']
Î	´2­�©	©2­�¾�­å³,°�¬�­�Â�ªOÅÆ«�³1Ç ÉÈÊ ¹�«�Ç � Ê�Í Ñ�Ç�[!­�Ð'ª�Ô�ª�¬�°�¶2À�«�¬�±�­�¬�°�­�²2°�³4» Ê ¹�­�«�©2­�±#ª�©	©2­�°i©8ªÛº	²	´2³,°�©2°�©	´	´
¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­�¾�­O³,°�¬�­�Â�ª Z ´2³,­�©2°�©	Ð�­ ã �H­�Ô�ª�Ð'ª'¹�º	²2­�±�­�Â2´	¬�«�®Q±Á²8ª�Ô�Â8°�¶8° Ì ÇLI4ª�Ô�Â8°�¶ &�«�­�Â8°�²#ßÄ´	¬
­�¸�­�¸�¯�°�©	´2°ÛÐ�­�©2«�¬�²	Õ�Ð	Î	´	´·¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­�ÞÚ«�¬�²	Õ�Ð	¬�Õ�²	» Â	¶2®·ª�¶2¾�°�¸�²·­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�± «Û­�º2°�²8ª�¬�­�²	©	»^³4´
Ð�­�Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�ª�³4´�Ç

� C,¥�j
9
� � ��� ��
'¦ ���8l
��k����8n������8l
��kÚj�
�� ��n

�� �
�

Fa²	´	±�°�Â8°�³O©2°�«�Ð�­�¶2À�Ð�­�­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´	Þ�¹	­�¸�­�¸�¯Äª�ØJ¯!´'¼=Ð'¶�ª�«�«�´	Ï2°�«�Ð	´	ÞÛº2­�Â	¼#­�ÂÛ¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­�¾�­Ä³,°�]
¬�­�Â�ª É Ì�Í Ç�FaÕ�«�¬�À

A ã ¸�ª�©8ª�¼#­�±#ª\ª�¶2¾�°�¸�²8ªH«1°�Â2´	©	´	Î2°�Þ
e
¹
X ã Ð�­�³4º8ª�Ð	¬�¹�ª

ΣX
ã ¸�­�²2°�¶8°�±�«�Ð'ª�®

σ
]

ª�¶2¾�°�¸�²8ª1º2­�Â8³4©2­�ß!°�«�¬�±Hº	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±#ª
X
Ç�FaÕ�«�¬�ÀUÔ�ª�Â�ª�©2­^©2°�Ð�­�¬�­�²2­�°6­�¬�­�¸�²8ª�ß!°�©	´2°

p : ΣX → A
Ç

S�­�±�­�²#®'¬�¹4Ï	¬�­ÃÜ�¬�­�­�¬�­�¸�²8ª�ß!°�©	´2°Óº2­�²2­�ß�Â�ª�°�¬�±àª�¶2¾�°�¸�²2°
A

�
	 �
� ���
!��
� � �)�D���
�6���D�1!���� E�� 	��
� �)����!
� � �
	��

X
¹2°�«�¶2´Ã±�»1º2­�¶2©	®'ØJ¬�«�®ÃÕ�«�¶8­�±�´	®£â

Ê Ñ
p(X) = e

ä
!�Ñ

(∀u, v ∈ ΣX) p(u ∩ v) = p(u)p(v)
ä

&�Ñ�Â	¶2®Ó¶2Øa¸�»6¼
u, v ∈ ΣX

¹2°�«�¶2´
u ∩ v = ∅

¹'¬�­
p(u ∪ v) = p(u) + p(v)

ä
Ì Ñ

sup
u∈ΣX

‖p(u)‖ <∞ Ç
� ¶8°�³,°�©	¬

a ∈ A
©8ª�Ô�»1±#ª�°�¬�«�®�� ��� �5��!�� 	�� �
	 �
� ���
!
	�A 	4� ��E���¹�°�«�¶2´iÂ	¶2®Ä¶2Øa¸�»6¼ÄÂ2±�Õ#¼ÄÔ�ª�³4Ð']

©	Õ�¬�»6¼Û©2°�º2°�²2°�«�°�Ð'ª�ØJ¯!´'¼#«�®�³4©2­�ß!°�«�¬�±
u, v ∈ ΣX p(u)ap(v) = 0

Ç
FaÕ�«�¬�À

M(X) ã ¸�ª�©8ª�¼#­�±#ªàª�¶2¾�°�¸�²8ªå­�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©	©	»6¼OÐ�­�³4º'¶8°�Ð�«�©	»6¼·áHÕ�©	Ð	Î	´	Þ�¹m­�º	²2°�Â8°�¶8°�©']
©	»6¼Ä©8ª

X
¹�«^­�¸�»1Ï	©	»^³4´Û­�º2°�²8ª�Î	´	®	³4´Ó´=©2­�²2³,­�Þ�¹

K(X) = {1u}u∈ΣX
ã «�°�³,°�Þ2«�¬�±�­H¼�ª�²8ª�Ð	¬�°�²	´']

«�¬�´	Ï2°�«�Ð	´'¼åáHÕ�©	Ð	Î	´	ÞÃ³4©2­�ß!°�«�¬�±
u ∈ ΣX

Ç�%H°�²2°�Ô
S(X)

­�¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³Ö³4´	©	´2³Lª�¶2À�©	Õ�Ø Ô�ª�³4Ð	©	Õ�¬�Õ�Ø
º2­�Â�ª�¶2¾�°�¸�²	Õ�ª�¶2¾�°�¸�²	»

M(X)
¹	«�­�Â8°�²#ß�ª�¯!Õ�Ø

K(X)
Ç8XUÏ2°�±�´'Â2©2­	¹'Ï	¬�­

S(X)
«�­�Â8°�²#ßÄ´	¬i¸�ª�©8ª�¼#­�±�Õ

ª�¶2¾�°�¸�²	Õ
C(X)

©2°�º	²2°�²	»1±�©	»6¼Ã±�°�¯�°�«�¬�±�°�©	©	»6¼ÃáHÕ�©	Ð	Î	´	ÞÃ©8ª
X
Ç

� ¶8°�³,°�©	¬
a ∈ A

©8ª�Ô�»1±#ª�°�¬�«�® �
	 �
� ���
!
	 	�$ ����� ��� � � � ������� Å � E���� ���'Ñi±O¬�­�Ï	Ð�°
x ∈ X

¹
°�«�¶2´Y«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�ØJ¬Ú­�Ð	²2°�«�¬�©2­�«�¬�À

u
¬�­�Ï	Ð	´

x
´½Ü�¶8°�³,°�©	¬

b ∈ A
¬�ª�Ð	´2°�¹^Ï	¬�­

bap(u) = p(u)
(p(u)ab = p(u)).

� ¶8°�³,°�©	¬
a ∈ A

©8ª�Ô�»1±#ª�°�¬�«�® �
	 �
� ���
!
	 	�$ ����� ��� � � ±�¬�­�Ï	Ð�°
x ∈ X

¹£°�«�¶2´
­�©Û¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­Ó­�¸�²8ª�¬�´2³Ú«�¶8°�±#ª�´å«�º	²8ª�±#ª�±ÄÜ�¬�­�ÞÃ¬�­�Ï	Ð�°�Ç

� ¶8°�³,°�©	¬�»
a, b ∈ A

¸�Õ�Â8°�³�©8ª�Ô�»1±#ª�¬�À�� � �
� ��� ����!��6!�� � ����� 	�" � �
x ∈ X ¹�°�«�¶2´!Â	¶2®!¶2Øa¸�­�¾�­Ï	´2«�¶�ª

ε > 0
«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬i­�Ð	²2°�«�¬�©2­�«�¬�À

u
¬�­�Ï	Ð	´

x
¬�ª�Ð'ª�®£¹2Ï	¬�­

‖(a− b)p(u)‖ < ε, ‖p(u)(a − b)‖ < ε.

Z ­�Ð	²8ª�¯�°�©	©2­i¸�Õ�Â8°�³Ùº	´2«�ª�¬�À
a ∼x b

Ç
FaÕ�«�¬�À

A
¹
B ã ¸�ª�©8ª�¼#­�±�»Yª�¶2¾�°�¸�²	»½«1¶8­�Ð'ª�¶2À�©	»^³4´Ã«�¬�²	Õ�Ð	¬�Õ�²8ª�³4´Û©8ª�ÂÛº	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±#ª�³4´

X´
Y
¹mº2­�²2­�ß�Â8°�©	©	»^³4´Ö­�¬�­�¸�²8ª�ß!°�©	´	®	³4´

p : ΣX → A
´
p′ : ΣY → B

ä
a ∈ A

´
b ∈ B ã

Ü�¶8°�³,°�©	¬�» Ü�¬�´'¼½ª�¶2¾�°�¸�²�¹
x ∈ X

´
y ∈ Y ã áH´	Ð�«�´	²2­�±#ª�©	©	»^°Á¬�­�Ï	Ð	´�Ç1FaÕ�«�¬�ÀÚ«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�ØJ¬



Ò � �U 	�	�	$ � 5 � 5
­�Ð	²2°�«�¬�©2­�«�¬�´

u
´
v
¬�­�Ï2°�Ð

x
´
y
¹	¾�­�³,°�­�³,­�²2áH´	Ô�³

ϕ : u→ v
´Ã´	Ô�­�³,­�²2áH´	Ô�³

T : p(u)A p(u) →
p′(v)Bp′(v)

¹	Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®'ØJ¯!´2°\«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³·Õ�«�¶8­�±�´	®	³1â
Ê Ñ
ϕ(x) = y

ä
!�Ñ

(∀w ∈ Σu) T (p(w)) = p′(ϕ(w))
ä

&�Ñ
T (p(u)ap(u)) ∼y p

′(v)bp′(v)
Ç

Rm­�¾�Â�ª!¾�­�±�­�²#®'¬�¹	Ï	¬�­!Ü�¶8°�³,°�©	¬
a
±!¬�­�Ï	Ð�°

x
� ��� �
� � � �
� ��� ����!�����!�Ü�¶8°�³,°�©	¬�Õ

b
±!¬�­�Ï	Ð�°

y
Ç Z ­�Ð	²8ª�]

¯�°�©	©2­=¸�Õ�Â8°�³·º	´2«�ª�¬�À
a ∼x∼y b

´'¶2´
a ∼x ϕ

¹
T ∼y b

Ç
FaÕ�«�¬�À

X ã ´	Ô�³,°�²	´2³,­�°Wº2­�Â8³4©2­�ß!°�«�¬�±�­Ó±
Rk
¹'Ï2°�²2°�Ô

AX
­�¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³Ö³4©2­�ß!°�«�¬�±�­Ó«�°�³,°�Þ2«�¬�±

{Am}m>1
¶2´	©2°�Þ	©	»6¼Ã­�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©	©	»6¼å­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�±

Am : (PmX ⊗Qm)Lp(R
k × X) → (PmX ⊗Qm)Lp(R

k × X)

¬�ª�Ð	´'¼£¹�Ï	¬�­
supm>1 ‖Am‖ < ∞ Ç1XUº2°�²8ª�Î	´	´½«�¶8­�ß!°�©	´	®£¹1Õ'³4©2­�ß!°�©	´	®µ´ÖÕ'³4©2­�ß!°�©	´	®µ©8ª «�Ð'ª�]

¶2®'²�±
AX

³,­�ßÄ©2­�±�±�°�«�¬�´Áº2­�Ð�­�­�²�Â2´	©8ª�¬�©2­	¹4ªÓ©2­�²2³4Õà­�º	²2°�Â8°�¶2´	¬�Àå²8ª�±�°�©2«�¬�±�­�³ ‖{Am}m>1‖ =
supm>1 ‖Am‖

Ç'KH°�º2­�«�²2°�Â8«�¬�±�°�©	©2­Äº	²2­�±�°�²#®	°�¬�«�®£¹2Ï	¬�­�³4©2­�ß!°�«�¬�±�­
AX

«J±�±�°�Â8°�©	©	»^³4´�¬�ª�Ð	´2³·­�¸�]
²8ª�Ô�­�³Ö­�º2°�²8ª�Î	´	®	³4´�´å©2­�²2³,­�Þ�®'±�¶2®	°�¬�«�®å¸�ª�©8ª�¼#­�±�­�ÞÁª�¶2¾�°�¸�²2­�Þ�Ç£XUº	²2°�Â8°�¶2´2³Q±

AX
«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�°

³4©2­�ß!°�«�¬�±�­	â
JX =

{
{Am}m>1 ∈ AX : limm→∞ ‖Am‖ = 0

}
.
KH°�¬�²	Õ�Â2©2­�±�´'Â8°�¬�À2¹�Ï	¬�­

JX
®'±�]

¶2®	°�¬�«�®�Ô�ª�³4Ð	©	Õ�¬�»^³ÚÂ2±�Õ#¼#«�¬�­�²2­�©	©	´2³µ´'Â8°�ª�¶8­�³Q±
AX

Ç�%H°�²2°�Ô
AX

­�¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³µá\ª�Ð	¬�­�²']�ª�¶2¾�°�¸�²	Õ
AX/JX

Ç �J¶�ª�«�«�«�³,°�ßÄ©2­�«�¬�´YÜ�¶8°�³,°�©	¬�ª {Am}m>1 (∈ AX)
º2­O´'Â8°�ª�¶2Õ

JX
­�¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³ Ï2°�²2°�Ô

[{Am}m>1]JX
Ç'[W¶2®ÃÐ'ª�ß�Â8­�¾�­Û­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª

A : Lp(R
k × X) → Lp(R

k × X)
­�º	²2°�Â8°�¶2´2³ÖÜ�¶8°�³,°�©	¬

jX(A) (∈ AX)
áW­�²2³4Õ�¶8­�Þ

jX(A) =
[
{(PmX ⊗Qm)A(PmX ⊗Qm)}m>1

]
JX
.

Å Ì Ñ

FaÕ�«�¬�À
Ṙk ã ­�Â2©2­�¬�­�Ï2°�Ï	©8ª�®åÐ�­�³4º8ª�Ð	¬�´2áH´	Ð'ª�Î	´	®

Rk
¹
X ã Ô�ª�³4»1Ð'ª�©	´2°\³4©2­�ß!°�«�¬�±#ª

X
±
Ṙk
Ç

��¦����o¦�� � �AC �^� -
� "����=��$	�A�
p : ΣX → AX

*£- 0#"m���m���A��$	$ - �1"���
'��$A����
 - �

p(u) =
[
{Pm(u∩X) ⊗Qm}m>1

]
JX
,

0 - " - �\��������
Ó������� � "m�
AX

� - �	������$� �� ����"2 	�A�� #"2 �$����à0#" - ����"���$A����
 - �
X
5

¨�»1º2­�¶2©2°�©	´2°åÏ2°�¬�»1²2°�¼ÚÕ�«�¶8­�±�´	ÞÖ­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´	®Ú¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­�Þµ«�¬�²	Õ�Ð	¬�Õ�²	» º	²2­�±�°�²#®	°�¬�«�®Öº	²#®�]
³4»^³4´Ã±�»1Ð'¶�ª�Â2Ð'ª�³4´�Ç

`£ª�áH´	Ð�«�´	²	Õ�°�³ ¸�°�Ô�Õ�«�¶8­�±�©	»1ÞÙ¸�ª�Ô�´2« {e1(x), e2(x), . . . , ei(x), . . . }∞i=1

±
Lp(R

k)
´O¸�°�Ô�Õ�«�¶8­�±�]

©	»1ÞÄ¸�ª�Ô�´2« {η1(y), η2(y), . . . , ηj(y), . . . }∞j=1

±
Lp(X)

Ç�PaÔ�±�°�«�¬�©2­	¹�Ï	¬�­Jº2­�«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­�«�¬�À\±�´'Â�ª

{e1η1, e1η2, . . . , e1ηj , . . . , e2η1, e2η2, . . . , e2ηj , . . . , eiη1, eiη2, . . . , eiηj , . . . }∞i,j=1

Å Ò Ñ

­�¸�²8ª�Ô�Õ�°�¬Ù¸�°�Ô�Õ�«�¶8­�±�©	»1Þ½¸�ª�Ô�´2«å± º	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°
Lp(R

k × X)
Ç�FaÕ�«�¬�À

f(x, y) ∈ (PmX ⊗ Qm)
Lp(R

k × X)
Ç2Rm­�¾�Â�ª=áHÕ�©	Ð	Î	´	Ø

f
³,­�ßÄ©2­=²8ª�Ô�¶8­�ßÄ´	¬�Àiº2­=¸�ª�Ô�´2«�Õ Å Ò Ñ�â

f(x, y) =

∞∑

i=1

m∑

j=1

αmij ei(x)ηj(y), αmij ∈ C.
Å Ý Ñ

¨�±�°�Â8°�³Ú­�¬�­�¸�²8ª�ß!°�©	´2°
µ : S(X) → AX

áW­�²2³4Õ�¶8­�Þ
µ(ϕ) = [{Φm}m>1]JX

¹	¾�Â8°

(Φmf)(x, y) =





∞∑
i=1

m∑
j=1

αmijϕ(x/m)ei(x)ηj(y), x ∈ mX,

0, x /∈ mX.

Å ' Ñ



�^"��2����$A��$	�A�J� - �	������$ - � - 0 - � 
 - ��� 3 �2� - $A��$	� -
�
< - 
����	� Ò �

�å¦���� �·@8C
1) {Φm}m>1 ∈ AX

5
2) µ

�'
�������������$A��0#"m��"�/1
�$	/^� � - � - � - " �U�2
�� - � 5
3) ‖µ(ϕ)‖ 6 ‖ϕ‖S(X)

5
4) (∀u ∈ ΣX) µ(1u) = p(u)

5
TW°�³,³Lª Ê Â8­�Ð'ª�Ô�»1±#ª�°�¬�«�®Úº	²#®	³4»^³4´Ú±�»1Ð'¶�ª�Â2Ð'ª�³4´�ÇLPaÔ�¬�°�­�²2°�³4»W¹oÂ8­�Ð'ª�Ô�ª�©	©2­�ÞÚ± É !	¹4«�Ç Ò � Í ¹

«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹2Ï	¬�­Äº2­�«�¬�²2­�°�©	©	»1Þå¾�­�³,­�³,­�²2áH´	Ô�³Q°�Â2´	©2«�¬�±�°�©	©	»1Þ�Ç
��¦����o¦�� � � C�;Ä���Û��� ��- � -=- 0A��"���� - "��

A ∈ (V
Kp
p )+

���A������$A�
jX(A)

� - �	������$ - � - ���	0�� 5
C
[!­�Ð'ª�Ô�ª�¬�°�¶2À�«�¬�±�­ ¬�°�­�²2°�³4» «�±�­�Â2´	¬�«�® Ð Â8­�Ð'ª�Ô�ª�¬�°�¶2À�«�¬�±�Õ?«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�¾�­µÕ�¬�±�°�²#ß�Â8°�©	´	®£Ç

FaÕ�«�¬�À
λI + A ∈ (V

Kp
p )+

¹A¾�Â8°
λ ∈ C

¹A´ {um}m>1
¹ {vm}m>1

ã «�°�³,°�Þ2«�¬�±#ª�´	Ô�³,°�²	´2³4»6¼Áº2­�Â	]
³4©2­�ß!°�«�¬�±

Rk
Ç	FaÕ�«�¬�À

ρ(um, vm)
ã ²8ª�«�«�¬�­�®'©	´2°\³,°�ß�Â2Õ�³4©2­�ß!°�«�¬�±#ª�³4´

um
´
vm
Ç2NL«�¶2´

lim
m→∞

ρ(um, vm) = ∞,

¬�­
lim
m→∞

‖(Pum ⊗Qm)(λI +A)(Pvm ⊗Qm)‖ = 0.
Å���Ñ

I4ª�«�«�³,­�¬�²	´2³ ­�º2°�²8ª�¬�­�²Á±�´'Â�ª
λI +

∑l
i=1 Ãi ⊗ Bi

¹A¾�Â8°
Ãi

ã ­�º2°�²8ª�¬�­�² «�±�°�²	¬�Ð	´ «ÄáH´	©	´	¬�©	»^³
®�Â2²2­�³

ai(x)
¹
Bi ∈ Kp

¹
λ ∈ C

Ç�Roª�ÐÓÐ'ª�ÐÛ­�º2°�²8ª�¬�­�²	»Ö¬�ª�Ð�­�¾�­\±�´'Â�ªWº'¶8­�¬�©	»Q±
(V

Kp
p )+

¹�¬�­H¶8°�³,³4Õ
Â8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©2­ÄÂ8­�Ð'ª�Ô�ª�¬�À=Â	¶2®Û¬�ª�Ð	´'¼Ã­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�±2Ç8Roª�ÐÃÐ'ª�ÐÃ´2³,°�°�¬�«�®�Ð�­�©2°�Ï	©2­�°WÏ	´2«�¶8­Ä®�Â8°�²

ai(x)
¹

¬�­Ó«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬	#Äª�²�²8ª�Â2´	Õ�«�ª
r
¬�ª�Ð�­�Þ�¹£Ï	¬�­Óº	²	´ |x| > r

±�«�°!®�Â2²8ª
ai(x)

­�¸�²8ª�¯Äª�ØJ¬�«�®�±Û©	Õ�¶2À2Ç
Roª�ÐÃÐ'ª�ÐÃº	²	´

ρ(um, vm) > r PumÃiPvm = O
´
PumPvm = O

¹'¬�­�´	ÔW²8ª�±�°�©2«�¬�±#ª

(
Pum ⊗Qm

)(
λI +

l∑

i=1

Ãi ⊗Bi

)(
Pvm ⊗Qm

)
=λ
(
Pum∩vm ⊗Qm

)
+

l∑

i=1

PumÃiPvm ⊗QmBiQ
m

«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹2Ï	¬�­Äº	²	´ÛÂ8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©2­Ó¸�­�¶2À #!´'¼
m

(Pum ⊗Qm)
(
λI +

l∑

i=1

Ãi ⊗Bi
)
(Pvm ⊗Qm) = O,

Ï	¬�­�Â8­�Ð'ª�Ô�»1±#ª�°�¬i²8ª�±�°�©2«�¬�±�­�Å���Ñ�Ç
B

��C�
 �8n�������
'¦ ���8j�
'h�� �8j�l
�8h8l
��� � �o¦���������
���
��

[!­�Ð'ª�Ô�ª�¬�°�¶2À�«�¬�±�­Ù¬�°�­�²2°�³4» Ê ­�º	´	²8ª�°�¬�«�®Q©8ªÁ¬�²	´Ú¶8°�³,³4»WÇ�FH°�²	±#ª�®Ú¶8°�³,³LªÁÕ�«�¬�ª�©8ª�±�¶2´	±#ª�°�¬
«�±�®'Ô�Àå³,°�ß�Â2ÕÁ­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�À�Ø ´�¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­�ÞÙ­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�À�Ød­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�±à«ÄÐ�­�³4º8ª�Ð	¬�©	»^³4´ÙÐ�­�]
Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�ª�³4´�Ç^XU¬�³,°�¬�´2³ º	²	´ÖÜ�¬�­�³1¹�Ï	¬�­O²8ª�«�«�³Lª�¬�²	´	±#ª�°�³4»1Þ ­�º2°�²8ª�¬�­�²Y³,­�ß!°�¬·´Ö©2°�¸�»1¬�À
­�º2°�²8ª�¬�­�²2­�³Ú¬�´	º8ªÄ«�±�°�²	¬�Ð	´�Ç

�å¦���� � �AC �U 2��� �
K �

�2
�����"��2�4/1�d� - $� 2� �Ú
'��" �!�	$ - �d
 $� ��A�Ú� - 0A��"���� - "
A ∈

(L (Lp(R
k)) ⊗ Kp)

+ ����� - � * ��� - ���A������$A�
jK(A)

� - �	������$ - � - ���	0�� 5 ;Ä���Ö� - � -�* ��� -
� / - 0A� �
"���� - "

(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I) : (PK ⊗ I)Lp(R
k × X) → (PK ⊗ I)Lp(R

k × X)
� /1� -
� "������2� * $A� -
� 
 - ���2� - �·� - ������� - ��$ -�* ��� -
� / ���A������$A�

jK(A)
� /1�Ö� - �	������$ -·-
� "������2�


Ä$� ��A� 5
C

�-� 	�$  �	��
��� 	
� � ����Roª�Ð=Ð'ª�Ð=­�º2°�²8ª�¬�­�²
(PK⊗I)A(PK⊗I) ­�¸�²8ª�¬�´2³�± (PK⊗I)Lp(Rk×X)

¹
¬�­�«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬�Ï	´2«�¶8­

m0
¬�ª�Ð�­�°�¹	Ï	¬�­\Â	¶2®=¶2Øa¸�­�¾�­

m > m0
­�º2°�²8ª�¬�­�²

(PK ⊗Qm)A(PK ⊗Qm)­�¸�²8ª�¬�´2³?± «�­�­�¬�±�°�¬�«�¬�±�Õ�ØJ¯�°�³ º	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°
(PK ⊗ Qm)Lp(R

k × X)
Ç Z ¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹6º	²	´
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m > m0
«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬�­�º2°�²8ª�¬�­�²

Cm
¹#­�¸�²8ª�¬�©	»1ÞÛÐ

(PK ⊗Qm)A(PK ⊗Qm) Ç�Rm­�¾�Â�ª\Ü�¶8°�³,°�©	¬ c =
[{Cm}m>1]JK

¸�Õ�Â8°�¬�­�¸�²8ª�¬�©	»^³1¹�ªiÔ�©8ª�Ï	´	¬�¹A´�¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­Ã­�¸�²8ª�¬�©	»^³1¹AÐ
jK(A)

Ç£KH°�­�¸�¼#­�Â2´2³,­�«�¬�À
Â8­�Ð'ª�Ô�ª�©8ª'Ç

� 	
� �6��� 	�"�!
	
� � ����FaÕ�«�¬�ÀÃÜ�¶8°�³,°�©	¬
jK(A)

¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­å­�¸�²8ª�¬�´2³½±�©	Õ�¶8°�Ç�Rm­�¾�Â�ªÃ«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬
Ü�¶8°�³,°�©	¬

b = [{Bm}m>1]JK (∈ AK)
´Ã­�Ð	²2°�«�¬�©2­�«�¬�À

u(⊂ K)
¬�­�Ï	Ð	´

0
¬�ª�Ð	´2°�¹2Ï	¬�­

bjK(A)p(u) = p(u).

Z ¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹2Â	¶2®Û¶2Øa¸�­�¾�­
f(∈ (PK ⊗ I)Lp(R

k × X))

lim
m→∞

‖Bm(PK ⊗Qm)A(PK ⊗Qm)(Pmu ⊗Qm)f − (Pmu ⊗Qm)(PK ⊗Qm)f‖ = 0.

FaÕ�«�¬�À
β = supm>1 ‖Bm‖

Ç£PaÔÄº	²2°�Â2»6Â2Õ�¯�°�¾�­�²8ª�±�°�©2«�¬�±#ªÛº2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³1¹£Ï	¬�­ÓÂ	¶2®�¶2Øa¸�­�¾�­�áH´	Ð�«�´']
²2­�±#ª�©	©2­�¾�­=Ï	´2«�¶�ª

ε(> 0)
©8ª�Þ'Â8°�¬�«�®Ã©2­�³,°�²

m0
¬�ª�Ð�­�Þ�¹2Ï	¬�­�Â	¶2®Ó¶2Øa¸�­�¾�­

m (> m0)

‖Bm(PK ⊗Qm)A(PK ⊗Qm)(Pmu ⊗Qm)f − (Pmu ⊗Qm)(PK ⊗Qm)f‖ 6 ε;

‖(Pmu ⊗Qm)(PK ⊗Qm)f‖ − ε 6 β‖(PK ⊗Qm)A(PK ⊗Qm)(Pmu ⊗Qm)f‖. Å���Ñ
Roª�Ð�Ð'ª�Ð

mu ∩K ®'±�¶2®	°�¬�«�®�Â	¶2®
K
´2«�Ï2°�²	º	»1±#ª�ØJ¯�°�Þ�º2­�«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­�«�¬�À�Ø¿º2­�Â8³4©2­�ß!°�«�¬�±å´

º2­�«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­�«�¬�À {Qm}m>1
«�´'¶2À�©2­=«�¼#­�Â2´	¬�«�®åÐ

IL (Lp(X))
¹'¬�­

lim
m→∞

‖(Pmu ⊗Qm)(PK ⊗Qm)f − f‖ = 0; lim
m→∞

‖(PK ⊗Qm)f − f‖ = 0.
Å Ê ��Ñ

I4ª�«�«�³,­�¬�²	´2³QÏ	´2«�¶8­�±�Õ�Ø º2­�«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­�«�¬�À
εn → 0

º	²	´
n→ ∞ Ç	PaÔÓÅ���Ñ6«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹2Ï	¬�­

(∀n ∈ N) (∃mn
0 ) (∀m > mn

0 )

1

β

∥∥(Pmu ⊗Qm)(PK ⊗Qm)f
∥∥− εn

β
6
∥∥(PK ⊗Qm)A(PK ⊗Qm)(Pmu ⊗Qm)f

∥∥.

Z ¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹ «�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬ «�¬�²2­�¾�­ ³,­�©2­�¬�­�©	©2­ ±�­�Ô�²8ª�«�¬�ª�ØJ¯Äª�® º2­�«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­�«�¬�À
mn → ∞ º	²	´

n→ ∞ ¹'¬�ª�Ð'ª�®ÃÏ	¬�­�Â	¶2®Û¶2Øa¸�­�¾�­�©8ª�¬�Õ�²8ª�¶2À�©2­�¾�­
n
±�»1º2­�¶2©	®	°�¬�«�®å©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

1

β

∥∥(Pmnu ⊗Qmn)(PK ⊗Qmn)f
∥∥− εn

β
6
∥∥(PK ⊗Qmn)A(PK ⊗Qmn)(Pmnu ⊗Qmn)f

∥∥. Å Ê�Ê Ñ

PaÔÓÅ Ê ��Ñ6«�¶8°�Â2Õ�°�¬=²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

lim
m→∞

∥∥(PK ⊗Qm)A(PK ⊗Qm)(Pmu ⊗Qm)f − (PK ⊗ I)A(PK ⊗ I)f
∥∥ = 0.

Å Ê !�Ñ

FH°�²2°�¼#­�Â2®ÃÐÛº	²2°�Â8°�¶2ÕÛ±Ä©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�°iÅ Ê�Ê Ñ�º	²	´
n→ ∞ ¹�Õ�Ï	´	¬�»1±#ª�® Å Ê ��Ñ�´ Å Ê !�Ñ�¹�º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³1¹	Ï	¬�­

Â	¶2®Û¶2Øa¸�­�ÞÃáHÕ�©	Ð	Î	´	´
f(∈ (PK ⊗ I)Lp(R

k × X))
«�º	²8ª�±�°�Â	¶2´	±�­i©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

1

β
‖f‖ 6 ‖(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I)f‖. Å Ê &�Ñ

FH­�Ð'ª�ß!°�³1¹�Ï	¬�­W­�¸�²8ª�ÔJ­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª
(PK⊗I)A(PK⊗I)(∈ L ((PK⊗I)Lp(Rk×X)))

Ô�ª�³4Ð	©	Õ�¬�¹
¬�Ç2°�Ç

im(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I) = im(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I).
Å Ê�Ì Ñ

[W¶2®�Ü�¬�­�¾�­Ä²8ª�«�«�³,­�¬�²	´2³Úº2­�«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­�«�¬�À
fn(∈ im(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I))

¬�ª�Ð	Õ�Ø�¹	Ï	¬�­

lim
n→∞

fn = f(∈ im(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I)),
Å Ê�Ò Ñ
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´�º2­�Ð'ª�ß!°�³1¹8Ï	¬�­
f ∈ im(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I)

Ç2PaÔ�±�°�«�¬�©2­	¹2Ï	¬�­

(∀n ∈ N) (∃ϕn ∈ (PK ⊗ I)Lp(R
k × X)) (PK ⊗ I)A(PK ⊗ I)ϕn = fn.

Å Ê�Ý Ñ
PaÔ6áHÕ�©'Â�ª�³,°�©	¬�ª�¶2À�©2­�«�¬�´Äº2­�«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­�«�¬�´ {(PK⊗I)A(PK⊗I)ϕn}∞n=1

´!©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±#ªÄÅ Ê &�Ñ
«�¶8°�Â2Õ�°�¬�áHÕ�©'Â�ª�³,°�©	¬�ª�¶2À�©2­�«�¬�À�º2­�«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­�«�¬�´ {ϕn}∞n=1

Ç#¨Ú«�´'¶2ÕÄº2­�¶2©2­�¬�»Öº	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±#ª
(PK ⊗ I)Lp(R

k × X)
¹2«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬iáHÕ�©	Ð	Î	´	®

ϕ ∈ (PK ⊗ I)Lp(R
k ×X)

¬�ª�Ð'ª�®£¹2Ï	¬�­

lim
n→∞

(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I)ϕn = (PK ⊗ I)A(PK ⊗ I)ϕ.
Å Ê ' Ñ

PaÔ Å Ê�Ò Ñ�¹iÅ Ê�Ý Ñà´ Å Ê ' Ñàº2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³ ²8ª�±�°�©2«�¬�±�­
(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I)ϕ = f

¹W«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹
f ∈ im(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I)

¹oÏ	¬�­åÂ8­�Ð'ª�Ô�»1±#ª�°�¬ÖÅ Ê�Ì Ñ�ÇoRoª�Ð	´2³ ­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹4´	ÔÁÅ Ê &�Ñ�¹6Å Ê�Ì ÑW´Ù¬�°�­�²2°�]
³4» ­�¸i­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�´Á­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª'¹A­�¬�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©	©2­�¾�­�­�¬Ó©	Õ�¶2® ÉÈÊ �'¹�«�Ç Ê�Ê � Í «�¶8°�Â2Õ�°�¬�­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�À
­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª

(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I) : (PK ⊗ I)Lp(R
k × X) → im(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I).

[!­�Ð'ª�ß!°�³Q²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

im(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I) = (PK ⊗ I)Lp(R
k × X).

Å Ê ��Ñ
PaÔÄ¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­�ÞÙ­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�´O±Ã©	Õ�¶8°ÄÜ�¶8°�³,°�©	¬�ª

jK(A)
«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹mÏ	¬�­Ã«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬

c (∈ AK)
´

­�Ð	²2°�«�¬�©2­�«�¬�À
v(⊂ K)

¬�­�Ï	Ð	´ ��¬�ª�Ð	´2°�¹	Ï	¬�­

p(v)jK(A)c = p(v).
Å Ê ��Ñ

I4ª�«�«�³,­�¬�²	´2³ áHÕ�©	Ð	Î	´	Ø
ϕ(∈ C(K))

¹HÂ	¶2® Ð�­�¬�­�²2­�Þ
ϕ(0) = 1

´
ϕ(x) = 0

º	²	´
x /∈ v

Ç
�a³4©2­�ßÄ´2³ Å Ê ��ÑÛ«�¶8°�±#ªÙ©8ªÙÜ�¶8°�³,°�©	¬

µ(ϕ)
¹^¾�Â8°

µ ã ¾�­�³,­�³,­�²2áH´	Ô�³1¹U­�º	²2°�Â8°�¶2®	°�³4»1Þ áW­�²2³4Õ#]
¶8­�ÞÁÅ ' Ñ�Ç'Roª�ÐÛÐ'ª�ÐÃ«�­�¾�¶�ª�«�©2­!¶8°�³,³,° Ê

p(v) = µ(1v)
¹�¬�­\²8ª�±�°�©2«�¬�±�­ÃÅ Ê ��Ñ�º2°�²2°�º	´2«�»1±#ª�°�¬�«�®�±!±�´'Â8°

µ(ϕ)jK(A)c = µ(ϕ)
Ç	Roª�ÐÃÐ'ª�Ð�Ü�¶8°�³,°�©	¬

jK(A)
¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­�¾�­=¬�´	º8ª'¹'¬�­!´	ÔH¬�°�­�²2°�³4»W¹'Â8­�Ð'ª�Ô�ª�©	©2­�Þ

± É !'¹�«�Ç Ý ! Í «�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹�Ï	¬�­
jk(A)

Ð�­�³,³4Õ�¬�´	²	Õ�°�¬=«^¶2Øa¸�»^³ Ü�¶8°�³,°�©	¬�­�³Ù´	Ô
µ(C(K))

¹�«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�]
©2­	¹

µ(ϕ)jK(A)c = jK(A)µ(ϕ)c = µ(ϕ).
Å"!���Ñ

�a³4©2­�ßÄ´2³Qº	²8ª�±�Õ�Ø Ï8ª�«�¬�ÀÓ²8ª�±�°�©2«�¬�±#ªàÅ"!���Ñ6©8ª
p(K)

Ç8FH­�¶2Õ�Ï	´2³
jK(A)µ(ϕ)cp(K) = µ(ϕ)p(K)

Ç
FaÕ�«�¬�ÀaÜ�¶8°�³,°�©	¬

c
´2³,°�°�¬a±�´'Â

c = [{Cm}m>1]JK
Ç�FaÕ�«�¬�À

f ∈ (PK⊗I)Lp(Rk×X)
Ç�PaÔ�º2­�«�¶8°�Â2©2°�¾�­

²8ª�±�°�©2«�¬�±#ª=«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹2Ï	¬�­

lim
m→∞

‖(PK ⊗Qm)A(PK ⊗Qm)ΦmCm(PK ⊗Qm)f − Φm(PK ⊗Qm)f‖ = 0.
Å"! Ê Ñ

Roª�ÐÃÐ'ª�Ð
mv ∩K ã ´2«�Ï2°�²	º	»1±#ª�ØJ¯Äª�®Ãº2­�«�¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­�«�¬�´àº2­�Â8³4©2­�ß!°�«�¬�±ÓÂ	¶2®

K
¹'¬�­

(∀ ε > 0) (∃ r > 0)

∫

K\rv×X

|f(x, y)|p dxdy < ε.

PaÔH©2°�º	²2°�²	»1±�©2­�«�¬�´àáHÕ�©	Ð	Î	´	´
ϕ(x)

«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹2Ï	¬�­

(∃m0) (∀m > m0) max
x∈rv

|1− ϕ(x/m)|p < ε.

PaÔHÜ�¬�´'¼Ã«�­�­�¸�²8ª�ß!°�©	´	Þà«�¶8°�Â2Õ�°�¬=²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

lim
m→∞

‖Φm(PK ⊗Qm)f − f‖ = 0.
Å"! !�Ñ
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[!­�Ð'ª�ß!°�³Q²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

lim
m→∞

∥∥(PK⊗I)A(PK⊗I)ΦmCm(PK⊗Qm)f−(PK⊗Qm)A(PK⊗Qm)ΦmCm(PK⊗Qm)f
∥∥ = 0.

Roª�ÐåÐ'ª�Ð
Φm ∈ L ((PK ⊗Qm)Lp(R

k × X))
¹	¬�­�Â8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©2­=º2­�Ð'ª�Ô�ª�¬�À2¹8Ï	¬�­

lim
m→∞

‖(PK ⊗ I)AΦmCm(PK ⊗Qm)f − (PK ⊗Qm)AΦmCm(PK ⊗Qm)f‖ = 0.
Å"! &�Ñ

XU¬�³,°�¬�´2³1¹�Ï	¬�­W­�º2°�²8ª�¬�­�²
A
º	²2°�Â8«�¬�ª�±�´2³ ±H±�´'Â8°

A = λI+ Ã
¹�¾�Â8°

λ ∈ C
¹
Ã ∈ L (Lp(R

k))⊗Kp
Ç

XUÎ2°�©	´2³Ú©2­�²2³4ÕÛ­�º2°�²8ª�¬�­�²8ªÄ´	ÔÓÅ"! &�Ñ

‖(PK ⊗ I)AΦmCm(PK ⊗Qm)f − (PK ⊗Qm)AΦmCm(PK ⊗Qm)f‖
= ‖(PK ⊗ I)ÃΦmCm(PK ⊗Qm)f − (PK ⊗Qm)ÃΦmCm(PK ⊗Qm)f‖

6 ‖(PK ⊗ I)Ã− (PK ⊗Qm)Ã‖‖ΦmCm(PK ⊗Qm)‖‖f‖.

Å"! Ì Ñ

[W¶2®
Ã
´2³,°�°�¬Ä³,°�«�¬�­!Õ�¬�±�°�²#ß�Â8°�©	´2°�¹8ª�©8ª�¶8­�¾�´	Ï	©2­�°a¶8°�³,³,° Ê ´	Ô É Ý�Í Ç Z ­�¾�¶�ª�«�©2­ÄÜ�¬�­�³4ÕiÕ�¬�±�°�²#ß�Â8°�]

©	´	Ø
lim
m→∞

‖(PK ⊗ I)Ã− (PK ⊗Qm)Ã‖ = 0.
Å"! Ò Ñ

Roª�ÐåÐ'ª�Ð {Φm}m>1 ∈ AK
¹'¬�­ {ΦmCm(PK ⊗Qm)}m>1 ∈ AK

¹'´Ã«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬
β > 0

¬�ª�Ð�­�°�¹2Ï	¬�­

sup
m>1

‖ΦmCm(PK ⊗Qm)‖ < β.

Z ¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹4Å"! Ì Ñ6­�Î2°�©	´	±#ª�°�¬�«�®å¬�ª�Ð�â

‖(PK ⊗ I)Ã− (PK ⊗Qm)Ã‖‖ΦmCm(PK ⊗Qm)‖‖f‖ 6 β‖(PK ⊗ I)Ã− (PK ⊗Qm)Ã‖‖f‖.
Roª�Ð	´2³Q­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹2´	ÔHº2­�«�¶8°�Â2©2°�¾�­=©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±#ª'¹4Å"! Ì Ñ�´ Å"! Ò Ñ6«�¶8°�Â2Õ�°�¬�Å"! &�Ñ�Ç

[W¶2®ÃáHÕ�©	Ð	Î	´	´
f
´2³,°�°�¬i³,°�«�¬�­=­�Î2°�©	Ð'ª'â

‖(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I)ΦmCm(PK ⊗Qm)f − f‖
6 ‖(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I)ΦmCm(PK ⊗Qm)f − (PK ⊗Qm)A(PK ⊗Qm)ΦmCm(PK ⊗Qm)f‖

+‖(PK ⊗Qm)A(PK ⊗Qm)ΦmCm(PK ⊗Qm)f − Φm(PK ⊗Qm)f‖ + ‖Φm(PK ⊗Qm)f − f‖.
PaÔ6²8ª�±�°�©2«�¬�±iÅ"! Ê Ñ Ë Å"! &�Ñm«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹�Ï	¬�­

limm→∞ ‖(PK⊗I)A(PK⊗I)ΦmCm(PK⊗Qm)f−f‖ = 0.XJ¸�­�Ô�©8ª�Ï	´2³QÏ2°�²2°�Ô
ψm = ΦmCm(PK ⊗Qm)f

Ç	Rm­�¾�Â�ªÄº2­�«�¶8°�Â2©2°�°W²8ª�±�°�©2«�¬�±�­=Ü�Ð	±�´	±#ª�¶8°�©	¬�©2­

lim
m→∞

‖(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I)ψm − f‖ = 0,

Ï	¬�­ÄÂ8­�Ð'ª�Ô�»1±#ª�°�¬Û²8ª�±�°�©2«�¬�±�­�Å Ê ��Ñ�Ç�`£ª�³4Ð	©	Õ�¬�­�«�¬�ÀÛ­�¸�²8ª�Ô�ªi­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª
(PK ⊗ I)A(PK ⊗ I)

¸�»6¶�ª
Â8­�Ð'ª�Ô�ª�©8ªW²8ª�©2°�°�ÅÆ«�³1Ç8Å Ê�Ì Ñ�Ñ�¹�Ð'ª�ÐÓ´i­�¸�²8ª�¬�´2³,­�«�¬�À!Ü�¬�­�¾�­\­�º2°�²8ª�¬�­�²8ªW©8ªW«�±�­�°�³ ­�¸�²8ª�Ô�°�Ç#Roª�Ð	´2³O­�¸�]
²8ª�Ô�­�³1¹�³4»�Â8­�Ð'ª�Ô�ª�¶2´�¹�Ï	¬�­

(PK⊗I)A(PK⊗I) ­�¸�²8ª�¬�´2³Ã±^º	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�° (PK ⊗ I)Lp(R
k × X)

Ç
B

FaÕ�«�¬�À
u
¹
v (⊂ Rk) ã ­�Ð	²2°�«�¬�©2­�«�¬�´à¬�­�Ï	Ð	´

x(∈ Rk)
«W¾�¶�ª�Â2Ð	´2³4´à¾�²8ª�©	´	Î8ª�³4´�¹

ϕ : u → v ã
C1 ] Â2´2áWáW°�­�³,­�²2áH´	Ô�³Ù¬�ª�Ð�­�Þ�¹8Ï	¬�­ ϕ(x) = x

´
ϕ′(x) = I

Ç	FaÕ�«�¬�À

sup
x∈u

∣∣(Jϕ)(x)
∣∣ <∞, sup

y∈v

∣∣(Jϕ−1)(y)
∣∣ <∞,
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¾�Â8°
(Jϕ)(x) = detϕ′(x) ã ®'Ð�­�¸�´8ª�© º	²2°�­�¸�²8ª�Ô�­�±#ª�©	´	®

ϕ
ÇHXUº	²2°�Â8°�¶2´2³ ­�¬�­�¸�²8ª�ß!°�©	´2°

Tϕ :
p(u)ARkp(u) → p(v)ARkp(v)

«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³ ­�¸�²8ª�Ô�­�³1âLº	Õ�«�¬�À
a = [{Am}m>1]J

Rk
(∈ ARk)

¹,¬�­�]
¾�Â�ª

Tϕ(p(u)ap(u)) =
[{
(Pmv⊗Qm)T−1

m (Pmu⊗Qm)Am(Pmu⊗Qm)Tm(Pmv⊗Qm)
}
m>1

]
J
Rk
,
Å"! Ý Ñ

¾�Â8°6­�º2°�²8ª�¬�­�²
Tm : (Pmv⊗Qm)Lp(Rk×X) → (Pmu⊗Qm)Lp(Rk×X)

­�º	²2°�Â8°�¶2®	°�¬�«�®=áW­�²2³4Õ�¶8­�Þ

(Tmf)(x, y) =





∞∑
i=1

m∑
j=1

αmij ei(mϕ(x/m))ηj(y), x ∈ mu,

0, x /∈ mu,

¾�Â8°
f(x, y) ∈ (Pmv ⊗Qm)Lp(R

k × X)
´Ã°�°a²8ª�Ô�¶8­�ß!°�©	´2°!º2­Ä¸�ª�Ô�´2«�Õ Å Ò Ñ�´2³,°�°�¬=±�´'ÂÙÅ Ý Ñ�Ç

Z ¶8°�Â2Õ�ØJ¯Äª�®Ó¶8°�³,³Lª�Â8­�Ð'ª�Ô�»1±#ª�°�¬�«�®åº	²#®	³4»^³4´å±�»1Ð'¶�ª�Â2Ð'ª�³4´�Ç
�å¦���� � � C

Tϕ
�'
������������Û�2
 - � - " �U�2
�� - � � ��$�� 
 - 
�/ 
å������� � "

p(u)ARkp(u)
�
p(v)ARkp(v)

5
�å¦���� � ��C �6���	�

A ∈ (V
Kp
p )+

* � -
jRk(A) ∼x ϕ

*
Tϕ ∼x jRk(A)

5

C
Fa²2­�±�°�²	´2³ ¬�²	´ Õ�«�¶8­�±�´	® ­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´	® Ð	±#ª�Ô�´	Ü�Ð	±�´	±#ª�¶8°�©	¬�©2­�«�¬�´�Ç\¨�»1º2­�¶2©2°�©	´2°Ùº2°�²	±�­�]

¾�­ÛÕ�«�¶8­�±�´	®Á­�Ï2°�±�´'Â2©2­	¹�±�¬�­�²2­�°Ä¬�ª�Ð	ß!°Ä¶8°�¾�Ð�­Ãº	²2­�±�°�²#®	°�¬�«�®Áº	²#®	³4»^³4´ ±�»1Ð'¶�ª�Â2Ð'ª�³4´�Ç,XU¬�³,°�¬�´2³
¶2´�#!À2¹	Ï	¬�­!Â	¶2®Û¶2Øa¸�­�¾�­

w ∈ Σu
«�º	²8ª�±�°�Â	¶2´	±�­i²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

(Pmv ⊗Qm)T−1
m (Pmw ⊗Qm)Tm(Pmv ⊗Qm) = Pmϕ(w) ⊗Qm.

Å"! ' Ñ

`£ª�áH´	Ð�«�´	²	Õ�°�³Qº	²2­�´	Ô�±�­�¶2À�©2­�°
ε > 0

´�Â8­�Ð'ª�ß!°�³1¹AÏ	¬�­
Tϕ(p(u)jRk (A)p(u)) ∼x p(v)jRk(A)p(v),¬�Ç2°�Ç'Ï	¬�­=«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬i­�Ð	²2°�«�¬�©2­�«�¬�À

w(⊂ Ṙk)
¬�­�Ï	Ð	´

x
¬�ª�Ð'ª�®£¹2Ï	¬�­

‖(Tϕ(p(u)jRk(A)p(u)) − p(v)jRk(A)p(v))p(w)‖ < ε,

‖p(w)(Tϕ(p(u)jRk(A)p(u)) − p(v)jRk(A)p(v))‖ < ε.

Å"!
��Ñ

Roª�Ð Ð'ª�ÐOº2­Ã¬�°�­�²2°�³,° &ÛÜ�¶8°�³,°�©	¬
jRk(A)

¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­�¾�­�¬�´	º8ª'¹�¬�­�Â8­�«�¬�ª�¬�­�Ï	©2­åÂ8­�Ð'ª�Ô�ª�¬�Àà¬�­�¶2À�Ð�­
º2°�²	±�­�°i©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­	ÇoFa²2°�Â8«�¬�ª�±�´2³ ­�º2°�²8ª�¬�­�²

A
±Ã±�´'Â8°

A = λI + Ã
¹£¾�Â8°

λ ∈ C
¹
Ã ∈ V

Kp
p

Ç
Rm­�¾�Â�ª'¹2º	²	´2³,°�©	®'®OÅ Ì Ñ�¹�Å"! Ý Ñ�´OÅ"! ' Ñ�¹'º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³

‖(Tϕ(p(u)jRk (A)p(u)) − p(v)jRk (A)p(v))p(w)‖
= ‖[{((Pmv ⊗Qm)T−1

m (Pmu ⊗Qm)Ã(Pmu ⊗Qm)Tm(Pmv ⊗Qm)

−(Pmv ⊗Qm)Ã(Pmv ⊗Qm))(Pm(w∩Rk) ⊗Qm)}m>1]J
Rk
‖.

Z º	²8ª�±�°�Â	¶2´	±#ª\³,­�Â2´2áH´	Ð'ª�Î	´	®=¶8°�³,³4» Ê ´	Ô É Ý�Í ¹�´	ÔUÐ�­�¬�­�²2­�ÞÓ«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹#Ï	¬�­W«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬
m0

¬�ª�Ð�­�°�¹
Ï	¬�­�Â	¶2®Ó¶2Øa¸�­�¾�­

m > m0
±�»1º2­�¶2©	®	°�¬�«�®å©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

‖(I ⊗Qm)Ã(I ⊗Qm)− Ã‖ < ε.
Å"!
��Ñ
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∥∥[{((Pmv ⊗Qm)T−1
m (Pmu ⊗Qm)Ã(Pmu ⊗Qm)Tm(Pmv ⊗Qm)

−(Pmv ⊗Qm)Ã(Pmv ⊗Qm)
)
(Pm(w∩Rk) ⊗Qm)

}
m>1

]
J
Rk

∥∥

6
∥∥[{(Pmv ⊗Qm)T−1

m (Pmu ⊗Qm)(Ã− (I ⊗Qm0)Ã(I ⊗Qm0))

×(Pmu ⊗Qm)Tm(Pmv ⊗Qm)(Pm(w∩Rk) ⊗Qm)
}
m>1

]
J
Rk

∥∥

+
∥∥[{(Pmv ⊗Qm)(Ã− (I ⊗Qm0)Ã(I ⊗Qm0))(Pmv ⊗Qm)

×(Pm(w∩Rk) ⊗Qm)
}
m>1

]
J
Rk

∥∥+
∥∥[{((Pmv ⊗Qm)T−1

m (Pmu ⊗Qm)(I ⊗Qm0)

×Ã(I ⊗Qm0)(Pmu ⊗Qm)Tm(Pmv ⊗Qm)− (Pmv ⊗Qm)(I ⊗Qm0)

×Ã(I ⊗Qm0)(Pmv ⊗Qm)
)
(Pm(w∩Rk) ⊗Qm)

}
m>1

]
J
Rk

∥∥.

Å"&���Ñ

XUÎ2°�©	´2³ ­�¬�Â8°�¶2À�©2­QÐ'ª�ß�Â8­�°Ù«�¶�ª�¾�ª�°�³,­�°�ÇJPaÔ ¬�­�¾�­	¹UÏ	¬�­
Pmv ⊗ Qm

¹
Pmu ⊗ Qm

¹
Tm

¹
T−1
m

´
Pm(w∩Rk) ⊗ Qm

­�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©	» ±Ù«�­�±�­�Ð	Õ�º	©2­�«�¬�´½´Ö´	Ô·Å"!
��Ñi«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹6Ï	¬�­O«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬
C > 0¬�ª�Ð�­�°�¹2Ï	¬�­

∥∥[{(Pmv ⊗Qm)T−1
m (Pmu ⊗Qm)(Ã− (I ⊗Qm0)Ã(I ⊗Qm0))(Pmu ⊗Qm)

×Tm(Pmv ⊗Qm)(Pm(w∩Rk) ⊗Qm)
}
m>1

]
J
Rk

∥∥ < C

(
sup
t∈u

|Jϕ(t)|
) 1

p
(
sup
t∈v

|Jϕ−1(t)|
) 1

p

ε.
Å"& Ê Ñ

GU©8ª�¶8­�¾�´	Ï	©	»^³Q­�¸�²8ª�Ô�­�³Úº2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³Ú­�Î2°�©	Ð	Õ
∥∥[{(Pmv⊗Qm)(Ã−(I⊗Qm0)Ã(I⊗Qm0))(Pmv⊗Qm)(Pm(w∩Rk)⊗Qm)

}
m>1

]
J
Rk

∥∥ < Cε.
Å"& !�Ñ

[W¶2®�¬�²2°�¬�À�°�¾�­i«�¶�ª�¾�ª�°�³,­�¾�­=±�Å"&���Ñ�´2³,°�°�¬Ó³,°�«�¬�­Ä²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

∥∥[{((Pmv ⊗Qm)T−1
m (Pmu ⊗Qm)(I ⊗Qm0)Ã(I ⊗Qm0)(Pmu ⊗Qm)Tm(Pmv ⊗Qm)

−(Pmv ⊗Qm)(I ⊗Qm0)Ã(I ⊗Qm0)(Pmv ⊗Qm)
)
(Pm(w∩Rk) ⊗Qm)

}
m>1

]
J
Rk

∥∥

=
∥∥[{((Pmv ⊗Qm0)T−1

m (Pmu ⊗Qm0)Ã(Pmu ⊗Qm0)Tm(Pmv ⊗Qm0)

−(Pmv ⊗Qm0)Ã(Pmv ⊗Qm0))(Pm(w∩Rk) ⊗Qm0)
}
m>m0

]
J
Rk

∥∥.

PaÔL¶8°�³,³4»�&'¹�Â8­�Ð'ª�Ô�ª�©	©2­�Þ�± É !'¹�«�Ç Ý � Í ¹�«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹�Ï	¬�­U«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬a­�Ð	²2°�«�¬�©2­�«�¬�À
w (⊂ Ṙk)

¬�­�Ï	Ð	´
x¬�ª�Ð'ª�®£¹2Ï	¬�­

∥∥[{((Pmv ⊗Qm0)T−1
m (Pmu ⊗Qm0)Ã(Pmu ⊗Qm0)Tm(Pmv ⊗Qm0)

−(Pmv ⊗Qm0)Ã(Pmv ⊗Qm0))(Pm(w∩Rk) ⊗Qm0)
}
m>m0

]
J
Rk

∥∥ < ε.

Å"& &�Ñ

Roª�Ð	´2³Q­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹2´	ÔÓÅ"&���Ñ Ë Å"& &�Ñ�º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³Q«�º	²8ª�±�°�Â	¶2´	±�­�«�¬�ÀÓ©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±#ªåÅ"!
��Ñ�Ç
B

����� ���:���¼��>	��
���
 � �¼� � <��5��� ?�
 �-� 	�$  �	��
��� 	
� � ���2PaÔ\Õ�«�¶8­�±�´	®Ã¬�°�­�²2°�³4» ±�»1¬�°�Ð'ª�°�¬�¹�Ï	¬�­
Ü�¶8°�³,°�©	¬

jM (A)
­�¸�²8ª�¬�´2³Q±Óª�¶2¾�°�¸�²2°

AM
Ç2Roª�ÐåÐ'ª�Ðåº2­Ä¬�°�­�²2°�³,° &�Ü�¶8°�³,°�©	¬

jM (A)
¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­�¾�­

¬�´	º8ª'¹�¬�­a´	Ô6¶8°�³,³4» Ì ³,­�ßÄ©2­H±�»1±�°�«�¬�´�¹�Ï	¬�­
jM (A) ∼x∼x jKx(A)

Â	¶2®!¶2Øa¸�­�¾�­
x(∈ ∂M)

Ç�Rm­�¾�Â�ª
©8ª!­�«�©2­�±#ª�©	´	´Ã¬�°�­�²2°�³4» Ò ´	Ô É !	¹�«�Ç Ý�Ò�Í Ü�¶8°�³,°�©	¬

jKx(A)
¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­Ä­�¸�²8ª�¬�´2³Ù±�¬�­�Ï	Ð�°

x
Ç'¨Q«�´'¶2Õ
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¶8°�³,³4» !'¹LÕ�Ï	´	¬�»1±#ª�®Ú´	©	±#ª�²	´8ª�©	¬�©2­�«�¬�ÀÚ­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª
A
­�¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©2­Ù«�Â2±�´	¾�ª'¹�º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³1¹�Ï	¬�­

­�º2°�²8ª�¬�­�²	»
(PKx ⊗ I)A(PKx ⊗ I)

­�¸�²8ª�¬�´2³4»YÂ	¶2®Û±�«�°�¼
x (∈ ∂M)

Ç
� 	
� �6��� 	�"�!
	
� � ���#FaÕ�«�¬�À�­�º2°�²8ª�¬�­�²	»

(PKx ⊗ I)A(PKx ⊗ I)
­�¸�²8ª�¬�´2³4»QÂ	¶2®=±�«�°�¼

x(∈ ∂M)
Ç

Rm­�¾�Â�ª
jKx(A)

¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­�­�¸�²8ª�¬�´2³ ±�¬�­�Ï	Ð�°
x
Ço¨ «�´'¶2ÕÁÐ	±#ª�Ô�´	Ü�Ð	±�´	±#ª�¶8°�©	¬�©2­�«�¬�´

jM (A) ∼x∼x

jKx(A)
Ü�¶8°�³,°�©	¬

jM (A)
¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­O­�¸�²8ª�¬�´2³?±ÁÐ'ª�ß�Â8­�ÞÖ¬�­�Ï	Ð�°

x(∈ ∂M)
Ç�NL«�¶2´

intM 6= ∅
¹

¬�­µ«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬Y¬�ª�Ð'ª�® ¬�­�Ï	Ð'ª
x0(∈ ∂M)

¹aÏ	¬�­
intKx0 6= ∅

ÇaFaÕ�«�¬�À
y0 ∈ intKx0

ÇaRm­�¾�Â�ª
jKx0

(A) ∼y0∼y0 jRk(A)
Ç Z ¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹

jRk(A)
¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­Ù­�¸�²8ª�¬�´2³ ± ¬�­�Ï	Ð�°

y0
Ç�Roª�ÐQÐ'ª�Ð

­�º2°�²8ª�¬�­�²
A
´	©	±#ª�²	´8ª�©	¬�°�©µ­�¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©2­O«�Â2±�´	¾�ª'¹�¬�­�Ü�¶8°�³,°�©	¬

jRk(A)
¶8­�Ð'ª�¶2À�©2­O­�¸�²8ª�¬�´2³ ±

¬�­�Ï	Ð�°
x(∈ Rk)

Ç£[W¶2®
x ∈ intM jM (A) ∼x∼x jRk(A)

Ç Z ¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹4Ü�¶8°�³,°�©	¬
jM (A)

¶8­�]
Ð'ª�¶2À�©2­\­�¸�²8ª�¬�´2³Á±WÐ'ª�ß�Â8­�Þi¬�­�Ï	Ð�°

x (∈M)
Ç�Rm­�¾�Â�ªWº2­H¬�°�­�²2°�³,° &a´	Ô É !'¹�«�Ç Ý & Í ­�©i­�¸�²8ª�¬�´2³1Ç � ¬�­

­�Ô�©8ª�Ï8ª�°�¬�¹	Ï	¬�­�­�º2°�²8ª�¬�­�²	»
(PmM ⊗Qm)A(PmM ⊗Qm)

­�¸�²8ª�¬�´2³4»W¹'©8ª�Ï	´	©8ª�®�«J©2°�Ð�­�¬�­�²2­�¾�­
m0´�±�»1º2­�¶2©	®	°�¬�«�®ÙÅ"&�Ñ�Ç

B
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ë ���&vGº,d8´ZcKe ��' � ' )��	º:eKf,d `('A��'¼~,w�x�����x:jL��}�}�~£�Ãu2�tv��t�åw��	�L��}�x�{���|��tw�r�v���w�}�~£�Ó��w�r�y�}���}�x���s�y��tw�v���x
}�rU��w���|�|��

Rn s1����u	|�r���v�}�~�u	x!������¤4¤mx,��x���}�v�r�u	x�x!|�w�x�����jL��}�x�{ klk&|,��y���y����t��y r ��y��tw���� 2Lr�y���r��tst��x��w����tx���}�� S è�é�ê s � S(q ë � S r � � W n �
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X � X�[!K\XJb [!P Z �HILNLR1K\XJb KHNLI�GJ¨6NLK Z R1¨6NµR1PHFHG 
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Z T!XJS�GJILP 	!b�P %HN Z �HPHb ¨6N Z XJb 1

� CLf�C �	�	j�p8� ���
�,pol

}U~Û������r���~£y�r��tu=}���y�~��m��x�st��w��tv�}�~��£}��tw�r�y���}�stv�y�r�v�x�|�r 	4r�w���x^so�����tr�w�x�¤ou	x����tst��x�u	x^y��ts�r�u	x����,���tr�w�x�¤m�
u	x����tst��x��Uy��ts,}�r����t��x�v�s_{6|��t�H��}�r�����uiu2�t������{�� 2,��}�stv�r�}�v�r,y6}��tw�r�y���}�stv�y��,{�y���{��tv�s_{^v�����}������

�U�	�^�'�����6�W���	 ���¡#¢�}��tw�r�y���}�stv�y�r�v�x�|�r 	4r�w���x��������tr�w�x�¤ou	x����tst��x��Uy��ts���v�����}���stv��6����}�stv�r�}�v��

@8C,¥�h8¦�§L¦#lopo¦

¨ Ê � !��H¾�Ç�º	²	´iº2­�º	»1¬�Ð�°UÕ�º	²2­�«�¬�´	¬�À\©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±#ª\S£´'¶2À�¸�°�²	¬�ªÛÅÆ«�³1Ç É !��'¹#«�Ç�! ' ! Í Ñ�¹#S�Ç�
�Ç 
Hª�²�Â2´
±=«�¬�ª�¬�À�° ÉÈÊ � Í º2­�¶2Õ�Ï	´'¶å©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­	â

∞∑

n=1

(
An
n

)p
<

(
p

p− 1

)p ∞∑

n=1

apn,
Å Ê Ñ

¾�Â8°
p > 1

¹
an > 0

´
An =

∑n
i=1 ai

Ç
Z ¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�°OÕ�¬�±�°�²#ß�Â8°�©	´2°Ù®'±�¶2®	°�¬�«�® ª�©8ª�¶8­�¾�­�³ Â2´2«�Ð	²2°�¬�©2­�¾�­µ©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±#ª Å Ê ÑÃ±Ö´	©	¬�°�]

¾�²8ª�¶2À�©2­�³Q«�¶2Õ�Ï8ª�° É !�� Í â

∞∫

0

F p

xp
dx 6

(
p

|p− 1|

)p ∞∫

0

fp dx, p > 1, p 6= 1,
Å"!�Ñ

¾�Â8°
f(x) ã ©2°�­�¬�²	´	Î8ª�¬�°�¶2À�©8ª�®å´	Ô�³,°�²	´2³Lª�®åáHÕ�©	Ð	Î	´	®Û©8ª

[0,∞)
¹�ª

F (x) =





x∫
0

f(t) dt, p > 1,

∞∫
x
f(t) dt, p < 1.

�H­�©2«�¬�ª�©	¬�ª
(p/|p − 1|)p ± ­�¸�¯�°�³ «�¶2Õ�Ï8ª�°�©2°�³,­�ß!°�¬Ù¸�»1¬�ÀÁÔ�ª�³,°�©2°�©8ªÁ³,°�©	À #�°�ÞÚº2­�«�¬�­�®'©	©2­�Þ�Ç

KH°�«�³,­�¬�²#®·©8ª�¬�­	¹4Ï	¬�­àÐ�­�©2«�¬�ª�©	¬�ªÁ©2°�Õ�¶2Õ�Ï�#Äª�°�³Lª'¹4©2°�«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬ÁáHÕ�©	Ð	Î	´	´�¹4©8ª�Ð�­�¬�­�²2­�ÞÚÜ�¬�ª
Ð�­�©2«�¬�ª�©	¬�ªÄÂ8­�«�¬�´	¾�ª�°�¬�«�®£Ç

[�ª�¶2À�©2°�Þ�#!´2°i´2«�«�¶8°�Â8­�±#ª�©	´	®O´O­�¸�­�¸�¯�°�©	´	® ©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±à¬�´	º8ª 
Hª�²�Â2´Ù³,­�ßÄ©2­å©8ª�Þ	¬�´O±å²8ª�]
¸�­�¬�ª�¼ É ! Ë�Ê �'¹ ! Ê�Ë & '�Í Ç6KH°�²8ª�±�°�©2«�¬�±#ªO¬�´	º8ª�
Hª�²�Â2´ #!´	²2­�Ð�­Ù²8ª�«�º	²2­�«�¬�²8ª�©2°�©	»W¹1º2­�«�Ð�­�¶2À�Ð	Õµ­�©	´

ç
© è�é�ê�ë/m r�s�x���������x�}Jq'��î��
1 q	r�����v�rWy�~£|�����}���}�rH|�w�x=|��t�����tw1j����Jq'��sts�x���st��������¤o��}���r\¤m��}���r�u2��}�v�r�����}�~£��x�sts����_����y�r�}�x����	|�w����t��v�~q ê�è � é�ê � é�é�ë s ë �G91x�q ê ^�� é�ê � é�é s ��ê �ær��
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©8ª�¼#­�Â2®'¬ #!´	²2­�Ð�­�°Óº	²	´2³,°�©2°�©	´2°Û±�³Lª�¬�°�³Lª�¬�´	Ï2°�«�Ð�­�ÞQáH´	Ô�´	Ð�°�¹m±�ª�©8ª�¶2´	Ô�°Ó´ ±�¬�°�­�²	´	´ Â2´2áWáW°�]
²2°�©	Î	´8ª�¶2À�©	»6¼QÕ�²8ª�±�©2°�©	´	Þ ÉÈÊ ¹ Ò ¹ Ê�Ê ¹ Ê�Ý ¹ ! Ì�Í Ç�KWª�º	²	´2³,°�²�¹ Z ÇLT=Ç Z ­�¸�­�¶8°�±O´2«�º2­�¶2À�Ô�­�±#ª�¶µ´'¼·±
¬�°�­�²	´	´!±�¶8­�ß!°�©	´	®�áHÕ�©	Ð	Î	´2­�©8ª�¶2À�©	»6¼\º	²2­�«�¬�²8ª�©2«�¬�±2Ç 	ÓÇ	S�Ç8GU±�¼�ª�Â2´2°�± ÉÈÊ�Í ´2«�º2­�¶2À�Ô�­�±#ª�¶Ä©2°�²8ª�±�°�©']
«�¬�±#ª 
Hª�²�Â2´åÂ	¶2®å­�Î2°�©	Ð	´åß!°�«�¬�Ð�­�«�¬�´�Ð	²	Õ�Ï2°�©	´	®£Ç8Io°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�» G!Ç	T\ª�º	¬�°�±#ª'¹�R�Ç�¨6°�Þ'Â	¶�ªÄ´	Ô É ! Ì�Í ¹
´i²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�» �!Ç �1ª�¶2´	©2«�Ð�­�¾�­	¹(�!Ç�T\ª�º	¬�°�±#ªW´ �!Ç#¨aÇ Z ­�¸�­�¶8°�±#ªW´	Ô ÉÈÊ�Ê�Í ³,­�¾�Õ�¬!¸�»1¬�À!º	²	´2³,°�©2°�©	»
º	²	´=´	Ô�Õ�Ï2°�©	´	´Ó­�¬�²	´	Î8ª�¬�°�¶2À�©2­�«�¬�´Û«�º2°�Ð	¬�²8ªaÂ2±�Õ'³,°�²	©2­�¾�­\­�º2°�²8ª�¬�­�²8ª � ² �°�Â2´	©	¾�°�²8ª'Ç�[\²	Õ�¾�­�°1º	²	´']
³,°�©2°�©	´2°HÜ�¬�´'¼Û²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�­�±Û­�¬�©2­�«�´	¬�«�®ÃÐÛº	²2­�¸�¶8°�³,°\«�Õ�¯�°�«�¬�±�­�±#ª�©	´	®�²2°�Ô�­�©8ª�©2«�©	»6¼Ã«�­�«�¬�­�®'©	´	Þ�Ç

XU¬�³,°�¬�´2³1¹	Ï	¬�­�±Ä«�¬�ª�¬�À�®�¼ ÉÈÊ &'¹ Ê�Ì ¹ Ê ' ¹ !��'¹ ! Ý�Í ª�±�¬�­�²	»Yº2­�¶2Õ�Ï	´'¶2´ÛÂ2´2«�Ð	²2°�¬�©	»^°H©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±#ª

Hª�²�Â2´�Ç8KWª�º	²	´2³,°�²�¹2± É ! Ý�Í ¸�»6¶8­�Â8­�Ð'ª�Ô�ª�©2­i«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�°W­�¸�­�¸�¯�°�©	´2°H©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±#ªÄ¬�´	º8ª 
Hª�²�Â2´�â

∞∑

n=1

nα




n∑
n=1

a
1
p
n

n




p

6

(
p

p− 1− α

)p ∞∑

n=1

(
n− 1

2

)α
an,

Å"&�Ñ

¾�Â8°
an > 0 (n ∈ N)

¹
p > 1

´ −1 < α < p− 1
Ç

ca«�©2­	¹�Ï	¬�­HÂ2´2«�Ð	²2°�¬�©	»^°^©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±#ªÓÅ Ê Ñ4´�Å"&�Ñoº	²	´
p = 1

´=´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©2­�°U©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­ÛÅ"!�Ñ
º	²	´

p = 1
¬�°�²#®'ØJ¬à«�³4»^«�¶mÇ4¨ ´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©2­�³ ©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�°i¶8­�¾�ª�²	´2áW³4´	Ï2°�«�Ð	´	Þ·±�°�«iº2­�³,­�¾�ª�°�¬

Õ�«�¬�²8ª�©	´	¬�ÀåÜ�¬�Õ�­�«�­�¸�°�©	©2­�«�¬�Àå´�º2­�Ô�±�­�¶2®	°�¬Ãº2­�¶2Õ�Ï	´	¬�À�ª�©8ª�¶8­�¾Ä©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±#ª Å"!�ÑUº	²	´�´2«�Ð'¶2ØJÏ	´']
¬�°�¶2À�©2­�³?«�¶2Õ�Ï8ª�°�º8ª�²8ª�³,°�¬�²8ª'Ç�Fa²	´2³,°�²	» ´2«�º2­�¶2À�Ô�­�±#ª�©	´	®Ú¶8­�¾�ª�²	´2áW³,­�± ±�©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±#ª�¼Ú¬�´	º8ª

Hª�²�Â2´Ã³,­�ßÄ©2­�Õ�±�´'Â8°�¬�ÀÄ± É ! Ë#Ì ¹ Ê�Ý ¹�! Ê ¹�! Ò ¹�& Ê ¹ & ! Í Ç'Fa²	´	±�°�Â8°�³Ù¶2´�#!À�²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬ �dÇ�G!Ç�[\Õ'¸�´	©']
«�Ð�­�¾�­=´	ÔW«�¬�ª�¬�À�´ ÉÈÊ�Ý�Í â

��¦����o¦�� ���ÃC �U 2��� �
f : (0,+∞) → R1

�
� - �	������$ - �	$A������"��#"2 2����� � �1 	$	���	���������	� � * ��� -

�	$A������"����
∞∫

0

|f(r)|prp−1dr, p > 1,

� 
 - ���A����� 54+�- �t���W��������� ��- � -
R > 0

∞∫

0

1

r
∣∣ln r

R

∣∣p

∣∣∣∣∣∣

r∫

R

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣

p

dr 6

(
p

p− 1

)p ∞∫

0

|f(r)|prp−1dr.
Å Ì Ñ

XJ¸�²8ª�¬�´2³ ±�©	´2³Lª�©	´2°�¹�Ï	¬�­ ±
(4)

¶8­�¾�ª�²	´2áW³4´	Ï2°�«�Ð	´	Þ½±�°�«å©8ª�¼#­�Â2´	¬�«�®µº2­�Â½Ô�©8ª�Ð�­�³¿³,­�Â2Õ�¶2®
ÅÆ«�³1Ç2¬�ª�Ð	ß!° É &	¹ Ê�Ý ¹ ! Ò ¹�& Ê�Í Ñ�Ç���Õ�Â2Õ�¬Ä¶2´å±�°�²	©	»YÂ2´2«�Ð	²2°�¬�©	»^°�ª�©8ª�¶8­�¾�´�©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±#ª

(4)?
¨µÜ�¬�­�Þ

²8ª�¸�­�¬�°�³4» º2­�º	»1¬�ª�°�³,«�®�­�¬�±�°�¬�´	¬�À�©8ª=Ü�¬�­�¬Û±�­�º	²2­�«�ÇA¨Yº2°�²	±�­�ÞàÏ8ª�«�¬�´àÜ�¬�­�Þ�«�¬�ª�¬�À�´�³4» º	²	´	±�°�]
Â8°�³ ­�«�©2­�±�©	»^°U´i±�«�º2­�³,­�¾�ª�¬�°�¶2À�©	»^°aÕ�¬�±�°�²#ß�Â8°�©	´	®£Ç'¨�¬�­�²8ª�®=Ï8ª�«�¬�À\º2­�«�±�®'¯�°�©8ªHÂ8­�Ð'ª�Ô�ª�¬�°�¶2À�«�¬�±�Õ
¬�­�Ï	©2­�«�¬�´åÐ�­�©2«�¬�ª�©	¬�Ç Z ¬�ª�¬�À�´
	ÓÇ2S�Ç2GU±�¼�ª�Â2´2°�±#ª�´ �ÄÇ ] �ÄÇ2¨�´	²	¬�Î8ª É � Ë�Ê � Í ¬�ª�Ð	ß!°Wº2­�«�±�®'¯�°�©	»Yº2­�]
¶2Õ�Ï2°�©	´	Ø ´ÛÂ8­�Ð'ª�Ô�ª�¬�°�¶2À�«�¬�±�ÕÃ¬�­�Ï	©2­�«�¬�´åÐ�­�©2«�¬�ª�©	¬�Ç

�AC e j�l
�8h8l87Ä¦ �o¦���������
���
 7
¨6°�²	©8ªÄ«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯Äª�®
��¦����o¦�� �Ú@8C �U 2��� �

p > 1, l ∈ [1, p], ai > 0
��0#"�� �A��� - �

n > 1
0 - ��� ������� * ��� -

An =





[R]−1∑
i=0

ai −
n−1∑
i=0

ai, 1 6 n 6 [R],

n∑
i=0

ai −
[R]+1∑
i=0

ai, n > [R] + 1,



� �Ä- ��$ - �O���A���#"m����$ - �Ú$A��"���
'��$A����
'�!���	0�� �W��"#��� Ý �
�t�m�

[R] �
�A����� �Á�#����� � - �Ó���A�����

R > 1
5m+�- �t����
'��"�$ - ���A���2 �� 	i���U$A��"���
'��$A����
 - ���	0�� �W��"#�����

∞∑

n=1

Apn

(n+ 1)
∣∣log n

R

∣∣p 6

(
p

p− 1

)l ∞∑

n=1

Ap−ln aln
(n+ 1)1−l

∣∣∣log n
R

∣∣∣
l−p

.

Z ©8ª�Ï8ª�¶�ª�Â8­�Ð'ª�ß!°�³Ö«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�°a±�«�º2­�³,­�¾�ª�¬�°�¶2À�©2­�°!Õ�¬�±�°�²#ß�Â8°�©	´2°�Ç
�å¦���� � �AC �U 2��� �

p > 1
*
n ∈ N,

� 0� 2��� �
R �

0#" - �2
�
 - ����$ - �Ä$A� �A��� - ��0 - � - �Ä�A��������$ - �
���A��� -�5 �6���	�

R > n+ 1
* � -

p− (p− 1)

(
1

(n+ 1)
(
log R

n

) +
log R

n+1

log R
n

)
> 1,

Å Ò Ñ

�à�����	�
R < n− 1

* � -

p− (p− 1)

(
1

(n+ 1)
(
log n

R

) + log n−1
R

log n
R

)
> 1.

Å Ý Ñ

C
Fa²2°�­�¸�²8ª�Ô�Õ�°�³Ú©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­àÅ Ò Ñ�Ç	PH³,°�°�³Q«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2°aÜ�Ð	±�´	±#ª�¶8°�©	¬�©	»^°\º2°�²2°�¼#­�Â2»

p− 1 > (p− 1)

(
1

(n+ 1)
(
log R

n

) +
log R

n+1

log R
n

)
⇐⇒ 1 >

1 + (n+ 1) log R
n+1

(n+ 1) log R
n

⇐⇒ (n+ 1) log
R

n
> 1 + (n+ 1) log

R

n+ 1
⇐⇒ (n+ 1) log

n+ 1

n
> 1.

FH­�«�¶8°�Â2©2°�°W©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­Ä¶8°�¾�Ð�­=Õ�«�¬�ª�©8ª�±�¶2´	±#ª�°�¬�«�®£Ç
Rm°�º2°�²	Àiº2°�²2°�º	´�#�°�³ Å Ý Ñ�Ç2PH³,°�°�³

1 >
1

(n+ 1) log n
R

+
log n−1

R

log R
n

.

FH­�«�¶8°HÜ�¶8°�³,°�©	¬�ª�²	©	»6¼å±�»1Ï	´2«�¶8°�©	´	Þ�³,­�ß!°�³Úº2­�¶2Õ�Ï	´	¬�À2¹2Ï	¬�­

(n+ 1) log
n

R
> 1 + (n+ 1) log

n− 1

R
⇐⇒ (n+ 1) log

n

n− 1
> 1.

FH­�«�¶8°�Â2©2°�°WÕ�¬�±�°�²#ß�Â8°�©	´2°W¬�ª�Ð	ß!°\³,­�ßÄ©2­Ä¶8°�¾�Ð�­=º2­�Ð'ª�Ô�ª�¬�À2Ç
B

C
����� ���:���¼��>	��
���
 � �¼� � <��5���F
 FaÕ�«�¬�À

1 6 n 6 [R] − 2
Ç^XUº	²2°�Â8°�¶2´2³ áHÕ�©	Ð	Î	´	Ø

X«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³Ú­�¸�²8ª�Ô�­�³1â

X(n) =
Apn

(n+ 1)
(
log R

n

)p − p

p− 1

Ap−1
n(

log R
n

)p−1 an.

PaÔW­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´	®
An

«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹2Ï	¬�­

X(n) =
Apn

(n+ 1)
(
log R

n

)p − p

p− 1

Ap−1
n(

log R
n

)p−1 (An −An+1)

=
Apn(

log R
n

)p−1

(
1

(n+ 1) log R
n

− p

p− 1

)
+

p

p− 1

Ap−1
n(

log R
n

)p−1An+1

=
Apn(

log R
n

)p−1

(
1

(n+ 1) log R
n

− p

p− 1

)
+

p

p− 1


 Apn
(
log R

n

) (p−1)p
p−1




p−1
p

 Apn+1(

log R
n+1

)p




1
p

log
R

n+ 1
.
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PH«�º2­�¶2À�Ô�Õ�®!©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­aS �°�¶2À�Â8°�²8ªJº	²	´�«�­�­�¬�±�°�¬�«�¬�±�Õ�ØJ¯!´'¼!Ô�©8ª�Ï2°�©	´	®�¼\º8ª�²8ª�³,°�¬�²2­�±2¹�³4»O´2³,°�°�³

X(n) 6
Apn(

log R
n

)p−1

(
1

(n+ 1) log R
n

− p

p− 1

)

+
Apn

(
log R

n

) (p−1)p
p−1

(
log R

n+1

)−1
+

1

p− 1

Apn+1(
log R

n+1

)p−1

=
1

p− 1

Apn+1(
log R

n+1

)p−1 − 1

p− 1

Apn(
log R

n

)p−1

(
p− p− 1

(n+ 1) log R
n

− (p− 1)
log R

n+1

log R
n

)
.

[�ª�¶8°�°H±�­�«�º2­�¶2À�Ô�­�±#ª�± #!´2«�Ài¶8°�³,³,­�Þ Ê ¹'º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³

X(n) 6
1

p− 1




Apn+1(
log R

n+1

)p−1 − Apn(
log R

n

)p−1


 , 1 6 n 6 [R]− 2.

XUÏ2°�±�´'Â2©2­	¹mÏ	¬�­
X([R]) = 0

ÇoXJ«�¬�ª�¶8­�«�Àà­�Î2°�©	´	¬�À
X([R] − 1)

ÇmPH«�º2­�¶2À�Ô�Õ�®Á±�» #�°�º	²	´	±�°�Â8°�©	©	»^°
²8ª�«�«�Õ�ß�Â8°�©	´	®Ã´�©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

1 6 [R] log
[R]

[R]− 1
,

©2°�«�¶8­�ßÄ©2­iº2­�Ð'ª�Ô�ª�¬�À2¹2Ï	¬�­

X([R] − 1) 6 − 1

p− 1

Ap[R]−1(
log R

[R]−1

)p−1 .

[�ª�¶8°�°W­�Î2°�©	´2³ ∑[R ]
n=1X(n)

Ç2PH³,°�°�³

[R ]∑

n=1

X(n) =

[R ]∑

n=1

(
Apn

(n+ 1)
(
log R

n

)p − p

p− 1

Ap−1
n(

log R
n

)p−1 an

)

6
1

p− 1

[R ]−2∑

n=1




Apn+1(
log R

n+1

)p−1 − Apn(
log R

n

)p−1




− 1

p− 1

Ap[R ]−1(
log R

[R ]−1

)p−1 = − 1

p− 1

Ap1
(logR)p−1 6 0.

Z ¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹ ∑[R]
n=1X(n) 6 0.

Roª�Ð	´2³Q­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹8«�º	²8ª�±�°�Â	¶2´	±�­=©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

[R ]∑

n=1

Apn

(n+ 1)
(
log R

n

)p 6
p

p− 1

[R]∑

n=1

Ap−1
n(

log R
n

)p−1 an.
Å ' Ñ

FaÕ�«�¬�À=¬�°�º2°�²	À
n > [R] + 3

Ç�XUº	²2°�Â8°�¶2´2³QáHÕ�©	Ð	Î	´	Ø
Y
«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³·­�¸�²8ª�Ô�­�³1â

Y (n) =
Apn

(n+ 1)
(
log n

R

)p − p

p− 1

Ap−1
n(

log n
R

)p−1 an.
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'��$A����
'�!���	0�� �W��"#��� '�Ê

PH«�º2­�¶2À�Ô�Õ�®å­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´2°
An
¹�¶8°�¾�Ð�­=º2­�Ð'ª�Ô�ª�¬�À2¹2Ï	¬�­

Y (n) =
Apn

(n+ 1)
(
log R

n

)p − p

p− 1

Ap−1
n(

log n
R

)p−1 (An −An−1)

=
Apn(

log n
R

)p−1

(
1

(n+ 1) log n
R

− p

p− 1

)
+

p

p− 1

Ap−1
n(

log n
R

)p−1An−1

=
Apn(

log n
R

)p−1

(
1

(n+ 1) log n
R

− p

p− 1

)

+
p

p− 1


 Apn
(
log n

R

) p(p−1)
p−1




p−1
p (

Apn−1(
log n−1

R

)p

) 1
p

log
n− 1

R
.

¨µ«�´'¶2ÕÓ©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±#ªiS �°�¶2À�Â8°�²8ª'¹8º2­�¶2Õ�Ï	´2³

Y (n) 6
Apn(

log n
R

)p−1

(
1

(n+ 1)
(
log n

R

) − p

p− 1

)

+
Apn

(
log n

R

) p(p−1)
p−1

(
log n−1

R

) 1−p
p−1

+
1

p− 1

Apn−1(
log n−1

R

)p−1

=
1

p− 1

Apn−1(
log n−1

R

)p−1 − 1

p− 1

Apn(
log n

R

)p−1

(
p− p− 1

(n+ 1) log n
R

− (p− 1)
log n−1

R

log n
R

)
.

¨Úº2­�«�¶8°�Â2©2°�³ÙÕ�¬�±�°�²#ß�Â8°�©	´	´å³4»Ö´2«�º2­�¶2À�Ô�­�±#ª�¶2´Ã¬�­�¬Äá\ª�Ð	¬�¹�Ï	¬�­
p ∈ (1, p ]

´
log n−1

R / log n
R < 1

Ç
PaÔH¶8°�³,³4» Ê «�¶8°�Â2Õ�°�¬Ó­�Î2°�©	Ð'ª

Y (n) 6
1

p− 1

(
Apn−1(

log n−1
R

)p−1 − Apn(
log n

R

)p−1

)
, n > [R] + 3.

Rm°�º2°�²	Àå­�Î2°�©	´2³
Y ([R] + 1)

´
Y ([R] + 2)

ÇmXUÏ2°�±�´'Â2©2­	¹£Ï	¬�­
Y ([R] + 1) = 0

Ç£PH«�º2­�¶2À�Ô�Õ�®à©2°�²8ª�]
±�°�©2«�¬�±�­

1 6 ([R] + 3) log
[R] + 2

[R] + 1
,

´2³,°�°�³

Y ([R] + 2) 6 − 1

p− 1

Ap[R]+2(
log [R]+2

R

)p−1 .

Z ¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹2Â	¶2®�áH´	Ð�«�´	²2­�±#ª�©	©2­�¾�­iÎ2°�¶8­�¾�­
N > [R] + 1

¹'º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³

N∑

n=[R]+1

Y (n) 6 − 1

p− 1

Ap[R]+2(
log [R]+2

R

)p−1

+

N∑

n=[R]+3

1

p− 1

(
Apn−1(

log n−1
R

)p−1 − Apn(
log n

R

)p−1

)
= − 1

p− 1

ApN(
log N

R

)p−1 6 0,

¬�Ç2°�Ç ∑N
n=[R]+1 Y (n) 6 0.

Z ¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹

N∑

n=[R]+1

Apn

(n+ 1)
(
log n

R

)p 6
p

p− 1

N∑

n=[R]+1

Ap−1
n(

log n
R

)p−1 an.
Å���Ñ
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¨Ö´	¬�­�¾�°H´	ÔÓÅ ' Ñ�´ Å���Ñ�¹	´2³,°�°�³

N∑

n=1

Apn

(n+ 1)
∣∣log n

R

∣∣p 6
p

p− 1

N∑

n=1

Ap−1
n∣∣log n
R

∣∣p−1 an.

PH«�º2­�¶2À�Ô�Õ�®Ã©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­iS �°�¶2À�Â8°�²8ª'¹8º2­�¶2Õ�Ï	´2³

N∑

n=1

Apn

(n+ 1)
∣∣log n

R

∣∣p

6

N∑

n=1

(
Apn

(n+ 1)
∣∣log n

R

∣∣p

)1− 1
l
((

p

p− 1

)l Ap−ln aln
(n+ 1)1−l

∣∣∣log n
R

∣∣∣
l−p
) 1

l

6

(
1− 1

l

) N∑

n=1

Apn

(n+ 1)
∣∣log n

R

∣∣p +
1

l

N∑

n=1

(
p

p− 1

)l Ap−ln aln
(n+ 1)1−l

∣∣∣log n
R

∣∣∣
l−p

.

Roª�Ð	´2³Q­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹

N∑

n=1

Apn

(n+ 1)
∣∣log n

R

∣∣p 6

(
p

p− 1

)l N∑

n=1

Ap−ln aln
(n+ 1)1−l

∣∣∣log n
R

∣∣∣
l−p

.

�L«�¬�²2°�³o¶2®'®
N → ∞ ¹'º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³ÚÕ�¬�±�°�²#ß�Â8°�©	´2°W¬�°�­�²2°�³4»WÇ

B
� �,¦�§Lj�
'h8po¦ � C �U 2��� �

an > 0
0#"����	���\� - � �A��� - �

n > 1
*
p > 1

�

An =





[R ]−1∑
i=0

ai −
n−1∑
i=1

ai, 1 6 n 6 [R],

n∑
i=0

ai −
[R]+1∑
i=0

ai, n > [R] + 1,

�t�m�
[R] �

�A����� ���#����� �Ä��� ��- � - $A� - ��"���������������$ - � -
R > 1

5�+�- �t���!
'��"�$ - ���A���2 �� 	i���1$A��"���
'��$ �
����
 - ���	0�� �W��"#���

∞∑

n=1

Apn

(n+ 1)
∣∣log n

R

∣∣p 6

(
p

p− 1

)p ∞∑

n=1

apn
(n+ 1)1−p

.

� C � ���ol
�8j�
��Án��8loj�
��	l

 7

FH­�Ð'ª�ß!°�³1¹8Ï	¬�­ÄÐ�­�©2«�¬�ª�©	¬�ª=±=©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�°W¬�°�­�²2°�³4» Ê ©2°�Õ�¶2Õ�Ï�#Äª�°�³Lª�º	²	´
l = p

Ç
FaÕ�«�¬�À

an =




0, 1 6 n 6 [R],

1

(n+1)(log n
R)

1+ε
p
, n > [R] + 1,

º	²	´	Ï2°�³
p− 1− ε > 0

Ç
XUº	²2°�Â8°�¶2´2³

Y
Ð'ª�Ð

Y =

∞∑

n=[R]+1

apn
(n+ 1)1−p

.
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'��$A����
'�!���	0�� �W��"#��� ' &

Fa²#®	³4»^°W±�»1Ï	´2«�¶8°�©	´	®�Â�ª�ØJ¬

Y =
∞∑

n=[R]+1

1

(n+ 1)
(
log n

R

)1+ε >

∞∑

n=[R]+1

1

(n+ 1)
(
log n+1

R

)1+ε

>

∞∫

n=[R]+1

1

(r + 1)
(
log r+1

R

)1+ε dr =
∞∫

n=[R]+1

d log r+1
R(

log r+1
R

)1+ε =
1

ε

(
log

[R] + 2

R

)−ε

.

¨6°�²	©2­=«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�°H«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´2°

Y <
1

([R] + 2)
(
log [R]+1

R

) 1+ε
p

+

∞∫

n=[R]+1

1

(r + 1)
(
log r+1

R

)1+ε dr.

Roª�Ð	´2³Q­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹

Y =
1

ε

(
log

[R] + 2

R

)−ε

+O(1).

Roª�Ð	ß!°W´2³,°�°�³·©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�­

An =

n∑

i=[R]+2

ai =

n∑

i=[R]+2

1

(i+ 1)
(
log i

R

)(1+ε)/p

>

n∫

[R]+2

dr

(r + 1)
(
log r

R

)(1+ε)/p >

n∫

[R]+2

dr

(r + 1)
(
log r+1

R

)(1+ε)/p

=
p

p− 1− ε

((
log

n+ 1

R

) p−1−ε
p

−
(
log

[R] + 3

R

) p−1−ε
p

)
=

p

p− 1− ε
H(n).

Z ¶8°�Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹

Apn

(n+ 1)
(
log n

R

)p >

(
p

p− 1− ε

)p Hp(n)

(n+ 1)
(
log n+1

R

)p

=

(
p

p− 1− ε

)p

1−

(
log [R]+3

R

log n+1
R

) p−1−ε
p



p

1

(n+ 1)
(
log n+1

R

)1+ε

>

(
p

p− 1− ε

)p 1−Kn

(n+ 1)
(
log n+1

R

)1+ε ,

¾�Â8°
Kn → 0

º	²	´
n→ ∞ Ç

Roª�Ð	´2³Q­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹

X =

∞∑

n=[R]+1

Apn

(n+ 1)
(
log n

R

)p >

(
p

p− 1− ε

)p N∑

n=[R]+1

1−Kn

(n+ 1)
(
log n+1

R

)1+ε

>

(
p

p− 1− ε

)p N∫

[R]+1

dr

(r + 1)
(
log r+1

R

)1+ε −
(

p

p− 1− ε

)p N∑

n=[R]+1

Kn

(n+ 1)
(
log n+1

R

)1+ε

=

(
p

p− 1− ε

)p 1
ε

(
log

[R] + 2

R

)−ε

+O(1).
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ca«�©2­	¹	Ï	¬�­

X

Y
>

(
p

p−1−ε

)p (
log [R]+2

R

)−ε
+ εO(1)

(
log [R]+2

R

)−ε
+ εO(1)

.

�L«�¬�²2°�³o¶2®'®
ε→ 0

¹'º2­�¶2Õ�Ï	´2³
X

Y
>

(
p

p− 1

)p
.

Roª�Ð	´2³Q­�¸�²8ª�Ô�­�³1¹2º	²	´�¶2Øa¸�­�³
ε0 > 0

«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬
an = an(ε)

¬�ª�Ð�­�°�¹8Ï	¬�­Ä±�»1º2­�¶2©2°�©2­=©2°�²8ª�±�°�©']
«�¬�±�­

∞∑

n=0

Apn

(n+ 1)
∣∣log n

R

∣∣p >

(
p

p− 1

)p
(1− ε0)

∞∑

n=0

apn
(n+ 1)1−p

.

� ¬�­Äº2­�Ð'ª�Ô�»1±#ª�°�¬�¹8Ï	¬�­ÄÐ�­�©2«�¬�ª�©	¬�ª=©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±#ª=¬�°�­�²2°�³4» Ê º	²	´
l = p

®'±�¶2®	°�¬�«�®�¬�­�Ï	©2­�Þ�Ç
� JL3�NLMfk�A�2�RKN5g�2�M�6�3�8:JLNL4KRKNU+�2x<=7�+�NLRKN�M�<=9=NLJLN5g�6�3�4:A�lSw�M�NT?�458K8:NLM�2 �j������� J��=2xg�6�4KJT2 y52�z�4K+�+�-/4 8:N�O
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Pa¬�ª�Ð�¹�²8ª�«�«�³Lª�¬�²	´	±#ª�°�¬�«�®Û±�­�¸�¶�ª�«�¬�´
Ω ≡ ΩT ×Ωl

´	©	¬�°�¾�²2­�] Â2´2áWáW°�²2°�©	Î	´8ª�¶2À�©2­�°aÕ�²8ª�±�©2°�©	´2°
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∂

∂ x

(
∂2u(t, x)

∂ t2
+ λ

T∫

0

K(t, s)
∂u(s, x)

∂ s
ds

)

= p(t)β(x) + f

(
x,

T∫

0

l∫

0

H(s, y)u(s, y) dy ds

)
Å Ê Ñ

«aÕ�«�¶8­�±�´	®	³4´
u(0, x) = ϕ1(x), ut(0, x) = ϕ2(x), x ∈ Ωl,

Å"!�Ñ

u(t, 0) = ψ(t), t ∈ ΩT ,
Å"&�Ñ

u(t0, x) = η(x), 0 < t0 < T, x ∈ Ωl,
Å Ì Ñ

¾�Â8°
p(t) ∈ C(ΩT )

¹
f(x, γ) ∈ C(Ωl × R)

¹
ϕk(x) ∈ C1(Ωl)

¹
k = 1, 2

¹
ψ(t) ∈ C2(ΩT )

¹
ψ(0) =

ϕ1(0) = ϕ2(0) = 0
¹
K(t, s) =

∑n
i=1 ai(t) bi(s)

¹
0 < ai(t), bi(s) ∈ C(ΩT )

¹
η(x) ∈ C1(Ωl)

¹
β(x) ∈ C(Ωl)

ã áHÕ�©	Ð	Î	´	®Ú±�­�«�«�¬�ª�©2­�±�¶8°�©	´	®£¹
ΩT ≡ [0, T ]

¹
Ωl ≡ [0, l]

¹
λ ã «�º2°�Ð	¬�²8ª�¶2À�©	»1Þ

º8ª�²8ª�³,°�¬�²�¹
0 <

∫ T
0

∫ l
0 |H(t, x)| dx dt <∞ Ç

FH­�Â ²2° #�°�©	´2°�³ ­�¸�²8ª�¬�©2­�Þ Ô�ª�Â�ª�Ï	´ Å Ê Ñ Ë Å Ì Ñ º2­�©	´2³Lª�°�³ º8ª�²	Õ áHÕ�©	Ð	Î	´	Þ {u(t, x) ∈
C2,1(Ω), β(x) ∈ C(Ωl)}

¹	Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®'ØJ¯!Õ�Ø Õ�²8ª�±�©2°�©	´	Ø Å Ê Ñ�´�Õ�«�¶8­�±�´	®	³ Å"!�Ñ Ë Å Ì Ñ�Ç

�AC �	���
�����8l
��k ���#§����
�QÅ Ê Ñ Ë Å"&�Ñ

¨ÖÕ�²8ª�±�©2°�©	´	´ÙÅ Ê Ñ�«�Â8°�¶�ª�°�³ÚÔ�ª�³,°�©	Õ
utx(t, x) = ϑ(t, x)

Ç2Rm­�¾�Â�ª=­�©2­Äº	²	´2­�¸�²2°�¬�ª�°�¬i±�´'Â

∂ϑ(t, x)

∂t
+ λ

T∫

0

K(t, s)ϑ(s, x) ds = p(t)β(x) + f

(
x,

T∫

0

l∫

0

H(s, y)u(s, y) dy ds

)
.

Å Ò Ñ

Z º2­�³,­�¯!À�Ø ­�¸�­�Ô�©8ª�Ï2°�©	´	®

ci(x) =

T∫

0

bi(s)ϑ(s, x) ds
Å Ý Ñ

Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°iÅ Ê Ñ�º2°�²2°�º	´�#�°�¬�«�®Ã±=«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�³·±�´'Â8°�â

∂ϑ(t, x)

∂t
= −λ

n∑

i=1

ai(t) ci(x) + p(t)β(x) + f

(
x,

T∫

0

l∫

0

H(s, y)u(s, y) dy ds

)
.
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t
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ϑ(t, x) = D1(x)− λ
n∑

i=1

t∫

0

ai(s) ds · ci(x) + q(t)β(x)

+ t f

(
x,

T∫

0

l∫

0

H(s, y)u(s, y) dy ds

)
,
Å ' Ñ

¾�Â8°
D1(x)∈C1(Ωl)

ã º	²2­�´	Ô�±�­�¶2À�©8ª�®ÃáHÕ�©	Ð	Î	´	®£¹#Ð�­�¬�­�²8ª�®Ûº2­�Â	¶8°�ßÄ´	¬=­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´	Ø�¹
D1(0)=0

¹
q(t) =

∫ t
0 p(s)ds

Ç
FH­�Â8«�¬�ª�±�¶2®'®ÙÅ ' Ñ�±åÅ Ý Ñ�¹	´2³,°�°�³

ci(x) =

T∫

0

bi(s)

[
D1(x)− λ

n∑

i=1

s∫

0

ai(θ) dθ · ci(x)

+ q(s)β(x) + s f

(
x,

T∫

0

l∫

0

H(θ, y)u(θ, y) dy dθ

)]
ds.

Å���Ñ

Fa²	´2³,°�³Q­�¸�­�Ô�©8ª�Ï2°�©	´2°

Bi(x) =

T∫

0

bi(s)

[
D1(x) + q(s)β(x) + s f

(
x,

T∫

0

l∫

0

H(θ, y)u(θ, y) dy dθ

)]
ds.

Å���Ñ

FaÕ�«�¬�À

Aij =

T∫

0

bi(s)

s∫

0

ai(θ) dθ ds > 0.
Å Ê ��Ñ
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©	´	ÞOÅ Z G �WÑ�â

ci(x) + λ
n∑

j=1

Aij cj(x) = Bi(x), i = 1, . . . , n.
Å Ê�Ê Ñ

Z G � Å Ê�Ê Ñ1­�Â2©2­�Ô�©8ª�Ï	©2­Ó²8ª�Ô�²2° #!´2³LªÄº	²	´�¶2Øa¸�»6¼�Ð�­�©2°�Ï	©	»6¼
Bi(x)

¹2°�«�¶2´å±�»1º2­�¶2©	®	°�¬�«�®�«�¶8°�]
Â2Õ�ØJ¯�°�°aÕ�«�¶8­�±�´2°�â

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + λA11 λA12 . . . λA1n

λA21 1 + λA22 . . . λA2nÇÇÇ ÇÇÇ Ç Ç Ç ÇÇÇ
λAn1 λAn2 . . . 1 + λAnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Å Ê !�Ñ

XUº	²2°�Â8°�¶2´	¬�°�¶2À
∆(λ)

±àÅ Ê !�Ñ1°�«�¬�ÀÓ³4©2­�¾�­�Ï'¶8°�©à­�¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©2­
λ
«�¬�°�º2°�©	´�©2°H±�» #�°

n
Ç��J²8ª�±�]

©2°�©	´2°
∆(λ) = 0

´2³,°�°�¬=©2°W¸�­�¶8°�°
n
²8ª�Ô�¶2´	Ï	©	»6¼�Ð�­�²	©2°�Þ�Ç � ¬�´ÃÐ�­�²	©	´Ã®'±�¶2®'ØJ¬�«�®Ã«�­�¸�«�¬�±�°�©	©	»^³4´

Ï	´2«�¶�ª�³4´Ù®�Â2²8ª�´	©	¬�°�¾�²2­�] Â2´2áWáW°�²2°�©	Î	´8ª�¶2À�©2­�¾�­àÕ�²8ª�±�©2°�©	´	®µÅ Ê Ñ�Ç£[\²	Õ�¾�´2°=Ô�©8ª�Ï2°�©	´	®
λ
®'±�¶2®'ØJ¬�]

«�®Ù²2°�¾�Õ�¶2®'²	©	»^³4´�¹,º	²	´·Ð�­�¬�­�²	»6¼ÙÕ�«�¶8­�±�´2° Å Ê !�Ñ\±�»1º2­�¶2©	®	°�¬�«�®£Ç4[W¶2®O²2°�¾�Õ�¶2®'²	©	»6¼ÙÔ�©8ª�Ï2°�©	´	Þ
λ



� � "�����$�� �Ã
��������#�W�������	$A������" -�� �������W��"m��$��	��������$ - � -  #"���
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«�´2«�¬�°�³Lª�Å Ê�Ê Ñ1´2³,°�°�¬�°�Â2´	©2«�¬�±�°�©	©2­�°!²2° #�°�©	´2°!º	²	´Ã¶2Øa¸�­�Þ�Ð�­�©2°�Ï	©2­�Þ�º	²8ª�±�­�Þ�Ï8ª�«�¬�´�Ç�¨Y©8ª�«�¬�­�®�]
¯�°�Þà²8ª�¸�­�¬�°!Â	¶2®�¬�ª�Ð	´'¼à²2°�¾�Õ�¶2®'²	©	»6¼�Ô�©8ª�Ï2°�©	´	ÞÁº8ª�²8ª�³,°�¬�²8ª

λ
Õ�«�¬�ª�©8ª�±�¶2´	±#ª�°�¬�«�® ­�Â2©2­�Ô�©8ª�Ï	©8ª�®

²8ª�Ô�²2° #!´2³,­�«�¬�Àiº2­�«�¬�ª�±�¶8°�©	©2­�Þà­�¸�²8ª�¬�©2­�ÞåÔ�ª�Â�ª�Ï	´ÙÅ Ê Ñ Ë Å Ì Ñ�Ç
Z ©8ª�Ï8ª�¶�ªÄ²2° #�°�©	´	® Z G �¿Å Ê�Ê Ñ�Ô�ª�º	´2«�»1±#ª�°�³Q±Ä±�´'Â8°

ci(x) =
∆i(λ, x)

∆(λ)
, i = 1, . . . , n,

Å Ê &�Ñ
¾�Â8°

∆i(λ, x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + λA11 . . . λA1(i−1) B1(x) λA1(i+1) . . . λA1n

λA21 . . . λA2(i−1) B2(x) λA2(i+1) . . . λA2nÇÇÇ ÇÇÇ ÇÇÇ ÇÇÇ ÇÇÇ Ç Ç Ç ÇÇÇ
λAn1 . . . λAn(i−1) Bn(x) λAn(i+1) . . . 1 + λAnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Z ²2°�Â2´�Ü�¶8°�³,°�©	¬�­�±�­�º	²2°�Â8°�¶2´	¬�°�¶8°�Þ
∆i(λ, x)

©8ª�¼#­�Â2®'¬�«�®�áHÕ�©	Ð	Î	´	´
Bi(x)

Ç�¨½«�±�­�Ø?­�Ï2°�²2°�Â2À2¹
±·«�­�«�¬�ª�±�°ÁáHÕ�©	Ð	Î	´	Þ

Bi(x)
©8ª�¼#­�Â2®'¬�«�®½º2­�Ð'ªÙ©2°�´	Ô�±�°�«�¬�©	»^°ÁáHÕ�©	Ð	Î	´	´

D1(x)
¹
u(t, x)

´
β(x)

Ç
¨ «�ª�³,­�³YÂ8°�¶8°�¹mÜ�¬�´O©2°�´	Ô�±�°�«�¬�©	»^°�áHÕ�©	Ð	Î	´	´ ©8ª�¼#­�Â2´'¶2´2«�À�±åº	²8ª�±�­�ÞOÏ8ª�«�¬�´ Z G � Å Ê�Ê Ñ�Ç
%a¬�­�¸�»
±�»1±�°�«�¬�´Ã´'¼�±�©2°aÔ�©8ª�Ð'ª=­�º	²2°�Â8°�¶2´	¬�°�¶8°�Þ�¹8±�»1²8ª�ß!°�©	´2°W±�Å���Ñ�Ô�ª�º	´�#�°�³Ú±=«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�³Ù±�´'Â8°�â

Bi(x) = D1(x)B1i + f

(
x,

T∫

0

l∫

0

H(θ, y)u(θ, y) dy dθ

)
B2i + β(x)B3i,

¾�Â8°

B1i =

T∫

0

bi(s) ds, B2i =

T∫

0

s bi(s) ds, B3i =

T∫

0

q(s) bi(s) ds.

¨ÖÜ�¬�­�³Ú«�¶2Õ�Ï8ª�°W«�­�¾�¶�ª�«�©2­i«�±�­�Þ2«�¬�±�Õ�­�º	²2°�Â8°�¶2´	¬�°�¶2®å´2³,°�°�³

∆i(λ, x) = D1(x)∆1i(λ) + f

(
x,

T∫

0

l∫

0

H(θ, y)u(θ, y) dy dθ

)
∆2i(λ) + β(x)∆3i(λ),

¾�Â8°

∆ki(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + λA11 . . . λA1(i−1) Bk1 λA1(i+1) . . . λA1n

λA21 . . . λA2(i−1) Bk2 λA2(i+1) . . . λA2nÇÇÇ ÇÇÇ ÇÇÇ ÇÇÇ ÇÇÇ Ç Ç Ç ÇÇÇ
λAn1 . . . λAn(i−1) Bkn λAn(i+1) . . . 1 + λAnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, . . . , 3.

Rm­�¾�Â�ª=áW­�²2³4Õ�¶�ª�Å Ê &�Ñ�Ô�ª�º	´2«�»1±#ª�°�¬�«�®å±Ä±�´'Â8°

ci(x) = D1(x)
∆1i(λ)

∆(λ)
+ f

(
x,

T∫

0

l∫

0

H(θ, y)u(θ, y) dy dθ

)
∆2i(λ)

∆(λ)
+ β(x)

∆3i(λ)

∆(λ)
.

Å Ê�Ì Ñ

Pa¬�ª�Ð�¹8³4»½²2° #!´'¶2´ Z G � Å Ê�Ê Ñ�â

ci(x) + λ
n∑

j=1

Aij cj(x) = D1(x)B1i

+ f

(
x,

T∫

0

l∫

0

H(θ, y)u(θ, y) dy dθ

)
B2i + β(x)B3i, i = 1, . . . , n,

´�²2° #�°�©	´	®�º	²2°�Â8«�¬�ª�±�´'¶2´�±Ä±�´'Â8°WáHÕ�©	Ð	Î	´	Þ Å Ê�Ì Ñ�Ç
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FH­�Â8«�¬�ª�©2­�±�Ð'ªàÅ Ê�Ì Ñ�±åÅ ' Ñ�Â�ª�°�¬i«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�°HÕ�²8ª�±�©2°�©	´2°�â

utx(t, x) = D1(x)− λ

n∑

i=1

t∫

0

ai(s) ds

{
D1(x)

∆1i(λ)

∆(λ)

+ f

(
x,

T∫

0

l∫

0

H(θ, y)u(θ, y) dy dθ

)
∆2i(λ)

∆(λ)
+ β(x)

∆3i(λ)

∆(λ)

}

+ q(t)β(x) + t f

(
x,

T∫

0

l∫

0

H(θ, y)u(θ, y) dy dθ

)
.
Å Ê�Ò Ñ

FaÕ�¬�°�³·´	©	¬�°�¾�²	´	²2­�±#ª�©	´	®åº2­
x
´Ãº2­

t
´	ÔÓÅ Ê�Ò Ñ�º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³

u(t, x) = D2(x) +

t∫

0

E(s) ds+ t

x∫

0

D1(y) dy − λ
n∑

i=1

t∫

0

(t− s) ai(s) ds

×
x∫

0

{
D1(y)

∆1i(λ)

∆(λ)
+ f

(
y,

T∫

0

l∫

0

H(θ, z)u(θ, z) dz dθ

)
∆2i(λ)

∆(λ)
+ β(y)

∆3i(λ)

∆(λ)

}
dy

+ q(t)

x∫

0

β(y) dy +
t2

2

x∫

0

f

(
y,

T∫

0

l∫

0

H(θ, z)u(θ, z) dz dθ

)
dy,

Å Ê�Ý Ñ

¾�Â8°
D2(x)

¹
E(t) ã º	²2­�´	Ô�±�­�¶2À�©	»^°H©2°�º	²2°�²	»1±�©	»^°\áHÕ�©	Ð	Î	´	´�¹�Ð�­�¬�­�²	»^°W¸�Õ�Â2Õ�¬Ä­�º	²2°�Â8°�¶2®'¬�À�«�®�´	Ô

Õ�«�¶8­�±�´	ÞÙÅ"!�Ñ�´OÅ"&�Ñ�¹
q(t) =

∫ t
0 q(s) ds

Ç
PaÔÓÅ Ê�Ý Ñ�¹	´2«�º2­�¶2À�Ô�Õ�®ÃÕ�«�¶8­�±�´	® Å"!�Ñ�´ Å"&�Ñ�¹	º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³Ú«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2°H²8ª�±�°�©2«�¬�±#ª'â

ϕ1(x) = D2(x), ψ(t) =

t∫

0

E(s) ds, ϕ2(x) =

x∫

0

D1(y) dy.

Rm­�¾�Â�ªÄ´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©2­�°\Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°iÅ Ê�Ý Ñ�Ô�ª�º	´�#�°�¬�«�®Ã±Ä±�´'Â8°

u(t, x) = Q(t, x) + µ(t)

x∫

0

β(y) dy + ν(t)

x∫

0

f

(
y,

T∫

0

l∫

0

H(s, z)u(s, z) dz ds

)
dy,

Å Ê ' Ñ

¾�Â8°

Q(t, x) = ϕ1(x) + ψ(t) + ϕ2(x)

[
t− λ

n∑

i=1

t∫

0

(t− s) ai(s) ds
∆1i(λ)

∆(λ)

]
,

µ(t) = q(t)− λ
n∑

i=1

t∫

0

(t− s) ai(s) ds
∆3i(λ)

∆(λ)
,

ν(t) =
t2

2
− λ

n∑

i=1

t∫

0

(t− s) ai(s) ds
∆2i(λ)

∆(λ)
.
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Pa¬�ª�Ð�¹�´2«�¼#­�Â2©	Õ�ØÚÔ�ª�Â�ª�Ï	ÕiÅ Ê Ñ Ë Å"&�Ñ�«�±�°�¶2´\Ð\´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©2­�³4ÕWÕ�²8ª�±�©2°�©	´	Ø Å Ê ' Ñ�Ç �J²8ª�±�©2°�©	´2°aÅ Ê ' Ñ
­�¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©2­�­�«�©2­�±�©2­�ÞÓ©2°�´	Ô�±�°�«�¬�©2­�Þ�áHÕ�©	Ð	Î	´	´

u(t, x)
®'±�¶2®	°�¬�«�®i´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©	»^³OÕ�²8ª�±�©2°�©	´2°�³

¬�´	º8ªà¨6­�¶2À�¬�°�²	²8ª�±�¬�­�²2­�¾�­�²2­�Â�ª'¹�ªà­�¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©2­ áHÕ�©	Ð	Î	´	´·±�­�«�«�¬�ª�©2­�±�¶8°�©	´	®
β(x)

®'±�¶2®	°�¬�«�®
´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©	»^³QÕ�²8ª�±�©2°�©	´2°�³·¬�´	º8ªÄ¨6­�¶2À�¬�°�²	²8ªÄº2°�²	±�­�¾�­=²2­�Â�ª'Ç

� C ��¦����o¦�� � ��� ��§Ll
� �#l
���ol
��� �
�����o¦ ��p � �8j�
'p �����
��
'l
��� ���#§����op

�JÏ2°�¬�Â8­�º2­�¶2©	´	¬�°�¶2À�©2­�¾�­ÓÕ�«�¶8­�±�´	® Å Ì Ñ�±åÅ Ê ' Ñ�Â�ª�°�¬

µ(t0)

x∫

0

β(y) dy + ν(t0)

x∫

0

f

(
y,

T∫

0

l∫

0

H(s, z)u(s, z) dz ds

)
dy = g(x),

Å Ê ��Ñ

¾�Â8°
g(x) = η(x)−Q(t0, x)

Ç
FaÕ�¬�°�³OÂ2´2áWáW°�²2°�©	Î	´	²2­�±#ª�©	´	®Û´	ÔiÅ Ê ��ÑLÂ	¶2®ÛáHÕ�©	Ð	Î	´	´Û±�­�«�«�¬�ª�©2­�±�¶8°�©	´	®

β(x)
º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³Ú«�¶8°�]

Â2Õ�ØJ¯�°�°H«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´2°�â

β(x) = g(x)− F (t0) f

(
x,

T∫

0

l∫

0

H(s, z)u(s, z) dz ds

)
,

Å Ê ��Ñ

¾�Â8°
g(x) = g′(x)

µ(t0)

¹
F (t0) =

ν(t0)
µ(t0)

Ç
FH­�Â8«�¬�ª�±�¶2®'®ÚÅ Ê ��Ñ1±�Å Ê ' Ñ�¹�­�¬�©2­�«�´	¬�°�¶2À�©2­�­�«�©2­�±�©2­�Þà©2°�´	Ô�±�°�«�¬�©2­�ÞÁáHÕ�©	Ð	Î	´	´

u(t, x)
­�Ð�­�©	Ï8ª�]

¬�°�¶2À�©2­Äº2­�¶2Õ�Ï	´2³Ú«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�°H´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©2­�°WÕ�²8ª�±�©2°�©	´2°W¬�´	º8ªÄ¨6­�¶2À�¬�°�²	²8ªÄ±�¬�­�²2­�¾�­=²2­�Â�ª'â

u(t, x) = Ru(t, x) ≡ h(t, x) + Φ(t)

x∫

0

f

(
y,

T∫

0

l∫

0

H(s, z)u(s, z) dz ds

)
dy,

Å"!���Ñ

¾�Â8°

h(t, x) = Q(t, x) + µ(t)

x∫

0

g(y) dy, Φ(t) = ν(t)− F (t0)µ(t).

[W¶2®�º	²2­�´	Ô�±�­�¶2À�©2­�Þ�áHÕ�©	Ð	Î	´	´
l(t, x) ∈ C(Ω)

²8ª�«�«�³Lª�¬�²	´	±#ª�°�¬�«�®à«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯Äª�®Û©2­�²2³Lª'â

‖l(t, x‖C = max
{∣∣l(t, x)

∣∣ : (t, x) ∈ Ω
}
.

��¦����o¦�� �AC �U 2��� �
1)

�/10 - �	$�� �\�����Û 2��� - 
����

(10), (12)
*
µ(t0) 6= 0

�

2) ∆ = max{|h(t, x)| : (t, x) ∈ Ω} <∞
�

3) M = max
{∣∣∫ x

0 Φ(t) f (y, γ) dy
∣∣ : (t, x) ∈ Ω

}
<∞

�

4) |f(x, γ1)− f(x, γ2)| 6 L(x)|γ1 − γ2|
*
δ1 = |γ| 6

∫ T
0

∫ l
0 |H(t, x)| dx dt <∞

�

5) δ2 = max
{∫ x

0 |Φ(t)|L(y) dy : (t, x) ∈ Ω
}
<∞, ρ = δ1δ2 < 1

5
+�- �t���·�t �	i������
� 2��� �����	$A����
'��$	$�� �Ö0���"��Ã"m�	�i��$	�	� {

u(t, x) ∈ C2,1(Ω), β(x) ∈ C(Ωl)
} -
���

"�����$ - �å
����������
(1)
9
(4)
5

C
I4ª�«�«�³,­�¬�²	´2³Ö«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´	Þ�´	¬�°�²8ª�Î	´2­�©	©	»1Þ�º	²2­�Î2°�«�«HÂ	¶2®ÛÕ�²8ª�±�©2°�©	´	® Å"!���Ñ�â

u0(t, x) = 0, uk+1(t, x) = Ruk(t, x), k = 0, 1, 2, . . .
Å"! Ê Ñ
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¨µ«�´'¶2ÕÛÕ�«�¶8­�±�´	Þå¬�°�­�²2°�³4»Y´	ÔÓÅ"! Ê Ñ�º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³Ú«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2°H­�Î2°�©	Ð	´�â

‖u1(t, x)− u0(t, x)‖C 6 max

{∣∣∣∣∣h(t, x) + Φ(t)

x∫

0

f(y, 0) dy

∣∣∣∣∣ : (t, x) ∈ Ω

}
6 ∆+M,

Å"! !�Ñ

‖uk+1(t, x)− uk(t, x)‖C 6 max

{
∣∣Φ(t)

∣∣

×
x∫

0

L(y)

T∫

0

l∫

0

|H(s, z)| ‖uk(s, z)− uk−1(s, z)‖C dz ds dy : (t, x) ∈ Ω

}

6 δ1 max

{
∣∣Φ(t)

∣∣
x∫

0

L(y) ‖uk(t, y)− uk−1(t, y)‖C dy : (t, x) ∈ Ω

}

6 ρ ‖uk(t, x)− uk−1(t, x)‖C .
Å"! &�Ñ

¨O«�´'¶2Õ\º2­�«�¶8°�Â2©2°�¾�­HÕ�«�¶8­�±�´	®�¬�°�­�²2°�³4»·´	Ô1­�Î2°�©	Ð	´åÅ"! &�Ño«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹�Ï	¬�­H­�º2°�²8ª�¬�­�²Ä±aº	²8ª�±�­�ÞÄÏ8ª�]
«�¬�´�Å"!���Ñ4®'±�¶2®	°�¬�«�®Û«�ßÄ´2³Lª�ØJ¯!´2³1Ç�PaÔa­�Î2°�©2­�Ð�Å"! !�Ñ4´àÅ"! &�Ñ,Ô�ª�Ð'¶2ØJÏ8ª�°�³1¹#Ï	¬�­WÂ	¶2®i­�º2°�²8ª�¬�­�²8ªÛÅ"!���Ñ
«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬Ó°�Â2´	©2«�¬�±�°�©	©8ª�®Ã©2°�º2­�Â2±�´	ßÄ©8ª�®å¬�­�Ï	Ð'ªåÅÆ«�³1ÇÈ¹2©8ª�º	²	´2³,°�²�¹ É ! !'¹2«�Ç�&
�
� Ë#Ì � Ê�Í Ñ�Ç Z ¶8°�Â8­�±#ª�]
¬�°�¶2À�©2­	¹A´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©2­�°ÄÕ�²8ª�±�©2°�©	´2°�Å"!���Ñ^´2³,°�°�¬Ã°�Â2´	©2«�¬�±�°�©	©2­�°�²2° #�°�©	´2°

u(t, x) ∈ C(Ω)
Ç£`8Â8°�«�À

º	²2°�Â2º2­�¶�ª�¾�ª�°�¬�«�®£¹6Ï	¬�­Á©2°�º2­�Â2±�´	ßÄ©8ª�®Q¬�­�Ï	Ð'ª ­�º2°�²8ª�¬�­�²8ªOª�±�¬�­�³Lª�¬�´	Ï2°�«�Ð	´Öº2­�º8ª�Â�ª�°�¬O±
C2,1(Ω)¸�¶�ª�¾�­�Â�ª�²#®�«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´	Ø

u(t, x) = Ru(t, x) ∈ C2,1(Ω).
�a²2­�³,°H¬�­�¾�­	¹2«�º	²8ª�±�°�Â	¶2´	±#ªi­�Î2°�©	Ð'ª=«�Ð�­�²2­�«�¬�´�«�¼#­�Â2´2³,­�«�¬�´

‖uk+1(t, x)− u(t, x)‖C 6
ρk+1

1− ρ
(∆ +M).

FH­�Â8«�¬�ª�±�¶2®'®i²2° #�°�©	´2°1Õ�²8ª�±�©2°�©	´	®�Å"!���Ño±WáW­�²2³4Õ�¶2Õ�Å Ê ��Ñ�¹�­�Â2©2­�Ô�©8ª�Ï	©2­\±�­�«�«�¬�ª�©2­�±�´2³ ±�¬�­�²	Õ�Ø
©2°�´	Ô�±�°�«�¬�©	Õ�Ø áHÕ�©	Ð	Î	´	Ø

β(x)
Ç
B

XU¬�³,°�¬�´2³1¹2Ï	¬�­ÄÕ�«�¶8­�±�´2°
µ(t0) 6= 0

±Ä¬�°�­�²2°�³,°WÜ�Ð	±�´	±#ª�¶8°�©	¬�©2­i«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�³4ÕÛÕ�«�¶8­�±�´	Ø�â

p(t) 6= λ
n∑

i=1

ai(t)
∆3i(λ)

∆(λ)
.

��C��	�op �J¦�� �o¦ ��¦#lop�k �����
��
'l
��� ���#§����op
I4ª�«�«�³,­�¬�²	´2³Úº	²2­�«�¬�°�Þ�#!´	ÞÃº	²	´2³,°�²�Ç	¨Ö­�¸�¶�ª�«�¬�´

Ω ≡ Ω1 ×Ω1
²2° #Äª�°�³Ù´	©	¬�°�¾�²2­�] Â2´2áWáW°�²2°�©']

Î	´8ª�¶2À�©2­�°WÕ�²8ª�±�©2°�©	´2°W«H±�»1²2­�ß�Â8°�©	©	»^³Q®�Â2²2­�³

∂

∂ x

(
∂2u(t, x)

∂ t2
+

1∫

0

t · s∂u(s, x)
∂ s

ds

)
=

(
1 +

t

3

)
· β(x) Å"! Ì Ñ

º	²	´ÃÕ�«�¶8­�±�´	®�¼
u(0, x) = 3x, ut(0, x) = 1, u(t, 0) = t,

Å"! Ò Ñ

u

(
1

2
, x

)
=

1

2
x2 + 3x+

1

2
,

Å"! Ý Ñ

¾�Â8°
β(x) ∈ C

(
Ω1

) ã áHÕ�©	Ð	Î	´	®Û±�­�«�«�¬�ª�©2­�±�¶8°�©	´	®£¹
Ω1 ≡ [0; 1]

Ç
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�$A��$	��� �6"m��� � - ������� � &

¨ÖÕ�²8ª�±�©2°�©	´	´ÙÅ"! Ì Ñ�«�Â8°�¶�ª�°�³QÔ�ª�³,°�©	Õ
utx(t, x) = ϑ(t, x)

Ç2Rm­�¾�Â�ª=­�©2­Äº	²	´2­�¸�²2°�¬�ª�°�¬Ó±�´'Â

∂ϑ(t, x)

∂ t
+

1∫

0

t s ϑ(s, x) ds =

(
1 +

t

3

)
β(x).

Å"! ' Ñ

Z º2­�³,­�¯!À�Ø ­�¸�­�Ô�©8ª�Ï2°�©	´	®

c(x) =

1∫

0

s ϑ(s, x) ds
Å"!
��Ñ

Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°iÅ"! Ì Ñ�º2°�²2°�º	´�#�°�¬�«�®Ã±i«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�³Ù±�´'Â8°�â

∂ϑ(t, x)

∂ t
+ t c(x) =

(
1 +

t

3

)
β(x).

FaÕ�¬�°�³·´	©	¬�°�¾�²	´	²2­�±#ª�©	´	®Ãº2­
t
´	ÔHº2­�«�¶8°�Â2©2°�¾�­i²8ª�±�°�©2«�¬�±#ª�º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³

ϑ(t, x) = D1(x)−
t2

2
c(x) +

(
t+

t2

6

)
β(x),

Å"!
��Ñ

¾�Â8°
D1(x)

ã º	²2­�´	Ô�±�­�¶2À�©8ª�®åáHÕ�©	Ð	Î	´	®£¹'Ð�­�¬�­�²8ª�®Ãº2­�Â	¶8°�ßÄ´	¬Ó­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´	Ø�Ç
FH­�Â8«�¬�ª�±�¶2®'®ÙÅ"!
��Ñ�±åÅ"!
��Ñ�¹	´2³,°�°�³

c(x) =
4

9
D1(x) +

1

3
β(x).

Å"&���Ñ

Rm°�º2°�²	À2¹2º2­�Â8«�¬�ª�±�¶2®'®å±�»1²8ª�ß!°�©	´2°ÓÅ"&���Ñ�±åÅ"!
��Ñ�¹	´2³,°�°�³Q«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�°H«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´2°�â

utx(t, x) =
9− 2t2

9
D1(x) + t β(x).

Å"& Ê Ñ

FaÕ�¬�°�³·´	©	¬�°�¾�²	´	²2­�±#ª�©	´	®Ãº2­
x
´�º2­

t
´	ÔiÅ"& Ê Ñ�º2­�¶2Õ�Ï8ª�°�³

u(t, x) = D2(x) +

t∫

0

E(s) ds+
27t− 2t3

27

x∫

0

D1(y) dy +
t2

2

x∫

0

β(y) dy,
Å"& !�Ñ

¾�Â8°
D2(x)

¹
E(t) ã º	²2­�´	Ô�±�­�¶2À�©	»^°\áHÕ�©	Ð	Î	´	´�¹	Ð�­�¬�­�²	»^°Wº2­�Â	¶8°�ß�ª�¬Û­�º	²2°�Â8°�¶8°�©	´	Ø�Ç

PH«�º2­�¶2À�Ô�Õ�®ÃÕ�«�¶8­�±�´	® Å"! Ò Ñ�¹	´	ÔÓÅ"& !�Ñ�º	²	´'¼#­�Â2´2³QÐÃ«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯�°�³4ÕÛ«�­�­�¬�©2­ #�°�©	´	Ø�â

u(t, x) = 3x+ t+
t2

2

x∫

0

β(y) dy.
Å"& &�Ñ

�JÏ2°�¬ÙÂ8­�º2­�¶2©	´	¬�°�¶2À�©2­�¾�­QÕ�«�¶8­�±�´	® Å"! Ý Ñi± Å"& &�Ñ=Â�ª�°�¬ ∫ x
0 β(y) dy = 4x2

´'¶2´
β(x) = 8x

Ç
FH­�Â8«�¬�ª�±�¶2®'®?Ü�¬�­Y± Å"& &�Ñ�¹Wº2­�¶2Õ�Ï	´2³

u(t, x) = 2t2x2 + 3x + t
ÇWFH­�Â8«�¬�ª�©2­�±�Ð'ª º2­�¶2Õ�Ï2°�©	©	»6¼

±�» #�°O²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬�­�±
β(x) = 8x

´
u(t, x) = 2t2x2 + 3x + t

±µº2°�²	±�­�©8ª�Ï8ª�¶2À�©2­�°Q´	©	¬�°�¾�²2­�]
Â2´2áWáW°�²2°�©	Î	´8ª�¶2À�©2­�°�Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°�Å"! Ì Ñ1Â�ª�°�¬Û¬�­�ß�Â8°�«�¬�±�­

8x
(
1 + t

3

)
≡ 8x

(
1 + t

3

) Ç��a²2­�³,°!¬�­�¾�­	¹
áHÕ�©	Ð	Î	´	®

u(t, x) = 2t2x2 +3x+ t
Õ�Â8­�±�¶8°�¬�±�­�²#®	°�¬=º2­�«�¬�ª�±�¶8°�©	©	»^³·Õ�«�¶8­�±�´	®	³ Å"! Ò ÑL´ÁÅ"! Ý Ñ�Ç Z ¶8°�]

Â8­�±#ª�¬�°�¶2À�©2­	¹A²2° #�°�©	´2°�³½­�¸�²8ª�¬�©2­�Þ�Ô�ª�Â�ª�Ï	´ÖÅ"! Ì Ñ Ë Å"! Ý ÑU±Û­�¸�¶�ª�«�¬�´
Ω ≡ Ω1 × Ω1

®'±�¶2®	°�¬�«�®�º8ª�²8ª
áHÕ�©	Ð	Î	´	Þ {

2t2x2 + 3x+ t; 8x
} Ç
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