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Ù�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	Ú�ûyYTâ:Ü�ß3ã�Ü�ÖºÕ/Ö�è,Ü�Ö�á	Ö�î3í�à	Ö�Õ°Õ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý	ü2ëìè,Ü�Ö�Õ�ß�á3Ø�×3Õ�â3î�Þ�ã�Ü�Ö�íCÙ�Õ�Õ�Ô/Û³Ü!å�Õ/Ù�Õ/æ#Ú�í
Ý3Ü2Ù�Ø�òVß:Õ�Ø�Ö�ã�×	Ý	ã�òþá	Ý3ó]Õ/æ3èTÓ�ñ	á	ò³í#ÓNÖ�ã�í�ê�Õ/Ö�Õ/æ	ã�ò_á3Ø�×3Õ�â3î�Þ�ã�Ü�Ö�í�Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â:Ü�Ý	Ý	üXèýÕ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ�èþÿ�Ø�å�â�Ó�é
ö©á	Ù#Ó/Ü�Ö���û

WLÔ/Û©Ó�ÚVÞ�Ó�ß�Ó�à:ÓýÕ�ÔýÕ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý3Õ�èoÙ�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	á â3á	Ý3Ü�ë	Ý3Õ/å�ÕúóJã�Ý	ê	ñ	á3Õ/Ý:Ó�â�ÓðÝ:Óðê'â�Ó/Ø�Ø�Ü
óJã�Ý	ê	ñ	á	ëð×3ÕÁê�Õ/Ý3Ü�à	Ý3Õ/ëúá	Ý3ó]Õ/æ3èTÓ�ñ	á	áïÙ�×3Ü�æ	Ù�üXÜv×3Õ�Ú'Ù�á'â�Ó/Ø�î®Ù�æ:Ó/Ô�Õ/Ö�Ü�������û[U ß�Ó�â3î�Ý3Ü�ë	ä³Ü�è	��Ö/ÓÖ�Ü�èTÓ�Ö�á	ê'Ój×3Õ�â3ã�à	á'â�Óºß:Õ�Ø�Ö/Ó�Ö�Õ/à	Ý3Õ®ä!á	æ3Õ/ê�Õ�Üvæ:Ó�Þ�Ù�á	Ö�á3ÜsÙ�Ø�Ó/è6ü8çðæ:Ó�Þ�Ý	ü8çðÝ:Ó�×	æ:Ó�Ù/â:Ü�Ý	á	Ú�ç ø ã�ê'Ó�é
ö!Ü�ègâ3á	ä!î�Õ�Ô/Þ�Õ/æ	ü
� ������ ù û�WhÖ�è,Ü�Ö�á3èSÜ�Û³Üsæ:Ó/Ô�Õ/Ö�ü
� ������í6å�ß:Üºæ:Ó/Ø�Ø�èTÓ�Ö�æ	á	Ù#Ó�òLÖ�Ø�ÚôÔ�â3á	Þ�ê	á3Üº×3Õ
×3Õ�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù�ê'Ó/èôÞ�Ó�ß�Ó�à	á�û

�© � ¸���2¨[���/���3~�������£/}[£
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B:E��º{��
	�x	Ñy{:|���x�#x#ÐTx��yÒ

^6Ó/Ø�Ø�è,Õ/Ö�æ	á3èôÞ�Ó�ß�Ó�à	ãsc\á	æ	á'ç�â:Ü



∆u(x, y) = 0, (x, y) ∈ R

2, y > 0,

u(·, 0) = f(·),
ø ��û�� ù

Þ�Ó�ê'â3òLà:Ó�òLÛ!ã�òNØ�Ú°Ù³Ý:Ó�ç#Õ�ö³ß:Ü�Ý	á	áÁå�Ó�æ3è,Õ/Ý	á	à3Ü�Ø�ê�Õ/ë�óJã�Ý	ê	ñ	á	á
u(·, ·) Ù³Ù�Ü�æ�ç'Ý3Ü�ëº×3Õ�â3ã�×'â:Õ�Ø�ê�Õ�Ø�Ö�á�íß	â3Ú®ê�Õ/Ö�Õ/æ3Õ/ë

f(·) ∈ L2(R)
Ú'Ù/â3Ú	Ü�Ö�Ø�Ú�å�æ:Ó�Ý	á	à	Ý3Õ/ëðóJã�Ý	ê	ñ	á3Ü�ë�û�^6Ó�Ù�Ü�Ý3Ø�Ö�Ù�Õ

u(·, 0) = f(·) ×3Õ/Ý	á'éèTÓ/Ü�Ö�Ø�ÚÁÖ/Ó�ê�õ
u(·, y) → f(·) ×	æ	á y → 0

Ù?è,Ü�Ö�æ	á	ê�Ü
L2(R)

û
ijü Ô/ã�ß:Ü�ègÖ�æ3Ü�Ô�Õ/Ù#Ó�Ö�îðÜ�Û³Ü�í6à	Ö�Õ�Ô/ü

supy>0 ‖u(·, y)‖L2(R) < ∞ û,U ��Ö�Õ�è Ø�â3ã�à:Ó/Üºæ3Ü�ä³Ü�Ý	á3Ü
Þ�Ó�ß�Ó�à	áºc\á	æ	á'ç�â:Ü]Ü�ß3á	Ý3Ø�Ö�Ù�Ü�Ý	Ý3ÕváºÞ�Ó�ß�Ó/Ü�Ö�Ø�ÚÁá	Ý	Ö�Ü�å�æ:Ó�â:Õ�èôfNã#Ó/Ø�Ø�Õ/Ý:Ó

u(x, y) =

∫

R

P (x− t, y)f(t) dt,

å�ß:Ü
P (x, y) = y

π(x2+y2)

ø Ø�è2û¡í	Ý:Ó�×	æ	á3è,Ü�æ�í � � � ù û^6Ó/Ø�Ø�è,Õ/Ö�æ	á3èô×	æ3Õ�Ø�Ö�æ:Ó�Ý3Ø�Ö�Ù�ÕsóJã�Ý	ê	ñ	á	ë
W

r
2∞(R) =

{
f(·) ∈ L2(R) : f

(r−1)(·) ∈ LAC(R), f (r)(·) ∈ L2(R), F [f ](·) ∈ L∞(R)
}
,

å�ß:Ü
LAC(R)

Õ�Ô�Õ/Þ�Ý:Ó�à:Ó/Ü�Ö�è6Ý3Õ�ö!Ü�Ø�Ö�Ù�Õ®óJã�Ý	ê	ñ	á	ë�Ý:Ó
R
í�Ó/Ô�Ø�Õ�â3òLÖ�Ý3ÕÁÝ3Ü�×	æ3Ü�æ	ü2Ù�Ý	ü8çìÝ:Ó°ê'Ó�ö³ß:Õ�è

ê�Õ/Ý3Ü�à	Ý3Õ�èVÕ/Ö�æ3Ü�Þ�ê�Ü�í
F [f ](·) � ×	æ3Ü�Õ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ/Ù#Ó�Ý	á3Ü©n\ã�æ	î�ÜJóJã�Ý	ê	ñ	á	á

f(·) ∈ L2(R)
û

WLÔ�Õ/Þ�Ý:Ó�à	á3èôà3Ü�æ3Ü�Þ
W r

2∞(R)
Ø�Õ�Ô�Õ�â:Ü�Ù�Ø�ê	á	ëjê'â�Ó/Ø�Ø\óJã�Ý	ê	ñ	á	ëºÝ:Ó!×	æ#Ú	è,Õ/ë

W r
2∞(R) =

{
f(·) ∈ W

r
2∞(R) :

∥∥f (r)(·)
∥∥
L2(R)

6 1
}
.

Y�Ö/Ó�Ù�á	Ö�Ø�ÚþÞ�Ó�ß�Ó�à:ÓðÕðÝ:Ó�á'â3ã�à	ä³Ü�èSÙ�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	á óJã�Ý	ê	ñ	á	á
u(·, Y ) �

æ3Ü�ä³Ü�Ý	á	áVÞ�Ó�ß�Ó�à	á
c\á	æ	á'ç�â:ÜvÝ:Ó°×	æ#Ú	è,Õ/ë

y = Y
í�å�ß:Ü

Y > 0
í�×3ÕjØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�ëðá	Ý3ó]Õ/æ3èTÓ�ñ	á	áïÕÁå�æ:Ó�Ý	á	à	Ý3Õ/ëýóJã�Ý	ê'é

ñ	á	á
f(·) ∈ W r

2∞(R)
õ,Þ�Ó�ß�Ó�Ý3Õ�×	æ	á3Ô�â3á	ö!Ü�Ý	Ý3ÕðÜ�Üº×	æ3Ü�Õ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ/Ù#Ó�Ý	á3Ü®n\ã�æ	î�Ü

F [f ](·) Ý:Ó®Õ/Ö�æ3Ü�Þ�ê�Ü
[−σ, σ] í σ > 0

í�Ù�è,Ü�Ö�æ	á	ê�Ü
L∞([−σ, σ]) í[Ö�û[Ü�û�á	Þ�Ù�Ü�Ø�Ö�Ý:ÓjóJã�Ý	ê	ñ	á	Ú g(·) ∈ L∞([−σ, σ]) Ö/Ó�ê'Ó�Ú�íà	Ö�Õ ‖F [f ](·)− g(·)‖L∞([−σ,σ]) 6 δ

í	å�ß:Ü
δ > 0

û
a�Ó�ß�Ó�à:Ó\Õ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý3Õ/å�Õ\Ù�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	Ú

u(·, Y )
×3Õ/Ý	á3èTÓ/Ü�Ö�Ø�ÚsØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ!á3èðÕ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ�è2û�MJòNÔ�Õ�ÜÕ/Ö�Õ�Ô/æ:Ó�ö!Ü�Ý	á3Ü

m : L∞[−σ, σ] → L2(R)
Õ�Ô���Ú'Ù/â3Ú	Ü�Ö�Ø�Ú������������������� ! !��"�#$���!%���#$&(':û*)���+-,.��/�0

#$�� !��1 ��Ö�Õ/å�Õ?è,Ü�Ö�Õ�ß�Ó?Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3Ú	Ü�Ö�Ø�ÚÁÙ�Ü�â3á	à	á	Ý3Õ/ë
e
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ,m
)
= sup

f(·)∈W r
2∞

(R),
g(·)∈L∞[−σ, σ],

‖F [f ](·)−g(·)‖L∞[−σ,σ]6δ

∥∥u(·, Y )−m(g(·))
∥∥
L2(R)

.

H]Ó/ØJá	Ý	Ö�Ü�æ3Ü�Ø�ã�Ü�ÖvÙ�Ü�â3á	à	á	Ý:Ó
E
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ
)
= inf

m:L∞[−σ,σ]→L2(R)
e
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ,m
)
,

ê�Õ/Ö�Õ/æ:Ó�ÚïÝ:Ó�Þ�ü2Ù#Ó/Ü�Ö�Ø�Ú32$��+-,.��/�#$�� !��1
45��2$��&(�6"7%$1
#$��+8�9���� ! !��"�#$���!%���#$&(':í[áðÖ�Üvè,Ü�Ö�Õ�ß3ü
m̂
í�Ý:Ó

ê�Õ/Ö�Õ/æ	ü8çÁÝ	á	ö©Ý	Ú'Úºå�æ:Ó�Ý	î©ß:Õ�Ø�Ö�á	å�Ó/Ü�Ö�Ø�Ú�õ
E
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ
)
= e
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ, m̂
)
.

: Ö�ájè,Ü�Ö�Õ�ß3üdè6ü Ý:Ó�Þ�ü2Ù#Ó/Ü�è;��2$��&(�6"7%$1
#$<=�6&>����������"7�6&?���� ! !��"�#$���!%���#$&(':û
pJÜ�â3î�ò æ:Ó/Ô�Õ/Ö�üþÚ'Ù/â3Ú	Ü�Ö�Ø�Úv×3Õ�Ø�Ö�æ3Õ�Ü�Ý	á3ÜNÕ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý3Õ/å�Õ©è,Ü�Ö�Õ�ß�Ó\ávÝ:Ó�ç#Õ�ö³ß:Ü�Ý	á3ÜJØ�Õ�Õ/Ö�Ù�Ü�Ö�Ø�Ö�Ù�ã#éòLÛ³Ü�ëº×3Õ/å�æ3Ü�ä!Ý3Õ�Ø�Ö�á�Õ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý3Õ/å�ÕvÙ�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	ÚjÙ©×3Õ�Ø�Ö/Ó�Ù/â:Ü�Ý	Ý3Õ/ë�Þ�Ó�ß�Ó�à3Ü�û
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δ > 0
*
σ > 0

*
σ̂ =

(
π(2r+1)

δ2

)1/(2r+1) *
σ0 = min{σ, σ̂} 7�� ��� - �

m̂ : L∞[−σ, σ] → L2(R)
* �[���C����
� ����!�	�Á
 - ��"���������2 #" �'�h1 - 1#"���
��	�� 

F
[
m̂(g(·))

]
(ξ) =




e−Y |ξ|

(
1− e−2Y (σ0−|ξ|)

(
ξ
σ0

)2r)
g(ξ), |ξ| 6 σ0,

0, |ξ| > σ0,

�'
����������!� - 1C���3��������$	0X� 7 � -�" "[���!$ - ����� - 1C���3��������$ -�"/- 
 - ��������$ - 
��C��$	���j�3�������\
��#�

E
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ
)
=

√
δ2

2πY

(
1− e−2Y σ0

)
+ e−2Y σ0

(
1

σ2r0
− δ2σ0
π(2r + 1)

)
.

# E%$®{���x �#x 	'Ï&����
	'|:{ 	'Ï#{:wyÏ�z�' B
(*) Ï#Ñ ��x ��ÑyÒ=����+y{���wyÏ-,�Ñy{��
	'Ò÷{�+ 	'Ò6zLx���:Ñy{���{�|:{��
�
	�x	Ñy{:|�,Ï#ÑyÒ%.TE�fJÕ/ê'Ó�ö!Ü�è2í3à	Ö�Õ³×3Õ�é

å�æ3Ü�ä!Ý3Õ�Ø�Ö�îºÕ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý3Õ/å�Õ°Ù�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	Ú
E(Y,W r

2∞(R), δ, σ)
Ý3Ü!è,Ü�Ý	î�ä³Ü!Þ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	Ú�Ø�â:Ü�ß3ã#é

òLÛ³Ü�ë ��ê�Ø�Ö�æ3Ü�èTÓ�â3î�Ý3Õ/ë�Þ�Ó�ß�Ó�à	á�õ
∥∥u(·, Y )

∥∥
L2(R)

→ max, f(·) ∈W r
2∞(R),

∥∥F [f ](·)
∥∥
L∞([−σ,σ])

6 δ,
ø0/ û�� ù

Ö�û3Ü�û'Ù�Ü�æ�ç'Ý3Ü�ëjå�æ:Ó�Ý	ájèTÓ�ê�Ø�á3è6á	Þ�á	æ	ã�Ü�è,Õ/å�Õ°óJã�Ý	ê	ñ	á3Õ/Ý:Ó�â�Ó³×	æ	áºß�Ó�Ý	Ý	ü8çÁÕ/å�æ:Ó�Ý	á	à3Ü�Ý	á	Ú�ç�û
fNã�Ø�Ö�î

f(·) � ß:Õ/×	ã�Ø�Ö�á3èTÓ�Ú!óJã�Ý	ê	ñ	á	ÚJÙhÞ�Ó�ß�Ó�à3Ü ø0/ û�� ù û�a�Ó/è,Ü�Ö�á3è2í�à	Ö�ÕhÜ�Ø�â3á f(·) ß:Õ/×	ã�Ø�Ö�á3èTÓ'í�Ö�Õá −f(·) Ö�Õ�ö!Ü�ß:Õ/×	ã�Ø�Ö�á3èTÓNá³Ü�ë©Ø�Õ�Õ/Ö�Ù�Ü�Ö�Ø�Ö�Ù�ã�Ü�Ö]æ3Ü�ä³Ü�Ý	á3Ü −u(·, Y )
û/Z[Õ/å�ß�Óhß	â3Ú\â3òNÔ�Õ/å�ÕNè,Ü�Ö�Õ�ß�Ó

má3è,Ü�Ü�è
2
∥∥u(·, Y )

∥∥
L2(R)

=
∥∥u(·, Y )−m(0)− (−u(·, Y )−m(0))

∥∥
L2(R)

6
∥∥u(·, Y )−m(0)

∥∥
L2(R)

+
∥∥− u(·, Y )−m(0)

∥∥
L2(R)

6 2 sup
f(·)∈W r

2∞(R),

‖F [f ](·)‖L∞([−σ,σ])6δ

∥∥u(·, Y )−m(0)
∥∥
L2(R)

6 2 sup
f(·)∈W r

2∞(R),

g(·)∈L∞([−σ,σ]),

‖F [f ](·)−g(·)‖L∞([−σ,σ])6δ

∥∥u(·, Y )−m(g(·))
∥∥
L2(R)

= 2 e
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ,m
)
.

ZyÓ�ê	á3èôÕ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ�è2í
∥∥u(·, Y )

∥∥
L2(R)

6 e
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ,m
)
.fJÜ�æ3Ü�ç#Õ�ß3Ú°Ø�â:Ü�Ù#Ó\êsÙ�Ü�æ�ç'Ý3Ü�ë°å�æ:Ó�Ý	á°×3Õ\Ù�Ø�Ü�èìß:Õ/×	ã�Ø�Ö�á3è6üXèúóJã�Ý	ê	ñ	á	Ú	è
f(·) í'Ó\Ø�×	æ:Ó�Ù#Ó\êsÝ	á	ö©Ý3Ü�ëå�æ:Ó�Ý	áÁ×3Õ©Ù�Ø�Ü�è÷è,Ü�Ö�Õ�ß�Ó/è

m : L∞

(
[−σ, σ]

)
→ L2(R)

í	×3Õ�â3ã�à:Ó/Ü�è
E
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ
)
> sup

f(·)∈W r
2∞(R),

‖F [f ](·)‖L∞([−σ,σ])6δ

∥∥u(·, Y )
∥∥
L2(R)

,

Ö�û3Ü�û
E
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ
)
> S,

ø0/ û � ùå�ß:Ü
S �

Þ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á3Ü]Þ�Ó�ß�Ó�à	á ø0/ û�� ù û
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H]Ó�ë'ß:Ü�è Ù�Ü�â3á	à	á	Ý	ã

S
íyæ3Ü�ä!á	Ù�Þ�Ó�ß�Ó�à	ã ø0/ û�� ù û6ZyÓ�ê÷ê'Ó�ê F [u(·, Y )](ξ) = e−Y |ξ| F [f ](ξ)

ß	â3Ú
Ù�Ø�Ü�ç

ξ ∈ R
ø Ø�è2û¡í8Ý:Ó�×	æ	á3è,Ü�æ�í � � � ù í�Ö�ÕúØ�Õ/å�â�Ó/Ø�Ý3Õ÷Ö�Ü�Õ/æ3Ü�è,Ü�fLâ�Ó�Ý	ä³Ü�æ3Ü�â3Ú�í2ê	Ù#Ó�ß3æ:Ó�Ö÷Þ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	ÚÞ�Ó�ß�Ó�à	á ø0/ û�� ù æ:Ó�Ù�Ü�ÝÁÞ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	òSØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�ëÁÞ�Ó�ß�Ó�à	á�õ
1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ → max,

∣∣F [f ](ξ)
∣∣2 6 δ2

ß	â3Ú°×�û�Ù3û
ξ ∈ [−σ, σ], 1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2dξ 6 1.

ø0/ û / ù

Y�Õ/×3Õ�Ø�Ö/Ó�Ù�á3è÷ß�Ó�Ý	Ý3Õ/ëÁÞ�Ó�ß�Ó�à3Ü\óJã�Ý	ê	ñ	á	òdM\Ó�å�æ:Ó�Ý	ö³Ó

L
(
f(·), λ1(·), λ2

)
= − 1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ

+

σ∫

−σ

λ1(ξ)
(∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 − δ2
)
dξ + λ2


 1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ − 1


 .

ø0/ û � ù
�jÏ�zNzLxbB:E �8���	�ô$����#�3 C���!���2 	$	���	���

λ̂1(·) ∈ L∞([−σ, σ]) * λ̂1(·) > 0
* �/�C��� -

λ̂2 > 0
�

� - 1� 3�����3��� �Á
v���������� ø0/ û / ù �2 	$	���	��� f̂(·) �����	�C� * ��� -
(a) L

(
f̂(·), λ̂1(·), λ̂2

)
= min

f(·)∈L2(R)
L
(
f(·), λ̂1(·), λ̂2

) *

(b)

σ∫

−σ

λ̂1(ξ)
(∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 − δ2
)
dξ = 0

*

(c) λ̂2


 1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 dξ − 1


 = 0,

� -
f̂(·) � "[���v��$	�C�L��������/� ø0/ û / ù 7
C
fNã�Ø�Ö�î

f(·) � ß:Õ/×	ã�Ø�Ö�á3èTÓ�ÚôóJã�Ý	ê	ñ	á	ÚïÙ ø0/ û / ù û,Z[Õ/å�ß�Ó'íTã�à	á	Ö�ü2Ù#Ó�Ú ��Ö�ÕìÕ�Ô�Ø�Ö�Õ�Ú'Ö�Ü�â3î�Ø�Ö�Ù�Õ	í
Ó³Ö/Ó�ê	ö!Ü]Ý3Ü�Õ/Ö�æ	á	ñ:Ó�Ö�Ü�â3î�Ý3Õ�Ø�Ö�î

λ1(·)
á
λ2
í'ã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú

(a), (b), (c)
í�×3Õ�â3ã�à	á3è

− 1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ > − 1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ +
σ∫

−σ

λ̂1(ξ)
(∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 − δ2
)
dξ

+ λ̂2


 1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ − 1


 = L

(
f(·), λ̂1(·), λ̂2

) (a)

> L
(
f̂(·), λ̂1(·), λ̂2

)

= − 1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 dξ +
σ∫

−σ

λ̂1(ξ)
(∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 − δ2
)
dξ

+ λ̂2


 1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 dξ − 1


 (b), (c)

= − 1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 dξ,

Ö�û3Ü�û
f̂(·) � æ3Ü�ä³Ü�Ý	á3ÜJÞ�Ó�ß�Ó�à	á ø0/ û / ù û BU8Õ�Ø�×3Õ�â3î�Þ�ã�Ü�è,Ø�ÚjÖ�Ü�×3Ü�æ	î©â:Ü�è,è,Õ/ë ��í'à	Ö�Õ�Ô/ü Ý:Ó�ë	Ö�áºæ3Ü�ä³Ü�Ý	á3ÜJÞ�Ó�ß�Ó�à	á ø0/ û / ù û'^6Ó/Ø�Ø�è,Õ/Ö�æ	á3è÷ß3Ù#ÓØ�â3ã�à:Ó�Ú�û
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��û	fNã�Ø�Ö�î
σ > σ̂

û3fJÕ�â:Õ�ö©á3è

λ̂1(ξ) =





1
2π

(
e−2Y |ξ| − e−2Y σ̂

(
ξ
σ̂

)2r)
, |ξ| 6 σ̂,

0, |ξ| > σ̂,

λ̂2 =
e−2Y σ̂

σ̂2r
,

óJã�Ý	ê	ñ	á	Ú
f̂(·) Ö/Ó�ê�Õ/Ù#Ó'í:à	Ö�Õ©Ü�ÜJ×	æ3Ü�Õ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ/Ù#Ó�Ý	á3Ü©n\ã�æ	î�ÜJá3è,Ü�Ü�Ö?Ù�á'ß

∣∣F [f̂ ](ξ)
∣∣ =

{
δ, |ξ| 6 σ̂,

0, |ξ| > σ̂.

fNæ3Õ/Ù�Ü�æ	á3èdÙ�ü2×3Õ�â3Ý3Ü�Ý	á3Ü°ã�Ø�â:Õ/Ù�á	ëïâ:Ü�è,è6ü]ûTWhà3Ü�Ù�á'ß3Ý3Õ	í6à	Ö�Õ
λ̂1(·) > 0

í
λ̂2 > 0

í[áï×	æ3Õ�Ø�Ö/Ó�Ú×	æ3Õ/Ù�Ü�æ	ê'Óý×3Õ/ê'Ó�Þ�ü2Ù#Ó/Ü�Ö�íhà	Ö�ÕýóJã�Ý	ê	ñ	á	Ú
f̂(·) ß:Õ/×	ã�Ø�Ö�á3èTÓýÙúÞ�Ó�ß�Ó�à3Ü ø0/ û / ù áþÙ�ü2×3Õ�â3Ý3Ü�Ý	ü ã�Ø�â:Õ�é

Ù�á	Ú
(b)

á
(c)

â:Ü�è,è6ü]û6fNæ3Õ/Ù�Ü�æ	á3èdÙ�ü2×3Õ�â3Ý3Ü�Ý	á3Üsã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú
(a)
û�c]â3Ú ��Ö�Õ/å�ÕjÞ�Ó�×	á	ä³Ü�ègóJã�Ý	ê	ñ	á	ò

M\Ó�å�æ:Ó�Ý	ö³Ó ø0/ û � ù Ù?Ù�á'ß:Ü

L (f(·), λ1(·), λ2) = − 1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ

+

σ∫

−σ

λ1(ξ)
(∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 − δ2
)
dξ + λ2


 1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ − 1




=
1

2π

∫

R

(
− e−2Y |ξ| + 2πλ1(ξ)χ[−σ, σ](ξ) + λ2 ξ

2r
)∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ −


δ2

σ∫

−σ

λ1(ξ) dξ + λ2


 ,

å�ß:Ü
χ[−σ, σ](·) � ç�Ó�æ:Ó�ê	Ö�Ü�æ	á3Ø�Ö�á	à3Ü�Ø�ê'Ó�Ú®óJã�Ý	ê	ñ	á	ÚºÕ/Ö�æ3Ü�Þ�ê'Ó

[−σ, σ] ûWhñ3Ü�Ý	á3è÷×3Ü�æ	Ù�Õ�Ü]Ø�â�Ó�å�Ó/Ü�è,Õ�Ü]×3Õ�â3ã�à3Ü�Ý	Ý3Õ/å�Õ?Ù�ü2æ:Ó�ö!Ü�Ý	á	ÚjØ
λ1(·) = λ̂1(·)

á
λ2 = λ̂2

õ
1

2π

∫

R

(
− e−2Y |ξ| + 2πλ̂1(ξ) · χ[−σ, σ](ξ) + λ̂2 ξ

2r
)∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ

=
1

2π

σ̂∫

−σ̂

(
− e−2Y |ξ| +2πλ̂1(ξ)+λ̂2 ξ

2r
)∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ+ 1

2π

∫

R\[−σ̂;σ̂]

(
− e−2Y |ξ| +λ̂2ξ

2r
)∣∣F [f ](ξ)

∣∣2dξ

=
1

2π

σ̂∫

−σ̂

(
− e−2Y |ξ| + 2π

1

2π

(
e−2Y |ξ| − λ̂2 ξ

2r
)
+ λ̂2 ξ

2r

)∣∣F [f ](ξ)
∣∣2 dξ

+
1

2π

∫

R\[−σ̂; σ̂]

(
− e−2Y |ξ| + λ̂2ξ

2r
) ∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ

=
1

2π

∫

R\[−σ̂; σ̂]

e−2Y σ̂

((
ξ

σ̂

)2r

− e−2Y (|ξ|−σ̂)

)
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ > 0.
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HJÕ?Ü�Ø�â3á

f(·) = f̂(·) í	Ö�Õ
1

2π

∫

R

(
− e−2Y |ξ| + 2πλ̂1(ξ)χ[−σ, σ](ξ) + λ̂2 ξ

2r

) ∣∣F [f̂ ](ξ)
∣∣2 dξ

=
1

2π

σ̂∫

−σ̂

(
−e−2Y |ξ| + 2π

1

2π

(
e−2Y |ξ| − λ̂2 ξ

2r
)
+ λ̂2 ξ

2r

)
δ2 dξ = 0.

YTâ:Ü�ß:Õ/Ù#Ó�Ö�Ü�â3î�Ý3Õ	í�Ù�ü2×3Õ�â3Ý3Ü�Ý3Õhá]ã�Ø�â:Õ/Ù�á3Ü
(a)

â:Ü�è,è6ü]í�á]Ö�Ü�èÁØ�Ó/è6üXè
f̂(·) � æ3Ü�ä³Ü�Ý	á3Ü,Þ�Ó�ß�Ó�à	á ø0/ û / ù ûZyÓ�ê	á3èôÕ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ�è2í

S2 =
1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 dξ = −L
(
f̂(·), λ̂1(·), λ̂2

)

= δ2
σ∫

−σ

λ̂1(ξ) dξ + λ̂2 =
δ2

2πY

(
1− e−2Y σ̂

)
.

U8è,Ü�Ø�Ö�Ü]Ø]ó]Õ/æ3è6ã�â:Õ/ë ø0/ û � ù ��Ö�Õ?Õ/Þ�Ý:Ó�à:Ó/Ü�Ö�í:à	Ö�Õ³Ù?æ:Ó/Ø�Ø�èTÓ�Ö�æ	á	Ù#Ó/Ü�è,Õ�èVØ�â3ã�à:Ó/Ü

E
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ
)
>

√
δ2

2πY

(
1− e−2Y σ̂

)
.

ø0/ û � ù
�'û3fNã�Ø�Ö�î

σ < σ̂
û	fJÕ�â:Õ�ö©á3è

λ̂1(ξ) =





1
2π

(
e−2Y |ξ| − e−2Y σ

(
ξ
σ

)2r)
, |ξ| 6 σ,

0, |ξ| > σ,

λ̂2 =
e−2Y σ

σ2r
,

∣∣F [f̂ ](ξ)]
∣∣ =





δ, |ξ| < σ,

C δ(ξ ± σ), |ξ| = σ,

0, |ξ| > σ,

å�ß:Ü
C2 = π

σ2r − δ2 σ
2r+1

í3Ó
δ(·) � ß:Ü�â3î�Ö/Ó�é�óJã�Ý	ê	ñ	á	ÚÁÙ?Ö�Õ/à	ê�Ü

ξ0
û

fNæ3Õ/Ù�Ü�æ	á3è Ù�ü2×3Õ�â3Ý3Ü�Ý	á3Üïã�Ø�â:Õ/Ù�á	ë â:Ü�è,è6ü ��ûNWhà3Ü�Ù�á'ß3Ý3Õ	íhà	Ö�Õ
λ̂1(·) >0

á
λ̂2 > 0

ûLn\ã�Ý	ê'é
ñ	á	Ú

f(·) ß:Õ/×	ã�Ø�Ö�á3èTÓ©Ù ø0/ û / ù û�c!Ü�ë3Ø�Ö�Ù�á	Ö�Ü�â3î�Ý3Õ	í |F [f̂ ](ξ)|2 6 δ2
ß	â3Ú°×�û�Ù3û

ξ ∈ [−σ, σ] û#c³Ó�â:Ü�Ü�í
1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 dξ = 1

2π

(
2δ2

σ2r+1

2r + 1
+ 2C2σ2r

)

=
1

2π

(
2δ2

σ2r+1

2r + 1
+ 2

(
π

σ2r
− δ2σ

2r + 1

)
σ2r
)

= 1.

Whà3Ü�Ù�á'ß3Ý3Õ	í�à	Ö�ÕJã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú
(b)

á
(c)

â:Ü�è,è6ü÷Ù�ü2×3Õ�â3Ý	Ú'òLÖ�Ø�Ú�û#fNæ3Õ/Ù�Ü�æ	á3èìÙ�ü2×3Õ�â3Ý3Ü�Ý	á3ÜXã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú
(a)
û

k]Ó�êÁáÁæ:Ó�Ý	î�ä³Ü�í	×	æ3Ü�Õ�Ô/æ:Ó�Þ�ã�Ü�èôóJã�Ý	ê	ñ	á	òdM\Ó�å�æ:Ó�Ý	ö³Ó©êºÙ�á'ß3ã
L
(
f(·), λ1(·), λ2

)
=

1

2π

∫

R

(
− e−2Y |ξ| + 2πλ1(ξ)χ[−σ, σ](ξ) + λ2 ξ

2r
)∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ

−


δ2

σ∫

−σ

λ1(ξ) dξ + λ2


 .
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Whñ3Ü�Ý	á	Ù#Ó�Úº×3Ü�æ	Ù�Õ�Ü\Ø�â�Ó�å�Ó/Ü�è,Õ�Ü]×3Õ�â3ã�à3Ü�Ý	Ý3Õ/å�Õ?Ù�ü2æ:Ó�ö!Ü�Ý	á	ÚjØ
λ1(·) = λ̂1(·)

á
λ2 = λ̂2

í	×3Õ�â3ã�à:Ó/Ü�è
1

2π

∫

R

(
− e−2Y |ξ| + 2πλ̂1(ξ)χ[−σ, σ] + λ̂2 ξ

2r
)∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ

=
1

2π

∫

|ξ|>σ

e−2Y σ

((
ξ

σ

)2r

− e−2Y (|ξ|−σ)

)
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ > 0.

fNæ	á ��Ö�Õ�ègÞ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á3Ü ��Ö�Õ/å�Õ�Ø�â�Ó�å�Ó/Ü�è,Õ/å�Õ�Ý:Ó®óJã�Ý	ê	ñ	á	á
f̂(·) í,ê'Ó�êúÝ3Ü�Ö�æ	ã�ß3Ý3Õ®×	æ3Õ/Ù�Ü�æ	á	Ö�î3í,æ:Ó�Ù�Ý3ÕÝ	ã�â3ò³û:YTâ:Ü�ß:Õ/Ù#Ó�Ö�Ü�â3î�Ý3Õ	í

f̂(·) � æ3Ü�ä³Ü�Ý	á3ÜJÞ�Ó�ß�Ó�à	á ø0/ û / ù í'á�í	Þ�Ý:Ó�à	á	Ö�í

S2 =
1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ = −L
(
f̂(·), λ̂1(·), λ̂2

)

= δ2
σ∫

−σ

λ̂1(ξ) dξ + λ̂2 =
δ2

2πY

(
1− e−2Y σ

)
+ e−2Y σ

(
1

σ2r
− σ

σ̂2r+1

)
.

WhÖ�Ø�ò8ß�Ó³áÁá	Þ]ó]Õ/æ3è6ã�â3ü ø0/ û � ù Ø�â:Ü�ß3ã�Ü�Ö�í:à	Ö�Õ³Ù?æ:Ó/Ø�Ø�èTÓ�Ö�æ	á	Ù#Ó/Ü�è,Õ�èVØ�â3ã�à:Ó/Ü

E
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ
)
>

√
δ2

2πY

(
1− e−2Y σ

)
+ e−2Y σ

(
1

σ2r
− σ

σ̂ 2r+1

)
.

ø0/ û � ù
(*) Ï#Ñ ��x?��|:Ï#w�� �ýÒú{�+ 	'Ò6zLx���:Ñ '��÷zLÏ�	'{�Ð2ECfJÕ/ê'Ó�ö!Ü�è2í3à	Ö�Õ³è,Ü�Ö�Õ�ß

m̂
á	ÞJó]Õ/æ3è6ã�â3á	æ3Õ/Ù�ê	á

Ö�Ü�Õ/æ3Ü�è6ü Ú'Ù/â3Ú	Ü�Ö�Ø�ÚjÕ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý	üXè2û�Y�Ý3Õ/Ù#Ó³æ:Ó/Ø�Ø�è,Õ/Ö�æ	á3èúß3Ù#Ó©Ø�â3ã�à:Ó�Ú�û
��û�fNã�Ø�Ö�î

σ > σ̂
û�U�ü2ä³ÜTß	â3Ú]ß�Ó�Ý	Ý3Õ/å�ÕNØ�â3ã�à:Ó�Ú!Ô/ü8â3á³Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â:Ü�Ý	ü÷óJã�Ý	ê	ñ	á	Ú

λ̂1(·)
á!à	á3Ø�â:Õ

λ̂2
ûWLÔ�Õ/Þ�Ý:Ó�à	á3è

a1(ξ) =




1− e−2Y (σ̂−|ξ|)

(
ξ
σ̂

)2r
, |ξ| 6 σ̂,

0, |ξ| > σ̂.fJÕ/å�æ3Ü�ä!Ý3Õ�Ø�Ö�îvè,Ü�Ö�Õ�ß�Ó
m̂
æ:Ó�Ù�Ý:Ó'í	×3Õ³Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â:Ü�Ý	á	ò³í	Þ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	ò Ø�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�ë ��ê�Ø�Ö�æ3Ü�èTÓ�â3î�Ý3Õ/ë

Þ�Ó�ß�Ó�à	á�õ
∥∥u(·, Y )− m̂(g)(·)

∥∥
L2(R)

→ max,
∥∥F [f ](·)− g(·)

∥∥
L∞([−σ,σ])

6 δ,
∥∥f (r)(·)

∥∥
L2(R)

6 1.

fNæ	á3è,Ü�Ý	Ú'Ú°Ö�Ü�Õ/æ3Ü�è6ã°fLâ�Ó�Ý	ä³Ü�æ3Ü�â3Ú�í'×3Õ�â3ã�à	á3è2í	à	Ö�Õ!ê	Ù#Ó�ß3æ:Ó�Ö©Þ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	Ú ��Ö�Õ/ëºÞ�Ó�ß�Ó�à	áÁæ:Ó�Ù�Ü�ÝºÞ�Ý:Ó�é
à3Ü�Ý	á	ò Ø�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�ëºÞ�Ó�ß�Ó�à	á�õ

1

2π

∫

R

∣∣e−Y |ξ|
(
F [ft](ξ)− a1(ξ)g(ξ)

)∣∣2 dξ → max,

∣∣F [f ](ξ)− g(ξ)
∣∣2 6 δ2

×	æ	áº×�û�Ù3û |ξ| 6 σ,
1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ 6 1.

ø0/ û � ù

i®Ó�ê�Ø�á3è6á	Þ�á	æ	ã�Ü�è6ü2ë�Ù ø0/ û � ù óJã�Ý	ê	ñ	á3Õ/Ý:Ó�âÁ×	æ3Ü�ß:Ø�Ö/Ó�Ù�á3èôÙ©Ù�á'ß:Ü]Ø�ã'è,è6ü_ß3Ù�ã#ç°á	Ý	Ö�Ü�å�æ:Ó�â:Õ/Ù3õ
1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)− a1(ξ)g(ξ))

∣∣2 dξ

=
1

2π

σ̂∫

−σ̂

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)− a1(ξ)g(ξ)

∣∣2 dξ + 1

2π

∫

|ξ|>σ̂

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ.
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Whñ3Ü�Ý	á3èS×3Õ�ß3ü2Ý	Ö�Ü�å�æ:Ó�â3î�Ý3Õ�Ü®Ù�ü2æ:Ó�ö!Ü�Ý	á3ÜjÙì×3Ü�æ	Ù�Õ�èAØ�â�Ó�å�Ó/Ü�è,Õ�è2í�á3Ø�×3Õ�â3î�Þ�ã�Ú÷Ý3Ü�æ:Ó�Ù�Ü�Ý3Ø�Ö�Ù�ÕïkJÕ�é
ä!á

��� ã�Ý	Ú'ê�Õ/Ù�Ø�ê�Õ/å�Õ	õ
e−2Y |ξ|

∣∣(F [f ](ξ)− a1(ξ)g(ξ)
)∣∣2 = e−2Y |ξ|

∣∣(1− a1(ξ)
)
F [f ](ξ) + a1(ξ)

(
F [f ](ξ)− g(ξ)

)∣∣2

= e−2Y |ξ|

∣∣∣∣∣∣
1− a1(ξ)√

λ̂2 ξr

√
λ̂2 ξ

rF [f ](ξ) +
a1(ξ)√
2π λ̂1(ξ)

√
2π λ̂1(ξ)

(
F [f ](ξ)− g(ξ)

)
∣∣∣∣∣∣

2

6 e−2Y |ξ|

(
|1− a1(ξ)|2

λ̂2 ξ2r
+

|a1(ξ)|2

2π λ̂1(ξ)

)(
λ̂2 ξ

2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 + 2π λ̂1(ξ)
∣∣F [f ](ξ)− g(ξ)

∣∣2
)
.

HJÜ�×3Õ�Ø�æ3Ü�ß:Ø�Ö�Ù�Ü�Ý	Ý	ü2ë®×3Õ�ß:Ø�à3Ü�Öv×3Õ/ê'Ó�Þ�ü2Ù#Ó/Ü�Ö�í:à	Ö�Õ

e−2Y |ξ|

(
|1− a1(ξ)|2

λ̂2 ξ2r
+

|a1(ξ)|2

2π λ̂1(ξ)

)
= 1.

KNÝ	Ö�Ü�å�æ	á	æ	ã�Új×3Õ�â3ã�à3Ü�Ý	Ý3Õ�Ü]Ý3Ü�æ:Ó�Ù�Ü�Ý3Ø�Ö�Ù�ÕsØNã�à3Ü�Ö�Õ�è ��Ö�Õ/å�Õ?Õ�Ô�Ø�Ö�Õ�Ú'Ö�Ü�â3î�Ø�Ö�Ù#ÓváÁã�à	á	Ö�ü2Ù#Ó�ÚÁÕ/å�æ:Ó�Ý	á'é
à3Ü�Ý	á	ÚºÙ©Þ�Ó�ß�Ó�à3Ü ø0/ û � ù í'×	æ	á'ç#Õ�ß3á3èôêÁØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�ëjÕ/ñ3Ü�Ý	ê�ÜJß	â3Ú°á	Ý	Ö�Ü�å�æ:Ó�â�Ó?Ø�â:Ü�Ù#Ó³Ù ø �'û � ù õ
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∣∣2 dξ
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ξ2r
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∣∣2 dξ + 1
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∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ
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ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ + δ2
σ̂∫

−σ̂

λ̂1(ξ) dξ 6
e−2Y σ̂

σ̂ 2r +
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(
ξ
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)
dξ
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(
1− e−2Y σ̂

)
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AE��jE��³Ï-,	'{���{:|��6rsE��2E��ºx	Ñ � � ��{:Ï#|�� 	ïE,tÁE��\w��ýÒyu:{:|:x
}\�/����~����:�/�����/���/���������[�/��������~������/����~������/������~��:���/�����/�����/�3�[���������3�����/~��T~�������������£��y�/�����/�����/�:������~���~���������/�����/�/~������������y�����������/�:�����������������/������~��T���������y�������/������~��2���/�3�3�������������/��~6���/�����T�/~�����~��/�����6�/�������/����~�����������3�����/~��h�����������L�h~��/�/~��3�����/~��L���������/�����/~��y������~�¬T�������/����£�}s«���~��L���������h�/��~���~��/�/�����8�/�����/����~��������/��/��������ª,�/�3~������L������~���������~������h����ªT�������N���/������~��N�����������X�/�/�2������~�¬T����y¥T����~����L�/��������~������/����~������/������~���~���/�����/�����/�T��������������~��/~�����������~���¥T����~6������� � �/�������3���������	����~�«��6�[�����/���/�����	�8�������/~����/���]��������������~[��~�������,������¬T�[�/�����/~����������8���������������/��~������/�	�/����y¥,����«����������������8���6�/�����/~��3���������2������������£�¤y���/~����/~��X������������¦�����2�/����~����®�������/[�����������X�2��~����������������������������/���/~��������L~��/���/~��#���/~������/���������h�3����~���~��°«��/�������������/����������/���/�������/���������/�/�]����ªT�����/�\�����������³�����\�h�/���6�y�������������������/~����������\�!�J�/�����/~������/~��º��������£#À,~������/����������/���/�������/�������6~�����������y�y������~���������~������6����ªT�����/��~����/~����/���������/~y�����������������T�����������T�8�/�/����~��8����������£�}©����¦���L�����/�����/~������J�/�������:���������������	���]���������\«����J�/���/�������/�������8�/~�����~��/��y�2����������¬T���������/�/��~2�/���/�����/¬T�����/~������ªT�����/������~��/�/�����N�\��~����/~��	�]����ªT�����/ì�/�������:���������������3~��\�/���6�y�������������������/~��!�����������\�L�/�����/�/~��/~�¬T��¦�����]����¥T��������~��������/�]�����3~���~L����ªT�����/�J�h�����������T��~���������~����/~2�������������N�[���/��������£�µT�2��������~������N�/���/�3���/����/��~������������v���/���/����������«������/�����/�3���/���,���/~�����������¬T����y¥,�/������~����������/�������/�C�������������������,���/~������/���������C�T�/��¦��~�����£
ÄhÅ	ÆXÇ'È�É/Ê8ÈvË�Å	Ì/É/Í#Î3���/�����/�����/���8������~�¬T�������/�����'���/���������\�������������#�����/~����/�2��������������~L��~����������/���/~��������~��/���/�������/�����/~����������J�������:���/������~���������~������X�]����~��/�/�3~������h�/�����/~������/~��\�������	�,�/���/�����/�����/�T��������~��/�������/~�������/��������~������/����~������/������~��6���/�����/�����/��£

r³|:Ï/ÐTÏ#ÑyÒyÏ
KJØ�Ø�â:Ü�ß:Õ/Ù#Ó�Ý	á	ò ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	ëV×3Ø�Ü�Ù/ß:Õ/×:Ó�æ:Ó/Ô�Õ�â3á	à3Ü�Ø�ê�Õ/å�ÕúÖ�á	×:Ó�×3Õ�Ø�Ù�Ú'Û³Ü�Ý3ÕðÔ�Õ�â3î�ä³Õ�ÜÁê�Õ�â3á	à3Ü�é

Ø�Ö�Ù�ÕNæ:Ó/Ô�Õ/ÖJá	Þ�é�Þ�ÓLÖ�Õ/å�Õ	í�à	Ö�ÕJè6Ý3Õ/å�á3Ü8Ù�Õ/×	æ3Õ�Ø�üôóJá	Þ�á	ê	á�í�è,Ü�ç�Ó�Ý	á	ê	á�í�Ô/á3Õ�â:Õ/å�á	ávØ�Ù�Õ�ß3Ú'Ö�Ø�Ú©ê©Ö/Ó�ê	á3è
ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	Ú	è2û:H]Ó�×	æ	á3è,Ü�æ�í3Ù�Õ/×	æ3Õ�Ø�üdóJá'â3î�Ö�æ:Ó�ñ	á	ájö©á'ß3ê�Õ�Ø�Ö�ájÙ?×3Õ/æ	á3Ø�Ö�ü8çÁØ�æ3Ü�ß�Ó�ç �����[×3Ü�æ3Ü�ß�Ó�à	á
Ö�Ü�×'â�ÓïÙúå�Ü�Ö�Ü�æ3Õ/å�Ü�Ý	Ý3Õ/ë Ø�æ3Ü�ß:Ü � �'í / ��í8Ù/â�Ó�å�Õ/×3Ü�æ3Ü�Ý3Õ�Ø�ÓúÙý×3Õ/à	Ù�Õ�é�å�æ	ã�Ý	Ö/Ó�ç ø Ø�è2û � ����í � �'í���û � / �� ù×	æ	á	Ù�Õ�ß3Ú'Ö\êvè,Õ�ß3á3óJá	ñ	á	æ3Õ/Ù#Ó�Ý	Ý	üXèïã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	Ú	è�ß3á3ó]óJã�Þ�á	á�í/ê�Õ/Ö�Õ/æ	üXÜXÚ'Ù/â3Ú'òLÖ�Ø�Ú?ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	Ú	è6áÙ©à:Ó/Ø�Ö�Ý	ü8çº×	æ3Õ/á	Þ�Ù�Õ�ß3Ý	ü8çj×3Ø�Ü�Ù/ß:Õ/×:Ó�æ:Ó/Ô�Õ�â3á	à3Ü�Ø�ê�Õ/å�Õ°Ö�á	×:Ó'û

U æ:Ó/Ô�Õ/Ö�Ü³l�û�K©û � Ó�æ3Ü�Ý3Ô�â�Ó�Ö�Ö/Ó'í�� ûCf©û�� Ü�â3Ö�Õ/Ù#Ó'í�K©ûCH©ûCkJÕ/à	á	Ý3Õ/ë � � �,×3Õ�â3ã�à3Ü�Ý3Õsâ3á	Ý3Ü�ë	Ý3Õ�Ü×3Ø�Ü�Ù/ß:Õ/×:Ó�æ:Ó/Ô�Õ�â3á	à3Ü�Ø�ê�Õ�Ü!ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á3Ü
∂u

∂t
=
(
k(x, t)ux

)
x
+
(
η(x, t)ux

)
xt
,

Õ/×	á3Ø�ü2Ù#Ó�òLÛ³Ü�ÜLÝ3Ü�Ø�Ö/Ó�ñ	á3Õ/Ý:Ó�æ	Ý	ü2ëº×	æ3Õ/ñ3Ü�Ø�ØNóJá'â3î�Ö�æ:Ó�ñ	á	á°ö©á'ß3ê�Õ�Ø�Ö�áºÙ\Ö�æ3Ü�Û!á	Ý3Õ/Ù#Ó�Ö�Õ/ëº×3Õ/æ	á3Ø�Ö�Õ/ë
Ø�æ3Ü�ß:Ü�û[ZyÓ/è_ö!ÜvÔ/ü8â:Õº×3Õ�â3ã�à3Ü�Ý3ÕÁæ:Ó/Ø�Ø�èTÓ�Ö�æ	á	Ù#Ó/Ü�è,Õ�ÜsÝ:Ó/è6áìÙºß�Ó�Ý	Ý3Õ/ëðæ:Ó/Ô�Õ/Ö�Ü?Ù�ü2æ3Õ�ö³ß�Ó�òLÛ³Ü�Ü�Ø�Ú
×3Ø�Ü�Ù/ß:Õ/×:Ó�æ:Ó/Ô�Õ�â3á	à3Ü�Ø�ê�Õ�Ü!ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á3Ü

∂u

∂t
=

1

x

(
xk(x, t)ux

)
x
+

1

x

(
xη(x, t)ux

)
xt
.
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U æ:Ó/Ô�Õ/Ö/Ó�ç � � � ��� �L×	æ3Ü�ß	â:Õ�ö!Ü�Ý	ü æ:Ó�Þ�Ý3Õ�Ø�Ö�Ý	üXÜ�è,Ü�Ö�Õ�ß3ü æ3Ü�ä³Ü�Ý	á	Úúâ:Õ/ê'Ó�â3î�Ý	ü8çôá÷Ý3Ü�â:Õ/ê'Ó�â3î�Ý	ü8ç
ê	æ:Ó/Ü�Ù�ü8çºÞ�Ó�ß�Ó�àÁß	â3Ú°×3Ø�Ü�Ù/ß:Õ/×:Ó�æ:Ó/Ô�Õ�â3á	à3Ü�Ø�ê�Õ/å�Õ°ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	Ú�û

UýÝ:Ó/Ø�Ö�Õ�Ú'Û³Ü�ësæ:Ó/Ô�Õ/Ö�ÜX×	æ	á	Ù�Õ�ß3á	Ö�Ø�Úvá3Ø�Ø�â:Ü�ß:Õ/Ù#Ó�Ý	á3Ühæ3Ü�ä³Ü�Ý	á	Ú?Ö�æ3Ü�ç	è,Ü�æ	Ý3Õ/å�Õ\×3Ø�Ü�Ù/ß:Õ/×:Ó�æ:Ó/Ô�Õ�â3á'é
à3Ü�Ø�ê�Õ/å�Õ?ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	Ú

∂u

∂t
= Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (∗)

å�ß:Ü
Lu =

3∑

α=1

Lαu, x = (x1, x2, x3),

Lαu =
∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
+
∂

∂t

∂

∂xα

(
ηα(x, t)

∂u

∂xα

)
− qα(x, t)u.

fJÜ�æ3Ü�ç#Õ�ß3ÚþêVñ	á'â3á	Ý'ß3æ	á	à3Ü�Ø�ê�Õ/ë Ø�á3Ø�Ö�Ü�è,Ü�ê�Õ�Õ/æ�ß3á	Ý:Ó�Ö
(r, ϕ, z)

ÙýØ�â3ã�à:Ó/Ü�í�ê�Õ/å�ß�Óðæ3Ü�ä³Ü�Ý	á3Ü
u =

u(r)
Ý3ÜºÞ�Ó�Ù�á3Ø�á	ÖìÝ	á÷Õ/Ö

z
í6Ý	áôÕ/Ö

ϕ
ø á3è,Ü�Ü�Öðè,Ü�Ø�Ö�ÕìÕ�Ø�Ü�Ù#Ó�Ú÷Ø�á3è,è,Ü�Ö�æ	á	Ú ù í (∗) ×	æ	á	Ý	á3èTÓ/Ü�ÖðÙ�á'ßø Õ�Ô�Õ/Þ�Ý:Ó�à	á3è

x = r ù õ
∂u

∂t
=

1

x

(
xk(x, t)ux

)
x
+

1

x

(
xη(x, t)ux

)
xt
− q(x, t)u+ f(x, t),

Ó³Ù?Ø�â3ã�à:Ó/Ü]Ø�ó]Ü�æ	á	à3Ü�Ø�ê�Õ/ë�Ø�á3è,è,Ü�Ö�æ	á	ájã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á3Ü
(∗) ×	æ	á3è,Ü�ÖvÙ�á'ß[õ

∂u

∂t
=

1

x2
(
x2k(x, t)ux

)
x
+

1

x2
(
x2η(x, t)ux

)
xt
− q(x, t)u+ f(x, t).

B:E��º{��
	�x	Ñy{:|���x�#x#ÐTx��yÒ
U_Þ�Ó/è6ê	Ý	ã�Ö�Õ�èVñ	á'â3á	Ý'ß3æ3Ü

QT = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} æ:Ó/Ø�Ø�è,Õ/Ö�æ	á3èþØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ!ã�òÝ3Ü�â:Õ/ê'Ó�â3î�Ý	ã�ò ê	æ:Ó/Ü�Ù�ã�ògÞ�Ó�ß�Ó�à	ãCõ
∂u

∂t
= Lu+ f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T, (1.1)

lim
x→0

xmΠ(x, t) = 0, 0 6 t 6 T, (1.2)

−Π(l, t) = β(t)u(l, t)− µ(t), 0 6 t 6 T, (1.3)

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (1.4)

å�ß:Ü
Lu =

1

xm

(
xmk(x, t)ux

)
x
+

1

xm

(
xmη(x, t)ux

)
xt
− q(x, t)u.

kJÕ���ó]óJá	ñ	á3Ü�Ý	Ö�ü ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	Ú ø ��û�� ù á°å�æ:Ó�Ý	á	à	Ý	ü8çºã�Ø�â:Õ/Ù�á	ë ø ��û � ù � ø ��û � ù ã�ß:Õ/Ù/â:Ü�Ö�Ù�Õ/æ#Ú'òLÖsØ�â:Ü�éß3ã�òLÛ!á3èýã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú	è2õ
0 < c0 6 k(x, t), η(x, t) 6 c1, |kt(x, t), ηt(x, t), q(x, t), β(t)| 6 c2. (1.5)

fNæ3Ü�ß3×3Õ�â�Ó�å�Ó/Ü�Ö�Ø�Ú�í!à	Ö�Õ_Þ�Ó�ß�Ó�à:Ó ø ��û�� ù � ø ��û � ù á3è,Ü�Ü�Ö Ü�ß3á	Ý3Ø�Ö�Ù�Ü�Ý	Ý3Õ�Üôæ3Ü�ä³Ü�Ý	á3Ü�í]Õ�Ô�â�Ó�ß�Ó�òLÛ³Ü�Ü
Ý	ã�ö©Ý	üXèd×3Õjç#Õ�ß3ãìá	Þ�â:Õ�ö!Ü�Ý	á	Úú×	æ3Õ/á	Þ�Ù�Õ�ß3Ý	üXè6á�û � ã�ß:Ü�èdÖ/Ó�ê	ö!ÜºØ�à	á	Ö/Ó�Ö�î3í6à	Ö�Õjê�Õ���ó]óJá	ñ	á3Ü�Ý	Ö�ü
ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	Ú ø ��û�� ù áúå�æ:Ó�Ý	á	à	Ý	ü8çýã�Ø�â:Õ/Ù�á	ë ø ��û � ù � ø ��û � ù ã�ß:Õ/Ù/â:Ü�Ö�Ù�Õ/æ#Ú'òLÖìÝ3Ü�Õ�Ô�ç#Õ�ß3á3è6üXèS×3Õ�ç#Õ�ß3ã
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á	Þ�â:Õ�ö!Ü�Ý	á	Ú�ã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú	èVå�â�Ó�ß3ê�Õ�Ø�Ö�á�í[Õ�Ô�Ü�Ø�×3Ü�à	á	Ù#Ó�òLÛ³Ü�ë�Ý	ã�ö©Ý	ü2ë®×3Õ/æ#Ú�ß:Õ/êðÓ�×	×	æ3Õ/ê�Ø�á3èTÓ�ñ	á	áðæ:Ó�Þ�é
Ý3Õ�Ø�Ö�Ý3Õ/ëºØ�ç#Ü�è6ü]û	a�Ó/è,Ü�Ö�á3è2í'à	Ö�Õ\×	æ	ás×3Õ�Ø�Ö�æ3Õ�Ü�Ý	á	áºæ:Ó�Þ�Ý3Õ�Ø�Ö�Ý	ü8ç°Ø�ç#Ü�èïÖ�æ3Ü�Ô/ã�Ü�Ö�Ø�ÚºÔ�Õ�â:Ü�ÜhÙ�üXØ�Õ/ê'Ó�Ú�í
à3Ü�èúå�â�Ó�ß3ê�Õ�Ø�Ö�îsæ3Ü�ä³Ü�Ý	á	Ú°áÁê�Õ���ó]óJá	ñ	á3Ü�Ý	Ö�Õ/Ù?ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	Ú�õ

u ∈ C4,3(QT ), η ∈ C3,3(QT ), k ∈ C3,2(QT ), q, f ∈ C2,2(QT ),

β(t)
í
µ(t) �

óJã�Ý	ê	ñ	á	á�í,Ý3Ü�×	æ3Ü�æ	ü2Ù�Ý	üXÜÁÝ:Ó
[0, T ]

í
Π(x, t) = kux + (ηux)t �

×3Õ�â3Ý	ü2ë÷×3Õ/Ö�Õ/ê�í
QT = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t 6 T} í c0 í c1 í c2 � ×3Õ�â:Õ�ö©á	Ö�Ü�â3î�Ý	üXÜ\à	á3Ø�â�Ó'í

0 6 m 6 2.fJÕÁç#Õ�ß3ãðá	Þ�â:Õ�ö!Ü�Ý	á	Ú÷Ô/ã�ß:Ü�è á3Ø�×3Õ�â3î�Þ�Õ/Ù#Ó�Ö�î�×3Õ�â:Õ�ö©á	Ö�Ü�â3î�Ý	üXÜº×3Õ�Ø�Ö�Õ�Ú'Ý	Ý	üXÜºà	á3Ø�â�Ó
Mi
í
i =

1, 2, . . . ,
Þ�Ó�Ù�á3Ø�Ú'Û!á3Ü]Ö�Õ�â3î�ê�ÕvÕ/Ö©Ù/ç#Õ�ß3Ý	ü8çºß�Ó�Ý	Ý	ü8çºÞ�Ó�ß�Ó�à	á ø ��û�� ù � ø ��û � ù ûa�Ó/è,Ü�Ö�á3è2í/à	Ö�ÕL×	æ	á

x = 0
Ø�Ö/Ó�Ù�á	Ö�Ø�Ú©ã�Ø�â:Õ/Ù�á3Ü8Õ/å�æ:Ó�Ý	á	à3Ü�Ý	Ý3Õ�Ø�Ö�á?æ3Ü�ä³Ü�Ý	á	Ú |u(0, t)| <∞ í�ê�Õ/Ö�Õ�é

æ3Õ�Ü ��ê	Ù�á	Ù#Ó�â:Ü�Ý	Ö�Ý3ÕJã�Ø�â:Õ/Ù�á	ò ø ��û � ù í/Ü�Ø�â3á³ê�Õ���ó]óJá	ñ	á3Ü�Ý	Ö�üýã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	Ú q(0, t) í f(0, t) � ê�Õ/Ý3Ü�à	Ý	ü]í
Ö�Õ³ã�Ø�â:Õ/Ù�á3Ü ø ��û � ù è,Õ�ö©Ý3Õ?Þ�Ó/è,Ü�Ý	á	Ö�î?Ö�æ3Ü�Ô�Õ/Ù#Ó�Ý	á3Ü�è Π(0, t) = 0.

� ETt +ywyÒy{:wyÑyx�.ú{ ) Ï#Ñ ��x�|®ÐTÒ����ÁÏ#wyÏ#Ñ ) Òyx���:Ñy{ � 	'wyx � 	'{:|���Ï
�jÏ�zNzLxÁB ���� ��í ��� / í�Ø�û�� / ��E�=©���\��� � - � �2 	$	���	�	�

u(x) ∈ C1[x0, l],
�3�������v���?�� 3�,�6�#"3 3���[ ��

�X�	
����	"���� - �÷$��
[0, l]

1#" - �3�
 - ��$� �� �X
'��� - �
x

m
2 ux

* ��1#"���
'�����	�	
 - $C��"���
'��$C����
 -

max
x∈[x0,l]

u2(x) 6
ε

xm0

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
+ cε

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
,

" �[�
ε > 0

*
cε =

1
xm
0

(
1
ε +

1
l−x0

) *
x0 > δ > 0

7
��Ï#{:wyÏ�zLxïB:E �h 3�����³
�021 - �	$C��$	0V 3��� - 
����

(1.5)
7�+�-�" ���N�����³"[���v��$	���©��� � �]��"[��$��	��������$ - ���������/�

(1.1)
;
(1.4)

��1#"���
'�����	�	
��v��1#"�� - "�$�� � - �C��$	�	�

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 ux
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 ux
∥∥2
Qt

6M

( t∫

0

(∥∥xm
2 f
∥∥2
0
+ µ2(τ)

)
dτ +

∥∥xm
2 u0

∥∥2
0
+
∥∥xm

2 u′0
∥∥2
0

)
,

" �[�
M

���
��C���C�v� - ����� -v- �]
�� - ��$	0 �s����$	$	0 �Á��������/�
(1.1)

;
(1.4)

7
C
UA×	æ3Ü�ß3×3Õ�â:Õ�ö!Ü�Ý	á	áVØ�ã�Û³Ü�Ø�Ö�Ù�Õ/Ù#Ó�Ý	á	Úýæ3Ü�ä³Ü�Ý	á	Úðß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý3Õ/ëúÞ�Ó�ß�Ó�à	á ø ��û�� ù � ø ��û � ùÙ�ñ	á'â3á	Ý'ß3æ3Ü

QT

×3Õ�â3ã�à	á3è Ó�×	æ	á3Õ/æ	Ý	ã�ò Õ/ñ3Ü�Ý	ê	ã�ß	â3ÚïÜ�Üsæ3Ü�ä³Ü�Ý	á	Ú�û�c]â3Ú ��Ö�Õ/å�ÕjÙ�Õ�Ø�×3Õ�â3î�Þ�ã�Ü�è,Ø�Ú
è,Ü�Ö�Õ�ß:Õ�è ��Ý3Ü�æ	å�Ü�Ö�á	à3Ü�Ø�ê	á'çÁÝ3Ü�æ:Ó�Ù�Ü�Ý3Ø�Ö�Ù3û:ONè6Ý3Õ�ö©á3èúã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á3Ü ø ��û�� ù Ø�ê'Ó�â3Ú'æ	Ý3Õ?Ý:Ó xmu õ

(
ut, x

mu
)
=
(
(xmkux)x, u

)
+
(
(xmηux)xt, u

)
−
(
qu, xmu

)
+
(
f, xmu

)
, (2.1)

å�ß:Ü
(
u, v
)
=

l∫

0

uv dx, ‖u‖20 = (u, u).

(
ut, x

mu
)
=

l∫

0

xmutu dx =
1

2

l∫

0

xm(u2)t dx =
1

2

d

dt

l∫

0

xmu2 dx =
1

2

d

dt

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
. (2.2)

(
(xmkux)x, u

)
=

l∫

0

(xmkux)xu dx = xmkuxu
∣∣l
0
−

l∫

0

xmku2x dx. (2.3)
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(
(xmηux)xt, u

)
=

l∫

0

(xmηux)xtu dx = (xmηux)tu
∣∣l
0
−

l∫

0

(xmηux)tux dx

= (xmηux)tu
∣∣l
0
− 1

2

d

dt

l∫

0

xmηu2x dx− 1

2

l∫

0

xmηtu
2
x dx.

(2.4)

OLà	á	Ö�ü2Ù#Ó�ÚA×	æ3Ü�Õ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ/Ù#Ó�Ý	á	Ú ø �'û � ù � ø �'û � ù í!å�æ:Ó�Ý	á	à	Ý	üXÜVã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú ø ��û � ù � ø ��û � ù áA×3Õ�â3î�Þ�ã�Ú	Ø�î
Ý3Ü�æ:Ó�Ù�Ü�Ý3Ø�Ö�Ù�Õ�èVkJÕ/ä!áÁØ

ε
í'á	Þ ø �'û�� ù ×3Õ�â3ã�à	á3è

1

2

d

dt

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+

1

2

d

dt

l∫

0

xmηu2x dx+ c0
∥∥xm

2 ux
∥∥2
0

6 lmΠ(l, t)u(l, t) +M1

(∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
+ ‖xm

2 u
∥∥2
0

)
+

1

2

∥∥xm
2 f
∥∥2
0
.
ø �'û � ù

Y÷×3Õ�è,Õ/Û!î�ò â:Ü�è,è6ü ��í�Ý3Ü�æ:Ó�Ù�Ü�Ý3Ø�Ö�Ù#Ó©kJÕ/ä!á°Ø
ε
á°ã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú ø ��û / ù Õ/ñ3Ü�Ý	á3èý×3Ü�æ	Ù�Õ�ÜNØ�â�Ó�å�Ó/Ü�è,Õ�ÜÙ?×	æ:Ó�Ù�Õ/ëÁà:Ó/Ø�Ö�áÁÝ3Ü�æ:Ó�Ù�Ü�Ý3Ø�Ö�Ù#Ó ø �'û � ù Ø�â:Ü�ß3ã�òLÛ!á3è÷Õ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ�è2õ

lmΠ(l, t)u(l, t) = lmu(l, t)
(
µ(t)− β(t)u(l, t)

)

6
lm

2

(
µ2(t) + u2(l, t)− β2(t)u2(l, t)

)
6
lm

2
µ2(t) +M2

(∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 ux
∥∥2
0

)
.
ø �'û � ù

OLà	á	Ö�ü2Ù#Ó�ÚÁÕ/ñ3Ü�Ý	ê	ã ø �'û � ù í	á	Þ ø �'û � ù Ý:Ó�ç#Õ�ß3á3è

d

dt

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+
d

dt

l∫

0

xmηu2x dx+ 2c0
∥∥xm

2 ux
∥∥2
0

6M3

(∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 ux
∥∥2
0

)
+M4

(∥∥xm
2 f
∥∥2
0
+ µ2(t)

)
.
ø �'û � ù

fNæ3Õ/á	Ý	Ö�Ü�å�æ	á	æ3Õ/Ù#Ó�Ù ø �'û � ù ×3Õ τ Õ/Ö �\ß:Õ t í'×3Õ�â3ã�à:Ó/Ü�è

∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 ux
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 ux
∥∥2
Qt

6M5

t∫

0

(∥∥xm
2 u
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 ux
∥∥2
0

)
dτ

+M6

t∫

0

(∥∥xm
2 f
∥∥2
0
+ µ2(τ)

)
dτ +M7

(∥∥xm
2 u0

∥∥2
0
+
∥∥xm

2 u′0
∥∥2
0

)
,
ø �'û � ù

å�ß:Ü
∥∥xm

2 ux
∥∥2
Qt

=

t∫

0

∥∥xm
2 ux

∥∥2
0
dτ.

H]ÓXÕ�Ø�Ý3Õ/Ù#Ó�Ý	á	á!â:Ü�è,è6üýl�æ3Õ/Ý	ã�Õ�â	â�Ó ø Ø�è2û���� / í�Ø�û��� � � ù á	Þ ø �'û � ù ×3Õ�â3ã�à	á3èjá3Ø�ê�Õ�è6ã�òVÓ�×	æ	á3Õ/æ	Ý	ã�òÕ/ñ3Ü�Ý	ê	ã
∥∥xm

2 u
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 ux
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 ux
∥∥2
Qt

6M

( t∫

0

(∥∥xm
2 f
∥∥2
0
+ µ2(τ)

)
dτ +

∥∥xm
2 u0

∥∥2
0
+
∥∥xm

2 u′0
∥∥2
0

)
,

å�ß:Ü
M �

Þ�Ó�Ù�á3Ø�á	Ö?Ö�Õ�â3î�ê�ÕvÕ/Ö?Ù/ç#Õ�ß3Ý	ü8ç°ß�Ó�Ý	Ý	ü8çºÞ�Ó�ß�Ó�à	á ø ��û�� ù � ø ��û � ù û
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KNÞÁ×3Õ�â3ã�à3Ü�Ý	Ý3Õ/ëþÓ�×	æ	á3Õ/æ	Ý3Õ/ëVÕ/ñ3Ü�Ý	ê	áôØ�â:Ü�ß3ã�Ü�ÖïÜ�ß3á	Ý3Ø�Ö�Ù�Ü�Ý	Ý3Õ�Ø�Ö�îïæ3Ü�ä³Ü�Ý	á	Úúá3Ø�ç#Õ�ß3Ý3Õ/ëVÞ�Ó�ß�Ó�é
à	á ø ��û�� ù � ø ��û � ù í3Ó]Ö/Ó�ê	ö!ÜNÝ3Ü�×	æ3Ü�æ	ü2Ù�Ý:Ó�Ú°Þ�Ó�Ù�á3Ø�á3è,Õ�Ø�Ö�î©æ3Ü�ä³Ü�Ý	á	ÚsÞ�Ó�ß�Ó�à	áºÕ/Ö³Ù/ç#Õ�ß3Ý	ü8çvß�Ó�Ý	Ý	ü8çsÝ:Óê'Ó�ö³ß:Õ�è÷Ù�æ3Ü�è,Ü�Ý	Ý3Õ�èôØ�â:Õ�ÜJÙ©Ý3Õ/æ3è,Ü ∥∥xm

2 u
∥∥2
1
=
∥∥xm

2 u
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 ux
∥∥2
0
+
∥∥xm

2 ux
∥∥2
Qt

û
B

# E�� �
	'{ � �yÒy|:{��
	��ðÒ � ��{�ÐTÒ6zL{��
	��ðwyx �#Ñy{��
	'Ñy{ � � ��Ï�z�'
c]â3Ú®æ3Ü�ä³Ü�Ý	á	Ú�Þ�Ó�ß�Ó�à	á ø ��û�� ù � ø ��û � ù ×	æ	á3è,Ü�Ý	á3è è,Ü�Ö�Õ�ßðê�Õ/Ý3Ü�à	Ý	ü8çìæ:Ó�Þ�Ý3Õ�Ø�Ö�Ü�ë�û[UdÞ�Ó/è6ê	Ý	ã�Ö�Õ�è

ñ	á'â3á	Ý'ß3æ3Ü
QT

Ù�Ù�Ü�ß:Ü�èúæ:Ó�Ù�Ý3Õ�è,Ü�æ	Ý	ã�òSØ�Ü�Ö�ê	ã ��� ����õ
ωhτ = ωh × ωτ =

{
(xi, tj), x ∈ ωh, t ∈ ωτ

}
,

ωh =
{
xi = ih, i = 0, 1, . . . , N, Nh = l

}
,

ωτ =
{
tj = jτ, j = 0, 1, . . . ,m0, m0τ = T

}
.H]ÓJæ:Ó�Ù�Ý3Õ�è,Ü�æ	Ý3Õ/ëºØ�Ü�Ö�ê�Ü

ωh,τ
ß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý3Õ/ësÞ�Ó�ß�Ó�à3Ü ø ��û�� ù � ø ��û � ù ×3Õ�Ø�Ö/Ó�Ù�á3èïÙ!Ø�Õ�Õ/Ö�Ù�Ü�Ö/éØ�Ö�Ù�á3ÜJæ:Ó�Þ�Ý3Õ�Ø�Ö�Ý	ã�ò Ø�ç#Ü�è6ã°×3Õ/æ#Ú�ß3ê'ÓsÓ�×	×	æ3Õ/ê�Ø�á3èTÓ�ñ	á	á

O(h2 + τmσ)
õ

κyt,i = Λ(t)y
(σ)
i +Λ∗(t)yi + ϕi, (x, t) ∈ ωhτ , (3.1)

a1y
(σ)
x,0 +

(
γ1yx,0

)
t
=

0.5h

m+ 1

(
yt,0 + d0y

(σ)
0

)
− µ̃1, t ∈ ωτ , (3.2)

−
(
aNy

(σ)
x,N +

(
γyx
)
t,N

)
= κ̃βy

(σ)
N + 0.5hκ̃yt,N − µ̃2, t ∈ ωτ , (3.3)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, (3.4)å�ß:Ü
Λ(t)y

(σ)
i =

1

xmi

(
xmi−0.5a

j
iy

(σ)
x,i

)
x
− djiy

(σ)
i , Λ∗(t)y =

1

xmi

(
xmi−0.5γ

j
i yx,i

)
xt
,

κi = 1 +
m(m− 1)h2

24x2i
, i = 1, 2, . . . , N − 1, mσ =

{
2, σ = 0.5,

1, σ 6= 0.5,

y(σ) = σŷ+(1−σ)y í σ � ×:Ó�æ:Ó/è,Ü�Ö�æ�í�Õ/Ö\ê�Õ/Ö�Õ/æ3Õ/å�Õ!Þ�Ó�Ù�á3Ø�á	Ö\Ö�Õ/à	Ý3Õ�Ø�Ö�î³æ:Ó�Þ�Ý3Õ�Ø�Ö�Ý3Õ/ë°Ø�ç#Ü�è6üV×3Õ
τ
û

Uôß�Ó�â3î�Ý3Ü�ë	ä³Ü�èôÔ/ã�ß:Ü�èúØ�à	á	Ö/Ó�Ö�î3í:à	Ö�Õ
σ = 0.5

í
y(0.5) = 0.5(ŷ + y)

í
Y = ŷ + y.

y = yji = y(xi, tj), κ̃ = 1 +
0.5hm

l
, ŷ = yj+1, y = yj , yx =

yi − yi−1

h
,

yx =
yi+1 − yi

h
, yt =

yj+1 − yj

τ
, t = tj+0.5 = tj + 0.5τ,

ai = k(xi−0.5, tj), γji = η(xi−0.5, tj), β = β + 0.5hdN ,

dji =

{
κq(xi, tj), i = 1, 2, . . . , N − 1,

q(xi, tj), i = 0, N,
ϕj
i =

{
κf(xi, tj), i = 1, 2, . . . , N − 1,

f(xi, tj), i = 0, N,

µ̃1 =
0.5h

m+ 1
ϕj
0, µ̃2 = κ̃

(
µj+0.5 + 0.5hϕj

N

)
, xi−0.5 = xi − 0.5h,

å�ß:Ü
h
í
τ �

ä©Ó�å�áÁØ�Ü�Ö�ê	á�û
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Ih×	æ	á3Õ/æ	Ý	ã�ò Õ/ñ3Ü�Ý	ê	ã®æ3Ü�ä³Ü�Ý	á	Úìæ:Ó�Þ�Ý3Õ�Ø�Ö�Ý3Õ/ëýØ�ç#Ü�è6ü ø0/ û�� ù � ø0/ û � ù ×3Õ�â3ã�à	á3è è,Ü�Ö�Õ�ß:Õ�è	��Ý3Ü�æ	å�Ü�é

Ö�á	à3Ü�Ø�ê	á'çºÝ3Ü�æ:Ó�Ù�Ü�Ý3Ø�Ö�Ù3û	c]â3Ú ��Ö�Õ/å�Õ©×3Ü�æ3Ü�×	á	ä³Ü�èôØ�ç#Ü�è6ã°×	æ	á
σ = 0.5

õ

κyt =
1

2
Λ(t)Y +Λ∗(t)y + ϕ, (x, t) ∈ ωhτ , (3.5)

1

2
a1Yx,0 +

(
γ1yx,0

)
t
=

0.5h

m+ 1

(
yt,0 +

1

2
d0Y0

)
− µ̃1, t ∈ ωτ , (3.6)

−
(
1

2
aNYx,N +

(
γyx
)
t,N

)
=

κ̃β

2
YN + 0.5hκ̃yt,N − µ̃2, t ∈ ωτ , (3.7)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, (3.8)å�ß:Ü
Λ(t)Yi =

1

xmi

(
xmi−0.5aiYx,i

)
x
− dYi, Λ∗(t)y =

1

xmi

(
xmi−0.5γ

j
i yx,i

)
xt
.

fJÜ�æ3Ü�×	á	ä³Ü�è÷Þ�Ó�ß�Ó�à	ã ø0/ û � ù � ø0/ û � ù ÙvÕ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ	Ý3Õ/ë�ó]Õ/æ3è,Ü
κyt = Λ(t)y +Λ

∗
y +Φ, (3.9)

y(x, 0) = 0, (3.10)å�ß:Ü

Λ(t)y =





Λy = 1
2xm

i

(
xmi−0.5ai(ŷ + y)x,i

)
x
− di

2 (ŷ + y)i, (x, t) ∈ ωhτ ,

Λ−y =
(m+1)

(
1
2
a1(ŷ+y)x,0−

0.5h
2(m+1)

d0(ŷ+y)0

)

0.5h , x = 0,

Λ+y =
− 1

2
aN (ŷ+y)x,N− κ̃β

2
(ŷ+y)N

0.5hκ̃ , x = l,

Λ
∗
y =





Λ∗y = 1
xm
i

(
xmi−0.5γiyx,i)xt, (x, t) ∈ ωhτ ,

Λ∗−y =
(m+1)

(
γ1yx,0

)
t

0.5h , x = 0,

Λ∗+y = −
(
γyx

)
t,N

0.5hκ̃ , x = l,

Ψ =





ϕi, (x, t) ∈ ωhτ ,

ϕ− = (m+1)µ̃1

0.5h , x = 0,

ϕ+ = µ̃2

0.5hκ̃ , x = l,

κ =

{
κ, (x, t) ∈ ωhτ ,

1, x = 0, l.U�Ù�Ü�ß:Ü�è÷Ø�ê'Ó�â3Ú'æ	Ý3Õ�Ü\×	æ3Õ/á	Þ�Ù�Ü�ß:Ü�Ý	á3Ü]áºÝ3Õ/æ3è6ã
(
u, v
]
=

N∑

i=1

uivi~, ~ =

{
0.5h, i = N,

h, i 6= N,

∥∥u
]∣∣2
0
=

N∑

i=1

u2i ~ =
(
1, u2

]
.

fNæ3Ü�ß3×3Õ�â:Õ�ö©á3è2í�à	Ö�Õ
d0 = q(0, t) > c0 > 0. (3.11)ONè6Ý3Õ�ö©á3è÷æ:Ó�Þ�Ý3Õ�Ø�Ö�Ý3Õ�Ü]ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á3Ü ø0/ û � ù Ø�ê'Ó�â3Ú'æ	Ý3Õ?Ý:Ó xmY = xm(ŷ + y)

õ
(
κyt, x

mY
]
=
(
Λ(t)y, xmY

]
+
(
Λ
∗
y, xmY

]
+
(
Φ, xmY

]
. (3.12)
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(
κyt, x

mY
]
=

(
κ

τ
(ŷ − y), xm(ŷ + y)

]

=

(
κxm, ŷ2

]
−
(
κxm, y2

]

τ
=
(
κxm, y2

]
t
>M1

(∥∥xm
2 y]|20

)
t
,

ø0/ û�� / ù

M1 =

{
1, m = 0, m > 1,

1
2 , m ∈ (0, 1), h 6 h0 =

√
12x2−m

m(1−m) ,

(
Λ(t)y, xmY

]
=
(
Λy, xmY

)
+ 0.5hΛ+yNx

m
NYN

=

(
1

2

(
xmi−0.5aYx

)
x
, Y

)
−
(
d

2
xm, Y 2

)
+ 0.5hΛ+yNx

m
NYN

= −1

2

(
xmi−0.5aYx,

(
χY
)
x

]
+

1

2
xmN−0.5aNχNYx,NYN − 1

2
xm0.5a1χ0Yx,0Y0

−1

2

xmN
κ̃
aNχNYx,NYN −

(
d

2
xm, Y 2

)
− 1

2
xmNβY

2
N ;

(3.14)

(
Λ
∗
y, xmY

]
=
(
Λ∗y, xmY

)
+ 0.5hΛ∗+yxmNYN =

(
(xmi−0.5γyx)xt, Y

)
− xmN

κ̃

(
γyx
)
t,N
YN

= −
(
xmi−0.5(γyx)t, Yx

]
+

(
xmN−0.5 −

xmN
κ̃

)(
γyx
)
t,N
YN − xm0.5

(
γ1yx,0

)
t
Y0,

(3.15)

(
Φ, xmY

]
=
(
ϕ, xmY

)
+ 0.5hϕ+YN =

(
ϕ, xmY

)
+ µ̃2

xmN
κ̃
YN . (3.16)

fNæ	á	Ý	á3èTÓ�ÚÁÙ�Õ³Ù�Ý	á3èTÓ�Ý	á3Ü]×	æ3Ü�Õ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ/Ù#Ó�Ý	á	Ú ø0/ û�� / ù � ø0/ û�� � ù í3á	Þ ø0/ û��� ù ×3Õ�â3ã�à:Ó/Ü�è

M1

(∥∥xm
2 y
]∣∣2
0

)
t
6 −1

2

(
xmi−0.5aYx,

(
χY
)
x

]
−
(
xmi−0.5(γyx)t, Yx

]

−xm0.5Y0

(
1

2
a1χ0Yx,0 +

(
γ1yx,0

)
t

)
+

(
xmN−0.5 −

xmN
κ̃

)(
1

2
aNχNYx,NYN +

(
γyx
)
t,N
YN

)

−
(
d

2
xm, Y 2

)
− 1

2
xmNβY

2
N −

(
ϕ, xmY

)
+ µ̃2

xmN
κ̃
YN .

(3.17)OLà	á	Ö�ü2Ù#Ó�Ú ø0/ û � ù í ø0/ û � ù í	á	Þ ø0/ û�� � ù Ý:Ó�ç#Õ�ß3á3è

M1

(∥∥xm
2 y
]∣∣2
0

)
t
6 −1

2

(
xmi−0.5aYx,

(
χY
)
x

]
−
(
xmi−0.5(γyx)t, Yx

]

−
(d
2
xm, Y 2

)
+
(
ϕ, xmY

)
− 0.5h

m+ 1
xm0.5yt,0Y0 − 0.5hxmN−0.5κ̃yt,NYN

−1

2
xmN−0.5κ̃βY

2
N − 0.5h

2(m+ 1)
xm0.5d0Y

2
0 + xmN−0.5µ̃2YN + µ̃1x

m
0.5Y0.

(3.18)

Whñ3Ü�Ý	á3èôØ�ã'è,è6ü]í'Ù/ç#Õ�ß3Ú'Û!á3Ü]Ù ø0/ û��7� ù õ

−1

2

(
xmi−0.5aYx,

(
χY
)
x

]
= −1

2

(
xmi−0.5aχ̌, Y

2
x

]
− 1

2

(
xmi−0.5aχx, YxY

]

− 1

2(1 + c3τ)

(
xmi−0.5aχ, Y

2
x

]
− 1

2

(
xmi−0.5aχx, YxY

]
6 −M2

∥∥xm
2 Yx

]∣∣2 +M3(x
mY, Yx],

(3.19)
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xm = xmi−0.5

í

−
(
xmi−0.5(γyx)t, Yx

]
= −

(
1, xmi−0.5(γy

2
x)t

]
−
(
1, xmi−0.5γtyxYx

]
+
(
γt, x

m
i−0.5y

2
x

]
, (3.20)

−1

2

(
dxm, Y 2

)
+ xmN−0.5µ̃2YN − 1

2
xmN−0.5κ̃βY

2
N 6M4(x

m, Y 2] +M5Y
2
N +M6µ̃

2
2, (3.21)

(
ϕ, xmY

)
6

1

2

(∥∥xm
2 Y
]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 ϕ
∥∥2
0

)
, (3.22)

− 0.5h

m+ 1
xm0.5yt,0Y0 − 0.5hxmN−0.5κ̃yt,NYN

= − 0.5h

m+ 1
xm0.5

1

τ
(ŷ0 − y0)(ŷ0 + y0)− 0.5hxmN−0.5κ̃

1

τ
(ŷN − yN)(ŷN + yN )

= − 0.5h

m+ 1
xm0.5(y

2
0)t − 0.5hxmN−0.5κ̃(y

2
N )t,

(3.23)

µ̃1x
m
0.5Y0 −

0.5h

2(m+ 1)
xm0.5d0Y

2
0 = µ̃1x

m
0.5

√
0.5hd0
2(m+1)√
0.5hd0
2(m+1)

Y0 −
0.5h

2(m+ 1)
xm0.5d0Y

2
0

6
2(m+ 1)xm0.5

0.5hd0
µ̃21 6M7µ̃

2
1.

ø0/ û � � ù
OLà	á	Ö�ü2Ù#Ó�Úº×	æ3Ü�Õ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ/Ù#Ó�Ý	á	Ú ø0/ û�� � ù � ø0/ û � � ù í:á	Þ ø0/ û��7� ù ×3Õ�â3ã�à:Ó/Ü�è

M1

(∥∥xm
2 y
]∣∣2
0

)
t
+
(
1, xm(γy2x)t

]
+M2

∥∥xm
2 Yx

]∣∣2
0
+

0.5h

m+ 1
xm0.5(y

2
0)t

+0.5hxmN−0.5κ̃(y
2
N )t 6M8

(
xmY, Yx

]
−
(
1, xmγtyxYx

]
+
(
γt, x

my2x
]

+M9

∥∥xm
2 Y
]∣∣2
0
+

1

2

∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+M10

(
µ̃21 + µ̃22 + Y 2

N

)
.

(3.25)

Y�×	æ:Ó�Ù�Ü�ß	â3á	Ù#ÓvØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ©Ó�Ú
�jÏ�zNzLx � ��� / ��EN=©���ô��� � - � �2 	$	���	�	�

y(x),
�������$	$ - �_$��ý�������3�

ωh = {xi = ih, i =
1, 2, . . . , N}, ��1#"���
'�����	�	
 - $C��"���
'��$C����
 -

max
x06x6l

y2(x) 6
ε

xm0

∥∥xm
2 yx

]∣∣2
0
+ c(ε)

∥∥xm
2 y
]∣∣2
0
,

" �[�
ε �

1#" - �3�
 - ����$�� �Á1 - � - �©�C��������$�� �j1 - ��� - �'$	$�� � *
c(ε) = 1

xm
0

(
1

l−x0
+ 1

ε

) *
0 < δ 6 x0

7
YVã�à3Ü�Ö�Õ�èýâ:Ü�è,è6ü �!áÁÝ:Ó³Õ�Ø�Ý3Õ/Ù#Ó�Ý	á	ájÝ3Ü�æ:Ó�Ù�Ü�Ý3Ø�Ö�Ù#Ó?kJÕ/ä!ájØ

ε
á	Þ ø0/ û � � ù Ý:Ó�ç#Õ�ß3á3è

M1

(∥∥xm
2 y
]∣∣2
0

)
t
+
(
1, xmγy2x

]
t
+M2

∥∥xm
2 Yx

]∣∣2
0
+

0.5h

m+ 1
xm0.5(y

2
0)t + 0.5hxmN−0.5κ̃(y

2
N )t

6 4ε
∥∥xm

2 Yx
]∣∣2
0
+M11(ε)

∥∥xm
2 Y
]∣∣2
0
+M12(ε)

∥∥xm
2 yx

]∣∣2
0
+M13

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ̃21 + µ̃22

)
.

(3.26)

fNæ3Ü�Õ�Ô/æ:Ó�Þ�ã�Ü�èôÙ�Ö�Õ/æ3Õ�Ü]Ø�â�Ó�å�Ó/Ü�è,Õ�Ü]Ù?×	æ:Ó�Ù�Õ/ëÁà:Ó/Ø�Ö�á ø0/ û � � ù õ
∥∥xm

2 Y
]∣∣2
0
=
∥∥xm

2 (ŷ + y)
]∣∣2
0
6 2
(∥∥xm

2 ŷ
]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 y
]∣∣2
0

)
. (3.27)
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fJÜ�æ3Ü�×	á	ä³Ü�è ø0/ û � � ù ×	æ	á ε = M2
8

ØNã�à3Ü�Ö�Õ�è ø0/ û � � ù û3Z[Õ/å�ß�Ó©×3Õ�â3ã�à	á3è

M1

(∥∥xm
2 y
]∣∣2
0

)
t
+
(
1, xmγy2x

]
t
+
M2

2

∥∥xm
2 Yx

]∣∣2
0
+

0.5h

m+ 1
xm0.5(y

2
0)t + 0.5hxmN−0.5κ̃(y

2
N )t

6M14

∥∥xm
2 ŷ
]∣∣2
0
+M15

(∥∥xm
2 yx

]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 y
]∣∣2
0

)
+M16

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ̃21 + µ̃22

)
.

(3.28)

ONè6Ý3Õ�ö©á3èôÕ�Ô�ÜJà:Ó/Ø�Ö�á ø0/ û � � ù Ý:Ó τ áº×	æ3Õ�Ø�ã'è,è6á	æ	ã�Ü�è÷×3Õ j′ Õ/Ö 0
ß:Õ

j :

M1

∥∥xm
2 yj+1

]∣∣2
0
+ c0

∥∥xm
2 yj+1

x

]∣∣2
0
+
M2

2

j∑

j ′=0

∥∥xm
2 Y j ′

x

]∣∣2
0
τ +

0.5h

m+ 1
xm0.5

(
yj+1
0

)2

+0.5hxmN−0.5κ̃
(
yj+1
N

)2
6M17

j∑

j ′=0

∥∥xm
2 ŷj

′]∣∣2
0
τ +M18

j∑

j ′=0

(∥∥xm
2 yj

′

x

]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 yj
′]∣∣2

0

)
τ

+M19

j∑

j ′=0

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ̃21 + µ̃22

)
τ +M20

(∥∥xm
2 y0x

]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 y0
]∣∣2
0

)

+
0.5h

m+ 1
xm0.5

(
y00
)2

+ 0.5hxmN−0.5κ̃
(
y0N
)2
.

(3.29)Whñ3Ü�Ý	á3è÷Ø�â�Ó�å�Ó/Ü�è6üXÜ�í:Ù/ç#Õ�ß3Ú'Û!á3Ü]Ù ø0/ û � � ù

M17

j∑

j ′=0

∥∥xm
2 ŷ
]∣∣2
0
τ +M18

j∑

j ′=0

(∥∥xm
2 yx

]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 y
]∣∣2
0

)
τ 6M21

∥∥xm
2 yj+1

]∣∣2
0

+M22

j∑

j ′=1

(∥∥xm
2 yj

′

x

]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 yj
′]∣∣2

0

)
τ +M23

(∥∥xm
2 y0x

]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 y0
]∣∣2
0

)
τ,

(3.30)

0.5h

m+ 1
xm0.5

(
y00
)2

+ 0.5hxmN−0.5κ̃
(
y0N
)2

6M24

(∥∥y0x
]∣∣2
0
+
∥∥y0
]∣∣2
0

)
, (3.31)

∥∥xm
2 y0x

]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 y0
]∣∣2
0
6M25

(∥∥y0x
]∣∣2
0
+
∥∥y0
]∣∣2
0

)
. (3.32)

�ôã�à3Ü�Ö�Õ�è ø0/ û / � ù � ø0/ û / � ù á	Þ ø0/ û � � ù Ý:Ó�ç#Õ�ß3á3è

∥∥xm
2 yj+1

]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 yj+1
x

]∣∣2
0
+

j∑

j ′=0

∥∥xm
2 Y j ′

x

]∣∣2
0
τ

6M21

∥∥xm
2 yj+1

]∣∣2
0
τ +M26

j∑

j ′=1

(∥∥xm
2 yj

′

x

]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 yj
′]∣∣2

0

)
τ

+M27

(
j∑

j ′=0

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ̃21 + µ̃22

)
τ +

∥∥y0x
]∣∣2
0
+
∥∥y0
]∣∣2
0

)
.

(3.33)
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U�üXÔ/á	æ:Ó�Ú

τ
Ö/Ó�ê	á3è÷Õ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ�è2í3à	Ö�Õ³ß	â3Ú°Ù�Ø�Ü�ç

τ 6 τ0
í
τ0 =

1
2M21

í'á	Þ ø0/ û /&/ ù ×3Õ�â3ã�à:Ó/Ü�è
∥∥xm

2 yj+1
]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 yj+1
x

]∣∣2
0
+

j∑

j ′=0

∥∥xm
2 Y j ′

x

]∣∣2
0
τ

6M28

j∑

j ′=1

(∥∥xm
2 yj

′

x

]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 yj
′]∣∣2

0

)
τ

+M29

(
j∑

j ′=0

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ̃21 + µ̃22

)
τ +

∥∥y0x
]∣∣2
0
+
∥∥y0
]∣∣2
0

)
.

(3.34)

H]Ó©Õ�Ø�Ý3Õ/Ù#Ó�Ý	á	áÁâ:Ü�è,è6ü �?á	Þ ����'í3Ø�û � � ���[á	Þ ø0/ û / � ù ×3Õ�â3ã�à:Ó/Ü�è
∥∥xm

2 yj+1
]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 yj+1
x

]∣∣2
0
6M30

(
j∑

j ′=0

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ̃21 + µ̃22

)
τ +

∥∥y0x
]∣∣2
0
+
∥∥y0
]∣∣2
0

)
. (3.35)

OLà	á	Ö�ü2Ù#Ó�Ú ø0/ û / � ù í3á	Þ ø0/ û / � ù ×3Õ�â3ã�à:Ó/Ü�èVÓ�×	æ	á3Õ/æ	Ý	ã�ò Õ/ñ3Ü�Ý	ê	ã
∥∥xm

2 yj+1
]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 yj+1
x

]∣∣2
0
+

j∑

j ′=0

∥∥xm
2 Y j ′

x

]∣∣2
0
τ

6M

(
j∑

j ′=0

(∥∥xm
2 ϕ
∥∥2
0
+ µ̃21 + µ̃22

)
τ +

∥∥y0x
]∣∣2
0
+
∥∥y0
]∣∣2
0

)
,
ø0/ û / � ù

å�ß:Ü
M �

×3Õ�â:Õ�ö©á	Ö�Ü�â3î�Ý:Ó�Új×3Õ�Ø�Ö�Õ�Ú'Ý	Ý:Ó�Ú�í3Ý3ÜJÞ�Ó�Ù�á3Ø�Ú'Û©Ó�ÚÁÕ/Ö
h
á
τ
û

��Ï#{:wyÏ�zLx � E �h 3������
�021 - �	$C��$	0o 3��� - 
����
(1.5)

�
(3.11)

7L+�-�" ���ï�� ��v������
� ��\�������	�C�
h0
*

τ0
* ��� - �����	�

τ 6 τ0
*
h 6 h0

* � - 1#"��
σ = 0.5

�����Á"[���v��$	���j"����$ - ����$ - �ý��������/�
(3.1)

;
(3.4)��1#"���
'�����	�	
��s��1#"�� - "�$�� � - �C��$	�	�

(3.36)
7

KNÞ]×3Õ�â3ã�à3Ü�Ý	Ý3Õ/ë�Ó�×	æ	á3Õ/æ	Ý3Õ/ë�Õ/ñ3Ü�Ý	ê	ájØ�â:Ü�ß3ã�Ü�ÖvÜ�ß3á	Ý3Ø�Ö�Ù�Ü�Ý	Ý3Õ�Ø�Ö�î3íCÓ!Ö/Ó�ê	ö!Ü]ã�Ø�Ö�Õ/ë	à	á	Ù�Õ�Ø�Ö�îvæ3Ü�é
ä³Ü�Ý	á	Úºæ:Ó�Þ�Ý3Õ�Ø�Ö�Ý3Õ/ëjÞ�Ó�ß�Ó�à	á ø0/ û�� ù � ø0/ û � ù ×3Õ³Ý:Ó�à:Ó�â3î�Ý	üXè÷ß�Ó�Ý	Ý	üXèúáÁ×	æ:Ó�Ù�Õ/ëÁà:Ó/Ø�Ö�á�ûfNã�Ø�Ö�î

u(x, t) �
æ3Ü�ä³Ü�Ý	á3Ü?Þ�Ó�ß�Ó�à	á ø ��û�� ù � ø ��û � ù í y(xi, tj) = yji �

æ3Ü�ä³Ü�Ý	á3Ü?æ:Ó�Þ�Ý3Õ�Ø�Ö�Ý3Õ/ëïÞ�Ó�é
ß�Ó�à	á ø0/ û�� ù � ø0/ û � ù û�WLÔ�Õ/Þ�Ý:Ó�à	á3è à3Ü�æ3Ü�Þ

zji = yji − uji
×3Õ/å�æ3Ü�ä!Ý3Õ�Ø�Ö�î3í,å�ß:Ü

uji = u(xi, tj)
û6Z[Õ/å�ß�Ó'í

×3Õ�ß:Ø�Ö/Ó�Ù/â3Ú'Ú
y = z + u

Ù ø0/ û�� ù � ø0/ û � ù í3×3Õ�â3ã�à	á3èúÞ�Ó�ß�Ó�à	ãsß	â3Ú z õ
κzt,i = Λ(t)z

(σ)
i +Λ∗(t)z +Ψi, (x, t) ∈ ωhτ , (3.37)

a1χ0z
(σ)
x,0 +

(
γ1zx,0

)
t
=

0.5h

m+ 1

(
zt,0 + d0z

(σ)
0

)
− ν1, t ∈ ωτ , (3.38)

−
(
aNχNz

(σ)
x,N +

(
γzx
)
t,N

)
= κ̃βz

(σ)
N + 0.5hκ̃zt,N − ν2, t ∈ ωτ , (3.39)

z(x, 0) = 0, x ∈ ωh, (3.40)å�ß:Ü
Ψ = O

(
h2+τmσ

x

) í
ν1 = O

(
h2 + τmσ

) í
ν2 = O

(
h2 + τmσ

)
�
×3Õ/å�æ3Ü�ä!Ý3Õ�Ø�Ö�ájÓ�×	×	æ3Õ/ê�Ø�á3èTÓ�ñ	á	á

ß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý3Õ/ëVÞ�Ó�ß�Ó�à	á ø ��û�� ù � ø ��û � ù æ:Ó�Þ�Ý3Õ�Ø�Ö�Ý3Õ/ëþØ�ç#Ü�è,Õ/ë ø0/ û�� ù � ø0/ û � ù Ùðê'â�Ó/Ø�Ø�Üjæ3Ü�ä³Ü�Ý	á	ë
u = u(x, t)

Þ�Ó�ß�Ó�à	á ø � ù � ø � ù ûfNæ	á3è,Ü�Ý	Ú'Ú�Ó�×	æ	á3Õ/æ	Ý	ã�ò Õ/ñ3Ü�Ý	ê	ã ø0/ û / � ù êºæ3Ü�ä³Ü�Ý	á	ògÞ�Ó�ß�Ó�à	á ø0/ û / � ù � ø0/ û � � ù í3×3Õ�â3ã�à:Ó/Ü�è
∥∥xm

2 zj+1
]∣∣2
0
+
∥∥xm

2 zj+1
x

]∣∣2
0
+

j∑

j ′=0

∥∥xm
2 (ẑ + z)j

′

x

]∣∣2
0
τ 6M

j∑

j ′=0

(∥∥xm
2 Ψ
∥∥2
0
+ ν21 + ν22

)
τ, (3.41)
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á
τ
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KNÞ ø0/ û � � ù ×3Õ�â3ã�à	á3èôÓ�×	æ	á3Õ/æ	Ý	ã�ò Õ/ñ3Ü�Ý	ê	ã
∥∥xzj+1

]∣∣2
0
+
∥∥xzj+1

x

]∣∣2
0
+

j∑

j ′=0

∥∥x(ẑ + z)j
′

x

]∣∣2
0
τ 6M

j∑

j ′=0

(∥∥xΨ
∥∥2
0
+ ν21 + ν22

)
τ. (3.42)

KNÞvÓ�×	æ	á3Õ/æ	Ý3Õ/ëïÕ/ñ3Ü�Ý	ê	á ø0/ û ��� ù Ø�â:Ü�ß3ã�Ü�ÖjØ�ç#Õ�ß3á3è,Õ�Ø�Ö�î�æ3Ü�ä³Ü�Ý	á	Ú®æ:Ó�Þ�Ý3Õ�Ø�Ö�Ý3Õ/ëðÞ�Ó�ß�Ó�à	á ø0/ û�� ù � ø0/ û � ùêºæ3Ü�ä³Ü�Ý	á	òdß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý3Õ/ëjÞ�Ó�ß�Ó�à	á ø ��û�� ù � ø ��û � ù ×3Õ©Ý3Õ/æ3è,Ü
∥∥xzj+1

]∣∣2
1
=
∥∥xzj+1

]∣∣2
0
+
∥∥xzj+1

x

]∣∣2
0
+

j∑

j ′=0

∥∥x(ẑ + z)j
′

x

]∣∣2
0
τ

Ý:Ósê'Ó�ö³ß:Õ�è Ø�â:Õ�Ü©Ö/Ó�ê�í�à	Ö�ÕÁÜ�Ø�â3áðØ�ã�Û³Ü�Ø�Ö�Ù�ã�òLÖºÖ/Ó�ê	á3Ü
h0
í
τ0
íCÖ�Õ°×	æ	á

σ = 0.5
í
τ 6 τ0

í
h 6 h0Ø�×	æ:Ó�Ù�Ü�ß	â3á	Ù#ÓLÕ/ñ3Ü�Ý	ê'Ó ∥∥x(yj+1−uj+1)

]∣∣2
1
6M

(
h2+τ2

)
,
å�ß:Ü

M �
×3Õ�â:Õ�ö©á	Ö�Ü�â3î�Ý:Ó�Ú³×3Õ�Ø�Ö�Õ�Ú'Ý	Ý:Ó�Ú�í

Ý3ÜNÞ�Ó�Ù�á3Ø�Ú'Û©Ó�ÚjÕ/Ö
h
á
τ
û

�ºÒ ��,Ï#ÑyÑ '����
� ��+yÏ#wyÒ6zLÏ#Ñ 	/E�^6Ó/Ø�Ø�è,Õ/Ö�æ	á3èVØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ!ã�ò Ö�Ü�Ø�Ö�Õ/Ù�ã�ògÞ�Ó�ß�Ó�à	ãCõ
ut =

1

xm
(
xmk(x, t)ux

)
x
+

1

xm
(
xmη(x, t)ux

)
xt
+ r(x, t)ux − q(x, t)u+ f(x, t),

0 < x < l, 0 < t 6 T,

Π(0, t) = 0, 0 6 t 6 T,

−Π(l, t) = β(t)u(l, t) − µ(t), 0 6 t 6 T,

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l,

k(x, t) = ex+t, η(x, t) = ex−t, q(x, t) = ext,

f(x, t) = −4ex
4−4t − 4(3 +m)x2(1− e−t) + ext+x4−4t,

β = et cos(t), µ(t) = et cos(t)(cos(t)− 1), u0(x) = ex
4
,

Π(x, t) = k(x, t)ux +
(
η(x, t)ux

)
t
.Z[Õ/à	Ý3Õ�Ü]æ3Ü�ä³Ü�Ý	á3ÜJÞ�Ó�ß�Ó�à	á

u(x, t) = cos(x) + cos(t)
û

HNá	ö!ÜNÙ!Ö/Ó/Ô�â3á	ñ3Ü �LØ�æ:Ó�Ù�Ý	á	Ù#Ó�òLÖ�Ø�ÚºÞ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	Ú°à	á3Ø�â:Ü�Ý	Ý3Õ/å�Õ³á°Ö�Õ/à	Ý3Õ/å�Õ!æ3Ü�ä³Ü�Ý	á	áºÞ�Ó�ß�Ó�à	áº×	æ	á
m = 2

û�ZyÓ/Ô�â3á	ñ:Ó �s×3Õ/ê'Ó�Þ�ü2Ù#Ó/Ü�Ö�í[à	Ö�Õ°ê�Õ/å�ß�Ó
h = τ

í�×	æ	á�ã'è,Ü�Ý	î�ä³Ü�Ý	á	áìæ:Ó�Þ�è,Ü�æ:ÓºØ�Ü�Ö�ê	áðèTÓ�ê�Ø�á'é
èTÓ�â3î�Ý3Õ�ÜNÞ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á3ÜJ×3Õ/å�æ3Ü�ä!Ý3Õ�Ø�Ö�áº×	æ	á

σ = 0.5
í
m = 2

ã'è,Ü�Ý	î�ä©Ó/Ü�Ö�Ø�Ú°Ù©Ø�Õ�Õ/Ö�Ù�Ü�Ö�Ø�Ö�Ù�á	ájØL×3Õ/æ#Ú�ß	é
ê�Õ�èôÓ�×	×	æ3Õ/ê�Ø�á3èTÓ�ñ	á	á®æ:Ó�Þ�Ý3Õ�Ø�Ö�Ý3Õ/ë�Ø�ç#Ü�è6ü

O(h2 + τ2)
û3fJÕ/æ#Ú�ß:Õ/ê�Ø�ç#Õ�ß3á3è,Õ�Ø�Ö�á�æ:Ó�Ù�Ü�Ý

log h1
h2

e1
e2

û
�CÍ���Å��	�'Í�
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}

#4�1 �¦5�����û®� � �81
K%KE���®1���1G����3 ��0�#��"G7��� �:��#|5�� #4� ����#UT����)KB�JL��:����0�3 #B���5LJG�0v5U3 #B��� �)F�#%Q9021
F���û

 #k7��:�

C ⊂ X
í�F����

H(C) :=
{
(x, t) ∈ X × R
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Φκ :=
{
(k1, k2, x) ∈ X3 : x = k1 − k2, kı ∈ Kı

}
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Φ ⊂ X ×X2 L��1k����5Ls1��

Φ :=
{
(h, x1, x2) ∈ X ×X2 : xı + h ∈ Kı (ı := 1, 2)

}
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σn : ((x1, y1), . . . , (xn, yn)) 7→ ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn))
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πE(K) :=

{
T ∈ L (X,E) : Tk 6 0 (k ∈ K)

}
.

��K4�8140=KB��í
πE(K)

#4�1 �¦5���� #B�
L (X,E)

û
[S\ Z�"®]4Z�3úE� 	��

K1, . . . ,Kn � 	 H'>?G=	!��� G � ��>�� >?�A>����AH@��� �0	'H���>?�J�����
H'	
X

��G=� �A	��
E � 	 �

��>�� >?�A>����AH@���<�2��G4��>?�@>����AH�;9�����
H'	 7�� �
K1, . . . ,Kn

���@	�� G���	�G=	�������� >���� ���A>?G �A;=	�G

πE(K1 ∩ · · · ∩Kn) = πE(K1) + · · · + πE(Kn).

j�^f�E_¬]0"�^ 3 Z
^f�D[�"®]g_�^�Z����E	-�'_b�! 3E�) ������3 � ���®1��
X

#4��1�0��81
K�7�� �:�v5U0 �=F®1 ����í
Y

#4��1Iq 4/��� 7 0 7 .�#sr1�
2(m�4�r3 û� �:�

B := B(Y )
/ � ����� ; 4
2� 5
G Y í #�û���û¡í ����� �¦5U3gF�K4�:��� ��5
5/K4�81���1
K%Q���/�021��«5
GIF�5 ��#B��#k7��F�0v5
N�� �:��#|5���� #B�

Y
d*1��-L K4�:�

m(Y )
/ ������� ����#k7���0��21
K��¦5U3gF�K4�:��#|5���5
G

Y
û'! �:� 5����¸/��

L(X,Y )
�����

�=F®1 ����5
G�KB#B���8140�5/F ��021��v5U0��RG�0v5U3
X

�v5
Y
û � � �81����

X
#4�RG7��0���#4�����5L�H #B��� �v5U3 �

Y
é ����3 #B� 5U0�3 5��

X
í

/��
L(m)(X,Y )

H��3 �81�������� 2(m�4�r3 798 n 7 *I#��f4&�B =n 7 m- 10=4&� 7 032 G�0v5U3 X
�v5
Y
ûL) �,�����®1
K�í {T 6 0} :=
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(∃X > 0) XA = B ↔ {A 6 0} ⊂ {B 6 0}.
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∀∀ (F ) := ∗
{
y′ : (∀x ∈ µ(N ) ∩ dom(F )) (∀ y ≈ y′) (x, y) ∈ F

}
,

∃∀ (F ) := ∗
{
y′ : (∃x ∈ µ(N ) ∩ dom(F )) (∀ y ≈ y′) (x, y) ∈ F

}
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∀∃ (F ) := ∗
{
y′ : (∀x ∈ µ(N ) ∩ dom(F )) (∃ y ≈ y′) (x, y) ∈ F

}
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∃∃ (F ) := ∗
{
y′ : (∃x ∈ µ(N ) ∩ dom(F )) (∃ y ≈ y′) (x, y) ∈ F

}
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3D/�5/KB#B"�#B��QF���21��-L 140ZL #B"{1���#|5���1��-L
y ≈ y′

���21��-L #B��QoGB5U0 ����� #����l�-#'�B Pmf0 7 $/#'�'#'�'6 / �:�BH����:� y1��-L
y′

#B�
τ
í�#�û���û

y′ ∈ µ(τ(y))
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G F 1
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F
� �B���?����G=�%���@�-H'>?���@	!��� >?G=��	�G=H'	 �A;=	�G

∃∃ (F ) =
⋂

U∈N

cl

( ⋃

x∈U

F (x)

)
;

∀∃(F ) =
⋂

U∈N̈

cl

( ⋃

x∈U

F (x)

)
,

� ;=	��@	 ¨N
� � �A;=	 �
��� � � >�� ����� ��	��

N
>?G
X
* � 7 	 7 * �A;=	 � ��D� � C H'>?D �4��� ��� G��E��� � �?� � �@	�� �F>�� X DE	'	���� G��

µ(N )
7
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Ha
(
F, x′

)
:=

⋃

U∈τ(x′),
α′

#B���
τ

⋂

x∈F∩U,
0<α6α′

F − x

α
;

Cl
(
F, x′

)
:=

⋂

V ∈Nτ

⋃

U∈τ(x′),
α′

⋂

x∈F∩U,
0<α6α′

(
F − x

α
+ V

)
;

Bo
(
f, x′

)
:=

⋂

U∈τ(x′),
α′

�)K
τ

⋃

x∈F∩U,
0<α6α′

F − x

α
,
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τ(x′) := x′+Nτ
1��-L

Nτ
í������ "���0v5 ���:#%Q �L/�5U0�� 5
5�LDk-KB����0�/®1�����5
G ����� �v5/F�5/K|5/Q �

τ
û

�/L7 #|5����=KB��í
Ha
(
F, x′

)
⊂ Cl

(
F, x′

)
⊂ Bo

(
F, x′

)
.
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ϕ
1��-L

x′ ∈ F
õ

(∀•x)ϕ := (∀x ≈τ x
′)ϕ := (∀x) (x ∈ F ∧ x ≈τ x

′) → ϕ,

(∀•h)ϕ := (∀h ≈τ h
′)ϕ := (∀h) (h ∈ X ∧ h ≈τ h

′) → ϕ,

(∀•α)ϕ := (∀α ≈ 0)ϕ := (∀α) (α > 0 ∧ α ≈ 0) → ϕ.
�����"T��®1�����# k!��0�� ∃•x í ∃•h í ∃•α 140��"L��1k����5L #B� ����� �®1�����021
KOH�1��F/��+L �®1
KB#B� �¸5��«1�������3 #B��Q0���®1��

(∃•x)ϕ := (∃x ≈τ x
′)ϕ := (∃x) (x ∈ F ∧ x ≈τ x

′) ∧ ϕ,

(∃•h)ϕ := (∃h ≈τ h
′)ϕ := (∃h) (h ∈ X ∧ h ≈τ h

′) ∧ ϕ,

(∃•α)ϕ := (∃α ≈ 0)ϕ := (∃α) (α > 0 ∧ α ≈ 0) ∧ ϕ.
�¦^��*^�_b�8ZLa _A3 	-��]4Z�5}]4ZLa8Z
^f��	�� _�"�^�a�E}�����D��5���KB#%QL1��-L �¦5���� #4� �����G���21��-L 140ZL #B"{1���#|5�� 5
G,����� ∃∃∃ é�¦5����&d�#�û���û¡í # G

h′
#4� ���21��-L 140ZL �����:�

h′ ∈ Bo(F, x′) ↔ (∃•x) (∃•α) (∃•h)x+ αh ∈ F.

��������1/L 143¹140ZL �¦5���� #4� ����� ���21��-L 140ZL #B"{1���#|5��s5
G2����� ∀∀∀ é �¦5�����õ
Ha(F, x′) = ∀∀∀ (F, x′),

H #B���
µ(R+)
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K4��û
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Cl(F, x′) = ∀∀∃ (F, x′).
� �£365U0��hL��:�21�#%K�í

h′ ∈ Cl(F, x′) ↔ (∀•x) (∀•α) (∃•h)x+ αh ∈ F.
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ε
é �¦5��L7���&pG7��� �:��#|5�����û

� & 1 �:���81
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�
5U3 �J1
KB����0��®1���#k7����.140��G����Q&Q��������5L /��«1 �:���®1
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5
G #����l�-#'�B 321#�*p4 >�7 mc�'#�*p4 > #'�'6 û

j�^f�8ZL]�Z�5}a _'��"�^TE
) ������3 ��Q #k7��:�¹1 �¦5��L7���&J5/F ��021��v5U0
f : X → E• 1��-L61PF�5�#B��� x #B�G����� ���E� �:��#k7��L�5U3¹1�#B�

dom(f) := {x ∈ X | f(x) < +∞} 5
G f û
 #k7��:�
ε > 0

#B� �����:F�5 ��#B��#k7����¦5����
E+
5
G
E
í
/��������

ε
é 21A ; n/# �  10Z 1���'#s4 > 5
G f 1�� x

H���3 �81�� �����
���:�

∂εf(x) :=
{
T ∈ L(X,E) | (∀x ∈ X) (Tx− f(x) 6 Tx− f(x) + ε)

}
.
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∂f(x)
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G
ε
é ����/-L # G�G ��0��:�'é

��#u1
K4��õ
∂f(x) :=

⋂

ε>0

∂εf(x).

� � �v5/F�5/K|5/Q #��81
K ���:����#B��QpH�� ����� �¦5�����#B��� 5�����5/F ��021��v5U0���í�0��)F�Ku1 �:#B��Q
L(X,E)

H #B���
L (X,E)

û
ε �
" 5E� _A3 	-�'_b�! 3E

[S\ Z�"®]4Z�3úE � 	��
f1 : X×Y → E• ��G=� f2 : Y ×Z → E• � 	 H'>?G4�0	 � >�� 	�������>?��� ��G=�

δ, ε ∈ E+ 7
�4��� � >��@	 �A;4��� �A;=	 H'>?G4�0>?� �����A>?G

f2∆f1
� �
δ � 	 � �
H��<���=�@>?DE	 � >�� G4�

(x, y, z) �
� 7 	 7 *

δ+(f2∆f1)(x, y) =
f1(x, y)+f2(y, z)

7�� � * DE>?�@	'>��0	�� * �A;=	 H'>?G4�0	 � �@	�� � epi(f1, Z) ��G=� epi(X, f2) ���@	 � G ��	�G=	������ � >���� ���A>?G *�A;=	�G

∂ε(f2∆f1)(x, y) =
⋃

ε1>0, ε2>0,
ε1+ε2=ε+δ

∂ε2f2(y, z) ◦ ∂ε1f1(x, y).
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E
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E
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5
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E
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µ(E ) :=
⋂{[0, ε] | ε ∈ ◦E } û9������3 ��3D/ ��0��	5
G µ(E )

140�� m 7 21#'�'#�./ ,#����l�-#'�B 321#�*p4 > 2 H #B���¹0����=F � �:� �v5
E
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µ(E )
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R
1��-L�í 365U0��¦587���0�í

µ(E ) ∩ ◦E = 0
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#4� #B����0v5�L � ���5Ls1���GB5/K%K|5�H ��õ
e1 ≈ e2 ↔ e1 − e2 ∈ µ(E ) & e2 − e1 ∈ µ(E ).
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Df(x) :=

⋂

ε∈◦E

∂εf(x) =
⋃

ε∈µ(E )

∂εf(x),

H ��#���� #4� ����� #����l�-#'�B 321#�*p4 > 21A ; n/# �  10Z 1���'#s4 > 5
G f 1�� x ûA�����C�)K4��3 �:�����=5
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G f 1�� x
û
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e := infx∈C f(x)
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G
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(C, f)
û�)MG �81���#k/�K4� F�5�#B���

x0
#4���81
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f(x0) ≈ e
í #�û���û¡í

# G
f(x0) 6 f(x) + ε

GB5U0 ��7���0��
x ∈ C

1��-L ��7���0�� ���21��-L 140ZL
ε ∈ E

û
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x0 ∈ X
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f(x) → inf
# G

1��-L 5���KB��# G
0 ∈ Df(x0)
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f1 : X×Y → E• ��G=� f2 : Y ×Z → E• � 	FH'>?G4�0	 � >�� 	�������>?��� 7 �4��� � >��@	7�A;4���
�A;=	 H'>?G4�0>?� �����A>?G

f2∆f1
� � � G ��G � ��	!��� D ��� � C 	 � �
H�� ���F�@>?DE	 � >�� G4�

(x, y, z) �
� 7 	 7 *

(f2∆f1)(x, y) ≈
f1(x, y)+f2(y, z).

� � * DE>?�@	'>��0	�� * �A;=	 H'>?G4�0	 � �@	�� �
epi(f1, Z)

��G=�
epi(X, f2)

���@	 � G ��	�G=	������ � >���� ���A>?G
�A;=	�G

D(f2∆f1)(x, y) = Df2(y, z) ◦Df1(x, y).
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B:E �º{��
	�x	Ñy{:|���x3�#x#ÐTx��yÒ�E�KNÞ�ã�à	á3èdØ�×3Ü�ê	Ö�æ:Ó�â3î�Ý	üXÜºØ�Ù�Õ/ë3Ø�Ö�Ù#Ójê	æ:Ó/Ü�Ù�Õ/ëýÞ�Ó�ß�Ó�à	áïß	â3Ú�ß3á3óNé

ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý3Õ/å�ÕÁÕ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ:Ó°à3Ü�Ö�Ù�Ü�æ	Ö�Õ/å�Õº×3Õ/æ#Ú�ß3ê'Ó'í�Þ�Ó�ß�Ó�Ù#Ó/Ü�è,Õ/å�Õ°ß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý	üXè_ã�æ:Ó�Ù/é
Ý3Ü�Ý	á3Ü�èúÙ�á'ß�Ó

y(4)(x) + q(x)y(x) = λa4y(x), 0 6 x 6 π, a > 0, (1)ØN×3Ü�æ	á3Õ�ß3á	à3Ü�Ø�ê	á3è6á®å�æ:Ó�Ý	á	à	Ý	üXè6ájã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú	è6á
y(0) = y(π), y′(0) = y′(π), y′′(0) = y′′(π), y(3)(0) = y(3)(π). (2)
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U®ß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý3Õ�èjã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	á ø � ù à	á3Ø�â:Õ λ ∈ C �

Ø�×3Ü�ê	Ö�æ:Ó�â3î�Ý	ü2ë³×:Ó�æ:Ó/è,Ü�Ö�æ�í�óJã�Ý	ê	ñ	á	Ú
ρ(x) = α4 > 0 �

Ù�Ü�Ø�Õ/Ù#Ó�ÚðóJã�Ý	ê	ñ	á	Ú�í�óJã�Ý	ê	ñ	á	Ú
q(x) �

×3Õ/Ö�Ü�Ý	ñ	á:Ó�â[ûyijü ×	æ3Ü�ß3×3Õ�â�Ó�å�Ó/Ü�è2íyà	Ö�Õ
×3Õ/Ö�Ü�Ý	ñ	á:Ó�â

q(x)
Ú'Ù/â3Ú	Ü�Ö�Ø�ÚÁØ�ã'è,è6á	æ	ã�Ü�è,Õ/ë�óJã�Ý	ê	ñ	á3Ü�ëÁÝ:Ó³Õ/Ö�æ3Ü�Þ�ê�Ü

[0;π]
õ

q(x) ∈ L1[0;π] ⇔
( x∫

0

q(t) dt

)′

x

= q(x) (3)

×3Õ/à	Ö�áºß	â3ÚºÙ�Ø�Ü�ç
x
á	Þ\Õ/Ö�æ3Ü�Þ�ê'Ó

[0;π]
û

� E �>�
	'{:wyÒ �yÏ��
�yÒ � {:u$�#{:w�EhY�Ý:Ó�à:Ó�â�ÓìØ�×3Ü�ê	Ö�æ:Ó�â3î�Ý	üXÜjØ�Ù�Õ/ë3Ø�Ö�Ù#ÓìÕ�Ô/ü2ê	Ý3Õ/Ù�Ü�Ý	Ý	ü8çúß3á3ó]ó]Ü�é
æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý	ü8çþÕ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ3Õ/Ùýá	Þ�ã�à:Ó�â3á3Ø�îýÙðÖ�Õ�èbØ�â3ã�à:Ó/Ü�í�ê�Õ/å�ß�Óðê�Õ���ó]óJá	ñ	á3Ü�Ý	Ö�ü ß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á'é
Ó�â3î�Ý	ü8çúã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	ë�í,Þ�Ó�ß�Ó�òLÛ!á'ç ��Ö�á÷Õ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ	ü]í�Ô/ü8â3áúß:Õ�Ø�Ö/Ó�Ö�Õ/à	Ý3Õìå�â�Ó�ß3ê	á3è6áVóJã�Ý	ê	ñ	á	Ú	è6á�û
U÷æ:Ó/Ô�Õ/Ö�Ü ������Ô/ü8â3ás×3Õ�â3ã�à3Ü�Ý	ü Ó/Ø�á3è6×	Ö�Õ/Ö�á	à3Ü�Ø�ê	á3Ü]ó]Õ/æ3è6ã�â3üôß	â3Úvê�Õ/æ	Ý3Ü�ëºê	Ù#Ó�Þ�á	×3Õ�â3á	Ý3Õ�è,Õ/Ù3í	ê�Õ�é
Ö�Õ/æ	üXÜ8×3Õ�â3ã�à:Ó�òLÖ�Ø�Ú³×	æ	á³á	Þ�ã�à3Ü�Ý	á	á?Õ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ3Õ/Ù]Ù�üXØ�ä!á'ç!×3Õ/æ#Ú�ß3ê�Õ/Ù\Ø�æ3Ü�å�ã�â3Ú'æ	Ý	üXè6á©å�æ:Ó�Ý	á	à	Ý	ü8é
è6á®ã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú	è6áìØ!å�â�Ó�ß3ê	á3è6á�ê�Õ���ó]óJá	ñ	á3Ü�Ý	Ö/Ó/è6á�û�U æ:Ó/Ô�Õ/Ö�Ü � � �,Ù�ü2à	á3Ø�â:Ü�Ý	ü æ3Ü�å�ã�â3Ú'æ	á	Þ�Õ/Ù#Ó�Ý	Ý	üXÜØ�â:Ü�ß3ü_Ö/Ó�ê�Õ/å�Õ©æ3Õ�ß�Ó³Õ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ3Õ/Ù3û3Uôæ:Ó/Ô�Õ/Ö�Ü � � ��Ù�ü2à	á3Ø�â:Ü�Ý	ü Ø�â:Ü�ß3ü Õ�Ô/ü2ê	Ý3Õ/Ù�Ü�Ý	Ý	ü8ç°ß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý'é
ñ	á:Ó�â3î�Ý	ü8çjÕ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ3Õ/ÙvÙ�üXØ�ä!á'ç°×3Õ/æ#Ú�ß3ê�Õ/Ù°ØLß:Õ�Ø�Ö/Ó�Ö�Õ/à	Ý3Õvå�â�Ó�ß3ê	á3è6ájê�Õ���ó]óJá	ñ	á3Ü�Ý	Ö/Ó/è6á�û

Uðæ:Ó/Ô�Õ/Ö/Ó�ç � / �	á � ���:Ó�Ù�Ö�Õ/æ³ã�Ø�×3Ü�ä!Ý3ÕL×3Õ/Ý	á	Þ�á'â?å�â�Ó�ß3ê�Õ�Ø�Ö�î]ê�Õ���ó]óJá	ñ	á3Ü�Ý	Ö�Õ/ÙNß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î/é
Ý	ü8çºÕ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ3Õ/Ùsáºá	Þ�ã�à	á'â�Õ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ	üdØNê	ã�Ø�Õ/à	Ý3Õ�é�å�â�Ó�ß3ê	á3è6á®ê�Õ���ó]óJá	ñ	á3Ü�Ý	Ö/Ó/è6á�û:UVæ:Ó/Ô�Õ/Ö�Ü � � �
á	Þ�ã�à3Ü�Ý©ß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý	ü2ësÕ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ�í�ã!ê�Õ/Ö�Õ/æ3Õ/å�Õ\Ý3Ü8Ö�Õ�â3î�ê�Õ]×3Õ/Ö�Ü�Ý	ñ	á:Ó�âsÚ'Ù/â3Ú	Ü�Ö�Ø�Ú?ê	ã�Ø�Õ/à	Ý3Õ�é
Ý3Ü�×	æ3Ü�æ	ü2Ù�Ý3Õ/ë®óJã�Ý	ê	ñ	á3Ü�ë�í'Ý3Õ©áºÙ�Ü�Ø�Õ/Ù#Ó�ÚÁóJã�Ý	ê	ñ	á	Ú°Ö/Ó�ê	ö!Ü\Ô/ü8â�Ó©ê	ã�Ø�Õ/à	Ý3Õ�é�å�â�Ó�ß3ê�Õ/ë�û

^yÜ�Þ�ê	á	ë³×	æ3Õ/å�æ3Ü�Ø�Ø�Ùhá	Þ�ã�à3Ü�Ý	á	á\ß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý	ü8ç\Õ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ3Õ/ÙJÔ/ü8â³Ø�ß:Ü�â�Ó�Ý©Ø�Õ/Ù�Ø�Ü�èÁÝ3Ü�ß�Ó�Ù/é
Ý3Õ	í�ê�Õ/å�ß�Ó]Ù]æ:Ó/Ô�Õ/Ö/Ó�ç � ���á � � ��Ô/ü8âsá	Þ�ã�à3Ü�ÝvÕ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æsÙ�Ö�Õ/æ3Õ/å�Õ]×3Õ/æ#Ú�ß3ê'Ó\ØhØ�ã'è,è6á	æ	ã�Ü�è6üXèì×3Õ/Ö�Ü�Ý'é
ñ	á:Ó�â:Õ�è2íCÔ/ü8â3á�Ù�ü2à	á3Ø�â:Ü�Ý	üSÓ/Ø�á3è6×	Ö�Õ/Ö�á	ê	á�×	æ3Õ/á	Þ�Ù�Õ�â3î�Ý3Õ/å�Õ°×3Õ/æ#Ú�ß3ê'ÓsØ�Õ�Ô�Ø�Ö�Ù�Ü�Ý	Ý	ü8ç�Þ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	ë®á
Ø�Õ�Ô�Ø�Ö�Ù�Ü�Ý	Ý	ü8çúóJã�Ý	ê	ñ	á	ëðê	æ:Ó/Ü�Ù�Õ/ëúÞ�Ó�ß�Ó�à	áúQ Ö�ã�æ3èTÓ

�
MJá	ã�Ù�á'â	â3ÚðÝ:ÓjÕ/Ö�æ3Ü�Þ�ê�Ü�û,i�Ü�Ö�Õ�ß3á	ê'Ó�æ:Ó�é

Ô�Õ/Ö � ��í$� ��ß	â3Ú�á	Þ�ã�à3Ü�Ý	á	ÚðØ�×3Ü�ê	Ö�æ:Ó�â3î�Ý	ü8çïØ�Ù�Õ/ë3Ø�Ö�Ù®Õ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ3Õ/Ù®Ø?Ø�ã'è,è6á	æ	ã�Ü�è6üXè6áïê�Õ���ó]óJá	ñ	á'é
Ü�Ý	Ö/Ó/è6ájÝ3ÜJ×3Ü�æ3Ü�Ý3Õ�Ø�á	Ö�Ø�ÚÁÝ:Ó©Õ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ	üdÔ�Õ�â:Ü�ÜJÙ�üXØ�Õ/ê	á'çº×3Õ/æ#Ú�ß3ê�Õ/Ù3û

Uïæ:Ó/Ô�Õ/Ö/Ó�ç � �'í���� ��Ó�Ù�Ö�Õ/æ3Õ�è�æ:Ó�Þ�æ:Ó/Ô�Õ/Ö/Ó�Ý:Ó]Ý3Õ/Ù#Ó�Ú©è,Ü�Ö�Õ�ß3á	ê'ÓNß	â3Ú³á	Þ�ã�à3Ü�Ý	á	Ú³ß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î/é
Ý	ü8çýÕ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ3Õ/ÙðØsØ�ã'è,è6á	æ	ã�Ü�è6üXè6á÷ê�Õ���ó]óJá	ñ	á3Ü�Ý	Ö/Ó/è6á�ûTUAæ:Ó/Ô�Õ/Ö�Ü � � �XÔ/ü8â÷á	Þ�ã�à3Ü�ÝúÕ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ
à3Ü�Ö�Ù�Ü�æ	Ö�Õ/å�Õ\×3Õ/æ#Ú�ß3ê'Ó'í#ã!ê�Õ/Ö�Õ/æ3Õ/å�Õ\Ý3Ü2Ö�Õ�â3î�ê�Õ]×3Õ/Ö�Ü�Ý	ñ	á:Ó�â[í#Ý3ÕJá?ê�Õ���ó]óJá	ñ	á3Ü�Ý	Ö\×	æ	á?×3Ü�æ	Ù�Õ/ëv×	æ3Õ�é
á	Þ�Ù�Õ�ß3Ý3Õ/ë÷Ô/ü8â3áýá	Ý	Ö�Ü�å�æ	á	æ	ã�Ü�è6üXè6á÷Ý:ÓjÕ/Ö�æ3Ü�Þ�ê�ÜºóJã�Ý	ê	ñ	á	Ú	è6á�ûyUSæ:Ó/Ô�Õ/Ö�Ü ����� �2æ:Ó/Ø�Ø�èTÓ�Ö�æ	á	Ù#Ó�â:Ø�Ú
Õ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æðä³Ü�Ø�Ö�Õ/å�Õº×3Õ/æ#Ú�ß3ê'ÓÁØ³Þ�Ó�×:Ó�Þ�ß3ü2Ù#Ó�òLÛ!á3èdÓ�æ	å�ã'è,Ü�Ý	Ö�Õ�è2í�×3Õ/Ö�Ü�Ý	ñ	á:Ó�âýÕ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ:ÓºÚ'Ù/â3Ú�â	éØ�Ú®Ø�ã'è,è6á	æ	ã�Ü�è,Õ/ë�óJã�Ý	ê	ñ	á3Ü�ë�Ý:ÓvÕ/Ö�æ3Ü�Þ�ê�Ü�íCå�æ:Ó�Ý	á	à	Ý	üXÜ!ã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú�æ:Ó�Þ�ß:Ü�â:Ü�Ý	Ý	üXÜ�í�Ô/ü8â�ÓvÙ�ü2à	á3Ø�â:Ü�é
Ý:Ó�Ó/Ø�á3è6×	Ö�Õ/Ö�á	ê'Ó®Ø�Õ�Ô�Ø�Ö�Ù�Ü�Ý	Ý	ü8çïÞ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	ëúáýØ�Õ�Ô�Ø�Ö�Ù�Ü�Ý	Ý	ü8çýóJã�Ý	ê	ñ	á	ë�û[HJÜ�Õ�Ô�ç#Õ�ß3á3è,ÕìÕ/Ö�è,Ü�Ö�á	Ö�î3í
à	Ö�ÕJØ�Ù�Õ/Þ�æ:Ó/Ø�Ö/Ó�Ý	á3Ü�è�×3Õ/æ#Ú�ß3ê'ÓLß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý	ü8ç³ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	ë�í/Þ�Ó�ß�Ó�òLÛ!á'ç³Õ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ	ü]í�Ø�â:Õ�ö³é
Ý3Õ�Ø�Ö�î?Ù�ü2ê'â�Ó�ß:Õ/êjÙ�Õ/Þ�æ:Ó/Ø�Ö/Ó/Ü�Ö°è6Ý3Õ/å�Õ/ê	æ:Ó�Ö�Ý3Õ	û

Uþæ:Ó/Ô�Õ/Ö�Ü ��� ���[ã�ß�Ó�â:Õ�Ø�î?á	Þ�ã�à	á	Ö�î©ß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý	ü2ë�Õ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æj×	æ3Õ/á	Þ�Ù�Õ�â3î�Ý3Õ/å�ÕvÝ3Ü�à3Ü�Ö�Ý3Õ�é
å�Õ®×3Õ/æ#Ú�ß3ê'Ó�Ø�Õ�Ø�Ö/Ó�Ý'ß�Ó�æ	Ö�Ý	üXè6áVóJá	ê�Ø�á	æ3Õ/Ù#Ó�Ý	Ý	üXè6áôæ:Ó�Þ�ß:Ü�â:Ü�Ý	Ý	üXè6á÷å�æ:Ó�Ý	á	à	Ý	üXè6áôã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú	è6á�û
Uúæ:Ó/Ô�Õ/Ö�Ü ���� �Cá	Þ�ã�à3Ü�Ý	üþØ�×3Ü�ê	Ö�æ:Ó�â3î�Ý	üXÜNØ�Ù�Õ/ë3Ø�Ö�Ù#Ó\ñ3Ü�â:Õ/å�Õ!Ø�Ü�è,Ü�ë3Ø�Ö�Ù#Ó]ß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý	ü8çsÕ/×3Ü�é
æ:Ó�Ö�Õ/æ3Õ/ÙvÙ�üXØ�Õ/ê�Õ/å�Õ?à3Ü�Ö�Ý3Õ/å�Õ?×3Õ/æ#Ú�ß3ê'Ó?ØNæ:Ó�Þ�ß:Ü�â:Ü�Ý	Ý	üXè6á�å�æ:Ó�Ý	á	à	Ý	üXè6ájã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú	è6á�û

fJÜ�æ	á3Õ�ß3á	à3Ü�Ø�ê	á3Ü?å�æ:Ó�Ý	á	à	Ý	üXÜ³ã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú�í�ê�Õ/Ö�Õ/æ	üXÜ©è6ü Ô/ã�ß:Ü�èVá	Þ�ã�à:Ó�Ö�î°ÙsÝ:Ó/Ø�Ö�Õ�Ú'Û³Ü�ë�æ:Ó/Ô�Õ/Ö�Ü�í
Ú'Ù/â3Ú'òLÖ�Ø�Ú�Ý3Ü�æ:Ó�Þ�ß:Ü�â:Ü�Ý	Ý	üXè6á�û:c]â3ÚÁß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý	ü8ç®Õ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ3Õ/Ù°×3Õ/æ#Ú�ß3ê'ÓsÙ�ü2ä³Ü\Ù�Ö�Õ/æ3Õ/å�Õ
Ý3Ü�æ:Ó�Þ�ß:Ü�â:Ü�Ý	Ý	üXÜNå�æ:Ó�Ý	á	à	Ý	üXÜhã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú ø ØXñ3Ü�â3î�ò Õ/Ö�üXØ�ê'Ó�Ý	á	Ú°Ó/Ø�á3è6×	Ö�Õ/Ö�á	ê	áÁØ�Õ�Ô�Ø�Ö�Ù�Ü�Ý	Ý	ü8çvÞ�Ý:Ó�à3Ü�é
Ý	á	ë ù æ:Ó�Ý3Ü�Ü]ó\Ó�ê	Ö�á	à3Ü�Ø�ê	ájÝ3ÜNá	Þ�ã�à:Ó�â3á3Ø�î3û

# E6t ��Ò6z�+ 	'{�	'Ò ��x�wyÏ-,�Ï#ÑyÒ �ïÐTÒ����ÁÏ#wyÏ#Ñ ) Òyx���:Ñy{���{ ��wyx	|:ÑyÏ#ÑyÒ%. 	 B�
 +ywyÒúu:{����,�Ò �
�#Ñyx��yÏ#ÑyÒ%. � ��+yÏ�� 	'wyx���:Ñy{���{ +yx	wyx3zLÏ�	'wyx

λ
EhU�Ù�Ü�ß:Ü�èAØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ!á3Ü�Õ�Ô�Õ/Þ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	Ú�õ

λ = s4
í

s = 4
√
λ
í�×	æ	á ��Ö�Õ�èðß	â3Úsê�Õ/æ	æ3Ü�ê	Ö�Ý3Õ�Ø�Ö�áºß�Ó�â3î�Ý3Ü�ë	ä!á'ç°Ù�ü2ê'â�Ó�ß:Õ/êºÞ�Ó/óJá	ê�Ø�á	æ	ã�Ü�èýÖ�ã?Ù�Ü�Ö�Ù�îvÓ�æ	á3óNé

è,Ü�Ö�á	à3Ü�Ø�ê�Õ/å�ÕÁê�Õ/æ	Ý	Ú�í�ß	â3Ú®ê�Õ/Ö�Õ/æ3Õ/ë 4
√
1 = +1

ûCfNã�Ø�Ö�î
wk

ø
k = 1, 2, 3, 4 ù � æ:Ó�Þ�â3á	à	Ý	üXÜ©ê�Õ/æ	Ý	á



�!��"�� - �����������	� �j�#"�����
�� �j��������#�]�����?��� � �]��"[��$��	��������$ -�"/-v- 1C��"���� - "�� / �

à3Ü�Ö�Ù�Ü�æ	Ö�Õ/ë�Ø�Ö�Ü�×3Ü�Ý	áÁá	Þ\Ü�ß3á	Ý	á	ñ	ü]õ

w4
k = 1, wk = e

2πi
4

(k−1) (k = 1, 2, 3, 4); w1 = 1, w2 = e
2πi
4 = i = z 6= 0,

w3 = e
4πi
4 = z2 = −1, w4 = z3 = −i.

(4)

PNá3Ø�â�Ó
wk (k = 1, 2, 3, 4)

á	Þ ø � ù ß:Ü�â3Ú'Ö\Ü�ß3á	Ý	á	à	Ý	ã�ò Õ/ê	æ	ã�ö©Ý3Õ�Ø�Ö�î\Ý:ÓNà3Ü�Ö�ü2æ3Ü2æ:Ó�Ù�Ý	üXÜXà:Ó/Ø�Ö�á�í×	æ	á ��Ö�Õ�è÷Ø�×	æ:Ó�Ù�Ü�ß	â3á	Ù�üdØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ!á3Ü]Ø�Õ�Õ/Ö�Ý3Õ/ä³Ü�Ý	á	Ú�õ
4∑

k=1

wp
k = 0, p = 1, 2, 3;

4∑

k=1

wp
k = 4, p = 0, p = 4. (5)

i�Ü�Ö�Õ�ß:Õ�è÷Ù#Ó�æ	á:Ó�ñ	á	áÁ×3Õ�Ø�Ö�Õ�Ú'Ý	Ý	ü8çÁã�Ø�Ö/Ó�Ý:Ó�Ù/â3á	Ù#Ó/Ü�Ö�Ø�Ú®Ø�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�ÜJã�Ö�Ù�Ü�æ#ö³ß:Ü�Ý	á3Ü�û
��Ï#{:wyÏ�zLx B:E��T���v��$	�C�

y(x, s)
��� � �]��"[��$��	��������$ -�"/-  #"���
�$C��$	��� ø � ù �'
����������!�j"[���v��$	�C����	$C��� " "�������$ -�"/-  #"���
�$C��$	���Á� - ��������"	"�0

y(x, s) =
4∑

k=1

Cke
awksx − 1

4a3s3

4∑

k=1

wke
awksxϕk(x, s), (6)

ϕk(x, s) =

x∫

0

q(t)e−awksty(t, s) dt, k = 1, 2, 3, 4. (7)

C
fNæ3Õ/Ù�Ü�æ	á	Ö�îìØ�×	æ:Ó�Ù�Ü�ß	â3á	Ù�Õ�Ø�Ö�îìó]Õ/æ3è6ã�â

(6)
í
(7)

è,Õ�ö©Ý3Õ®Ý3Ü�×3Õ�Ø�æ3Ü�ß:Ø�Ö�Ù�Ü�Ý	Ý	üXèdß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý'é
ñ	á	æ3Õ/Ù#Ó�Ý	á3Ü�è2í'ã�à	á	Ö�ü2Ù#Ó�Ú�í#à	Ö�Õ!×	æ	ásÙ�ü2×3Õ�â3Ý3Ü�Ý	á	áºã�Ø�â:Õ/Ù�á	ÚsØ�ã'è,è6á	æ	ã�Ü�è,Õ�Ø�Ö�á

(3)
×3Õ/à	Ö�á°Ù�Ø�ò8ß3ã?Ý:Ó

Õ/Ö�æ3Ü�Þ�ê�Ü
[0;π]

Ø�×	æ:Ó�Ù�Ü�ß	â3á	Ù#ÓvØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ©Ó�Úºó]Õ/æ3è6ã�â�Ó'õ

d

dx
(ϕk(x, s)) =

( x∫

0

q(t)e−awksty(t, s) dt

)′

x

= q(x)e−awksxy(x, s).

fJÕ���Ö�Õ�è6ã°á	Þ\ó]Õ/æ3è6ã�â ø � ù í ø � ù á3è,Ü�Ü�è

y(m)(x, s) =
4∑

k=1

Ck(awks)
meawksx − 1

4a3s3

4∑

k=1

wk(awks)
meawksxϕk(x, s)

− 1

4a3s3
φm(x, s), m = 1, 2, 3,

(8)

φm(x, s) =

4∑

k=1

wk(awks)
m−1eawksxq(x)e−awksxy(x, s) = 0, m = 1, 2, 3,

Ù?Ø�á'â3ãºØ�Õ�Õ/Ö�Ý3Õ/ä³Ü�Ý	á	ë ø � ù ájØ�Ù�Õ/ë3Ø�Ö�Ù#Ó©Ø�ã'è,è6á	æ	ã�Ü�è,Õ�Ø�Ö�á ø0/ ù ûfNæ3Õ�ß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á	æ	ã�Ü�è
y(3)(x, s)

á	Þ ø � ù Ü�Û³Ü©æ:Ó�Þ©×3Õº×3Ü�æ3Ü�è,Ü�Ý	Ý3Õ/ë x íC×3Õ�ß:Ø�Ö/Ó�Ù�á3è ×3Õ�â3ã�à	á	Ù/é
ä³Ü�Ü�Ø�ÚÁÙ�ü2æ:Ó�ö!Ü�Ý	á3Ü!á ø � ù í ø � ù Ù©ß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý3Õ�Ü\ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á3Ü ø � ù í3ã�Ù�á'ß3á3è2í3à	Ö�Õ y(4)(x, s) +
q(x)y(x, s) − λa4y(x, s) = 0

×3Õ/à	Ö�á®ß	â3Ú®Ù�Ø�Ü�ç
x
á	Þ?Õ/Ö�æ3Ü�Þ�ê'Ó

[0;π]
íCÖ�û�Ü�ûCã'Ô�Ü�ß3á3è,Ø�Ú®ÙºÖ�Õ�è2íCà	Ö�Õ

y(x, s)
á	Þ ø � ù í ø � ù ß:Ü�ë3Ø�Ö�Ù�á	Ö�Ü�â3î�Ý3ÕvÚ'Ù/â3Ú	Ü�Ö�Ø�ÚÁæ3Ü�ä³Ü�Ý	á3Ü�èúã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	Ú ø � ù û B



/ � � �C��" - �'�	$ 587��?7
ILØ�á3è6×	Ö�Õ/Ö�á	ê	ãºæ3Ü�ä³Ü�Ý	á	ëÁá	Ý	Ö�Ü�å�æ:Ó�â3î�Ý3Õ/å�Õ?ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	Ú ø � ù Ý:Ó�ë'ß:Ü�è÷è,Ü�Ö�Õ�ß:Õ�è÷×3Õ�Ø�â:Ü�ß:Õ/Ù#Ó�Ö�Ü�â3î/éÝ	ü8çì×	æ	á3Ô�â3á	ö!Ü�Ý	á	ëúfNá	ê'Ó�æ:Ó'õ[Ý:Ó�ë'ß:Ü�è

y(t, s)
á	Þvã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	Ú ø � ù í�×3Õ�ß:Ø�Ö/Ó�Ù�á3è y(t, s)

Ùjã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�é
Ý	á3Ü ø � ù í	×3Õ�â3ã�à	á3è

y(x, s) =
4∑

k=1

Cke
awksx − 1

4a3s3

4∑

k=1

wke
awksx

x∫

0

q(t)e−awkst

×
{

4∑

k=1

Cke
awkst − 1

4a3s3

4∑

k=1

wke
awkst

t∫

0

q(ξ)e−awksxy(ξ, s) dξ

}
dt.

ø � ù
fNæ3Õ/á	Þ�Ù�Ü�ß3ÚÁÙ ø � ù Ý3Ü�Õ�Ô�ç#Õ�ß3á3è6üXÜ!×	æ3Ü�Õ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ/Ù#Ó�Ý	á	Ú�í3Ý:Ó�ç#Õ�ß3á3è

y(x, s) =

4∑

k=1

Cke
awksx − 1

4a3s3

4∑

k=1

Ckψ3k(x, s) +
H6(x, s)

16a6s6
, (10)

ψ3k(x, s) =
4∑

n=1

wne
awnsx

x∫

0

q(t)ea(wk−wn)stdtakn, k = 1, 2, 3, 4, (11)

H6(x, s) =

4∑

p=1

wpe
awpsx

x∫

0

q(t)e−awpst

(
4∑

n=1

wne
awnst

t∫

0

q(ξ)e−awnsξy(ξ, s) dξ

)
dt. (12)

fJÕ�ß:Ø�Ö/Ó�Ù�á3èôÙvó]Õ/æ3è6ã�â3ã ø �� ù Ù�ü2æ:Ó�ö!Ü�Ý	á3Ü]ß	â3Ú y(ξ, s) á	Þ ø � ù í ø � ù í	×3Õ�â3ã�à	á3è2õ

H6(x, s) =
4∑

p=1

wpe
awpsx

x∫

0

q(t)e−awpst

(
4∑

n=1

wne
awnst

t∫

0

q(ξ)e−awnsξ

×
[

4∑

r=1

Cre
awrsξ − 1

4a3s3

4∑

r=1

wre
awrsξϕr(ξ, s)

]
dξ

)
dt.

ø � / ù
fJÕ�è,Ü�Ý	Ú'ÙJÙ ø � / ù ×3Õ/æ#Ú�ß:Õ/ê?Ø�ã'è,è6á	æ3Õ/Ù#Ó�Ý	á	Ú³á³Ø�ß:Ü�â�Ó�ÙJÝ3Ü�Õ�Ô�ç#Õ�ß3á3è6üXÜXÙ�ü2ê'â�Ó�ß3ê	á©á³ã�×	æ3Õ/Û³Ü�Ý	á	Ú�íÝ:Ó�ç#Õ�ß3á3è

H6(x, s) =

4∑

k=1

CkH6k(x, s), (14)

H6k(x, s) =

4∑

n=1

wne
awnsx

[
4∑

p=1

wp

x∫

0

q(t)ea(wp−wn)st

×
( t∫

0

q(ξ)ea(wk−wp)sξ dξ

)
dtapnkp

]
+
H9k(x, s)

4a3s3
, k = 1, 2, 3, 4.

ø �� ù
fNæ3Õ�Ó�Ý:Ó�â3á	Þ�á	æ3Õ/Ù#Ó�Ù\ó]Õ/æ3è6ã�â3ü ø � ù � ø �� ù í�×	æ	á'ç#Õ�ß3á3è®ê!Ù�ü2Ù�Õ�ß3ã�í/à	Ö�ÕLØ�×	æ:Ó�Ù�Ü�ß	â3á	Ù#ÓNØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ©Ó�ÚÖ�Ü�Õ/æ3Ü�èTÓ'û



�!��"�� - �����������	� �j�#"�����
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��Ï#{:wyÏ�zLx � E � ���v���2"[���v��$	�C�8��� � �]��"[��$��	��������$ -�"/-  #"���
�$C��$	��� ø � ù 1#"��° 3��� - 
��	�ð�� 3�,�6� �"3 3��� - �����j1 - ����$��	������� ø0/ ù �3�������v���C���3 ����!�	�º
��#� �

y(x, s) =

4∑

k=1

Ckyk(x, s); y(m)(x, s) =

4∑

k=1

Cky
(m)
k (x, s), m = 1, 2, 3, (16)

1#"�������� �2 	$#��������$C��������$�� �º���C���������X"[���v��$	�	� {yk(x, s)}4k=1

1 - �6�/�	$��������!�Á���C���3 ����v���s�����3�61 �� - ���	�3�L1#"��
s→ ∞ �

yk(x, s) = eawksx − ψ3k(x, s)

4a3s3
+
H6k(x, s)

16 a6s6
+O

(
e| Im s|ax

s9

)
, k = 1, 2, 3, 4, (17)

y
(m)
k (x, s) = (as)m

{
wm
k e

awksx − ψm
3k(x, s)

4a3s3
+
Hm

6k(x, s)

16a6s6
+O

(
e| Im s|ax

s9

)}
,

k = 1, 2, 3, 4; m = 1, 2, 3,

(18)

�2 	$	���	�	�
ψ3k (k = 1, 2, 3, 4)

- 1#"[���[���C��$	0 � - "C�[ �� - �
(11)

* �2 	$	���	�	�
H6k(x, s) (k = 1, 2, 3, 4)- 1#"[���[���C��$	0 � - "C�[ �� - �

(15)
*

ψm
3k(x, s) =

4∑

n=1

wnw
m
n e

awnsx

x∫

0

q(t)ea(wk−wn)st dtakn, k = 1, 2, 3, 4; m = 1, 2, 3, (19)

Hm
6k(x, s) =

4∑

n=1

wnw
m
n e

awnsx

[
4∑

p=1

wp

x∫

0

q(t)ea(wp−wn)st

×
( t∫

0

q(ζ)ea(wk−wp)sζ dζ

)
dtapnkp

]
, k = 1, 2, 3, 4; m = 1, 2, 3.

ø � � ù
ILØ�á3è6×	Ö�Õ/Ö�á	à3Ü�Ø�ê	á3ÜìÕ/ñ3Ü�Ý	ê	á ø � � ù í ø �7� ù ã�Ø�Ö/Ó�Ý:Ó�Ù/â3á	Ù#Ó�òLÖ�Ø�ÚdÓ�Ý:Ó�â:Õ/å�á	à	Ý3ÕôÓ/Ø�á3è6×	Ö�Õ/Ö�á	à3Ü�Ø�ê	á3è

Õ/ñ3Ü�Ý	ê'Ó/èúß	â3Úsß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý3Õ/å�ÕvÕ/×3Ü�æ:Ó�Ö�Õ/æ:Ó©Ù�Ö�Õ/æ3Õ/å�Õ?×3Õ/æ#Ú�ß3ê'Ó ø Ø�è2û ��� / í	å�â[û � ��í ��� �3í	å�â[û � � ù ûfNæ	á ��Ö�Õ�è ×	æ	á÷Ù�ü2Ù�Õ�ß:Üjó]Õ/æ3è6ã�â ø � � ù � ø � � ù è6ü Ö�æ3Ü�Ô�Õ/Ù#Ó�â3áôÙ�ü2×3Õ�â3Ý3Ü�Ý	á	ÚôØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ!á'çúÝ:Ó�é
à:Ó�â3î�Ý	ü8çºã�Ø�â:Õ/Ù�á	ë�õ

ψ3k(0, s) = 0; H6k(0, s) = 0; ψm
3k(0, s) = 0; Hm

6k(0, s) = 0;

yk(0, s) = 1; y
(m)
k (0, s) = (as)mwm

k , k = 1, 2, 3, 4; m = 1, 2, 3. (21)

� E � ��� �yÏ#ÑyÒyÏ ��wyx	ÑyÒ �yÑ ' � � ��,{:|:Ò � 	 � 
�E6fJÕ�ß:Ø�Ö/Ó�Ù/â3Ú'Ú�ó]Õ/æ3è6ã�â3ü ø � � ù ß	â3Ú®Õ�Ô/Û³Ü�å�Õsæ3Ü�éä³Ü�Ý	á	Úsß3á3ó]ó]Ü�æ3Ü�Ý	ñ	á:Ó�â3î�Ý3Õ/å�Õ?ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	Ú ø � ù Ù©å�æ:Ó�Ý	á	à	Ý	üXÜ]ã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú ø � ù í'×3Õ�â3ã�à:Ó/Ü�è




y(π, s)
(2)
= y(0, s) ⇔

4∑
k=1

Ckyk(π, s)=
4∑

k=1

Ckyk(0, s) ⇔
4∑

k=1

Ck[yk(π, s)− yk(0, s)]=0;

y(m)(π,s)
(as)m

(2)
= y(m)(0,s)

(as)m ⇔
4∑

k=1

Ck

[
y
(m)
k (π,s)

(as)m − y
(m)
k (0,s)

(as)m

]
= 0, m = 1, 2, 3.

(22)

Y�á3Ø�Ö�Ü�èTÓ ø � � ù ×	æ3Ü�ß:Ø�Ö/Ó�Ù/â3Ú	Ü�Ö°Ø�Õ�Ô�Õ/ëºâ3á	Ý3Ü�ë	Ý	ã�ò Õ�ß3Ý3Õ/æ3Õ�ß3Ý	ã�òSØ�á3Ø�Ö�Ü�è6ãºá	ÞJà3Ü�Ö�ü2æ3Ü�çºã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�é
Ý	á	ë÷Ø°à3Ü�Ö�ü2æ	î�è6ÚúÝ3Ü�á	Þ�Ù�Ü�Ø�Ö�Ý	üXè6á

C1
í
C2
í
C3
í
C4
û6KNÞÁè,Ü�Ö�Õ�ß�ÓìkNæ:Ó/è,Ü�æ:Ó�Ø�â:Ü�ß3ã�Ü�Ö�í,à	Ö�Õ�Ö/Ó�ê'Ó�Ú



� � � �C��" - �'�	$ 587��?7
Ø�á3Ø�Ö�Ü�èTÓvá3è,Ü�Ü�Ö°Ý3Ü�Ý	ã�â:Ü�Ù�üXÜ!æ3Ü�ä³Ü�Ý	á	Ú

(C4
1 + C4

2 + C4
3 + C4

4 6= 0)
Ö�Õ�â3î�ê�Õ°ÙsÖ�Õ�èVØ�â3ã�à:Ó/Ü�í�ê�Õ/å�ß�Ó

Ü�Ü]Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â3îvæ:Ó�Ù�Ü�ÝÁÝ	ã�â3ò³û�Y�×	æ:Ó�Ù�Ü�ß	â3á	Ù#Ó?Ø�â:Ü�ß3ã�òLÛ©Ó�Ú°Ö�Ü�Õ/æ3Ü�èTÓ'û
��Ï#{:wyÏ�zLx # Eb<�"���
�$C��$	�C�d$�� � - ������
'��$	$	0N� �$�������$	��� ��� � �]��"[��$��	��������$ -�"/- - 1C��"���� - �"�� ø � ù � ø � ù �8 3��� - 
��C���_�� 3�,�6�#"3 3��� - ������1 - ����$��	������� ø0/ ù �3�������v���C���3 ����!�	�º
��#� �

f(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(π, s)− y1(0, s) y2(π, s)− y2(0, s) y3(π, s)− y3(0, s) y4(π, s)− y4(0, s)

y′1(π,s)
as − y′1(0,s)

as
y′2(π,s)

as − y′2(0,s)
as

y′3(π,s)
as − y′3(0,s)

as
y′4(π,s)

as − y′4(0,s)
as

y′′1 (π,s)
(as)2

− y′′1 (0,s)
(as)2

y′′2 (π,s)
(as)2

− y′′2 (0,s)
(as)2

y′′3 (π,s)
(as)2

− y′′3 (0,s)
(as)2

y′′4 (π,s)
(as)2

− y′′4 (0,s)
(as)2

y
(3)
1 (π,s)
(as)3

− y
(3)
1 (0,s)
(as)3

y
(3)
2 (π,s)
(as)3

− y
(3)
2 (0,s)
(as)3

y
(3)
3 (π,s)
(as)3

− y
(3)
3 (0,s)
(as)3

y
(3)
4 (π,s)
(as)3

− y
(3)
4 (0,s)
(as)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

ø � / ù
fJÕ�ß:Ø�Ö/Ó�Ù/â3Ú'Úsó]Õ/æ3è6ã�â3ü ø � � ù í ø �7� ù Ù]ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á3Ü ø � / ù á?ã�à	á	Ö�ü2Ù#Ó�Ú©Ý:Ó�à:Ó�â3î�Ý	üXÜhã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú ø � � ù í×	æ	á	Ù�Ü�ß:Ü�è÷ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á3Ü ø � / ù êjØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�è6ãsÙ�á'ß3ãCõ

f(s) =
∥∥b(s)mn

∥∥4
m,n=1

= 0, (24)

b1n(s) = (ewn − 1)− ψ3n(π, s)

M3
+
H6n(π, s)

M6
+O

(
1

s9

)
, n = 1, 2, 3, 4;

bmn(s) = wm
n (ewn − 1)− ψm

3n(π, s)

M3
+
Hm

6n(π, s)

M6
+O

(
1

s9

)
, m = 2, 3, 4; n = 1, 2, 3, 4,

å�ß:ÜJÙ�Ù�Ü�ß:Ü�Ý	üdØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ!á3Ü]Õ�Ô�Õ/Þ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	Ú�õ
ewk = aawksπ

í
M3 = 4a3s3

í
M6 = 16a6s6

û
^6Ó/Ø�ê'â�Ó�ß3ü2Ù#Ó�Ú�Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â3î

f(s)
á	Þ ø � � ù ×3ÕvØ�Ö�Õ�â:Ô/ñ:Ó/èVÝ:Ó?Ø�ã'è,è6ãÁÕ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â:Ü�ë�íC×3Õ�â3ã#éà:Ó/Ü�è

f(s) = f0(s)−
f3(s)

4a3s3
+

f6(s)

16a6s6
+O

(
1

s9

)
= 0, (25)

Õ�Ø�Ý3Õ/Ù�Ý3Õ�Ü]×	æ	á3Ô�â3á	ö!Ü�Ý	á3Ü\á3è,Ü�Ü�Ö?Ù�á'ß
f0(s) = 0, (26)

f0(s) =

1(ew1 − 1) 1(ew2 − 1) 1(ew3 − 1) 1(ew4 − 1)

w1(e
w1 − 1) w2(e

w2 − 1) w3(e
w3 − 1) w4(e

w4 − 1)

w2
1(e

w1 − 1) w2
2(e

w2 − 1) w2
3(e

w3 − 1) w2
4(e

w4 − 1)

w3
1(e

w1 − 1) w3
2(e

w2 − 1) w3
3(e

w3 − 1) w3
4(e

w4 − 1)

=W0(e
aw1sπ − 1)(eaw2sπ − 1)(eaw3sπ − 1)(eaw4sπ − 1),

(27)

å�ß:Ü
W0 �

Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â3îsU2Ó�Ý'ß:Ü�æ3è,Õ/Ý'ß�Ó?à	á3Ø�Ü�â
w1
í
w2
í
w3
í
w4
õ

W0 = det Wandermound′s(w1, w2, w3, w4)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

w1 w2 w3 w4

w2
1 w2

2 w2
3 w2

4

w3
1 w3

2 w3
3 w3

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

1 i −1 −i
1 −1 1 −1

1 −i −1 i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −16i 6= 0,

ø � � ù

f3(s) =

4∑

k=1

f3k(s), f6(s) =

4∑

k=1

f6k(s) +

10∑

k=5

f6k(s), (29)



�!��"�� - �����������	� �j�#"�����
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Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â3á
f3k(s) (k = 1, 2, 3, 4)

×3Õ�â3ã�à:Ó�òLÖ�Ø�Ú÷á	ÞjÕ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â3Ú
f0(s)

á	Þ ø � � ù Þ�Ó/è,Ü�Ý3Õ/ë
k
é�å�Õ?Ø�Ö�Õ�â:Ô/ñ:Ó³Ý:Ó©Ø�Ö�Õ�â:Ô�Ü�ñ

(ψ3k(π, s)
í
ψ1
3k(π, s)

í
ψ2
3k(π, s)

í
ψ3
3k(π, s))

∗ í'Ý:Ó�×	æ	á3è,Ü�æ�í

f31(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ31(π, s) 1(ew2 − 1) 1(ew3 − 1) 1(ew4 − 1)

ψ1
31(π, s) w2(e

w2 − 1) w3(e
w3 − 1) w4(e

w4 − 1)

ψ2
31(π, s) w2

2(e
w2 − 1) w2

3(e
w3 − 1) w2

4(e
w4 − 1)

ψ3
31(π, s) w3

2(e
w2 − 1) w3

3(e
w3 − 1) w3

4(e
w4 − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (30)

Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â3á
f6k(s) (k = 1, 2, 3, 4)

×3Õ�â3ã�à:Ó�òLÖ�Ø�Ú÷á	ÞjÕ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â3Ú
f0(s)

á	Þ ø � � ù Þ�Ó/è,Ü�Ý3Õ/ë
k
é�å�Õ?Ø�Ö�Õ�â:Ô/ñ:Ó³Ý:Ó©Ø�Ö�Õ�â:Ô�Ü�ñ

(H6k(π, s)
í
H1

6k(π, s)
í
H2

6k(π, s)
í
H3

6k(π, s))
∗ í'Ý:Ó�×	æ	á3è,Ü�æ�í

f62(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1(ew1 − 1) H62(π, s) 1(ew3 − 1) 1(ew4 − 1)

w1(e
w1 − 1) H1

62(π, s) w3(e
w3 − 1) w4(e

w4 − 1)

w2
1(e

w1 − 1) H2
62(π, s) w2

3(e
w3 − 1) w2

4(e
w4 − 1)

w3
1(e

w1 − 1) H3
62(π, s) w2

3(e
w3 − 1) w3

4(e
w4 − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (31)

Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â3á
f6k(s) (k = 5, 6, . . . , 10)

×3Õ�â3ã�à:Ó�òLÖ�Ø�Ú÷á	ÞÁÕ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â3Ú
f0(s)

á	Þ ø � � ù Þ�Ó/è,Ü�éÝ3Õ/ëúß3Ù�ã#çúØ�Ö�Õ�â:Ô/ñ3Õ/Ù ø ×3Õ�ßVÝ3Õ�è,Ü�æ:Ó/è6á
k1

á
k2 ù Ý:Ó�Ø�Ö�Õ�â:Ô/ñ	ü (ψ3k1(π, s);ψ

1
3k1

(π, s);ψ2
3k1

(π, s);
ψ3
3k1

(π, s))∗
á
(ψ3k2(π, s);ψ

1
3k2

(π, s);ψ2
3k2

(π, s);ψ3
3k2

(π, s))∗
í	Ý:Ó�×	æ	á3è,Ü�æ�í

f65(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ31(π, s) ψ32(π, s) 1(ew3 − 1) 1(ew4 − 1)

ψ1
31(π, s) ψ2

32(π, s) w(ew3 − 1) w4(e
w4 − 1)

ψ2
31(π, s) ψ2

32(π, s) w2
3(e

w3 − 1) w2
4(e

w4 − 1)

ψ3
31(π, s) ψ2

32(π, s) w2
3(e

w3 − 1) w3
4(e

w4 − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (32)

ÙìÕ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â:Ü
f66(s)

è,Ü�Ý	Ú'òLÖ�Ø�Ú ��é�ë÷á / é�ë÷Ø�Ö�Õ�â:Ô/ñ	ü]íTÙìÕ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â:Ü
f67(s) �

��é�ë÷á �/é�ë
Ø�Ö�Õ�â:Ô/ñ	ü]í�Ù

f68(s) �
��é�ëôá / é�ëVØ�Ö�Õ�â:Ô/ñ	ü]í�Ù

f69(s) �
��é�ëôá �/é�ëVØ�Ö�Õ�â:Ô/ñ	ü]íTÙïÕ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â:Ü

f6,10(s) �
/ é�ëÁá �/é�ëjØ�Ö�Õ�â:Ô/ñ	ü]û

OLà	á	Ö�ü2Ù#Ó�Ú�í�à	Ö�Õ°ÙÁØ�á'â3ã®ó]Õ/æ3è6ã�â ø � ù w3 = −w1
í
w4 = −w2

í�Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â3î
f0(s)

á	Þ ø � � ù×	æ3Ü�Õ�Ô/æ:Ó�Þ�ã�Ü�Ö�Ø�ÚjêÁØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�è6ã°Ù�á'ß3ãCõ
f0(s) =W0

{
ew1+w2 +ew1−w2 +e−w1+w2 +e−w1−w2 −2ew1 −2e−w1 −2ew2 −2e−w2 +4

}
. (33)

KNÝ'ß3á	ê'Ó�Ö�Õ/æ	Ý:Ó�Úºß3á:Ó�å�æ:Ó/è,èTÓ �Lã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	Ú ø � � ù � ø0/ � ù ø Ø�è2û ����'í'å�â[û �� � ù í'Ö�û'Ü�û'Ù�ü2×	ã�ê'â�Ó�ÚºÕ�Ô�Õ�éâ:Õ/à	ê'Ós×3Õ/ê'Ó�Þ�Ó�Ö�Ü�â:Ü�ë ��ê�Ø�×3Õ/Ý3Ü�Ý	Ö�í�Ù/ç#Õ�ß3Ú'Û!á'ç®Ù ��Ö�Õsã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á3Ü�í�ÙºØ�á'â3ã ø0/&/ ù á3è,Ü�Ü�ÖÁØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ!á	ëÙ�á'ß[õ

����� ����Í���Ì
	��'Í��� �'Í���	�Í����yÍ 
��
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fJÕ���Ö�Õ�è6ãvá	ÞLÕ�Ô/Û³Ü�ësÖ�Ü�Õ/æ	á	á ø Ø�è2û ����'í#å�â[û �� � ù Ø�â:Ü�ß3ã�Ü�Ö�í�à	Ö�Õ]ß	â3ÚvÝ:Ó�ç#Õ�ö³ß:Ü�Ý	á	ÚºÓ/Ø�á3è6×	Ö�Õ/Ö�á	ê	áê�Õ/æ	Ý3Ü�ëjã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	ë ø � � ù � ø � � ù á f0(s) = 0

á	Þ ø0/&/ ù í	Ù?Ø�Ü�ê	Ö�Õ/æ3Ü � ù á	Ý'ß3á	ê'Ó�Ö�Õ/æ	Ý3Õ/ëjß3á:Ó�å�æ:Ó/è,è6ü �
Ý:Ó�ß:Õ\Õ�Ø�Ö/Ó�Ù�á	Ö�î ��ê�Ø�×3Õ/Ý3Ü�Ý	Ö�ü_Ø2×3Õ/ê'Ó�Þ�Ó�Ö�Ü�â3Ú	è6á

w1−w2, w1
á
w1+w2

í�Ù\Ø�Ü�ê	Ö�Õ/æ3Ü � ù Ý3Ü�Õ�Ô�ç#Õ�ß3á3è,ÕÕ�Ø�Ö/Ó�Ù�á	Ö�î ��ê�Ø�×3Õ/Ý3Ü�Ý	Ö�üSØ!×3Õ/ê'Ó�Þ�Ó�Ö�Ü�â3Ú	è6á
w1 + w2, w2

á
w1 − w2

í:ÙºØ�Ü�ê	Ö�Õ/æ3Ü / ù � ��ê�Ø�×3Õ/Ý3Ü�Ý	Ö�ü
Ø³×3Õ/ê'Ó�Þ�Ó�Ö�Ü�â3Ú	è6á −w1 + w2,−w1

á −w1 − w2
í�ÙÁØ�Ü�ê	Ö�Õ/æ3Ü � ù � ��ê�Ø�×3Õ/Ý3Ü�Ý	Ö�übØ!×3Õ/ê'Ó�Þ�Ó�Ö�Ü�â3Ú	è6á

−w1 − w2
í −w2

á
w1 − w2

û
@CE � ��� �yÏ#ÑyÒyÏï{�+ywyÏ/ÐTÏ&,Ò 	'Ï&,Ï �

f3k(s)
Ò
f6k(s)

Ò=� 	 � @�
 � 	 # � 
�ETfJÕ�ß:Ø�Ö/Ó�Ù/â3Ú'ÚýóJã�Ý	ê	ñ	á	á
ψ31(π, s)

á	Þ ø � � ù á ψ(m)
31 (π, s) (m = 1, 2, 3)

á	Þ ø � � ù Ù°Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â3î f31(s) á	Þ ø0/ � ù í:Ù�ü2Ý3Ü�Ø�Ü�èè6Ý3Õ�ö©á	Ö�Ü�â3á
(ew2 − 1)

í
(ew3 − 1)

á
(ew4 − 1)

á	Þ ��é�å�Õ	í / é�å�Õ©á �/é�å�Õ?Ø�Ö�Õ�â:Ô/ñ3Õ/Ù3í3×3Õ�â3ã�à	á3è

f31(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ31(π, s) 1 1 1

ψ1
31(π, s) w2 w3 w4

ψ2
31(π, s) w2

2 w2
3 w2

4

ψ2
31(π, s) w3

2 w3
3 w3

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(ew2 − 1)(ew3 − 1)(ew4 − 1), (34)

ψ31(π, s) =

4∑

p=1

wpe
wp

( π∫

0

. . .

)

a1p

;

ψm
31(π, s) =

4∑

p=1

wpw
m
p e

wp

( π∫

0

. . .

)

a1p

, m = 1, 2, 3.

^6Ó/Ø�ê'â�Ó�ß3ü2Ù#Ó�ÚýÕ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â3î
f31(s)

á	Þ ø0/ � ù ×3ÕÁØ�Ö�Õ�â:Ô/ñ:Ó/è Ý:ÓºØ�ã'è,è6ã�Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â:Ü�ë�í[á3Ø�é
×3Õ�â3î�Þ�ã�ÚjØ�Ù�Õ/ë3Ø�Ö�Ù#Ó©Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â:Ü�ë�í:Ý:Ó�ç#Õ�ß3á3è

f31(s) = w1W0

( π∫

0

. . .

)

a11

ew1(ew2 − 1)(ew3 − 1)(ew4 − 1), (35)

å�ß:Ü]Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â3î
W0

Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â:Ü�Ý�ó]Õ/æ3è6ã�â:Õ/ë ø � � ù ûIhÝ:Ó�â:Õ/å�á	à	Ý	üXèôÕ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ�è÷Ù�ü2Ù�Õ�ß3á3è

f32(s) = w2W0

( π∫

0

. . .

)

a22

ew2(ew1 − 1)(ew3 − 1)(ew4 − 1), (36)

f33(s) = w3W0

( π∫

0

. . .

)

a33

ew2(ew1 − 1)(ew2 − 1)(ew4 − 1), (37)

f34(s) = w4W0

( π∫

0

. . .

)

a44

ew4(ew1 − 1)(ew2 − 1)(ew3 − 1), (38)

×	æ	á ��Ö�Õ�è÷Õ/Ö�è,Ü�Ö�á3è2í3à	Ö�Õ³ÙvØ�á'â3ã°ó]Õ/æ3è6ã�â3ü ø � � ù á3è,Ü�Ü�è
( π∫

0

. . .

)

a11

=

( π∫

0

. . .

)

a22

=

( π∫

0

. . .

)

a33

=

( π∫

0

. . .

)

a44

=

π∫

0

q(t) dta11. (39)
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KJØ�×3Õ�â3î�Þ�ã�Újó]Õ/æ3è6ã�â3ü ø �� ù á ø � � ù í'ß	â3ÚÁÕ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â3Ú f62(s) á	Þ ø0/ � ù á3è,Ü�Ü�è

f62(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
4∑

n=1
wne

wn

(
4∑

p=1
wp

(
π∫
0

. . .

)

apn2p

)
1 1

w1

4∑
n=1

wnwne
wn

(
4∑

p=1
wp

(
π∫
0

. . .

)

apn2p

)
w3 w4

w2
1

4∑
n=1

wnw
2
ne

wn

(
4∑

p=1
wp

(
π∫
0

. . .

)

apn2p

)
w2
3 w2

4

w3
1

4∑
n=1

wnw
3
ne

wn

(
4∑

p=1
wp

(
π∫
0

. . .

)

apn2p

)
w3
3 w3

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

× (ew1 − 1)(ew3 − 1)(ew4 − 1),
ø � � ù

Õ/Ö�ê	ã�ß�Ó'í	á3Ø�×3Õ�â3î�Þ�ã�ÚjØ�Ù�Õ/ë3Ø�Ö�Ù#Ó©Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á	Ö�Ü�â:Ü�ë�í:Ý:Ó�ç#Õ�ß3á3è

f62(s) = w2W0

(
4∑

n=1

wn

( π∫

0

. . .

)

an22n

)
ew2(ew1 − 1)(ew3 − 1)(ew4 − 1). (41)

IhÝ:Ó�â:Õ/å�á	à	Ý3Õ?Ù�ü2Ù�Õ�ß3ãºó]Õ/æ3è6ã�â ø � � ù á ø � � ù ×3Õ�â3ã�à:Ó/Ü�è

f61(s) = w1W0

(
4∑

n=1

wn

( π∫

0

. . .

)

an11n

)
ew1(ew2 − 1)(ew3 − 1)(ew4 − 1), (42)

f63(s) = w3W0

(
4∑

n=1

wn

( π∫

0

. . .

)

an33n

)
ew3(ew1 − 1)(ew2 − 1)(ew4 − 1), (43)

f64(s) = w4W0

(
4∑

n=1

wn

( π∫

0

. . .

)

an44n

)
ew4(ew1 − 1)(ew2 − 1)(ew3 − 1). (44)

KJØ�×3Õ�â3î�Þ�ã�Ú°Ø�Ù�Õ/ë3Ø�Ö�Ù#Ó'í#×	æ	á3è,Ü�Ý3Ü�Ý	Ý	üXÜNÝ:Ó/è6ás×	æ	ávÙ�ü2Ù�Õ�ß:ÜNó]Õ/æ3è6ã�â ø0/ � ù � ø � � ù í#ß	â3ÚsÕ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3á'éÖ�Ü�â3Ú
f65(s)

á	Þ ø0/ � ù á3è,Ü�Ü�è2õ

f65(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4∑
n=1

wne
wn

(
π∫
0

. . .

)

a1n

4∑
n=1

wne
wn

(
π∫
0

. . .

)

a2n

1 1

4∑
n=1

wnwne
wn

(
π∫
0

. . .

)

a1n

4∑
n=1

wnwne
wn

(
π∫
0

. . .

)

a2n

w3 w4

4∑
n=1

wnw
2
ne

wn

(
π∫
0

. . .

)

a1n

4∑
n=1

wnw
2
ne

wn

(
π∫
0

. . .

)

a2n

w2
3 w2

4

4∑
n=1

wnw
3
ne

wn

(
π∫
0

. . .

)

a1n

4∑
n=1

wnw
3
ne

wn

(
π∫
0

. . .

)

a2n

w3
3 w3

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

× (ew3 − 1)(ew4 − 1) = w1w2W0e
w1ew2(ew3 − 1)(ew4 − 1)

×
[( π∫

0

. . .

)

a11

( π∫

0

. . .

)

a22

−
( π∫

0

. . .

)

a12

( π∫

0

. . .

)

a21

]
.
ø ��� ù
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IhÝ:Ó�â:Õ/å�á	à	Ý	üXèôÕ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ�è÷Ý:Ó�ç#Õ�ß3á3è2õ
f66(s) = w1w3W0e

w1ew3(ew2 − 1)(ew4 − 1)

×
[( π∫

0

. . .

)

a11

( π∫

0

. . .

)

a33

−
( π∫

0

. . .

)

a13

( π∫

0

. . .

)

a31

]
,
ø � � ù

f67(s) = w1w4W0e
w1ew4(ew2 − 1)(ew3 − 1)

×
[( π∫

0

. . .

)

a11

( π∫

0

. . .

)

a44

−
( π∫

0

. . .

)

a14

( π∫

0

. . .

)

a41

]
,
ø � � ù

f68(s) = w2w3W0e
w2ew3(ew1 − 1)(ew4 − 1)

×
[( π∫

0

. . .

)

a22

( π∫

0

. . .

)

a33

−
( π∫

0

. . .

)

a23

( π∫

0

. . .

)

a32

]
,
ø ��� ù

f69(s) = w2w4W0e
w2ew4(ew1 − 1)(ew3 − 1)

×
[( π∫

0

. . .

)

a22

( π∫

0

. . .

)

a44

−
( π∫

0

. . .

)

a24

( π∫

0

. . .

)

a42

]
,
ø � � ù

f6,10(s) = w3w4W0e
w3ew4(ew1 − 1)(ew2 − 1)

×
[( π∫

0

. . .

)

a33

( π∫

0

. . .

)

a44

−
( π∫

0

. . .

)

a34

( π∫

0

. . .

)

a43

]
.
ø � � ù

��E[t ��Ò6z�+ 	'{�	'Ò ��x ��{:u��
	'|:Ï#ÑyÑ ' � �#Ñyx��yÏ#ÑyÒ �ìÐTÒ����ÁÏ#wyÏ#Ñ ) Òyx���:Ñy{���{Á{�+yÏ#wyx 	'{:wyx
(1)

�

(2)
�
(3)

| ��Ï�� 	'{:wyÏ
1)
ÒyÑ�ÐTÒ ��x 	'{:wyÑy{ �÷ÐTÒyx���wyx3zNz�'

1
EyKJØ�×3Õ�â3î�Þ�ã�Ú�Þ�Ó/è,Ü�à:Ó�Ý	á3Ü�í�Ø�ß:Ü�â�Ó�Ý	Ý3Õ�Ü

Ý:Ó/è6á!×3Õ�Ø�â:Ü�ó]Õ/æ3è6ã�â3ü ø0/&/ ù í�ÙLó]Õ/æ3è6ã�â�Ó�ç ø0/ � ù � ø0/ � ù í ø � � ù � ø � � ù á ø ��� ù � ø � � ù Ý3Ü�Õ�Ô�ç#Õ�ß3á3è,ÕJØ�ß:Ü�â�Ó�Ö�îÝ	ã�ö©Ý	üXÜÁ×3Ü�æ3Ü�è6Ý3Õ�ö!Ü�Ý	á	ÚVá÷ÙïØ�Ü�ê	Ö�Õ/æ3Ü � ù á	Ý'ß3á	ê'Ó�Ö�Õ/æ	Ý3Õ/ëVß3á:Ó�å�æ:Ó/è,è6ü Õ�Ø�Ö/Ó�Ù�á	Ö�î ��ê�Ø�×3Õ/Ý3Ü�Ý	Ö�ü
ØJ×3Õ/ê'Ó�Þ�Ó�Ö�Ü�â3Ú	è6á

w1 − w2, w1
á
w1 + w2

û	fJÕ���Ö�Õ�è6ãºØ�×	æ:Ó�Ù�Ü�ß	â3á	Ù�ÕsØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�ÜNã�Ö�Ù�Ü�æ#ö³ß:Ü�Ý	á3Ü�û
��Ï#{:wyÏ�zLx � E8<�"���
�$C��$	�C��$��\� - ������
'��$	$	0N�2�$�������$	���³��� � �]��"[��$��	��������$ -�"/-!- 1C��"���� - "��

(1)
;

(2) (
�, 3��� - 
��C���

(3)
�� 3�,�6�#"3 3��� - �����s1 - ����$��	�������

q(x))

©�����C� - "[�

1)
�	$#���	�	��� - "�$ - �©����� " "���� ��60

1
�3�������v���C���3 ����!�	�º
��#� �

g1(s) = g1,0(s)−
g1,3(s)

4a3s3
+
g1,6(s)

16a6s6
+O

(
1

s9

)
= 0, (51)

g1,0(s) = ea(w1+w2)sπ − 2eaw1sπ + ea(w1−w2)sπ, (52)

g1,3(s) =
{
w1

[
ew1+w2 − 2ew1 + ew1−w2

]
+ w2

[
ew1+w2 − ew1

]

+ w4

[
ew1−w2 − ew1

]}
π∫

0

q(t) dta11, e
wk = eawksπ, k = 1, 2, 3, 4,

ø � / ù
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g1,6(s) = g1,6,1(s) + g1,6,2(s);

g1,6,1(s) = w1

[
ew1+w2 − 2ew1 + ew1−w2

] 4∑

n=1

wn

( π∫

0

. . .

)

an11n

+w2

[
ew1+w2 − ew1

] 4∑

n=1

wn

( π∫

0

. . .

)

an22n

+ (−w2)
[
ew1−w2− ew1

] 4∑

n=1

wn

( π∫

0

. . .

)

an44n

,

(54)

g1,6,2(s) = w1w2

[
ew1+w2 − ew1

]
[( π∫

0

. . .

)

a11

( π∫

0

. . .

)

a22

−
( π∫

0

. . .

)

a12

( π∫

0

. . .

)

a21

]

−w1w2

[
ew1−w2 − ew1

]
[( π∫

0

. . .

)

a11

( π∫

0

. . .

)

a44

−
( π∫

0

. . .

)

a14

( π∫

0

. . .

)

a41

]

+w2w2e
w1

[( π∫

0

. . .

)

a22

( π∫

0

. . .

)

a44

−
( π∫

0

. . .

)

a24

( π∫

0

. . .

)

a42

]
.

(55)

fNæ	á ��Ö�Õ�è®Þ�Ó/è,Ü�Ö�á3è2í�à	Ö�ÕLÙ]ó]Õ/æ3è6ã�â�Ó�ç
(51)

�
(55)

è6ü÷è,Õ�ö!Ü�è�×3Õ�ß:Ü�â3á	Ö�î]Ý:Ó
ew1 = eaw1sπ 6= 0

û
WLØ�Ý3Õ/Ù�Ý3Õ�Ü�×	æ	á3Ô�â3á	ö!Ü�Ý	á3Ü®ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	Ú ø � � ù � ø � � ù á3è,Ü�Ü�ÖïÙ�á'ß g1,0(s) = 0 ⇔ eaw2sπ − 2 +

e−aw2sπ = 0 ⇔ eaw2sπ = 1
ø ê�Õ/æ3Ü�Ý	îºê	æ:Ó�Ö�Ý3Õ�Ø�Ö�á � ù ⇔ sk,1 ����� = 2k

a , k ∈ Z
í:á	Ý'ß:Ü�ê�Ø �\ã

sk,1 �����Õ/Þ�Ý:Ó�à:Ó/Ü�Ö�í:à	Ö�Õ©è6ü á	Þ�ã�à:Ó/Ü�è÷Ø�Ü�ê	Ö�Õ/æ � ù íyÿ�Õ�Ø�Ý �vÕ/Þ�Ý:Ó�à:Ó/Ü�Ö�ÿ�Õ�Ø�Ý3Õ/Ù�Ý3Õ�Ü��s×	æ	á3Ô�â3á	ö!Ü�Ý	á3Ü�û
��Ï#{:wyÏ�zLx®@CE �]���3�61C� - ���	�	�³� - ������
'��$	$	0 �°�$�������$	�	�©��� � �]��"[��$��	��������$ -�"/-³- 1C��"���� - "��

(1)
;

(3)

º�����C� - "[�

1)
�	$#���	�	��� - "�$ - �º����� " "����,�60

1
�3�������?���C���3 ����!�	�Á
��#� �

sk,1 =
2k

a
+

2d3k,1
ak3

+
2d6k,1
ak6

+O

(
1

k9

)
, k ∈ Z. (56)

C
c]â3Údß:Õ/ê'Ó�Þ�Ó�Ö�Ü�â3î�Ø�Ö�Ù#Ó Ö�Ü�Õ/æ3Ü�è6ü �þÝ3Ü�Õ�Ô�ç#Õ�ß3á3è,Õ ×3Õ/ê'Ó�Þ�Ó�Ö�î3í]à	Ö�Õ_ê�Õ���ó]óJá	ñ	á3Ü�Ý	Ö�ü

d3k,1Ù�ó]Õ/æ3è6ã�â:Ü ø � � ù Ý:Ó�ç#Õ�ß3Ú'Ö�Ø�Ú÷Ü�ß3á	Ý3Ø�Ö�Ù�Ü�Ý	Ý	üXèAÕ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ�ègáý×	æ	á	Ù�Ü�Ø�Ö�áôó]Õ/æ3è6ã�â3übß	â3Úïá'çïÙ�ü2à	á3Ø�é
â:Ü�Ý	á	ÚºÙ©Ú'Ù�Ý3Õ�èúÙ�á'ß:Ü�û

KJØ�×3Õ�â3î�Þ�ã�Újó]Õ/æ3è6ã�â3ü i®Ó�ê'â:Õ/æ3Ü�Ý:Ó©áÁó]Õ/æ3è6ã�â3ã ø � � ù í	á3è,Ü�Ü�è

e±aw2sπ

∣∣∣∣
sk,1

= 1± 2πid3k,1
k3

± 2πid6k,1
k6

−
2π2d23k,1
k6

+O

(
1

k9

)
, (57)

1

s3

∣∣∣∣
sk,1

=
a3

8k3

[
1− 3d3k,1

k4
+O

(
1

k7

)]
,

1

s6

∣∣∣∣
sk,1

=
a6

64k6

[
1− 6d3k,1

k4
+O

(
1

k7

)]
.

(58)



� � � �C��" - �'�	$ 587��?7
fJÕ�ß:Ø�Ö/Ó�Ù/â3Ú'Ú�ó]Õ/æ3è6ã�â3ü ø � � ù � ø � � ù Ù©ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á3Ü ø � � ù � ø � � ù í3×3Õ�â3ã�à:Ó/Ü�è

[
1 +

2πid3k,1
k3

+
2πid6k,1
k6

−
2π2d23k,1
k6

+O

(
1

k9

)

− 2 + 1− 2πid3k,1
k3

− 2πid6k,1
k6

−
2π2d23k,1
k6

+O

(
1

k9

)]

− 1

4a3
a3

8k3

[
1− 3d3k,1

k4
+O

(
1

k7

)] π∫

0

q(t)dta11

{
w1

[
1 +

2πid3k,1
k3

+O

(
1

k6

)
− 2 + 1− 2πid3k,1

k3
++O

(
1

k6

)]
+ w2

[
1 +

2πid3k,1
k3

+O

(
1

k6

)
− 1

]

−w2

[
1− 2πid3k,1

k3
+O

(
1

k6

)
− 1

]
+

1

16a6
a6

64k6

[
1− 6d3k,1

k4
+O

(
1

k7

)]

×
[
g1,6,1(s)

∣∣∣∣
sk,1

+ g1,6,2(s)

∣∣∣∣
sk,1

]}
+O

(
1

k9

)
.

(59)

fNæ	á	æ:Ó�Ù�Ý	á	Ù#Ó�Ú°Ù!ã�æ:Ó�Ù�Ý3Ü�Ý	á	á ø � � ù ×3Õ�Ø�â:Ü�ß:Õ/Ù#Ó�Ö�Ü�â3î�Ý3Õ³ê�Õ���ó]óJá	ñ	á3Ü�Ý	Ö�üþ×	æ	á k0 í k−3 í k−6 í#Ù�ü8éÙ�Õ�ß3á3èôó]Õ/æ3è6ã�â3ã

d3k,1 =
1

32π

π∫

0

q(t) dta11, k ∈ N. (60)

fJÕ�â3ã�à3Ü�Ý	á3Ü\ó]Õ/æ3è6ã�â3ü ø � � ù Þ�Ó�Ù�Ü�æ	ä©Ó/Ü�Ö©ß:Õ/ê'Ó�Þ�Ó�Ö�Ü�â3î�Ø�Ö�Ù�ÕsÖ�Ü�Õ/æ3Ü�è6ü �'û
BKNÞ�ã�à:Ó�Ú°Ó�Ý:Ó�â:Õ/å�á	à	Ý	üXèúÕ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ�èýØ�Ü�ê	Ö�Õ/æ:Ó � ù í / ù í�� ù á	Ý'ß3á	ê'Ó�Ö�Õ/æ	Ý3Õ/ë°ß3á:Ó�å�æ:Ó/è,è6ü ��í#ã'Ô�Ü�ö³ß�Ó�é

Ü�è,Ø�ÚºÙvØ�×	æ:Ó�Ù�Ü�ß	â3á	Ù�Õ�Ø�Ö�á®Ø�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�å�Õ³ã�Ö�Ù�Ü�æ#ö³ß:Ü�Ý	á	Ú�û
��Ï#{:wyÏ�zLx ��E �]���3�61C� - ���	�	�j� - ������
'��$	$	0 �®�$�������$	�	� - 1C��"���� - "��

(1)
;
(3)


j�����C� - "����
2)
;
4)�	$#���	�	��� - "�$ - �º����� " "����,�60

1
 �� - 
��C����
 - "������s���C���3 ����!�3�ô�����3�61C� - ���	�	��� �

1)

sk,2 = sk,1e
πi
2 ,

sk,3 = sk,2e
πi
2 = sk,1e

2πi
2 ,

sk,4 = sk,3e
πi
2 = sk,1e

3πi
2 ,

sk,m = sk,1e
πi
2
(m−1), m = 1, 2, 3, 4,

(61)

" �[�!�/�C�����
sk,1

- 1#"[���[���C��$	0 � - "C�[ ������6�
(56)

*
(60);

2)

λk,m = s4k,m, m = 1, 2, 3, 4; k ∈ N. (62)

c]â3Ú�Ý:Ó�ç#Õ�ö³ß:Ü�Ý	á	ÚìÓ/Ø�á3è6×	Ö�Õ/Ö�á	ê	áìØ�Õ�Ô�Ø�Ö�Ù�Ü�Ý	Ý	ü8ç®Þ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	ëìóJã�Ý	ê	ñ	á	ë®è,Õ�ö©Ý3Õsß:Õ/ê'Ó�Þ�Ó�Ö�îÁØ�â:Ü�é
ß3ã�òLÛ³Ü�ÜNã�Ö�Ù�Ü�æ#ö³ß:Ü�Ý	á3Ü�û



�!��"�� - �����������	� �j�#"�����
�� �j��������#�]�����?��� � �]��"[��$��	��������$ -�"/-v- 1C��"���� - "�� � �

��Ï#{:wyÏ�zLxoD�E 5T- ������
'��$	$	0N� �2 	$	���	�	�
yk(x, s)

��� � �]��"[��$��	��������$ -�"/-ú- 1C��"���� - "��
(1)
;
(3) �� - 
��C����
 - "����\�v���C���3 ����!�3�V�����3�61C� - ���	�	��� �

yk,m(x, s) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(π, s)− y1(0, s) y2(π, s)− y2(0, s) y3(π, s)− y3(0, s) y4(π, s)− y4(0, s)
y′1(π,s)

as − y′1(0,s)
as

y′2(π,s)
as − y′2(0,s)

as
y′3(π,s)

as − y′3(0,s)
as

y′4(π,s)
as − y′4(0,s)

as
y′′1 (π,s)
(as)2

− y′′1 (0,s)
(as)2

y′′2 (π,s)
(as)2

− y′′2 (0,s)
(as)2

y′′3 (π,s)
(as)2

− y′′3 (0,s)
(as)2

y′′4 (π,s)
(as)2

− y′′4 (0,s)
(as)2

y
(3)
1 (x,s)
(as)3

− y
(3)
1 (0,s)
(as)3

y
(3)
2 (x,s)
(as)3

− y
(3)
2 (0,s)
(as)3

y
(3)
3 (x,s)
(as)3

− y
(3)
3 (0,s)
(as)3

y
(3)
4 (x,s)
(as)3

− y
(3)
4 (0,s)
(as)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s=sk,m

,

" �[�]�/�C�����
sk,m

- 1#"[���[���C��$	0 � - "C�[ ������6�
(56)

*
(60)

;
(62),

�2 	$	���	�	�
y
(p)
n (x, s)

 �� - 
��C����
 - "����\������3�61C� - ���	�	���
(17)

*
(18)

*
(21)

*
n = 1, 2, 3, 4

*
p = 0, 1, 2, 3

7
�jÒ 	'Ï#wyx 	���wyx
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du

dx
= v(x), a < x < b,
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u(a) = α1,
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v(a) = α2, v′(a) = α3, v(b) = β2
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v′(b) = γ1,
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u′i = vi, i = 1, 2, . . . , N.
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−2(vi+1 − 2vi + vi−1) + h(v′i+1 − v′i−1) =
h4
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(fi+1 + 13fi + fi−1);
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(fi+1 − fi−1);

−hvi +
h2

2
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f(x, u)

#B� F�0v5U/�K4��3 ø ��û�� ù #4�hKB#B���8140G�����:� �����C��� ������3 5
G �5T��®1���#|5���� ø �'û � ù% #%K%K�/ �:KB#B���81405�������0
% #4���&%�� % #%K%K�5U/��21�#B�F� 5���KB#B���8140 ��� ������3 5
G �5T��®1���#|5�����û

# E�	£ZL]/_ � 	�� _�"�^ "®[R� \ Z
	�_��SZL]4Z
^�_`Z ��Z�� \ "O�

� � ����#4� ��� �:��#|5�� %��:5����hKB#B���0�����pL���0�#k791���#|5�� 5
G������IF�0v5/F�5 ���5L 3 �:��� 5�L�í %�� �®1¦7��IGB5/K%K|5�%��5L �����
�2143 �J1
F�F�0v5`1 ��� 1��,Q #k7��:� #B� ��� / í � � ��û�� �:� ����%�0�#B���:1gKB#B���8140��¦5U3D/�#B�®1���#|5�� 5
G �v5/KB����#|5��

v(x)
í
v′(x)1��-L �v5���0 ���:G7��� �:��#|5��

f(x, u)
1�� � 5�L����

xx±1
í
xi

a1(vi+1 + vi−1) + a0vi + hb1(v
′
i+1 − v′i−1) + h4

(
c1(fi+1 + fi−1) + c0fi

)
= 0,

ø0/ û�� ù
% ����0��

a0
í
a1
í
b1
í
c0
1��-L

c1
140�� �¦5������21������ �v5s/ �oL��:����0�3 #B���5L�ûS� ��#B��Q �}1���K|5U0C����0�#4��� ��&�F®1�����#|5��

14/�5���� �����"F�5�#B���
xi
1��-L£3 �:��� 5�L 5
G2���-L��:����0�3 #B��� �¦5 ��� �:#4�:������í�%���5U/��21�#B�

(a0, a1, b1, c0, c1) =

(
4,−2, 1,−13

90
,− 1

90

)
.

ø0/ û � ù
�������RG�0v5U3 ø0/ û�� ù � ø0/ û � ù í�%�� �®1¦7��

−2(vi+1 − 2vi + vi−1) + h(v′i+1 − v′i−1)−
h4

90

(
fi+1 + 13fi + fi−1

)
+ Ti = 0,

ø0/ û / ù
% ����0��

Ti
#4� ��0���� �81���#|5�� ��0�0v5U0 1��-L �5T��®1
K �v5 h8

560v
(8)
i

û���#k3 #%Ku140=KB� %�� �81�� L���0�#k7�� ����� GB5/K%K|5�% #B��Q
�5T��®1���#|5����

−3(vi+1 − vi−1) + h(v′i+1 + 4v′i + v′i−1)−
h4

60
(fi+1 − fi−1) + T ′

i = 0,

−hvi +
h2

2
v′i + ui − ui−1 + T 0

i = 0,

ø0/ û � ù

% ����0��
T ′
i

í
T o
i

140�� ��0���� �81���#|5�� ��0�0v5U0��¸1��-L�0����=F � �:��#k7��)KB� �5T��®1
K �v5 h7

432v
(7)
i

í −h3

6 u
(3)
i

ûS�������pG�0v5U3ø0/ û / ù � ø0/ û � ù í %�� �¦5�� �)KB�-L�� ���®1�� ������5U0ZL���0�5
G2�����hF�0v5/F�5 ���5Lok���#B���SL #��E��0��:� ����3 �:��� 5�L ø �'û � ù % #%K%K�/ �1��PK4�81����
O(h2)

û
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� E �2"�^ � ZL] C Z
^�_`Z � ^E	��  �a _¬a
 � % #%K%K �¦5�����#UL���0SGB5/K%K|5�% #B��QaKB#B���8140G������� �5T��®1���#|5�� GB5U0 �¦5��L7���0=Q��:� ���£1��®1
KB� ��#4�D5
G �����pF�0v5/F�5 ���5L

3 �:��� 5�L ø �'û � ù û
u(5)(x) = f(x), a < x < b.

ø �3û�� ù
u(a) = α1, u′(a) = α2, u′′(a) = α3, u(b) = β1

1��-L
u′(b) = β2.

� �:� #�/ �C����� �v5/KB����#|5�� 5U/��21�#B���5L�/�� 3 �:��� 5�L ø �'û � ù 5
G �����+F�0v5U/�K4��3 ø �3û�� ù í %�� �81�� %�0�#B����#B� �����
3¹1���0�# &oGB5U0�3

� #
=
Y �

.
ø �3û � ù

� �:��� / ������� ��& 1 �:� �v5/KB����#|5��H5
G F�0v5U/�K4��3 ø �3û�� ù û��������Ik���#B���JL #��E��0��:� ���¸3 �:��� 5�L ø �'û � ù 3¹1���/ �%�0�#B�����:� #B� 3¹1���0�# &
���

=
Y �

+
[
.

ø �3û / ù
� �:� ��� L��1k�����1�� ��0�0v5U0 3¹1���0�# & 1 L #��E��0��:� ����/ �:� %����:� 1
F�F�0v5'& #k3¹1�����1��-L ��& 1 �:� �v5/KB����#|5�� 5
G
F�0v5U/�K4��3 ø �3û�� ù í�#�û���û�j =

# − � 1��-L ����/���021 �:� ø �3û / ù G�0v5U3 ø �3û � ù í %�� �®1¦7��
j
= − � −1 [ ,

ø �3û � ù
% ����0��

�
=




�
11 h

�
12

�
13

−3
�

21 h
�

22
�

23

−h � 31
h2

2

�
32

�
33




3N×3N

,

1��-L

�
11 =




4 −2 0
−2 4 −2û û û û û û û û û

−2 4 −2
0 −2 4




N×N

,
�

12 =




0 1 0
−1 0 1û û û û û û û û û

−1 0 1
0 −1 0




N×N

,

�
22 =




4 1 0
1 4 1û û û û û û û û û

1 4 1
0 1 4




N×N

,
�

31 =




1 0
1 û û û

0 1




N×N

,

�
33 =




1 0
−1 1û û û û û û

−1 1
0 −1 1




N×N

,

�
12 =

�
21
í �

31 =
�

32
1��-L �

13 =
�

23 = 0N×N
í

#
= [v1, . . . , vN , v

′
1, . . . , v

′
N , u1, . . . , uN ]T ,

�
= [V1, . . . , VN , V

′
1 , . . . , V

′
N , U1, . . . , UN ]T ,



� � � ��G=��	 C � 7 � 7
Y �

= (di)3N×1

í

di =





2α2 + hα3 +
h4

90 (fi+1 + 13fi + fi−1), i = 1;
h4

90 (fi+1 + 13fi + fi−1), 2 6 i 6 N − 1;

2β2 + hγ1 +
h4

90 (fi+1 + 13fi + fi−1), i = N ;

−3α2 − hα3 +
h4

60 (fi+1 − fi−1), i = N + 1;
h4

60 (fi+1 − fi−1), N + 2 6 i 6 2N − 1;

3β2 + hγ1 +
h4

60 (fi+1 − fi−1), i = 2N ;

α1, i = 2N + 1;

0, 2N + 2 6 i 6 3N

1��-L [
= (ti)3N×1

í

ti =





− h8

560v
(8)
i , 1 6 i 6 N ;

− h7

432v
(7)
i , N + 1 6 i 6 2N ;

h3

6 u
(3)
i , 2N + 1 6 i 6 3N.

� � #4� �81������v5IF�0v587�� ���®1��%3¹1���0�#������ �
11
í �

22
1��-L �

33
140�� #B�L7���0���#k/�K4� ����'í � � ��û�� �:� ���PL��1k����

vupk = max
j=1,2,...,k−1

‖AjkA
−1
kk ‖, k = 2, 3, vlowk = max

j=k+1,3
‖AjkA

−1
kk ‖, k = 1, 2,

M∗ =
∏

26k63

(
1 + vupk

) 1��-L
M∗ =

∏

16k62

(
1 + vlowk

)
.

� �:� ���1�������3 �

M∗M
∗ < M∗ +M∗

�����:� 3¹1���0�# & � #4� #B�L7���0���#k/�K4� ��� ��'1��-L

‖ � −1‖ 6
maxk ‖A−1

kk ‖M∗M
∗

M∗ +M∗ −M∗M∗
.

ø �3û � ù
�������RG�0v5U3 ø �3û � ù 1��-L ø �3û � ù í %�� �®1¦7��

‖ j ‖ = ‖ � −1 [ ‖ 6 ‖T‖maxk ‖A−1
KK‖M∗M

∗

M∗ +M∗ −M∗M∗
.

ø �3û � ù
�������JG�0v5U3 �5T��®1���#|5�� ø �3û � ù #B�oGB5/K%K|5�% � ���®1�� ‖ j ‖ #4�£/�5����-L��5L 1��-L #B� % #%K%K ���:�-L�� �v5 "���0v5�1��

h1
F�F�0v5`1 �������0�v5F"���0v5	û}����#4�0�����214/�KB#4�����5L ����� �¦5��L7���0=Q��:� ���£5
G �����¹3 �:��� 5�L ø �'û � ù 1��-L �����F5U0ZL���0J5
G
�¦5��L7���0=Q��:� ���=5
G'3 �:��� 5�L ø �'û � ù #4�1��RK4�81���� O(h2)

û
@CE I # � ZL]/_¬_�	��	YFZLa�# �b�8a

��5^L���365�������021���� ����� �¦5U3gF����21���#|5��®1
K ��� �:#4�:� �:��5
G.3 �:��� 5�L ø �'û � ù í�%��F�®1¦7�� �¦5�����#UL���0��5L � %	5
365�L��)KfF�0v5U/�K4��3 ��û
� ���81 ���F365�L��)K�F�0v5U/�K4��3Áí�%�� �v5
5�� ����# GB5U0�3 �����)F���#B"�� � ûL� �F�}14/�K4� ��1��-LF�}14/�K4� �'í
%�� �®1¦7�� ��� 5�% �

MAE0,MAE1
1��-L

MAE2
������3¹1�& #k3 ��3 14/��v5/KB����� ��0�0v5U0 #B� ����� �v5/KB����#|5��

u(x)
í

L���0�#k791���#k7����5
G �v5/KB����#|5��
u′(x)

1��-L
u′′(x)

5
G2�����:F�0v5U/�K4��3 � ø � ù GB5U0PL #��E��0��:���791
KB�����%5
G��Jû� � �®1¦7��
�����5L ����� GB5/K%K|5�% #B��QpGB5U0�3 ��Ku1�� #B� �¦5U3gF����21���#|5��s5
G

MAE0
í
MAE1

1��-L
MAE2

õ
MAE0 = max

16i6N
|u(xi)− ui|,

MAE1 = max
16i6N

∣∣u′(xi)− vi
∣∣,

MAE2 = max
16i6N

∣∣u′′(xi)− v′i
∣∣.
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 � �®1¦7�� �����5L�
.1������s� �:#UL��)KJ1��-L � � % �v5�� �
��1
F����v5�� #B����021���#|5�� 3 �:��� 5�L �v5 �v5/Kk7�� 0����=F � �:��#k7��)KB�
KB#B���8140�1��-L � 5���KB#B���8140 ��� ������3 5
G �5T��®1���#|5�����140�#4���5L G�0v5U3 �5T��®1���#|5�� ø �'û � ù û � K%K �¦5U3gF����21���#|5����
%���0�� F ��09GB5U0�3 �5L�5���1  #B�-L�5�% � � � � ���,KB��#k3¹1���� 5/F ��021���#B��Q ��� ������3 #B� ����� 
���� �}���'��� � �
�:�L7 #k0v5���3 �:���¹7���0���#|5�� � � �¦5U3gF�#%K4��0 ø �'û � � 5
G:Q � � ù 5��H� �����)K��	5U0�� # / é � /&/ �U&ïí �'û � � 
 ��" #	�Lû������
�v5/KB����#|5����£140�� �¦5U3gF������5L$5�� � � 5�L����¸1��-L #B����021���#|5�� #4� �¦5�����#B�����5L ������#%K �:#B������0������s3¹1�& #k3 ��3
L #��E��0��:� ����/ �:� %����:� � %	5���� � ��������#k7�� #B����021������ #4� K4����� ���®1��

10−6 5U0 ����� ����3D/ ��0�5
G #B����021���#|5��
0��81 �����5L

103
û

�������	��
����� �����.365�L��)K�KB#B���8140PF�0v5U/�K4��3 Q #k7��:� /��

u(5)(x) = −4u′(x), 0 < x < 1,

����/�N�� �:� �v5:/�5����-L 140�� �¦5��-L #B��#|5����

u(0) = 0, u′(0) = 1, u′′(0) = 2, u(1) = exp(1) sin(1), u′(1) = exp(1)(sin(1)+cos(1)).

����� 1��®1
KB� ��#��81
K �v5/KB����#|5��$5
GG�����`F�0v5U/�K4��3 #4�
u(x) = exp(x) sin(x)

û������
MAE0

í
MAE1

1��-L

MAE2
�¦5U3gF������5L /��F3 �:��� 5�L ø �'û � ù GB5U0PL #��E��0��:���791
KB�����%5
G�� 140��:F�0������:�����5L #B� �}14/�K4� ��û

� � � � O 

������� �����������! #" ��$&%'%)(&(& #( �+* (& #��" %)�-, ������� �����������! #" ��$&%'%)(&(& #(.
MAE0 MAE1 MAE2,0/ 1 /32#4�,05#534�, �76 5  1 ,84�9#:�,0;#:#/ �76 5  1 4�<3:>=�:#532�< �76 5 532 1 ,0/32#2�<35#;�< �76 5  1 4�/>=8<35#/32#2 �76 <  1 <35�,84�5>=�/#5 �76 5 /�< 1 <#<>4�;�<>23=8< �76 <  1 =>,84#2#4#43=8< �76 /  1 2�:#;#932�532#2 �76 < ,82�; 1 ,#,)<#<#<39#:32 �76 <  1 <�=�/#;#5>=>,0/ �76 /  1 <�=�/#;#5>=>,0/ �76 < 

�������	��
��@?A� ����� � 5���KB#B���8140365�L��)KOF�0v5>B�K4�8CED #7F��:�GB��

u(5)(x) =
(u′(x))2

(5 + x)3
+

23

(5 + x)5
, 0 < x < 1,

����B�N�� �:� �IHJBAH����-LLK3M�� ��H��-L #B��#+H����

u(0) = ln(5), u′(0) =
1

5
, u′′(0) = − 1

25
, u(1) = ln(6), u′(1) =

1

6
.

N����OK���K
KB� ��#+P�K
K,�IH/KB����#+H��QH
G �����@F�MIH>B�K4�8C #4�
u(x) = ln(x + 5) R N���� MAE0 S MAE1

K��-L
MAE2P�H>CgF������5LGB��TC �:���LH�LVUXW R Y[Z GXH>MPL #��E�8M��:����F�K
KB�����\H
G��]K3M��:F�M������:�����5L #B�GN�K3B�K4�^W R
� � � � _^`

������� �����������! #" ��$&%'%)(&(& #(ba * (& #��" %)�c2#d
������� �����������! #" ��$&%'%)(&(& #(.

MAE0 MAE1 MAE2,0/ 1 ,0:>=�4#2�:>=�:�a 6 53d 1 <39#;#/#/�<3534�a 6 53d 1 2�<#<3/#;>=�5�,3a 6 2#d532 1 <35#;#/#:#9�,0:�a 6 <>d 1 2�9#5�<35#9#/34�a 6 53d 1 2�<#<#<�,0/�<3;�a 6 2#d/�< 1 ,#,)<#<#<39#:32�a 6 <>d 1 ,09�,)<3932�<39�a 6 53d 1 2�<#<39#5#;�,0;�a 6 2#d,82�; 1 2#4�9#5#5#:34�,3a 6 4#d 1 4�9#534�,0932�<[a 6 <>d 1 2�<>23=�534�5#:�a 6 2#d
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'Q%�� H>M,*
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x = xi, i = 1, 2, . . . , N,
%<�;��K�F:�

H>B
%)K �����#* KS(��$(�%,�8C H ' K �7D:�8B�M)K �+P;�#7���K %��+H&��(bD��7F:��� B�� UXW R Y[Z %/�
�+P,�0�+(/(��$(�%,�8C H '5��������K3MA�#7���K %��+H&��(/�U'
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f(x, u)
�+(���������K3M H&%����8M
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%)K %��+H&��K �����V�6W P��+����%OK ��*VK>P�P���M)K %,��X C�H>M,��H�F:�8M�%<�JD:��%;����C��8M��+P�K �'K !
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	Bp'a¨�	p!e�j�e�z�f�i R fGf�`3f�wÃ�3f�m�e/a�e/`3e�f�u�`3f�c6pVk3e�tjhg@fGe/a�j�a�`3fhg��rjhg@e��	b �´��lÂ�Â�´����anu¨�3e/u�}>e/md��w�b2uD��a�}nl	`3f�w�c,f�`Â�3e�f�����u/g@f>�Â�3fh�´�!`´�/j�a¨�	a�fhg3}¨�3e�j�a�} RkVf�c,c#�Â�	sP�Yj�lÂ�	a�����a�j�pnk	`Â�3c,f�`3e�c

r
t j�a�`´��a�f�sP�Â� j1�3f�`3f�s�o�g3p'`Â�3e�j�a�}�� j�u�e��'~>z�e�g3}����'~>kÂ�	m�e/u S �3eu�j�k	b2�!mÂ�ys�`	b2w�oG�3e/uI�	g3p½��`	m	a¨�	l3f�j�mÂ�'~y|�m�e�j>�3j�a�f�c j�`3f.�3m�e/i�`´�/j�a¨�	a�fhg3}¨�3e�j�a�}����	wSk3e�g3p'`Â�	b�~

m	o�j�a���`Â�Â�	l	m�e/u a�oG�d�3`	b |�m	u¨�	uD��g@f>�	a�b�u�e/w>�@f�i3j�a�u¨�	� jhg@e��3e/u��´��g@f�j�� R }Ge�g@f�z%��a�fhg3}¨�´��p �<�Â�´��tc#�	md� k3e/k	o�g3p'qÂ�Â�{c,e��!f�a�e/md��w�b2uD��a�}�j�p �3f�o�j�a�e/i	lÂ�	u�e/i R wVg3pys�`3f>�'g��_�d�@j�m�e/s�eLg@f�c,c#�Â�	s>�I����u¨�3ez/b�g<�j�	w�u�f�j�a¨�	b k3e/k	o�g3p'qÂ�3e��Â�	b�f�qÂ�	m'g3b�wP�´��lÂ�	a�fhg3}¨�3e/iL�/c6k'g<�	a�o��3b S m�e/a�e/`	b�f�u¨�3f�w���kÂ�3e�w���u�f�`'t���'g<�3j�}>k3e�jhg@f�j�f�`Â�Â��kÂ�	m�e/unu>m�e��	q3f��� u�f�md� S ��u��´�/j�a�e�p'xSf�fVu�`3f�c6pLk3e/k	o�g3p'qÂ�	pLg@f�c,c#�Â�	s�e/uco��g@e��	w�c,f>�	p	f�a�j�p �´���Â�	w�m�e�c�o�`3e/u¨�3fGlÂ�3jhg@f>�Â�3e�j�a¨� � � � R

���ÂÑ������ Z ¢§¹P�� >�4�_¯_ª_µ>�.�� .¡�£��4£_¹4¥��¸_ª��4�_���4®��o¸_ª�«�¥¨�o¥�¢�©<©Âª_�_®�� b
r�eP�@fhg3}Gu�w��_�3c,eP�@f�i3j�a�u¨�	p��3u�o#~�u¨�d�@e/uh��e�g3}�a�f�`	`´� S md��m!~#e/`3e/�Se��	w�u�f�j�a¨�3e S k3e/w�u�e�g3p	f�a k3e�g3o#tlÂ�	a�}�qÂ�	m'g<�	l3f�j�m�e�fn`3f��Sf>�Â�3f>j>�3j�a�f�c6b{�3u�o#~t�<� � � f�`3f>�	qÂ�´��g3}¨�	b�~�o�`´��u¨�3f>�Â�	i R }m��w���g@e�j�}�z/b So�`´��u¨�3f>�Â�	p k3e/w�u�e�g3p'��a � e/`3co��g<�	w�e/uD��a�}{m�e�g@f�z%�_�Â�	p�jYe/a�j�a���uD�_�Â�3f�c k3e � ��w�f S �´�/z�g3�����/f�c6b�fu�j�e�e�z/xSf�j�a�u�f���w���i	q	b � `	b�j>��� R }m��m z/b�g@e�o�j�a��_�3e/u/g@f>�3e�k3e/w>�<�3f�f S qÂ�	m'g<�	lÂ�3e�j�a�}ylÂ�3jhg@f>�Â�3e�tj�a¨� md�_�´���@j�mÂ�'~ w���i	q3f�u{e�z��´��`	o�!f>�´�t� uy`3f�sP�3e��´��~ S s��@fÀ�'~�u�`´��sP� �3fYe�z��	a�����a R ��e�g@f�f a�e/s�e S�_�´��g@e/sP�	lÂ�	b�fSm	uD��wP�	s>��`3c,e��Â�	l3f�j�mÂ�3frm�e�g@f�z%�_�Â�	pyj�u�e/i3j�a�u�f>�Â�	b c#�3e/sP�3c �3`	o�sP�3cdj�f�u�f�`Â�	b�cdk3e�t

k	o�g3p'qÂ�	p	c s�`	b2w�oG�3e/u S uYa�e�c lÂ�3jhg@f>e�z�e�j�e�z�g@f>�Â�	b�c e�j�a�`3e/u¨�	b�c s�`	o�k	k´�/c S �ym�e/a�e/`	b�f>k3e |�m�e�tg@e/sP�	l3f�j�mÂ�3c k	`Â�	lÂ�Â�´�/c��3f�c,e/s�o�a{z/b2a�}{e/kÂ�3j��_�	b �3j ~#eP�3p �	w�c,eP�@fhg<��u�w��_�3c,eP�@f�i3j�a�u¨�	p �3u�o#~
u¨�d�@e/u�a¨�	k´����~d�	x��Â�	my� �!f�`	a�uD��� R nGfSk3eP�3a�u�f�`%�<�'g<�3j�}�u�b2u�eP�3b e�zYo�j�a�e/i	lÂ�	u�b�~�m�e�g@f�z%�_�Â�	p�~
�	w�c,eP�@fhg<�À��e�g3}�a�f�`	`´��uVg��/z�e/`´��a�e/`Â�	b�~n|�m�j�k3f�`Â�3c,f>�	a���~Á� R �d��o�w�f�j�k	`3e�j�a�f�i	���3c#�Ye/`	s>�_�Â�	w�co��tc#� R }Ge�g@f�z%�_�Â�	p�urg��/z�e/`´��a�e/`Â�	b�~�|�m�j�k3f�`Â�3c,f>�	a���~yjh�´�/j�f�m�e�c6b�c#��k3e�g3o�lÂ�'g i R ��a¨�d��� S �3e��	g3pu�w��_�3c,e�e/a¨�3e/�Sf>�Â�	iYu¨�d������k´��`´��wP�	a��!~#e/w�pd�Â��� R �m��`´��wP�	a¨�	w�c��3c,f�f�a!e/a�g<�	lÂ�	pne/a�a�`3e � �	l3f�j�m�e/s�eu�w��_�3c,eP�@f�i3j�a�u¨�	p���~d�	x��Â�	mn� �!f�`	a�uD��� S a���m md��mYa�f�m	o�x���pL�<�Â�´�/c#�	md��lÂ�3jhg@f>�Â�3e�j�a¨�Lk´��`´��wP�	a¨�'tl3f�j�m�e/iLe�j�b�w���u¨�3j>�	aSe/a�m�e�g<�	l3f�j�a�uD�m�@e�j�a�o�kÂ�	b�~npd�	qQU �3em�3f�u�w�`3e�jhg3b�~-�ro�m�e/u Z u�k	`3f.�3�Sf�j�a�u�o#t��xSf�c k3e/m�e�g@f>�Â�Â� Rg w>g��/z�e/`´��a�e/`Â�	b�~�|�m�j�k3f�`Â�3c,f>�	a�e/u�|P�	a�e�c,e�g@e/s>�tn��	m�e�g3}�j�e��´��� � ��j�a���g@e�k3e��	p'a¨�3e S l	a�e�m�e�tg@f�z%�_�Â�	p lÂ�3jhg@f>�Â�3e�j�a¨� c,e/s�o�avk3e�p'u/g3p'a�}�j�p o �	w�e�g<�	`3e/uD�_�Â�	b�~ k3e/k	o�g3p'qÂ�	i S e�z��	a�����x��'~ k	`Â�k3e�j�a�e�pd�Â�	b�~�o�jhg@e/u¨�	p�~Á��k3e�g3o�l´����x��'~ � �	m�j>�	`3e/uD�_�Â�3e�fVm�e�g<�	l3f�j�a�u�enm�e/`3co� R

CDC���P �#O@_)B'_NKG=�MNP	O@^NK#^N_ ?
(1) ! �#P�;NP �/\ ArO@P	^N_NK:

�h��a�lÂ�Â�3j�e��3e�c � $ � z/b�g��Vk	`3f.�	g@e��!f>�´�Sc,eP�<� � �	md��qÂ�	p U�� Z S �3j ~#eP�3pI�	w�w���k´��w>�3b2uD����xSf�s�ej�@f�i'tj�a�u¨�	p>`3f�s�o�g3p'qÂ�Â� u�`´��w�c#�3e��!f>�Â�Â�À��� � �Â�	i S l	a�eVk	`Â�	u�fhg@e�mno�`´��u¨�3f>�Â�	� j�e/a�m'g@e��	p'��x��3c,j�pnk3e
u�`3f�c,f>�Â� ��`	s�o'c,f>�	a�e�c"���+H>D��+(�%��+P�#$#$%&�3�

dN

dt
= rN(t)

(
1− N(t− τ)

K

)
.

U � Z



<Y�����h"3 	���	���L1 - 1� ������	�	��
>� - �������	�	���	�	�� #"���
�$ ��$	�����V���#�/�	$ � - $�� � �
��u�f.�@f>�Â�3e�f u�o�`´��u¨�3f>�Â�3fnw���k´��w>�3b2uD�_�Â�3f

τ
jhg3o���	a�~G��`´��m	a�f�`Â�3j�a¨�	m�e/i�`3f�s�o�g3p'qÂ�Â� � �3j�k3e�g3}/t

w�e/uD�_�Â�	p ��u�e�j�j�a��_�3e/u/g@f>�Â�	pd`3f�j�o�`3j�e/u��'g<� �´��m�e/k'g@f>�Â�	p���`´�/j�k´�����ve/a�`´��u/g3p'��x��'~�k	`3eP�3o�m	a�e/u
c,f�a��/z�e�g<�	w�co� R��e/wP�Â�	md����x��3f�u�o�`´��u¨�3f>�Â�Â�n`3f����3c6bdk3e/u�f.�@f>�Â�	pna�`´�/f�m	a�e/`Â�Â�Lz/b�g<�nk3eP�3`3e�z��3ej�3j�jhg@f.�@e/uD��t
�	b u�e�c#�3e/sP�'~�`´�/z�e/a���~ S u�a�e�c lÂ�3jhg@fne/a�f�l3f�j�a�u�f>�Â�	b�~ � ��� R � `Â� co��g3b�~{wP�´��l3f>�Â�	p�~�w���k´��w>�3b�tuD�_�Â�	p

τ
�<�Â�´�/c#�	md�Yc,eP�@fhg<�{e/kÂ�	�Sf�a w���a�o#~G����x��3f!m�e�g@f�z%�_�Â�	p

N(t) → K R � U � Z o�j�a��_�3e/u/g@f>�´�u�e/w�c,e����3e�j�a�}�u�e/wP�Â�	mÂ�3e/u�f>�Â�3f�z�� � o�`	md��qÂ�Â��~ �d�3`3e��3e/uD��� � e/k � ��j�k3e�p'u/g@f>�Â�3f�c{o�j�a�e/i	lÂ�	u�e/s�e
k	`3f.�@fhg3}¨�3e/s�e�qÂ�	m'g��

N∗(t, r) R nm��`	o��Sf>�Â�3fro�j�a�e/i	lÂ�	u�e�j�a¨� j�e�j�a�e�pd�Â�	p�`´��u¨�3e/u�f�j>�	p{w���u¨�3j>�	a�e/au�fhg<�	lÂ�Â�	b
rτ R w���g3}¨�3f�i	�Sf�fro�u�fhg<�	l3f>�Â�3f rτ > π

2

u�b2w�b2uD�/f�a�k3f�`3fh~#eP�{uY`3f����3c `3fhg���m�j���qÂ�3e��'t
�	b�~{m�e�g@f�z%�_�Â�	i R ��b�j�a�`3e�f>u�e/w�`´�/j�a��_�Â�3fÁ�/c6k'g<�	a�o��3b m�e�g@f�z%�_�Â�	i u�b2`´�H�!f>�Â�3e/i �3f�s>��`3c,e��Â�	l3fht
j�m�e/i � e/`3c6b�k	`Â� o�u�fhg<�	l3f>�Â�Â� u�`3f�c,f>�Â�3e/s�e!k	`3e�c,f��ro�a�md�!c,f����3o>co��m�j>�3c6o'co�/c#�Á� c#�Â�Â�3c6o'co��t
c#� S j�a�`3f�c6p'x��3c,j�p�m½�3f�e/a�g<�	lÂ�3c6b�c e/a �	o�g3p�wP�´��l3f>�Â�	p	c S k	`Â�	u�eP�3p'a�a���m�e/i `3fhg���m�j���qÂ�3e��Â�	b2iqÂ�	m'g U `Â�3j R W Z m�w���a�`	o��<�3f>�Â�	p	c�k	`Â�L|�m�e�g@e/sP�	l3f�j�m�e�c e�z�e�j>�3e/uD�_�Â�Â� R

���ÂÑ���` � ³ ¢§¥¨�4«�����¸_ª��4�_�_±K��¸_ª�«�¥ µ�¹�¤���µ.��¢§�_ª_ª Q+´>R@�
K = 15000

b
r��3e/sP�3c �´�/j�f�m�e�c6b�c{j�u�e/i3j�a�u�f>�Â�	b�k	`3eP�@e�g����	a�fhg3}¨�	b�f�u�j�k	b2�!mÂ�rlÂ�3jhg@f>�Â�3e�j�a¨� S �3e e��Â���´��tlÂ�Â�´����a�j�pLk3e�jhg@fGk	`3f�eP�@e�g@f>�Â�	p��3f�m�e/a�e/`3e/s�e>k3e/`3e/s�e/u�e/s�e>wP�´��l3f>�Â�	p S m�e/s����rk´��`´��wP�	a�b �3fVc,e/s�o�a| � � f�m	a¨�	u¨�3e�k3eP����u/g3p'a�} `´��w�c#�3e��!f>�Â�3f R �!e/`3c6b m�e�g@f�z%�_�Â�	i��	g3p���u�a�e�~'a�e��Â�	b�~��m�Â�	uD��wP�3e��Â�	b�~k3e/k	o�g3p'qÂ�	i�c,e/s�o�a{z/b2a�}{`´��w�g<�	lÂ�	b�c#� R �Ge�c#�3c,eyw���a�o#~G����x��'~ �vs>��`3c,e��Â�	l3f�j�mÂ�'~�m�e�g@f�z%�_�Â�	ic,e��!f�a u�e/wP�Â�	md��a�} ��k	`3e/a¨�	u�e/k3e�g@e����3e�f�p'u/g@f>�Â�3f�� u�e/wP�Â�	mÂ�3e/u�f>�Â�3f � g3o�m	a�oD��qÂ�Â� j�w���a�p��St

�	b�c#��kÂ�	md�/c#�{lÂ�3jhg@f>�Â�3e�j�a¨� R u���md��p{j>�	a�oD��qÂ�	p�u�e/w�c,e����´� S �´��k	`Â�3c,f�` S k	`Â��k3f�`3fh~#eP�@f��3f�m�e/a�e�t`	b�~�k3e/k	o�g3p'qÂ�	irm!md�_�Â�Â�3z%��g<�	w�c6o������'g<�rc,e��!f�aVz/b2a�}Ve�z/o�jhg@e/u/g@f>�´���	w�c,f>�3f>�Â�3f�c �´��k	`´��u/g@f>�Â�	p
f�j�a�f�j�a�u�f>�Â�3e/s�e�e/a�z�e/`´� uVe�j�e�z/b�~ro�jhg@e/u¨�	p�~rj�o�xSf�j�a�u�e/uD�_�Â�	p R w!e/k3e�g<�3f>�Â�3f ��`3f�k	`3eP�3o�m	a¨�	u¨�3e/s�e �j�e�c#�3e����	a�fhg3pYw���k´��w>�3b2uD�_�Â�3f�c

rN(t− τ)f [N(t), N(t− τ)]
�3f �3f�j�o�a!|�m�e�g@e/sP�	l3f�j�m�e/s�enj�c6b�jhg�� R��� 	 ��`´�/j�j�co��a�`Â�	uD��g��/j�}yc,eP�<� � �	md��qÂ�	p�c,eP�@fhg<���h��a�lÂ�Â�3j�e��´�VU jrk	`Â�	u�f.�@f>�Â�	b�c#��m�e/| � � �'t

qÂ�3f>�	a��/c#� Z �
dN

dt
= λN(t)f (N(t− 1)) ,

U Y[Z
s��@f

f(·) ���<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�co��p � oG�	m	qÂ�	p S `´��w�g@e����3co��p�u��/j>�3c6k	a�e/a¨�	l3f�j�mÂ�	iy`#pG� S �	g3pLm�e/a�e�t`3e/i�u�b2k3e�g<�	p'��a�j�p�o�jhg@e/u¨�	p

f(0) = 1, f(x) = −a0 +
∞∑

k=1

ak
xk
, x→ ∞, a0 > 0.

U Y ′ Z
�]jhg@e/u¨�	p	c]U Y ′ Z j�e�e/a�u�f�a�j�a�u�o�f�a S �´��k	`Â�3c,f�` S k	`3f.�	g@e��!f>�Â�´��p `´�_�3f�fyu ����%����	g3p a�fh~ �!fyq3fhg@f�i
� oG�	m	qÂ�	p

f(x) =
(1− x)

(1 + cx)
.

U Y ′′ Z



� W �!� " ��
���"����'���¿�� 
��k3eP�@e�z��3e/i�c,eP�<� � �	md��qÂ�Â� U �	w�u�f�j�a¨�3e/iLmd��m �2'XH[H-*������7CO��%,�#* #$#$%&� Z `´�/j����	`#p	f�a�j�pLlÂ�3jhg@e!k´��`´��tc,f�a�`3e/u S e/k	`3f.�@fhg3p'��x��'~ ~G��`´��m	a�f�`Â�3j�a¨�	mÂ��`3fhg���m�j���qÂ�3e��Â�3e/s�e qÂ�	m'g����3f�m'g��/j�j>�	l3f�j�m�e/i � e/`3c6b Sa���m�md��m�k	`Â�Lo�u�fhg<�	l3f>�Â�Â�

c
u U Y ′′ Z j ���3co�/f�a�j�p �/c6k'g<�	a�o���� Rg w1�@e/k3e�g<�Â�	a�fhg3}¨�	b�~ e/s�`´�_�Â�	l3f>�Â�	ink	`Â�>k	`3f�e�z/`´��w�e/uD�_�Â�Â�I�3j ~#eP�<�3e/s�e�o�`´��u¨�3f>�Â�	p U Y[Z mnj>�Â�'ts�o�g3p'`Â�3eYu�e/w�c6o�xSf>�Â�3e�c6o

ẋ = F (x(t − 1), ε)
�t����g@f�fSmyk	`3f.�@fhg3}¨�3e�c6oy`3fhg@f�iÂ�3e�c6o�o�`´��u¨�3f>�Â�	�

j�w���k´��w>�3b2uD�_�Â�3f�c
ẋ = R(x(t−1))

k	`3f.�3k3e�g���s>�/f�a�j�p
λ� 1 R wVg3p U Y[Z P U Y ′ Z o�a�u�f�`E�����/f�a�j�p>j�o�xSfhtj�a�u�e/uD�_�Â�3f�f.�<�Â�3j�a�u�f>�Â�3e/s�eSe/`3z��	a���g3}¨�3e!|�m�j�k3e��3f>�	qÂ�´��g3}¨�3eSo�j�a�e/i	lÂ�	u�e/s�e!qÂ�	m'g�� R �Ge�t k	`3f����3f�c6o�3f�k3e��	p'a¨�3e md��m�e/i��3c,f>�Â�3e��3fhg<�Â�3f�iÂ�	b2irk3e/k	o�g3p'qÂ�3e��Â�	b2irk	`3e/q3f�j�j2c,e��!f�aGk3e�c,e/l	} k	`3f.�@j�md��w���a�}

j�u�e/i3j�a�u�e U Y[Z S a���m�md��m �	wVo�a�u�f�`E���@f>�Â�	p�erj�u�e/i3j�a�uD��~�qÂ�	m'g��Su�� 	 ��k3e�g3o�l3f>�3e
minN∗(t, λ) ∼ C1 exp (−λa0), C1, a0 = const > 0,

� S md��m{e/a�c,f�l3f>�3eY`´�_�3f�f S λ �	wP�´��l´��g3}¨�3eLo�md��w�b2uD�/f�a�j�p �@e�j�a���a�e/lÂ�3e�z�e�g3}����3c wP�´��l3f>�Â�3f�c R � `Â��3j�k3e�g3}�w�e/uD�_�Â�Â� � oG�	m	qÂ�Â� U Y ′′ Z �´�����Lu�b2lÂ�3jhg<�	a�fhg3}¨�	b�f�|�m�j�k3f�`Â�3c,f>�	a�b k3e/md��w�b2uD����a>u/g<�	pd�Â�3f
�@f�c6k � �	`	o���xSf�s�e!m�e�g@f�z%�_�Â�	pYk´��`´�/c,f�a�`´�

c
�´��u�j�f�~G��`´��m	a�f�`Â�3j�a¨�	mÂ��qÂ�	m'g�� S l	a�e��´��k	`#p	c6o����3fe�z�j�o�����/f�a�j�p{u{� 	 � S ��a�`3f�z/o�f�a�j�p{o�jhg@e/u¨�3f c � 1 S a���m{md��m�k	`Â��co��g3b�~ c j�u�e/i3j�a�uD�YqÂ�	m'g�� U Y[Zz/o��3o�arwP�´��lÂ�	a�fhg3}¨�3e c,f>�3f�fh�Â�	a�f�`	k	`3f�a¨�	`	o�f�c6b S l3f�cvu U � Z0RwVg3pVU � Z �VU Y[Z o�j�a��_�3e/u/g@f>�3enj�u�e/i3j�a�u�e��<�3j�j>�	k´��a¨�	u¨�3e�j�a¨��a�`´�/f�m	a�e/`Â�Â���

N(t) 6 exp(rτ).
U Y ∗ Z

�{C�� 6�\]K
9��y\]_N^NP�:�_)CN_�O ! ;)A���KEC 9,_ ! B�6@O@K#M)B�CN_
nGf�m�e/a�e/`	b�c k3e/k	o�g3p'qÂ�	p	c u�`3f.�<�	a�fhg@f�i j�u�e/i3j�a�u�f>�Â�3e�j�k3f�qÂ� � �	l3f�j�m�e�f��3f�`3f�s�o�g3p'`Â�3e�fnp'u/g@fht

�Â�3f kÂ�'g@e�e�z/`´��wP�3e/i�u�j�k	b2�!mÂ�LlÂ�3jhg@f>�Â�3e�j�a¨� � ()K
	/%IH[H&%��GH�(IP������ K %��+H&��(
��������� S m�e/a�e/`	o�� c6b c,e��!f�c
e/kÂ�3j���a�}Lk	`Â�t�@e/k3e�g<�3f>�Â�Â�{c,eP�@fhg<� U Y[Z S U Y ′′ Z0R �Ge�jhg@f!`´��u¨�3e/u�f�j>�3e/s�e�j�e�j�a�e�pd�Â�	pyk	`Â�ylÂ�3jhg@f>�Â�3e�tj�a¨�yz%�/z�e/l3f�m S �3f�u�b2w�b2uD����xSf�i��@f � e�g<�´��qÂ�Â� S u��3`	o�s�k3e�p'u/g3p	f�a�j�p�j�f�`Â�	p �3f�k3e�jhg@f.�@e/uD��a�fhg3}¨�	b�~e/l3f>�	}�c#�3e/s�e/lÂ�3jhg@f>�Â�	b�~�k3e/m�e�g@f>�Â�	i S �´�Yk3e/`#pG�@e/m�k	`3f�u�b2������x��'~�j�`3f.�<�3f�c#�3e/s�e�g@f�a¨�	��� lÂ�3jht
g@f>�Â�3e�j�a�} w��yk	`3f.�3�Sf�j�a�u�o���x!o�� �@f�md���3ovu�e/l´��s�f�u�j�k	b2�!mÂ� R u���m�u¨�3f�w���kÂ�3e�k	`3e�p'u/g3p	f�a j�f�z�pfhg@e/uD��p g<�3j�a�e/u�f�`	a�md� &���#���$����#��/���3�����, � ��/��3�#� ��u�g@f�j���~ i�f�u�f�`Â�3e/i ~�c,f�`Â�	mÂ�VU �´��`Â�3j R �V�s�	w�t
c,f>�3f>�Â�3fLk'g@e/x����<�vk3e/sP�3z/�Sf�s�eyg@f�j��yj a�`3f�c6p u�b2`´�H�!f>�Â�	b�c#��kÂ�	md�/c#��k3et���_�Â�	b�c ����W�� Z S s��@fz�e�g@f�f �
%�g@f�a�k3e�j�a�e�pd�Â�3e��´�/z�g3������g��/j�}Sk3e�g<�´��p>k3e/a�f�`#p>~'u�e��QU �@f � e�g<�´��qÂ�	p Z �´�GwP�´��lÂ�	a�fhg3}¨�	b�~k'g@e/x����3p�~ u�k'g@e/a�} �@e�k	`3f�m	`´��xSf>�Â�	pvu�j�k	b2�!mÂ�vuym�e��	q3f{� 	 �
%�t ~ s�s R �K��u�f�`	�Sf>�Â�3f���a¨�	kÂ�	lÂ�3e/iu�j�k	b2�!mÂ��c,e��!f�a k	`3e��3j ~#eP�<�	a�} a���mG�!fGu¨�3f�w���kÂ�3e S md��m���f�f `´��w�u¨�	a¨�3f R

���ÂÑ���� � Ç ª_¥��.�.¶.¤��4°§�¨�4�µ>�§£_±(¬o«��Ã¥_ª��� >�4µ>¢�¤_ >«�ª µ1©´�4��¬o .�4¶>��²�®�ª�¶.¢§¥_ª�¥�¢���� b



<Y�����h"3 	���	���L1 - 1� ������	�	��
>� - �������	�	���	�	�� #"���
�$ ��$	�����V���#�/�	$ � - $�� � �
r�b c,e��!f�c�k	`3f.�	g@e����	a�}Vco��a�f�co��a¨�	l3f�j�m�e�f2e/kÂ�3j��_�Â�3f�a���m�e/s�e�l´�/j�a¨�3e/s�e S �3e�u�f�j�}�co���3f�z�g���s�e�tk	`Â�	p'a¨�3e/s�e��	g3pYg@f�j>�3e/s�eS~#e/w�p'i3j�a�uD�>j�q3f>�´��`Â�	p�k3e/k	o�g3p'qÂ�3e��Â�3e/i �<�Â�´�/c#�	mÂ� S o�u�fhg<�	lÂ�	u j�a�f�k3f>�	}�3fhg<�Â�3f�iÂ�3e�j�a¨��k	`´��u�e/i�l´�/j�a¨��u U Y ′′ Z �

dN

dt
= rN(t)

(
K −N2(t− τ)

(K + cN3(t− τ))

)
.

U � Z
u���m�o����/f�a�j�p�j�s�g����<�	a�}t�3f.�@e�j�a���a�e/m o�c#�Â�Â�3c6o'c,e/u

min0<t<T∗
N∗(t, r) → ε S ε � 1 S jhg<�	�!m�e�c�Â�	w�mÂ�'~ �	g3pdu�e/w�c,e����3e�j�a�f�i k3e/u�a�e/`Â�3e/s�e�z/b�j�a�`3e/s�e `3e�j�a�� lÂ�3jhg@f>�Â�3e�j�a¨� k	`Â� j�u�e/i3j�a�u�f>�Â�	b�~

u�`3f.�<�	a�fhg3p	c z�e�g3}����'~
r S �3eYe/a�e/id�3p�e/aYo�jhg@e/u¨�	i U Y ′ Z � f(x) → 0 S x → +∞ R � u�b2lÂ�3jhg<�	a�fhg3}/t

�	b�~��3j�jhg@f.�@e/uD�_�Â�	p�~��	g3pGU � Z c6bvk3e�jhg@f�z�� � o�`	md��qÂ�Â�>c,e��!f�c{k3e�g3o�lÂ�	a�}V`3f���g<�	w���qÂ�	� j�q3f>�´��`Â�	p
kÂ�'g@e�e�z/`´��wP�3e/iru�j�k	b2�!mÂ�GU `Â�3j R3Y[Z0R v�j>�3e/u¨�3e/irwP�´��lÂ�3c6b2i��/j�k3f�m	a�U � Z � e/l3f�`3f.�<�3e/i>j�a�`3f�c#�	a�fhg3}/t
�	b2i �3f�m�e��	a�`3e�g<�	`	o�f�c6b2iy`3e�j�a>lÂ�3jhg@f>�Â�3e�j�a¨���´��lÂ�Â�´�/f�a�j�p�e/a>wP�´��l3f>�Â�	p�z�g<�	w�m�e/s�e>m�j�o�xSf�j�a�u�e�t
uD��u��Sf�c6oyk3f�`3f.� z�� � o�`	md��qÂ�3f�i�`´��u¨�3e/u�f�j>�	� S e/k	a¨�3co��g3}¨�3e/s�e�z%��g��_�3j���j�e�j�`3f.�@e/i R nGfS~'uD��a��/f�ao u�j�fh~ �_�´��g@e/sP�	lÂ�	b�~�c,eP�<� � �	md��qÂ�	ido�`´��u¨�3f>�Â�	i�jYw���k´��w>�3b2uD�_�Â�3f�cs�3f�m�e/a�e/`	b�~�a�`Â�	s�s�f�`Â�	b�~
j�u�e/i3j�a�u S l	a�e�z/b `´�/j�j�co��a�`Â�	uD��a�}À�/j�k3f�m	a�b z/b�j�a�`3e/s�enj�q3f>�´��`Â�	p�j��/c,e/w���u�f�`	�Sf>�Â�	p�u�j�k	b2�Sf�m R

���ÂÑ������ Ç ¢�¤_¢§²P����«�¤_¢§¥¨�4«�����¸_ª��4�_���.©Â¹1¸_ª�«�¥_¹1µ����4µ>�4�h©<���¨¢§¥_ª QfÅ.R@b

�������
	������� g w�u�f�j�a¨�3e S l	a�enu��	a�f�`´��qÂ�	p�~��3fhg<�Â�3f�iÂ�	b�~ � oG�	m	qÂ�	i
Rj+1 = ψ(Rj),

�3c,f���t
x��'~rco��m�j>�3c6o'c

ψ′(Rm) = 0 S ψ′′(Rm) 6= 0,
k3e/u�f.�@f>�Â�3f�a�`´�/f�m	a�e/`Â�Â�L���H�!f�z�e�g@f�f2`´��wP�3e�e�z/`´��wP�3e R� �'~'a¨�3e�g@e/sP�Â��k	`Â�3c,f>�	p	f�a�j�pB�

Rj+1 = aRje
−bRj , a > 1, 0 < b < 1,

s��@f�k	`Â�
a > e2

u�e/wP�Â�	md����aVqÂ�	m'g3bv`´��wP�3e�e�z/`´��wP�	b�~rk3f�`Â�3eP�@e/u S ���<�3j�m	`3f�a¨�	w���qÂ�	prw�������lÂ�rk3e�c,e�t�!f�a��´��i	a¨��e/k	a¨�3co��g3}¨�3e�fG`3f��Sf>�Â�3f R v��<�´��m�e S k3e�c#�3c,eSk3f�`Â�3eP���SqÂ�	m'g3b �	a�f�`´��qÂ�	i�e/a�g<�	l´����a�j�pu�w��_�3c#�	b�cv`´�/j�k3e�g@e��!f>�Â�3f�c�a�e/l3f�m R � `Â��z�� � o�`	md��qÂ�	p�~ o��3u�e�f>�Â�	pYk3f�`Â�3eP���Su�e/m	`	o�sGa�f�`#p'��xSf�io�j�a�e/i	lÂ�	u�e�j�a�}�qÂ�	m'g<�	l3f�j�m�e/i a�e/l	mÂ��u�e/wP�Â�	mÂ�	o�aÁ�3u�f��3e/u�b�f S j�e�~'`´�_�	p'p�j>�3c,c,f�a�`Â�	��u�f�a�u�f�i��´�
z�� � o�`	md��qÂ�3e��Â�3e/it�<�´��s�`´�/c,c,fSj�q3f>�´��`Â�	p½�!f�i	s�f>�3z%��o'co� R }Ge/`3e/a�mÂ�3f!qÂ�	m'g3b s�`	b2w�oG�3e/u una���mÂ�'~
a�f�`3c#�Â�´��~>� |�a�e�c,e��3e/a�e��Â�	b�f�k3f�`3f�j�a��_�3e/u�mÂ��j�kÂ�	m�e�c�u!m�e��	q3f S m�e/a�e/`	b�f c,e����3ej�´��i	a¨� u ��e/m't
�´��~�k3f�`Â�3eP�<�	lÂ�3e�j�a¨����j�qÂ�	m'g��/c#�

p 6= 2i
e/l3f>�	} o�w�mÂ�'~ �<�´��k´��w�e��´��~�wP�´��l3f>�Â�	iyo�k	`´��u/g3p'��xSf�s�e

k´��`´�/c,f�a�`´��������� R i�o�xSf�j�a�u�o�f�a�`#pG�!k	`Â�	lÂ�Â� S k3e�m�e/a�e/`	b�c�u�e/wP�Â�	mÂ�3e/u�f>�Â�3f�~G�/e/a¨�	l3f�j�m�e/s�em��a�a�`´��m'ta�e/`´��u!a�e/l	m�f��´��m�e/k'g@f>�Â�	pYmd�/j�md�����Sz�� � o�`	md��qÂ�	iLo��3u�e�f>�Â�	pI�3f�p'u/g3p	f�a�j�pn~#e/`3e/���3c j�u�e/i3j�a�u�e�c
�	g3pLe/kÂ�3j��_�Â�	p�k3e/k	o�g3p'qÂ�3e��Â�	b�~�k	`3e/q3f�j�j�e/u R
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g w�`´��w�u¨�	a¨�	p�o�`´��u¨�3f>�Â�	p U � Z c,e����3e�k3e�g3o�lÂ�	a�} e/kÂ�3j��_�Â�3f�f�xSf�eP�<�3e/s�e j�k3f�qÂ� � �	l3f�j�m�e/s�e|�m�e�g@e/sP�	l3f�j�m�e/s�e�p'u/g@f>�Â�	p S m�e/a�e/`3e�fÁ�3fLz/b�g@ey`´�/j�j�c,e/a�`3f>�3e�u½�	w�u�f�j�a¨�	b�~v`´�/z�e/a���~ R � jhg3o�l´�/f
u�j�k	b2�Sf�m �´�/j�f�m�e�c6b�~�t � �	a�e � ��s�e/u�k3e��	p'a¨�3fnf�c6m�e�j�a¨��|�m�e�g@e/sP�	l3f�j�m�e/i��Â�	��� �	w U�� Z o�a�`´��lÂ�	uD��tf�ayj�c6b�jhg S ��`´��u¨�3e/u�f�j>�3f k	`Â� co��g@e/i �'~{lÂ�3jhg@f>�Â�3e�j�a¨� �3c,f�f�a��3`	o�s�o�� k	`Â�	`3eP�3o R g wÁ�_�´��g<�	w���<�'g@f�c,c6bdk´��`	md�j} `	��s�f�`´�Gk	`3f.�3k3e�g@e����3c j�o�xSf�j�a�u�e/uD�_�Â�3f �3f�m�e/a�e/`3e/s�e!k	`3f.�3m	`Â�	a¨�	l3f�j�m�e/s�eSk3e�t
`3e/s�e/u�e/s�e o�`3e/u¨�	p

H < K R wVg3p�s�f>�3f�`Â�	`	o���x��'~�u�j�k	b2�!mÂ��k3e/k	o�g3p'qÂ�	it�Â�����Â�	i�m	`Â�	a¨�	l3f�j�mÂ�	ik3e/`3e/s!k3e�g���s>�/f�a�j�pyu�f�j�}�co�nco��g3b�c
L � H R �Ge�g@e����3c S l	a�eL�@e�j�a¨���!f>�Â�3f!wP�´��l3f>�Â�	p�lÂ�3jhg@f>�Â�3e�tj�a¨�

K
e/wP�´��l´�/f�aÁ�3f!o�`´��u¨�3e/u�f����	uD�_�Â�3f S �3e��@f�s�`´������qÂ�	���3f�e�z�~#eP�<�3c,e/i j�e�j�a���u/g3p'��xSf�i�j�`3f.�3b

e�z��	a��_�Â�	p R �Gf�`3fh~#eP�>l3f�`3f�w2c6p's�mÂ�	irk3e/`3e/s��3c,f�f�aGwP�´��l3f>�Â�3fÃ�	g3pSc,fh~G�_�Â�	w�c,e/uGm�e��	a�`3e�g3pru¨�	o�a�`Â�'tk3e/k	o�g3p'qÂ�3e��Â�3e/i�j�a�`	o�m	a�o�`	b R u e/s����I�´�L�<�Â�´�/c#�	m	oyj>�3j�a�f�c6b e/md��w�b2uD�/f�a�u/g<�	pd�Â�3fre/a�m'g@e��3f>�Â�3f
[H −N(t− τ)] S k	`Â�	a�e�c�u�fhg<�	lÂ�Â�´�>e/a�m'g@e��3f>�Â�	p�c,e��!f�a z/b2a�}nmd��m�k3e�g@e����	a�fhg3}¨�3e/i S a���m ��e/a/t`Â�	q´��a�fhg3}¨�3e/i R r�eP�<� � �	qÂ�	`	o�f�ccU � Z jhg@f.�3o���x��3c�e�z/`´��w�e�c2�

dN

dt
= r1N

(
1− N(t− τ)

K

)
(H −N(t− τ)) .

U � Z
r�e����3eGj�lÂ�	a���a�} S l	a�e�k	`Â�rj�c,f>�3f�wP�´��md� e/a�m'g@e��3f>�Â�	pSl'g@f>�	b k	`´��u�e/iSl´�/j�a¨� U u�e�j�k	`3e��	w�u�eP�@j�a�uD���`3f�s�o�g3p'qÂ�Â� Z c,f>�	p'��a�j�pnj�u�e��3c#� � oG�	m	qÂ�3e��´��g3}¨�	b�c#� `3e�g3p	c#�nu�c,eP�@fhg<� R wVg3p>k	`´��u�e/inl´�/j�a¨�QU � Z�3f�u�b2k3e�g<�	p'��a�j�p o�jhg@e/u¨�	pQU Y ′ Z S o�md��w��_�Â�	b�f �	g3p f(x) k	`Â�Ye�z�e�j>�3e/uD�_�Â�Â�Yo�a�u�f�`E���@f>�Â�	pYe!f.�<�Â�'tj�a�u�f>�Â�3e�c{e/`3z��	a���g3}¨�3eVo�j�a�e/i	lÂ�	u�e�c�qÂ�	m'g@f S k3e/a�e�c6o��3f2e�z�p'w���a�fhg3}¨�3eVa�f�e/`3f�co�JUXW R � Z �	wG� 	 �3z/o��@f�ak3e�g<�3e�j�a�}�� j�k	`´��u�f.�	g<�	uD�ru��´���Sf�c�jhg3o�l´�/f R

BDC6[ A��N_ ! 9,_)B'K
9��@^)A F�P	^NP9,_ ��^)6@O868F : 6�\]K
9,_

� `Â�rco��g@e�c�wP�´��l3f>�Â�Â�rw���k´��w>�3b2uD�_�Â�	pruJU � Z k3e�g3o�l´�/f�c�w���a�o#~G����x��3f�e�j�qÂ�'g	g3p'qÂ�Â�>j N → H R� `Â�{o�u�fhg<�	l3f>�Â�Â�
τ
�'g<�

r1
uLa���m�e�c o�`´��u¨�3f>�Â�Â� U P

r1 = 10−3r Z u�e/wP�Â�	mÂ�3f�a�k	`Â�	a�p'sP�	uD����x��	iqÂ�	m'g U `Â�3j R � S K = 15000 S H = 5000 Z0R

���ÂÑ���� � a�� ¸_ª�«�¥ £��.�§¥�¢#¶4ª¨·�¹�¤_«���¸_ª_ª�µ Q+²>R@���>� ��ª_�¨�4©Âª�«�� Q+´>R £�¤�ªh���¨��¥��4®�ª_¯_�_±K²�£¨�4¤��4©<¢� >¤���² b
nm��`Â�3j R � �<�Â�´�/c#�	md� k3e�jhg@fyk'g���u¨�3e/s�e k	`3e�~#e����@f>�Â�	p z�� � o�`	md��qÂ�3e��Â�3e/s�e �	w�c,f>�3f>�Â�	p k3e

j�q3f>�´��`Â�	� ~ �d�3`3e��3e/uD�!��� e/k � �Vk	`Â�Lk3f�`3fh~#eP�@f
r1
l3f�`3f�wGm	`Â�	a¨�	l3f�j�m�e�fGwP�´��l3f>�Â�3fTU uSu�b2lÂ�3jhg<�'t

a�fhg3}¨�3e�c�|�m�j�k3f�`Â�3c,f>�	a�f!`Â�3j R � u�j�fVk´��`´�/c,f�a�`	b c,eP�@fhg<�yj�e�~'`´�_�	p'��a�j�p Z S k3e/md��w�b2uD����x���p�o�j�a���t�3e/u/g@f>�Â�3fVqÂ�	m'g��Sk	`Â�
N(0) = H + ε S H = 5000 S K = 15000 R���	m'g�z/b�j�a�`3e�j�a��_�3e/u¨�	a�j�p�`3fhg���m�j���qÂ�3e��Â�	b�c j!u�e/w�`´�/j�a��_�Â�3f�c

r1 S �	w��3c,f���xSf�i3j�p S �´��k	`Â�'tc,f�` S u���� Y � a�f�e/`Â�Â��enc,eP�<� � �	md��qÂ�	p�~)�+H>D��+(�%��+P #$#$%�c6b��3fVc,e��!f�cdk3eP�3a�u�f�`%�<�	a�}Lf�s�e>s�g@e�z%��g3}/t
�	o�� o�j�a�e/i	lÂ�	u�e�j�a�} R ~�c6k'g<�	a�o����>m�e�g@f�z%�_�Â�	i�uYe/a�g<�	lÂ�3f��_�´��g@e/sP�	lÂ�3e/s�eLjhg3o�l´��p�c,eP�@fhg<� U � Z �3f



<Y�����h"3 	���	���L1 - 1� ������	�	��
>� - �������	�	���	�	�� #"���
�$ ��$	�����V���#�/�	$ � - $�� ���
u�e/w�`´�/j�a��/f�a��@e½�3f�`3f���g<�3j�a¨�	lÂ�	b�~�u�fhg<�	lÂ�Â� S �3e{e�j�a��/f�a�j�p�u{`´��w�o'c#�	b�~ �	g3p�z��3e�g@e/sP�Â��s�`´�_�Â�'tq´��~ R i�m�e/�Sf>�Â�´��p � e/`3co��kÂ�	m�e/ut���H�!fLz�e�g@f�fnk3e�~#e���� �´��`3f���g3}¨�	b�f����_�Â�	b�f k3e/k	o�g3p'qÂ�3e��Â�3e/i
�<�Â�´�/c#�	mÂ� R � U � Z k	`Â� N(0) < H

k3f�`3fh~#eP��m�o�j�a��_�3e/u¨�	u����3c,j�p � g3o�m	a�oD��qÂ�	p	c�k	`3e��3j ~#eP�<�	aÁ�3f
k'g���u¨�3e S �3erl3f�`3f�w�j�md��l	m�e�e�z/`´��wP�	b2i�k3f�`3fh~#eP�<�	b2i�`3f����3c R� `Â������g3}¨�3f�i	�Sf�c{o�u�fhg<�	l3f>�Â�Â� wP�´��l3f>�Â�	p

r1τ
k	`3e��	w�e/id�@f�aj�3`	o�s�e�f2`3f�w�m�e�f��	w�c,f>�3f>�Â�3f�k3e/u�fht

�@f>�Â�	pSa�`´�/f�m	a�e/`Â�Â� S m�e/a�e/`´��pSk3f�`3f�j�a��_�3f�a�k	`Â�	a�p'sP�	uD��a�}�j�p>mSw��/c6mÂ�	o�a�e�c6o!k3eP�@c#�3e��!f�j�a�u�o � ��w�e�tu�e/s�erk	`3e�j�a�`´�_�3j�a�uD� R g w�c,f>�3f>�Â�3fV`3f�k	`3eP�3o�m	a¨�	u¨�3e/s�enk´��`´�/c,f�a�`´�>c,e����3e>a�`´��m	a�e/uD��a�}nmd��m�jhg@f.�	tj�a�u¨�3f�e�jhg��/z�g@f>�Â�	pÁ����u/g@f>�Â�	p�k´��`´��wP�	a�e/u��´�ru�b ���	uD�/f�c,e�j�a�}ng<�	lÂ�Â�3e/m R l]jhg<� ����u/g@f>�Â�3f�e�jhg��/z�t�3f�a j�e/u�j�f�c S a�e{k	`Â��a���m�e/i z�� � o�`	md��qÂ�Â�da�`´�/f�m	a�e/`Â�	pdj>�3j�a�f�c6b �@e{o�j�a��_�3e/u/g@f>�Â�	pdqÂ�	m'g���j�e
j�u�e�f�i o�u�fhg<�	lÂ�	uD����xSf�i3j�pYe/s�`3e�c#�3e/i �/c6k'g<�	a�o��@e/iLc,e��!f�a>z/b2a�}!`3f�w�m�e�u�b�z/`3e/�Sf>�´��w��Vk	`3f.�@fhg3b
�@e/k	o�j�a¨�3c6b�~��	g3pvf�fYj�o�xSf�j�a�u�e/uD�_�Â�	pvwP�´��l3f>�Â�	i�k	`Â�

N(t − τ) > K R u���md��pvk3e/a�f�`#p o�j�a��_�3e�tu¨�	u��Sf�s�e�j�p `3f����3co� j�lÂ�	a��/f�a�j�p �!f�j�a�m�e/i@U md��a��/j�a�`3e � �	l3f�j�m�e/i Z0R nm��`Â�3j R � j>�	a�oD��qÂ�	p k3e�jhg@fz�� � o�`	md��qÂ�Â� S m�e/s�����uy`3f�w�o�g3}�a���a�fÀ�	w�c,f>�3f>�Â�	p k´��`´�/c,f�a�`´� r1 U u�j�`´��u¨�3f>�Â�Â��jÀ�_�´��g@e/sP�	lÂ�	b�c
�	w�c,f>�3f>�Â�3f�c

r
u U � Z u�c,e�c,f>�	a t = 150 Z a�`´�/f�m	a�e/`Â�	p�u�`3fhg���m�j���qÂ�3e��Â�	b�~�m�e�g@f�z%�_�Â�	p�~�k	`3fhteP�@e�g@f�uD�/f�aLwP�´��l3f>�Â�3f

K S ������g@f�f N(t) → ∞ `3f���g<�	w�o�f�a�j�q3f>�´��`Â�	iym	`Â�	wP�3j�� k3f�`3f>�´�/j�b2xSf>�Â�	p Sk3e�p'u/g@f>�Â�	pLk3e�jhg@f.�<�3f�s�e>j�u�f�`�~	c#�3e/s�e/lÂ�3jhg@f>�Â�3e/s�e k3e/m�e�g@f>�Â�	pÁ�À�@f�j�a�`	o�m	qÂ�	� u�j�f�i�z��3e�j>�3j�a�f�c6b R

���ÂÑ���� � a�� µ.±(¶.¤_�.�o°���®�¤����_ª_¸_± ¢�©<«��.�� .ª���¤_¢���± µ Q+²>R@�
�>� ��ª_�¨�4©Âª�«�� Q+´>R £�¤�ª����¨��¥��4®�ª_¯_���.©Lª�°�©<¢§��¢§�_ª_ª £¨�4¤��4©<¢� >¤�� b

���	m'g j ���3co�/f�a�j�p���u�b�z/`´�/j�b2uD�/f�a�j�p S u�b2lÂ�3jhg<�	a�fhg3}¨�	b2i |�m�j�k3f�`Â�3c,f>�	a�w���md�_�	lÂ�	uD�/f�a�j�p j�e�te�z/xSf>�Â�3f�cvk	`3e/s�`´�/c,c6b erk3f�`3f�k3e�g<�3f>�Â�Â��k	`Â��u�b2lÂ�3jhg@f>�Â�	p�~�j k'g���uD����xSf�i�a�e/l	m�e/i Ri�u�e/i3j�a�u�e��<�3j�j>�	k´��a¨�	u¨�3e�j�a¨� U Y ∗ Z z�e�g@f�fh�3fGu�b2k3e�g<�	p	f�a�j�p R
� C,JLM)687�9,K:�P 6878687���K#^N_ ?�O ! K�R : 6�\]_���_)CBP�@N_)F

(3)

��b2s�g3pG�<�	a{k3f�`3j�k3f�m	a¨�	u¨�	b�c e�z�	�f.�<�Â�3f>�Â�3fÁ�d�@f�i �3u�o#~ k	`3f.�	g@e��!f>�Â�	b�~�c,eP�<� � �	md��qÂ�	i S �3e�3f!u�j�f!uD��`Â�´�_�	a�b S u�e/wP�Â�	md����x��3fruYo�`´��u¨�3f>�Â�	p�~ S j!w���k´��w>�3b2uD�_�Â�3f�c �3c,f���aYk	`Â�	m'g����<�3e/i{|�m�e�tg@e/sP�	l3f�j�mÂ�	i�j�c6b�jhg R r�e����3e>k	`3f.�@j�a���u¨�	a�}Ye�z�e�z/xSf>�Â�3e�fGo�`´��u¨�3f>�Â�3fVu>jhg@f.�3o���xSf�cvu¨�d�@f��

dN

dt
= λN(t)

(
K −N2(t− τ)

(K + cN3(t− τ))

)
(H −N(t− τ)) ,

U $ Z
o�u�fhg<�	lÂ�	uD��p �3fhg<�Â�3f�iÂ�3e�j�a�} u k	`´��u�e/i l´�/j�a¨� �@e m	o'z��	l3f�j�m�e/i R u e/s���� e�z/`´��w�o���x���p �	g3p
N(0) < H

`3fhg���m�j���qÂ�3e��Â�	b2i�qÂ�	m'gva�`´�/f�m	a�e/`Â�Â�vk	`Â� o'c,f>�	}��Sf>�Â�Â�
c
�´��lÂ�3f�a �@e�j�a���a�e/lÂ�3e�k´��t

`´�/z�e�g<�	l3f�j�mÂ� k'g���u¨�3e � �3f�e/s�`´�_�Â�	l3f>�Â�3e�u�e/w�`´�/j�a���a�} U `Â�3j R $ S c0 = 0.11,
z�� � o�`	md��qÂ�3e��Â�3e�f

ĉ = 0.1 S τ = 8 Z0R
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�GeP�@e�z��	b2i k	o�a�}Vk3e/a�f�`Â�n`3f��Sf>�Â�3f�c�j�u�e/i3j�a�uD���<�3j�j>�	k´��a¨�	u¨�3e�j�a¨� u¨�d�<�	a�j�pn|�m�e�g@e/sP�	l3f�j�mÂ�I�3f

e�z�e�j>�3e/uD�_�Â�	b�c �yj�q3f>�´��`Â�	iyk3e/k	o�g3p'qÂ�3e��Â�3e/i �<�Â�´�/c#�	mÂ��u�`#pG��g<�y`3f���g<�	w�o�f�a�j�p R r�b `´�/j�j�co��a/t
`Â�	uD��g<��j>�	a�oD��qÂ�	���	w�e�g<�	`3e/uD�_�Â�3e/i�j��/c,e/`3f�s�o�g<�	`	o�f�c,e/i�k3e/k	o�g3p'qÂ�Â� S k3e/a�e�c6oÀ�@e�g����3e>k	`Â�3j�o�a/tj�a�u�e/uD��a�}>e/s�`´�_�Â�	l3f>�Â�3e�fVj�u�f�`�~'o k	`3f.�@fhg3}¨�3e�fGj�e�j�a�e�pd�Â�3f U qÂ�	m'g �'g<�Y`´��u¨�3e/u�f�j>�3f Z S g<�3z�e!k	`3e��3jht~#eP�<�	aL�@f�j�a�`	o�m	qÂ�	p�z��3e�j>�3j�a�f�c6b j�md��l	m�e�e�z/`´��wP�3e R~�u�a�e/`	b ����%�� S k	b2a���p	j�} k	`3f�eP�@e�g@f�a�} e/a�c,f�l3f>�Â�	b�f��3f.�@e�j�a���a�mÂ� S u½����g3}¨�3f�i	�Sf�c `´�/j����	`Â�'t
g<��c,eP�@fhg3} U Y[Z S U Y ′′ Z �@e{j>�3j�a�f�c6b S s��@fLk´��`´�/c,f�a�`	b λ S c j�a��_�3e/u�p'a�j�p �	w�c,f>�	p'��x��3c#�3j�p PLk3fht`Â�3eP�@e�c

ω
� oG�	m	qÂ�	p	c#� U e�z/o�jhg@e/u/g@f>�Â�	b�c#� j�f�w�e��Â�3e�j�a�}�� ~G��`´��m	a�f�`Â�3j�a¨�	m j�`3f.�3b e�z��	a��_�Â�	p Z�

f(N(t − mω)) R v��<�´��m�e u{g��/z�e/`´��a�e/`Â�	b�~d|�m�j�k3f�`Â�3c,f>�	a���~ j �´�/j�f�m�e�c6b�c#� n��	m�e�g3}�j�e��´���
��a¨�d�3by�3fLu¨�3e�j>�'g<�3j�} �Â�	md��mÂ�3f�u�b1�	o��������x��3fYu�e/w>�@f�i3j�a�u¨�	p R wVg3p m	o�m	o�`	o�wP�3e/s�e�c,e/a�b�g3}�md���������������� ���� ���!"�#! �$���´��� s�f�xNe�j�j>�Â��j�u�e/i3j�a�u�f>�Â�´�j�<�Â�´�/c#�	md�rj j�f�`Â�3f�iL`3f�w�mÂ�'~ kÂ�	m�e/urlÂ�3jhg@f>�Â�3e�t
j�a¨� S k3f�`3f�c,f�������x���p	j�prj�s�eP���/c#���	g<�	a�fhg3}¨�3e/i��@f�k	`3f�j�j>�Â�rk3e/k	o�g3p'qÂ�Â� S m�e/a�e/`	o�� �Â�3e/s�����j�u�p'w�b�tuD����a>j qÂ�	m'g<�	lÂ�3e�j�a�}��s��m	a¨�	u¨�3e�j�a¨��co��sP�Â�	a¨�3e/s�e>k3e�g3p�i�e�g<�	q´� S �3e � �	wP�	l3f�j�m�e/s�e>e�z�	Bp	j>�3f>�Â�	p| � � f�m	a�oyk3e/md���3f>k3e�g3o�l3f>�3e R �Ge/a�e�c6o���m	a�oD��g3}¨�3eyc,eP�@fhg3}¨�3e�fYe/kÂ�3j��_�Â�3fI�3c,f>�Â�3e�u¨�3f�w���kÂ�3e/s�eu�e/wP�Â�	mÂ�3e/u�f>�Â�	p�j�k3f�qÂ� � �	l3f�j�mÂ�'~Lk3e/k	o�g3p'qÂ�3e��Â�	b�~t��u�a�e/m�e�g@f�z%�_�Â�	i�u�`3f.�<�	a�fhg@f�i R

?DC��]P�C 9,Q �NK#^N_NK
� `3f.�	g@e��!f>�´� c,eP�@fhg3}nu�e/wP�Â�	mÂ�3e/u�f>�Â�	p�k3e/k	o�g3p'qÂ�3e��Â�	b�~�m�e�g@f�z%�_�Â�	i�`3fhg���m�j���qÂ�3e��Â�3e/i � e/`'t

c6b S s��@f2u�c,f�j�a�e�����g3}¨�3f�i	�Sf�s�eVo�u�fhg<�	l3f>�Â�	p��/c6k'g<�	a�o��3b�k	`3e��3j ~#eP�<�	a!u�b�z/`3e�j2a�`´�/f�m	a�e/`Â�Â�nuG`3fht���3c�w��G`´�/c6md�/c#��e/s�`´�_�Â�	l3f>�Â�3e/s�e!k	`Â�	`3e�j�a���lÂ�3jhg@f>�Â�3e�j�a¨� R ��o��@f�c�j�lÂ�	a���a�}Su�u�f.�@f>�Â�3e�f�u�o�`´��u/t�3f>�Â�3f wP�´��l3f>�Â�3f
H
c6p's�mÂ�3c k3e/`3e/s�e/u�b�c j�e�j�a�e�pd�Â�3f�c e/a�g@e��!f>�Â�3e/s�e �@f�i3j�a�u¨�	p S uye/a�g<�	lÂ�3fLe/ap'u¨�3e/i �Â�����3f�i m	`Â�	a¨�	l3f�j�m�e/i a�e/l	mÂ�

L
u
(2)

� �!f�j�a�m�e/s�e�o�`3e/u¨�	p e�j�a��_�3e/u�mÂ� k	`Â�	`3e�j�a��
KuVU�� Z0R l]c6m�e�j�a�}�j�`3f.�3b{�3fru�b�j�a�o�k´�/f�a�z�e�g@f�f��/j>�3c6k	a�e/a¨�	l3f�j�mÂ�3c k	`3f.�@fhg3}¨�	b�c wP�´��l3f>�Â�3f�c �	g3p

w���a�o#~G����x��'~{e�j�qÂ�'g	g3p'qÂ�	i R � �3e/u�e/i c,eP�@fhg<��m	`Â�	a¨�	l3f�j�mÂ�3c S �3e�j�k3e��	a��_�Â�3e�k	`3f�eP�@e�g@f�uD�/f�c6b�cj�e�j�a�e�pd�Â�3f�c jhg3o���	a
K R N > K

�´�ru�`3f�c6p
δt > τ

k3eP�3`´��w�o'c,f�uD�/f�a�j�a�`3f�c#�	a�fhg3}¨�3e�fSmd��a��/j�a�`3e�t
� �	l3f�j�m�e�fr`´��w�`	o��Sf>�Â�3frk3e/k	o�g3p'qÂ�3f�i j�u�e�f�i{j�`3f.�3b e�z��	a��_�Â�	p R � `Â�3c,f�`�md��a��/j�a�`3e � b o�j�k3f����3e
`´��w�c#�3e�����u��Sf�i3j�p �3j�m	o�j�j�a�u�f>�Â�3e{u�j�fhg@f>�Â�3e/i�k3e/k	o�g3p'qÂ�Â�v� j�o��3}�z%�t�3j�l3f�wP�	o�u����'~�e�g@f>�3f�i �´�
e�j�a�`3e/u�f���f�`Â�Â�	s>� S m	o����yu�������Wys R z/b�g@e{w���u�f�w�f>�3e�� � s�e�g@e/u S l3f�`3f�wQW
%�g@f�a �'~ lÂ�3jhg@f>�Â�3e�j�a�}m�e�g@f�z%��g��/j�}Y� S � �'�Ga�b�j R j2o�l3f�a�e�c�k	`3e�c6b�jhg�� R ��f�w�`3f�s�o�g3p'qÂ�Â�nm�� 	 � $ s R �´�Ge�j�a�`3e/u�f��3f�e�j�a���g@e�j�}e�g@f>�3f�i S e�z��'g3}¨�	b�f�g<�	����iÂ�Â�	m�e/u�b�f�k´�/j�a�z��	x���z/b�g<��k3e�g<�3e�j�a�}�� �3j�a�e/xSf>�	b R �t�@f�c,e/s�`´� � �Â�Sj���tc6b2it�	w�u�f�j�a¨�	b2iyjhg3o�l´��i�m	`Â�	wP�3j��>k3f�`3f>�´�/j�fhg@f>�Â�	p�� w���s>���3md�nk´���@f>�Â�	p�qÂ�	u¨�'g<�	w���qÂ�Â��e�j�a�`3e/uD�
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g3p'qÂ�3e��Â�3e/s�eGk	`3e/q3f�j�j��h�3f2c,e/s�o�a S k3e��´���Sf�c6oSc#�3f>�Â�	� S z/b2a�}V`´�/j�k	`3e�j�a�`´�_�3f>�	b �´�Ge�z�e�z/xSf>�Â�	b2ijhg3o�l´��i��<�Â�´�/c#�	mÂ�r`´�/j�k	`3e�j�a�`´�_�3f>�Â�	pru¨�d����t u�j�fhg@f>�	q´� R r�eP�<� � �	md��qÂ�	prc,eP�@fhg<� U � Z j�c,f.�	g@f>�Â�3e/ik3e/a�f�`3f�iLk3f�`3fh~#eP�<�3e/s�erqÂ�	m'g<�	l3f�j�m�e/s�e>`3f����3co���3f�k3e�g3o�l´�/f�arj�eP�@f�`E����a�fhg3}¨�3e/i�k3e/k	o�g3p'qÂ�3e��Â�3e/i
�Â�	a�f�`	k	`3f�a���qÂ�Â� R

� _)B'K#MNP�B=�MNP

a6b/á#i��$ix�s�Já�mhË9�F«k�#ws�xt2� � r�wxp t6�Fwxt�¡#��qQwxu�¤/q$Ë9� v À ��qsp q�Ãhz{p wx��¯�r�t6À t6¨6p r v À�Ë9¢ ¢ À p r v wxp t6� q�b ��Ä�t6�&��t6��Ã6¯��2z v �@�<Ë{�x� t6À �:�
a�°�·h±2b

�#b��D�.S���ix�=nFm�Ë§¡2� th�sw�º5p qQwxth�s�Ñth|>® v wx� u�¤ v wxp r v À9}$t6¢ � À v wxp t6�.�5��� v ¤/p r�q�b ��Ä�t6�&��t6��Ã�¡2¢��xp � ¨6u��s¥fo�u��xÀ v ¨��J�h�2a6a6b
�>»5«@Ã:a��2b a��6��·6ªh°�·h±,¥k�,¥k±�Å6·6�h°,¥xa6a,Å,¥k±2b

´2b����	��
�������Fm��4mPÅ ¢��.¤_¢� .ª_¯�¢���«��4oª�©´�4 >¢�©´�4 .ª_¯�¢���«��4�¾�«��4¥��4®�ª� Ã £�¤_�.¶4¥�¢�©´�3�4£¨�4�§�_±K²�®�¤����_ª_¸1ª�«_¤�ª� >¢�¤�ª�¢§µ
£�¤�ª�¶4¥_ª�¦o¢§�_ª�1«��_ª�© ª�ªÃ¿ �4 >¢�©´�4 .ª�«��oª�©<���¨¢§¥_ª�¤_�4µP���_ª�¢ b �ÃÇ ¹�»3ª_��� Ã��NZoÅ��yZ�� X ��T Z½ºKºKº�³$�-a�°6°6�2b �
Ò9b:�h´���¸��h´�·#b

¶�b=���,�S���,��� i>�>m-Ò � À À p � ¨ v �&�Rwx� u/�2��� v ¤/p r�q5th|Jwx� u���� � ¨6u��� v wxp t6� v ÀJ} v � Û Ë{| �xp r v �Su�À u�¢ � v �#w�¢�t6¢ � À v wxp t6�Oª�ª
Ë9� p ¤ v À-ÒJt6� qsu��x� v wxp t6��b �=a�°6°6°2b �<o�t6À�b-�#��³µ�#b ��}$b:�h±�·�¸��h°h¶�b��>»5«@Ã:a��2b a6a6a6a,ª���b a�¶�²6°,¥xa,·h°�Å2b a,°6°6°�b w ¦ �6�6�#·6Å#b Ê:b

Å#b4ä�d g ����m �Dc2d�ØsØ+gUix�H Jm �DÇ��,� �sÙ2dDÞ�mJÒJÀ p ¤ v wxu4r@� v � ¨6u v �&�Ñr���r�À p r4¢��xu�� v wxth�Q¸#¢��xu���¢�t6¢ � À v wxp t6�3�2��� v ¤/p r�q�p �Ñwx� u
� p ¨6�0Ë{�xr�wxp rSª�ª £ À t ¦ v À>ÒJ� v � ¨6uH�Jp t6À t6¨h�#b �/�h�6�6°2b �<o�t6À�bFa,Å#��³ a6a6b ��}$b9�h²6´h¶,¸��h²�Å6�#b5�>»5«@Ã9a��2b a6a6a6a,ª���b a�´6²�Å�¥
�,¶�±6²2b �h�6�6°2b �2a�°��6·#b Ê:b

²2b�n9d Ss���,g �@�,�3�Fm�Ë9�Ñt � wxÀ p � u8th|�wx� u4�2��� v ¤/p r�q�th| v � p ¤ v À{¢�t6¢ � À v wxp t6� q=ª�ªHË � qQws� v À�bJ¬�b���t#t6À�b �=a�°�Å,¶�b �<o�t6À�b9�#�
³Üa6b ��}$b&°�¸2²�Å#b&�>»5«@Ã:a��2b a���·#a,ª���»�°�Å,¶��6�6�6°2b

·#b�ÇFÏ�Ø Ss� d � �@�,�¿ä�m Ë9�8«k�#ws�xt2� � r�wxp t6�=wxt�}$t6¢ � À v wxp t6�;¯�r�t6À t6¨h�#b �<5u�zYº v ��u���Ã2ã v À u��5� p ��u��xqsp wk�8}
�xu�qsq��-a�°�·h±2b
±2b������ �"!#
����%$5m'&�m(� ¶3ª����§¥�¢��¨�4µP���_ª_ª1£��4£_¹4¥��¸_ª��4�_���4��©<���¨¢§¥_ª�U#�4 .¯_ª_�����4�¨� ª�ª�Ä ª¨· b ¹�¤���µ.��¢§�_ª� b �=a�°6±�Å#b �
ÅJb&�#a6b �1º9b�´2a�²,��´2a�±2b

°2b�)%�+* ,�-��+./�Fm10 m �32465�,��6���87{m�9<m �;:;�	�<�+./=�m1><m?� ¶h�������4�L©<����ª¨·�ª�«���¸_ª_ª�¹�¤���µ.��¢§�_ª�!U#�4 .¯_ª_�����4�¨� ª�ª
@ ¹�¤�� b µ.±K¯_ª��§¥ b ©´�4 >¢�© b ª�©´�4  b ·�ª�°§ª�«�ª b �/�h�2a��2b ��ÅJb:Åh�2��³Üa,�#b �1º9b:�h�6°6°�¸��#a6a,�#b
�>»5«@Ã:a��2b a6a�´h¶#ª6¡��6°6²�Å6Å,¶#�6Å#a���a,�h���6´�a6b

a��2b4ä{�����,g �@�,Î�j4��m �&��Ï6gUix���6�hd S5ÂSm ��Í$�����,�>ä�m2~�p ¤/u�À v ¨6qDp � v4A |Ut#t2�#¸#À p ¤/p wxu�� B�¢�t6¢ � À v wxp t6�8¤/t2��u�À�ª�ªFË9¢ ¢ À p r v ¦ À u
Ë9� v À ��qsp q�b �=a�°6±6±2b �<o�t6À�b:´2a6� ³Ì´2b ��}$b:�6�6Å�¸��h´�·#b��>»5«@Ã:a��2b a��6±6��ªh�6�6�6´6²6±2a�±�±6�6±�±6´6°�±��6²2b

a6a6b4Æ��#�,Ù�iC�5m �Fn�i��,g d cÕÖDm �F��is��� dUix��iOá�m�«k� qsu�r�wH��u�|Ut6À p v wxth�xq v qS}$u��xp t2��p r.��p qQw � � ¦ v � r�u�qHp �à5th�swx� u��x�ày th�xu�qQw
¯�r�t6qQ��qQwxu�¤/q�b ��}�À v �#wD��p qQw � � ¦ v � r�u5¯�r�t6À t6¨h�:Ã#wx� u5}
�xt#r�u�qsq v �&��wx� u9â9u�qs¢�t6� qsu6b ��¯�À qsu��2p u���Ã � � �xÀ p � ¨hwxt6��� �h�6��·#b �
}$b ¶�±�·�¸�Å6�6Å#b

a,�#b4ä��@�xjOl<m-�>m:º5p qQwxth�xp r v ÀJqs¢�� � r�u ¦ � �2z�th�x¤µ��u�|Ut6À p v wxp t6�¿�xu�r�th�@��q v �+� � qQwxu��;|Uth�Fp � qsu�r�wxp r�p ��u/¢��xthwxu�r�wxp t6�¿p �S5u�z
��� � � qQz{p r Û ª�ª�¬�b&ËDr v �:b ¯��#wxt6¤/t6À�b�¡2t#r6b �/�h�6��·#b �<o�t6À�b$a6a,Å#� ³Üa6b ��}$b�a@¸2²2b

a�´2b�DE���F���+.'-G���HI�Fm�=�m �J)%�+*�K�!?�ML�mN9<m �OL16.'�+�I�Fm�P:m �C9%,Q!?���1,��6���R$5m8$5m�Ä ª_�¨�4©Âª�«����������.©<¢�¤��_±K²
�. >�.¶.¤��4¦o¢§�_ª_� b � Æ#ª�¢§µ Ã/Z ��¹�«��4µP�3��¹�©<«�� ��a�°6±6°2b

a�¶�b�Í$�����,�5ä�m � S�d �,�RÆ�m�»5qsr�p À À v wxp t6� v �&�<¨6À t ¦ v À qQw v ¦ p À p wk�<p � v ��u�À v �<À t6¨6p qQwxp r9u�½ �&v wxp t6�Aª�ª5�5��� v ¤/p r�q v �&�/¡#w v ¦ p À p wk�
th|J¡#��qQwxu�¤/q�b �=a�°6°h¶�b �<o�t6À�b&°2��³ß�#b ��}$b�a,Åh´�¸&a�²��#b:�>»5«@Ã:a��2b a��6±6��ªh���h²6±2a6a6a�°h¶���±6±��6²2ah·,¶�b

a,Å#b��>Ï#�,�.c:m
��u�À v ����p ¼:u��xu��#wxp v ÀDu�½ �&v wxp t6� q�p �Ñqsp � ¨6À u4qs¢�u�r�p u�qA�2��� v ¤/p r�q�ª�ª;��u�À v �O��p ¼:u��xu��#wxp v À9¯�½ �&v wxp t6� q v �&�
Ë9¢ ¢ À�b ���Ju��xÀ p ��Ã�¡2¢��xp � ¨6u������h�6�6²2b ��}$b�¶#·6·�¸�Å#a,·#b��>»5«@Ã:a��2b a��6��·6ª#a�¥f¶����h�,¥k´6²h¶#·�¥Q·'T�a6a6b

UWV�X	VZY	[]\6^+_�VZ`a\�b(c6X ;�? b�d�e([ ;�9>=>?gf�h
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�5�8M,�8F�K3M��
[-��K � R �>� R
~�� u=¢��xt ¦ À u�¤Ôth|5qsp ¤ � À v wxp � ¨ v ¦ � � ¢�w<r@� v � ¨6u�q<p �Owx� u=¤/t2��uAth|9qsu�À | ¥ft6qsr�p À À v wxp t6� q=p � � u��xu��#w<p ��qs¢�u�r�p u�qFwx� v w v �xu
r v ¢ v ¦ À u9th| v ¼:u�r�wxp � ¨�wx� u�p �J� v ¦ p w v w�p qJr�t6� qsp ��u��xu��:b2~�� u{�xu�À u�� v � r�u9th|:wx� p q�z�th� Û p q�wx� u9� u�u��<wxt�p ¤/¢��xt,��u{¤/u�wx� t2��q
th|�¤ v wx� u�¤ v wxp r v À ¦ p t6À t6¨h�8wxt<qQw � �2�=� t6��¥fqQw v wxp t6� v �s� v �&�=u�Ê2ws�xu�¤/u9wk��¢�u�qDth|
¢�t6¢ � À v wxp t6�R�2��� v ¤/p r�q��2z{� p r@�8th| wxu��
t#r�r � �4p �P¢�� v r�wxp r�u6bDâ v ¢ p �.ws� v � qsp wxp t6� q=wxtOqs� v �x¢3© � r�w �&v wxp t6� q=p �3wx� u;� � ¤ ¦ u��Ath|Fp ��|Uu�qQw v wxp t6� q8t#r�r � �R� � �xp � ¨
p �2� v qsp t6� q9th| v r�wxp ��u�À � ¦ �xu�u���p � ¨�¢�u�qQw5qs¢�u�r�p u�q v q"!$#&% 7�+('_+*)�',+_6§+.- )/- + #xb�®8t2��p Á&r v wxp t6�;th|
wx� u�º � wxr@� p � qst6�4u�½ �&v wxp t6�
q � ¨6¨6u�qQwxu��=p �Awx� u v �swxp r�À u6��w vhÛ p � ¨Fp �#wxt v r�r�t � �#w v qsp ¨6� p Á&r v �#wD�xt6À u�th| v r@� p u��2p � ¨>wx� u5q � ¦ wx���xu�qs� t6À �A¢�t6p �#wD� � ¤ ¦ u��
wx� v w�p q�À u�qsq9wx� v �Rwx� uFÀ p ¤/p wxp � ¨Ar v ¢ v r�p wk�Rth|�wx� u>u�r�t6À t6¨6p r v À�� p r@� u

K
p �;o�u��x� � À qQw5u�½ �&v wxp t6��� ¦ � w v qsp ¨6� p Á&r v �#wxÀ �

� p ¨6� u��/� � ¤ ¦ u��Fth|5À t�z�u���wx���xu�qs� t6À �
L

p �Ñ� v10 � Û p ��u�½ �&v wxp t6��Ã
L � H < K

b
«k��t � ��u�½ �&v wxp t6���$wx� u v wk��¢ p r v À
qsr�u�� v �xp t�th|$wx� u���u���u�À t6¢ ¤/u��#w�th| v � v � ¨6u��xt � qDt � w ¦ �xu vhÛ th|$p � qsu�r�wxqDp q{��u�qsr��xp ¦ u��Az{p wx�=wx� u5r@� v � ¨6u�p �=wx� u v r�wxp � ¨
��u�À v �>th| �xu�¨ � À v wxp t6�

τ
� v À � u6bhË9q-|Ut6À À t�z{q�| �xt6¤Zu�r�t6À t6¨6p r v À u�Ê v ¤/¢ À u�q��,¢�t6¢ � À v wxp t6�Fr���r�À u�q$z{p wx�<À v �x¨6u v ¤/¢ À p w � ��u v �xu

th| wxu�� � � qQw v ¦ À u6bh»9| wxu���wx� u�r���r�À u�p q v ws� v � qsp wxp t6� v À#¤/t2��u6b�~�� u�qs¤/t#thwx�>� v ¤/¢ p � ¨Dth|�wx� u�t6qsr�p À À v wxp t6� q
N∗(r, t) → K��t#u�qA� thw v À z v ��qAt#r�r � ��b�«k��wx� u4� u�zÕ¤/t2��u�À�� v | wxu��Awx� u8º5t6¢�| ¦ p | � �xr v wxp t6����z{p wx�Ñwx� u8� v À � u

τ̂ = τ∗ + ξ
v �&�

wx� u v ¢ ¢�u v � v � r�uAth| vh� wxth¥ft6qsr�p À À v wxp t6� q�th|Dwx� u�� t6� � v �x¤/t6� p r�|Uth�x¤µz{p wx�¿p � r��xu v qsp � ¨ v ¤/¢ À p w � ��u6��wx� u/À t6qsqFth|Dwx� u
��p qsqsp ¢ v wxp ��u5¢��xt6¢�u��swk��th|�wx� u{ws� v �Qu�r�wxth�s�Aqs� v �x¢ À �/t#r�r � �xq�b�~�� u5r�t6¤/¢ � w v wxp t6� v À&qsr�u�� v �xp t>z{p wx�Awx� u{q � � ��u��At � wx¢ � w
th|�wx� uJws� v � qsp u��#w�r���r�À u

N∗(τ̂ r, t)
| �xt6¤Zwx� uJ� v � ¨6u{th| v ��¤/p qsqsp ¦ À uD� v À � u�q�th| v ¦ � �&� v � r�u�p q�p �#wxu��x¢��xu�wxu�� v q v qs¢�u�r�p Á&r

��p qQw � � ¦ v � r�u{th|:wx� uD| � � r�wxp t6� p � ¨�th|:wx� uD� v ¦ p w v w�b2~�� u{À t6qsqJth| v r�t6¤/¢ v r�w v wsws� v r�wxp � ¨>qsu�wJÀ u v ��q�wxt�wx� u9��u�qQws� � r�wxp t6�
th|5wx� u ¦ p t6qQ��qQwxu�¤ p ��wx� u8À t#r � q/th| v �Ñt � w ¦ �xu vhÛ th|�p � qsu�r�wxq/th�Ap �s�xu�ws�xp u�� v ¦ À uR��u v wx�Ñp ��wx� u8r v qsu4th| v �Ñp qsÀ v �&�
¢�t6¢ � À v wxp t6�4th|�¤ v ¤/¤ v À q�b

2 _43�576981:<;.Ô º � wxr@� p � qst6��u�½ �&v wxp t6���h�2��� v ¤/p r�q�th|�¢�u�qQw
p � qsu�r�wxq��,¤/t2��u�À6th| u�Ê�r�À � qsp ��u�t � w ¦ �xu vhÛ ��º5t6¢�| ¦ p | � �xr v wxp t6���
� � qQw v ¦ À u�r���r�À u6b

].^�_@^�` ^ I9K ^�L
a6b/á#i��$ix�s��á�m>= '@?&' % 7*2�/1+_) % + 21' % 2"A,B #&% '�5 #C= 'D)/- B # + #FE�G + %(H�I )È2/- 2&J4+ )&)/- =LKMK - + )&) % + 21' #xb:Ä�t6�&��t6��Ã�¯��2z v �@�RË{�x� t6À �:�

a�°�·h±2b
�#b��D�.S���ix�JnFmM= A H 247 %ON + #&% 247PBÃ2RQLST) %(H '�5�) % + )&)/-VUK2 K +V- ) % + 21'�WXB1'D)45Ã+ ) # h Ä�t6�&��t6��Ã�¡2¢��xp � ¨6u��s¥fo�u��xÀ v ¨��#�h�2a6a6b��>»5«@Ã

a��2b a��6��·6ªh°�·h±,¥k�,¥k±�Å6·6�h°,¥xa6ahÅ�¥k±2b
´2b��D�,Èxj&Ù2d �S�Fm�l<m:~�� u�th�xu�wxp r v À v �&�R¤ v wx� u�¤ v wxp r v À$u�r�t6À t6¨h�:Ã-� v � ¨6u��xt � q ¦ t � �&� v �xp u�q v �&�Rr��xp wxu��xp v th| v ¢ ¢��xt v4� �

wx� u�¤4� ST) %(H '�5�) % + ) # )1'¨/�Sj2�/P'�-(- +('4J b�FbQã<b Ã 5t,� v ¡2r�p�b&} � ¦ À�b «k� r6b �:a�°6°6´2b%³$b&´��#a@¸2´��h±2b
¶�b=���,�.���,��� i=�>m�Ò � À À p � ¨ v �&��wx� u4�2��� v ¤/p r�q�th|5wx� u8��� � ¨6u��A v wxp t6� v À5} v � Û Ë{| �xp r v �3u�À u�¢ � v �#w/¢�t6¢ � À v wxp t6���
= '_+-5�)/-ZY´21' # '�7�,1) % + 21' �$a�°6°6°2�&��t6À�b��#�&� t�b��#� ¢ ¢�b&�h±�·�¸��h°h¶�b:�>»5«@Ã:a��2b a6a6a6a,ª���b a�¶�²6°,¥xa,·h°�Å#b a�°6°�°2b w ¦ �6�6��·�Å#b Ê:b

Å#b4ä�d g � ��m ��c2d�ØsØ+gUix�; Jm ���,�:�¿Ç��,� �sÙ2d�Þ�m�ÒJÀ p ¤ v wxu8r@� v � ¨6u v �&�Or���r�À p r8¢��xu�� v wxth�Q¸#¢��xu���¢�t6¢ � À v wxp t6�Ñ�2��� v ¤/p r�q<p �
wx� u4� p ¨6�.Ë{�xr�wxp r6��[ - 2>6&)/-CY H )1'4JP'�\K+ 2/- 2&J1B ���h�6�6°2�J��t6À�b{a,Å#�J� t�bDa6a6�J¢ ¢�bJ�h²6´h¶,¸��h²�Å6�#b{�>»5«@ÃDa��2b a6a6a6a,ª���b a�´6²�Å�¥
�,¶�±6²2b �h�6�6°2b �2a�°��6·#b Ê:b

²2b�n9d Ss���,g �@�,�¿�Fm�Ë9�;t � wxÀ p � u<th|�wx� u<�2��� v ¤/p r�q5th| v � p ¤ v À
¢�t6¢ � À v wxp t6� q��<= + #&% 7])/- hL^�hZ_d2�2/- h �$a�°�Å,¶��-��t6À�b-�#�:� t�b
a6�
¢ ¢�b&°�¸2²�Å#b&�>»5«@Ã:a��2b a���·#a,ª���»�°�Å,¶��6�6�6°2b

·#b�ÇFÏ�Ø Ss� d � �@�,�¿ä�mD= '`?&' % 7*2�/1+_) % + 21' % 2�UK2 K +V- ) % + 21' I )È2/- 2&J1B b&5u�z)º v ��u���Ã2ã v À u��5� p ��u��xqsp wk�8}
�xu�qsq��-a�°�·h±2b
±2b��D�,�sÈh�hj&Ù2�§ÖDm�Þ�m�«k�2��u�qQwxp ¨ v wxp t6� th|Hwx� u)º � wxr@� p � qst6�Õ}$t6¢ � À v wxp t6�Ì®8t2��u�À�b W#+ a�'�7È'P' %.# +*)/-]b ',BP'dcD7])4,	'%'P'_+(BM)
e W#+ a�'�7È'P' % +*)/- Igf +,) % + 21' #Ph+�-a�°6±�Å#����t6À�b��#a6� � t�b��#�&¢ ¢�b ´2a�²�¸2´2a�±hQ�p �4â � qsqsp v �¨R@b

°2b����,gUix�@�6�/�FmOi{m �:Â8d �s�¨Ss�:ix� Ù2�<É{m,j�m ���,�:�A�5�,È,�6�<nFm ��m Ë)¤/t2��p Á&r v wxp t6�4th|
º � wxr@� p � qst6�lk q{u�½ �&v wxp t6��� Y´245 K + % h
ST) %(H hZ)1'¨/�ST) %(H hOUmU H B # h ���h�2a��2�&��t6À�b�Åh�2�&� t�b�a,�#�&¢ ¢�b:a�°6°6��¸��h�6���#b

a��2b4ä{�����,g �@�,Î�j/��m �#��Ï6gUix���6�hd SJÂSm �2�,�:�>Í$�����,�{ä�m6~�p ¤/u�À v ¨6q�p � vZA |Ut#t2�#¸#À p ¤/p wxu�� B�¢�t6¢ � À v wxp t6��¤ v ��u�À��M=LKMK - + )&)>6F- '
= 'D)/- B # + #x�-a�°6±6±2�&��t6À�b&´2a6�&� t�b&´2� ¢ ¢�b&�6�6Å�¸��h´�·#b:�>»5«@Ã:a��2b a��6±6��ªh�6�6�6´6²6±2a�±6±��6±6±�´6°�±��h²�b

a6a6b4Æ��#�,Ù�i��5m ��n�i��,g d �;ÖDm ���,�:�H��is��� dUix��i�á�m-«k� qsu�r�wF��u�|Ut6À p v wxth�xq v qF}$u��xp t2��p r=��p qQw � � ¦ v � r�u�q>p �¿5th�swx� u��x�¿y th�xu�qQw
¯�r�t6qQ��qQwxu�¤/q�� U$- )1' % W#+ #&% +�7�6&)1'¨)�' I )È2/- 2&J1B E�%(H 'nU�7*2�)�' #&# )1'¨/ %(H '�&(' #*K 21' # '<h ¯�À qsu��2p u���Ã�� � �xÀ p � ¨hwxt6���>�h�6��·#b
}$b ¶�±�·�¸�Å6�6Å#b

a,�#b4ä��@�xj�l<m��>m:º5p qQwxth�xp r v ÀJqs¢�� � r�u ¦ � �2z�th�x¤µ��u�|Ut6À p v wxp t6�¿�xu�r�th�@��q v �+� � qQwxu��;|Uth�Fp � qsu�r�wxp r�p ��uA¢��xthwxu�r�wxp t6�Sp �S5u�z
��� � � qQz{p r Û � ^�h = )&)>/'h I ' % 24512/- hOA¨2�)+h ���h�6��·#����t6À�b�a6a,Å#�&� t�b�a6� ¢ ¢�b:a@¸2²2b

a�´2b/c2���,�sÙ2�6�h�sÙ6j��Fm-nFm �����,g j&�����Rc:m<j�m ��c2d����,ÙS�Fm�ä�m �J�,�:�nj:i����,��ix� Ù2�OÖDm{ÖDm WXB1'D)45Ã+ ) # 2RQ ! '%'�o.W#+-5�'P' # + 21'D)/-
ST) K9#xb&��th� ¦ �xu�r@�#w�Ã���À � z�u��5ËDr v �:b } � ¦ À�b ��a�°6°�·#b��6·6�<¢ ¢�b
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a�¶�b�Í$�����,�<ä�m �;S�d �,�OÆ�m&»5qsr�p À À v wxp t6� v �&�8¨6À t ¦ v À-qQw v ¦ p À p wk�8p � v ��u�À v �=À t6¨6p qQwxp rFu�½ �&v wxp t6��� WXB1'D)45Ã+ ) # )1'¨/�A % )>6§+.- + % B

2RQXA,B #&% '�5 #x�$a�°6°h¶��&��t6À�b&°2�&� t�b&�#�&¢ ¢�b:a,Åh´�¸&a�²��#b:�>»5«@Ã:a��2b a��6±6��ªh���h²6±2a6a6a�°h¶���±6±6��²2ah·,¶�b
a,Å#b��>Ï#�,�8c:m���u�À v �A��p ¼:u��xu��#wxp v À�u�½ �&v wxp t6� qJp �Aqsp � ¨6À u�qs¢�u�r�p u�qD�2��� v ¤/p r�q�� W�'�- )1B�W#+ a�'�7È'P' % +*)/- Igf +,) % + 21' # )1'¨/ =LKMK - b
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¡#w�b&}$u�wxu��xq ¦ � �x¨<«k� qQwxp w � wxu5|Uth�5«k��|Uth�x¤ v wxp r�q v �&�8Ë � wxt6¤ v wxp t6�
th|
wx� u�â � qsqsp v �RËDr v ��u�¤F�/th|J¡2r�p u�� r�u�q��
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Ë)À p � u v ��® v � Û t,�=r@� v p �8p q v ��p qsr��xu�wxu�wxp ¤/u�qQwxt#r@� v qQwxp r�¢��xt#r�u�qsqDz{� t6qsu�ws� v � qsp wxp t6� q5��u�¢�u��&�At6� À �=t6�=wx� u�r � �s�xu��#w
qQw v wxu8th|5wx� u=¢��xt#r�u�qsq�bJË � t6� À p � u v �=® v � Û t,�¿r@� v p �Ñp q v ��p qsr��xu�wxu=wxp ¤/u=qQwxt#r@� v qQwxp r4¢��xt#r�u�qsq<z{� t6qsu8ws� v � qsp wxp t6� q
¤ v �4��u�¢�u��&�4t6� ¦ thwx�4wx� u>r � �s�xu��#w5qQw v wxu v �&�8wx� u>r � �s�xu��#w5��p qQws�xp ¦ � wxp t6�;th|�wx� u>¢��xt#r�u�qsq�b�~�� u�qsuF¢��xt#r�u�qsqsu�q v �xp qsu
� v w � � v À À �Sp �Swx� u/qQw � �2�Hth|Dwx� u�À p ¤/p w ¦ u�� v �2p th�Fth| v À v �x¨6uA� � ¤ ¦ u���th|Dz�u vhÛ À �Sp �#wxu�� v r�wxp � ¨H® v � Û t,�H¢��xt#r�u�qsqsu�q�b
~�� uA� t6� À p � u v ��® v � Û t,�H¢��xt#r�u�qsqsu�q>z�u��xuAp �#ws�xt2� � r�u�� ¦ �¿®8r���u v � v �&�H� v ��u ¦ u�u��Su�Ê2wxu�� qsp ��u�À �SqQw � ��p u��Hp �Swx� u
r�t6�#wxu�Ê2w{th|$� t6� À p � u v ��ÒJ� v ¢ ¤ v �2¸#�5t6À ¤/t6¨6th�xt,�Au�½ �&v wxp t6� q v q�z�u�À À v q{� t6� À p � u v �9y t Û2Û u��Q¸2}�À v � r Û u�½ �&v wxp t6� q�b ~�� u
� t6� À p � u v �>® v � Û t,�8r@� v p �;t,��u�� v Á&� p wxu>qQw v wxuFqs¢ v r�uFr v � ¦ uFp ��u��#wxp Á&u�� ¦ � v r�t6�#wxp � � t � q9¤ v ¢ ¢ p � ¨hQ v � t6� À p � u v �
® v � Û t,�4t6¢�u�� v wxth�§R9��u�Á&� u��8t6� v qsu�w�th| v À À$¢��xt ¦ v ¦ p À p wk�;��p qQws�xp ¦ � wxp t6� qÃQUz{� p r@�Rp q v qsp ¤/¢ À u�Ê�RDth|�wx� u�Á&� p wxu>qQw v wxu
qs¢ v r�u v �&� ¦ � v | v ¤/p À �8th|
ws� v � qsp wxp t6�R¤ v ws�xp r�u�q9��u�¢�u��&��p � ¨<t6�Rt#r�r � ¢ v wxp t6�4¢��xt ¦ v ¦ p À p wk�4��p qQws�xp ¦ � wxp t6� q9th|
qQw v wxu�q�b
} v �swxp r � À v �xÀ �#� v À p � u v �{® v � Û t,�<t6¢�u�� v wxth��p q v À p � u v ��t6¢�u�� v wxth� v qsqst#r�p v wxu��/z{p wx� v qx½ �&v �xu{qQwxt#r@� v qQwxp r5¤ v ws�xp Ê:b6«fwJp q
z�u�À À ¥ Û � t�z{�Awx� v w v À p � u v �9® v � Û t,��t6¢�u�� v wxth�{p q v q � � �Qu�r�wxp t6�=th|�wx� u9qsp ¤/¢ À u�Ê�p | v �&�/t6� À �/p |-p wDp q v ¦ p �Qu�r�wxp t6��b�~�� u
qsp ¤/p À v �{¢��xt ¦ À u�¤Úz v qDt6¢�u��A|Uth� v � t6� À p � u v �9® v � Û t,�/t6¢�u�� v wxth� v qsqst#r�p v wxu��=z{p wx� v qQwxt#r@� v qQwxp r��#��¢�u��s¥f¤ v ws�xp Ê:b6¾¿u
qst6À ��uAp wFp �¿wx� p q>¢ v ¢�u���b- v ¤/u�À �#�:z�uAqs� t�zÚwx� v w v � t6� À p � u v �/® v � Û t,�Ht6¢�u�� v wxth� v qsqst#r�p v wxu��¿z{p wx� v qQwxt#r@� v qQwxp r
�#��¢�u��s¥f¤ v ws�xp Ê�p q v q � � �Qu�r�wxp t6�<th|&wx� uJqsp ¤/¢ À u�Ê>p | v �&�Ft6� À �>p |�p w�p q v ¢�u��x¤ � w v wxp t6�>th|&wx� u�Ä�thw Û6v ¸#o�t6À wxu��s� v t6¢�u�� v wxth��b
��������_����������M;������ � _!�"��#%$ �9;	;�� &'�"����� 6 (G`�) �*) Ã&¶#·,º�²6�2�&¶#·,Fa��2b
2 _43 576981:<; Ã�¡#wxt#r@� v qQwxp r��#��¢�u��s¥f¤ v ws�xp Ê:�2¢�t6À ��� t6¤/p v À�t6¢�u�� v wxth����Ä�thw Û6v ¸#o�t6À wxu��s� v t6¢�u�� v wxth��b
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Im := {1, · · · ,m} B��JKÑN��
��%,�O(,��% S α := Im \ α B��JK P�H>CO!
�+�8C�����%^H 'bK3(���B�(,��%
α ⊂ Im SK ��* |α| B��V%����Ú����C B��8M H '���%,(Y���+�8C�����%,( R � �
!
!AH�(,�V%���K %

R
m �+(Z�#7��
��!
!��#* 	/��%��Ü%����

l1
tx�LH>M C

‖x‖1 :=
∑m

k=1 |xk|
	/���8M,�

x = (x1, · · · , xm) ∈ R
m K ��* {ei}i∈Im

(�%)K ��*
(�'XH>M�%����R(�%)K ��*LK3M,* B�K&(��+( R
\ �Ñ()K#�à%���K %

x > 0
U M,�#(�!���P�%��7F:�����

x > 0 Z �U' xi > 0
U M,�#(�!���P�%��7F:�����

xi > 0 Z 'XH>M^K ��� i ∈ Im.
�{��%

Sm−1 = {x ∈ R
m : ‖x‖1 = 1,x > 0} B��3%����

(m − 1)
t@*$�7C�����(��+H&��K �4(�%)K ��*LK3M,* (��7CO!
�+�6" R �=�

���+�8C�����% H '>%����S(��7CO!
�+�6"
Sm−1 �+( P�K ���+�#* � �����2 ���H������221#/324��#� R �LH>M KÑ(�%IH[P,��K&(�%��+P F:��P�%IH>M

x ∈ Sm−1,	<�V(,��%0(��
!
!
(x) = {i ∈ Im : xi > 0}, ���
��� (x) = {i ∈ Im : xi = 0}. \ �V*
�6N����VKÚ' K>P#�

Γα =
P�H&��F {ei}i∈α H '/%�����(��7CO!
�+�6"

Sm−1 	/���8M,�
α ⊂ Im

K ��*VP�H&��F
(A)

�+(;%���� P�H&��F:�6"V���
��� H '\K
(,��%

A.
�{��%>����%

Γα = {x ∈ Γα :
(��
!
!

(x) = α} K ��* ∂Γα = Γα \
����%

Γα
B��bM,�#(�!���P�%��7F:�����¿%����bM,��� K %��7F:�

����%,�8M��+H>M K ��* BAH&�
��*LK3M�� H '�%����8' K>P#�
Γα.�=��P�K ����%���K %�KH(,7���K3M,� C K % M��U"

P = (pij)
m
i,j=1

�+('P�K ���+�#* ��#�'3 ��/54+�
���61#/ S 	bM���%�%,��� P > 0 S �U' pi• > 0'XH>M�K ���
i ∈ Im.

� (,7���K3M,� C K % M��U"
P = (pij)

m
i,j=1

�+( P�K ���+�#* �����2 ���H������2>�U'���K>P,� MIH 	
pi• = (pi1, . . . , pim)�+( K.(�%IH[P,��K&(�%��+P^F:��P�%IH>M4'XH>M K ���

i ∈ Im.
�{��%

L : Sm−1 → Sm−1 B��JK���������K3M H&!��8M)K %IH>M�UXK �QK3M�[�H�F
H&!��8M)K %IH>M Z K&(,(IH[P�� K %,�#* 	/��%�� K¿(,7���K3M,�R(�%IH[P,��K&(�%��+P C K % M��U"

P = (pij)
m
i,j=1,

� R � R S
L (x) = xP =

m∑

i=1

xipi•.
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�h�2a,·/¡ v ¦ � �xt,�8®Hb
1 ~�� p q�z�th� Û � v q ¦ u�u��=¢ v �swxp v À À �=q � ¢ ¢�th�swxu�� ¦ ��wx� u�®R»5º�¯�¨h� v �#w{y$â £ ¡�a�¶h¥xa�¶�a�¥k�6´6±��#b�~�� u vh� wx� th� v À qstFwx� v � Û q
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L : Sm−1 → Sm−1 �+( K.(���M
	���P�%��+H&�à�U'bK ��* H&�
���)�U'<��%

�+( KTB
� 	���P�%��+H&� R ?@��*
�#�#* S %����O(�% M)K �7D���%�'XH>M 	'K3M,*VP�K �+P��
� K %��+H&�×(��LH 	A(R%���K %R�U'
L : Sm−1 → Sm−1 �+( K
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	���P�%��+H&��%�������'XH>M>��K>P,�
i
%����8M,�=�6"$�+(�%,(

j
(��LP,��%���K %

L −1(ei) = ej S 	/���8M,�
L −1(ei)

�+( K4!�M,���7C K3D:�
H '9%���� F:�8M�%,�6"

ei
H '9%����8(��7CO!
�+�6"

Sm−1 R � H&��(,�#7�������%���� S (���M
	���P�%��7F:�8��������K3MbH&!��8M)K %IH>M,(bH '9%����4(��7CO!
�+�6"
K3M,� H&�
���.!��8M CH�
%)K %��+H&� H&!��8M)K %IH>M,( R�=��P#����%���� S %����;(��7CO��� K3M=!�MIH>B
�+�8C 'XH>M K�7���K&* M)K %��+P H&!��8M)K %IH>MOUXKO�LH&�
��������K3M �QK3M�[�H�F H&!��8M)K %IH>MS� � � ZK&(,(IH[P�� K %,�#* 	/��%�� K P���B
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i1,...,ik=1
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'XH&���+H 	/����D F:��P�%IH>M,(�K ��* C K % M��+P#�#(
pi1...ik−1• =

(
pi1...ik−11, . . . , pi1...ik−1m

)
, Pi1...ik−2•• =

(
pi1...ik−2jl

)m
j,l=1

,

'XH>M�K ���
i1, . . . , ik−1 ∈ Im.

?@� 	/��K %/'XH&���+H 	A( S 	<�;*
���LH&%,�
i[1:l] := i1 . . . il

'XH>M/����*
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P = (pi1...ik)

m
i1,...,ik=1
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P > 0

�U'
pi[1:k−1]• > 0

'XH>M K ���
i1, . . . , ik−1 ∈ Im.
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P = (pi1...ik)
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i1,...,ik=1

�+( P�K ���+�#* �����2 ���H������2
�U'���K>P,�GF:��P�%IH>M

pi[1:k−1]•
�+(A(�%IH[P,��K&(�%��+P8'XH>M K ���

i1, . . . , ik−1 ∈ Im.

\ �>*
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P : Sm−1 → Sm−1 K&(,(IH[P�� K %,�#* 	/��%��

k
t!H>M,*
�8M

m
t@*$�7C�����(��+H&��K �

(�%IH[P,��K&(�%��+PR���-!��8M�t C K % M��U"
P = (pi1...ik)

m
i1,...,ik=1

K&(�'XH&���+H 	A(

P(x) =
m∑

i1=1

· · ·
m∑

ik−1=1

xi1 . . . xik−1
pi[1:k−1]•

U�� Z
'XH>M�K ���

x ∈ Sm−1.
?@%/�+(A��K&(��.%IHJP,����P,[P%���K %

P(x) = xPx,
UXW Z

	/���8M,�
Px =

m∑

i1=1

· · ·
m∑

ik−2=1

xi1 . . . xik−2
Pi[1:k−2]•• =

(
pjl(x)

)m
j,l=1

�+( K�(,7���K3M,�H(�%IH[P,��K&(�%��+P C K % M��U"0'XH>M K ���
x ∈ Sm−1.

#8���;%IH�%���� C K % M��U"P'XH>M C UXW Z S %����;!AH&���-�LH>CO� K �
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P : Sm−1 → Sm−1 K&(,(IH[P�� K %,�#* 	/��%��
k
t!H>M,*
�8M

m
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P�+( � ��#��! ����/3�#��# �#�%$  1 0.�/��3�
��#� UQ(,�#�{� � � Z0R �=�
����[:�P%����GP�� K&(,(��+P�K ���QK3M�[�H�F P,��K ��� S %����P�LH&�
��������K3M
�QK3M�[�H�FTP,��K ���P�+(\KS(�%IH[P,��K&(�%��+P8!�MIH[P#�#(,( 	/�LH�(,�8% M)K ��(���%��+H&� C K % M��U"

Px

C K#�.*
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�
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x
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pi1...ik−1• = piπ(1)...iπ(k−1)•

'XH>MbK ���
i1, . . . , ik−1 ∈ Im

K ��* K ���Ñ!��8M CH�
%)K %��+H&�
π
H '9%����4(,��%

Ik−1. \ � K �+(IHJK&(,(���C��=%���K %
m > k R

\ �R���#�#*3%����4'XH&���+H 	/����D K �$"$����� K3M�� M,�#(��
��%,( R
� ` G&�>G L�M - M GJI 5�C A � � � C(' ��	 �������
��)#���+*����@�G��	��3	,���,� �����Q��-
(i)

(��
!
!
(P(x)) =

⋃
i[1:k−1]∈ .0/2121 (x)

(��
!
!
(pi[1:k−1]•);
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(ii)
���
���

(P(x)) =
⋂

i[1:k−1]∈ .0/2121 (x)

���
���
(pi[1:k−1]•);

(iii) P(
����%

Γα) ⊂
����%

Γβ
)#��	���	

β =
⋃

i[1:k−1]∈α

(��
!
!
(pi[1:k−1]•);

(iv) P(
����%

Γα) ⊂
����%

Γβ
���>�����Á�2�Â� � ���

P(x(0)) ∈ ����%
Γβ

����� �>���3	
x(0) ∈ ����%

Γα.
�=�GK3B�(IH>M B
����D�(�%)K %,�=!
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����	����� ��� � � � � �Ü(���B�(,��%
α ⊂ Im

�+(bP�K ���+�#* K3B�(IH>M B
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α =
⋂

i[1:k−1]∈α

���
���
(pi[1:k−1]•).
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α ⊂ Im

�+(�K � K3B�(IH>M B
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���.�U'

α =
⋃

i[1:k−1]∈α

(��
!
!
(pi[1:k−1]•).
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��%A!�M,�#(,����%,( K �P����(��7D���%�H ' K � K3B�(IH>M B
����DÑ(,��% R
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(i) � ��������	��

α ⊂ Im
� �8�����>�����_���+*��

(ii)
�F��	 �J� �m�
�J�G�

P(
����%

Γα) ⊂
����%

Γα;
(iii)

�F��	 �J� �m�
�J�G�
P
(
x(0)

)
∈ ����%

Γα
�����(�>���3	

x(0) ∈ ����%
Γα.

� ` G&�>G L�M - M GJI 5�CDCDC�� �8����� ��������	��
α ⊂ Im

)#�È�
� |α| 6 k − 1
� �������>�����_���+* �
��	,� �>�)����	Ñ�����

��������	��,�����
Im


C
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!
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α ⊂ Im
	/��%�� |α| 6 k − 1

�+( K3B�(IH>M B
����D R ?@% C���K ��(Z%���K %
(��
!
!

(pi[1:k−1]•) ⊂ α
'XH>M K ���

i1, · · · , ik−1 ∈ α R ?@�Y!�K3M�%��+P��
� K3M S %����¿(,��%,(
α◦ = {i◦1, · · · , i◦k−1}

K ��*
β◦ = {j◦} K3M,� K3B�(IH>M B
����DH'XH>MF%�����D��7F:���.����*$�+P#�#(

i◦1, · · · , i◦k−1, j
◦ ∈ Im

Uk%�����M,��!���%���%��+H&� H '{����*$�+P#�#(<�+(
K ���+H 	<�#* Z0R�\ �F%������JH>B
%)K ���¿%���K %�(��
!
!

(pj◦···j◦•) = {j◦} K ��*¿(��
!
!
(pi◦1 ···i

◦

k−1•
) ⊂ {i◦1, · · · i◦k−1} = α◦

'XH>MOK ��� D��7F:���Ú����*$�+P#�#(
i◦1, · · · , i◦k−1, j

◦ ∈ Im
Uk%���� M,��!���%���%��+H&� H '/����*
��P#�#(S�+(OK ���+H 	<�#* Z0R �8���LP#� S 'XH>MK ���

β ⊂ Im
H&���4��K&(A%���K %
⋃

i[1:k−1]∈β

(��
!
!
(pi[1:k−1]•) =

⋃

j∈β

(��
!
!
(pj···j•) ∪

⋃

iν 6=iµ

(��
!
!
(pi[1:k−1]•) = β.

?@%bC���K ��(A%���K %
β

�+(�K � K3B�(IH>M B
����DÑ(���B�(,��% R N��
�+(�P�H>CO!
�+��%,�#(A%����R!�MIH[H ' R B�>^ � � � 5�C A�C�� �=����� ��������	��
α ⊂ Im

)#�È�
� |α| 6 k − 1
� �¿�����>�����_���+* �
��	,� �
��	 �3��� �
�������k���

� ��	��6�G�§���
P : Sm−1 → Sm−1 � �=� �������#	P	��
�
�2�9

C
#8���/%IHT� MIH&!AH�(���%��+H&��(bW R W K ��*TW R � S %����A!AH&���-�LH>CO� K �	H&!��8M)K %IH>M

P : Sm−1 → Sm−1 C K !�(<��K>P,�' K>P#�bH 'J%�����(��7CO!
�+�6"
Sm−1 ����%IH4��%,(,���U' R ?@%��+(�	<����� tx[-�LH 	/����� K �7D:�8B�M)K �+P/%IH&!AH&�+H>D��H%���K % K ���OP�H&��%������LH&��(

C K !
!
����D 	/�
�+P,�QC K !�(8��K>P,�Y' K>P#� H '>%����S(��7CO!
�+�6"
Sm−1 ����%IHÑ��%,(,���U'>�+( KÑ(���M
	���P�%��+H&� H 'F%����H(��7CO!
�+�6"

Sm−1 UQ(,�#�`�{�8CJC K�� S � � � Z0R N��
�+(�P�H>CO!
�+��%,�#(A%����R!�MIH[H ' R B
CDC%� � `��#^ K0- M  ^ �8G���9I9G�� M ������ ^�` � -2G ` L  L � G'-"! �$#&%RG� - ^�` ` � ��� ^�` � -2G ` L

\ � M,��P�K ����K¿*
�6N��
��%��+H&� H 'C� H&%�[�K �l H&��%,�8M M)K H&!��8M)K %IH>M,( UQ(,�#�>� � � Z0R�������	�
����	���(' ����� � !AH&���-�LH>CO� K � H&!��8M)K %IH>M
P : Sm−1 → Sm−1 �+( P�K ���+�#* � ��/*) 
�0$#�,+.- #! � /����3�

0.�/��3�
��#�O�U'�(��
!
!
(pi[1:k−1]•) ⊂ {i1, . . . , ik−1}

'XH>M�K ���
i1, . . . , ik−1 ∈ Im.



� �����#	P	��
��� 	�"o��� �
�������k��������	��6�G�§����� $ �

\ �R!�MIH�F-�+*
� KOP8M���%,�8M��+H&�0'XH>M/%����@� H&%�[�K �l H&��%,�8M M)K�H&!��8M)K %IH>MA���0%,�8M C�(�H ' K3B�(IH>M B
����D.(,��%,( R�>^ � � �{CDC A�C(' ��	 �������
��)#���+*����@�G��	��3	,���,�4����	;	��Â�����#���Q	,����-
(i)

' ��	��3��� �
�������k���3� ��	��6�G�§���
P : Sm−1 → Sm−1 � �m�
��	��#�D���:�/9�!����È��	����6�I� ��	��6�G�§��� �

(ii) � ������������	�� α ⊂ Im
)#�È�
� |α| 6 k − 1

� �8�����>�����_���+*��
(iii)

�F��	 �J� �m�
�J�G�
P−1(

����%
Γα) =

����%
Γα

�����8����� ��������	��
α ⊂ Im

)#�È�
� |α| 6 k − 1


� �����
	���' ����� \ �� � 	�#�$(�&(,(������4����%
Γα := Γα

'����/%����;(�����(,��%
α ⊂ Im

	/��%�� |α| = 1 R
C \ �4!������:�;%����4'��&����� 	/���������O!
���+P� %����&��(

(i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (i).

(i) ⇒ (ii) :
�{��%

P : Sm−1 → Sm−1 ���O%���� ���&%�[� �l��&��%,� �!�"#�&!�� �" %���� R{\ �O%������V��$�:�Ñ%��� %
(��
!
!

(pi[1:k−1]•) ⊂ {i1, . . . , ik−1}
'����% ���

i1, . . . , ik−1 ∈ Im
Uk%������,��!���%���%����&�&� 'D����*$�+P#�#(F�+(% ����� 	<�#* Z0R�'(��%��+P��
�)(����� S (��
!
! (pj···j•) = {j} '����* ���

j ∈ Im R �8���LP#� S '����� ���
α ⊂ Im

	/��%�� |α| 6 k − 1
�&���

��&(/%��� %
⋃

i[1:k−1]∈α

(��
!
!
(pi[1:k−1]•) =

⋃

j∈α

(��
!
!
(pj...j•) ∪

⋃

iν 6=iµ

(��
!
!
(pi[1:k−1]•) = α.

?@%+���� ��(/%��� %
α

�+(, �-(��(����!�
�����.(�����(,��% R
(ii) ⇒ (iii) :

� �
!
!.��(,�F%��� %' ���H(�����(,��%
α ⊂ Im

	/��%�� |α| 6 k−1
�+('(��(����!�
����� R \ �>%������/���
%" ���

%��� %;(��
!
!
(pi[1:k−1]•) ⊂ α

'����� ���
i1, . . . , ik−1 ∈ α.

�'(��%��+P��
�)(����� S (����LP#�¿%�����(�����(,��%
α◦ = {j} �+(

(��(����!�
����� S 	<�F��$�:�<%��� %�(��
!
! (pj...j•) = {j} '����0 ���
j ∈ Im R ?@%{'��&����� 	A(9'��������0���&!.��(���%����&��W R W S (ii)%��� %

P(
����%

Γα) ⊂
����%

Γα
'����% ���&(��(����!�
�����S(�����(,��%

α ⊂ Im R �#���,�$���:� � S �U' P−1(
����%

Γα)\
����%

Γα 6=
∅

%������Ú%���� �,���6"$�+(�%,(
y ∈ Sm−1 	/��%��

β :=
(��
!
!

(y)
(��LP,�Ú%��� %

β \ α 6= ∅
 ��*

P(y) ∈ ����%
Γα.N���������%�'��&����� 	A(�'������ �0���&!.��(���%����&� W R � S (iv) %��� % P(

����%
Γβ) ⊂

����%
Γα R � ���LP#� P : Sm−1 → Sm−1 �+(

P$�&��%������1�&��( S 	<�>��$�:�F%��� % P(Γβ) = P(
����%

Γβ) ⊂
����%

Γα = Γα R �'(��%��+P��
�)(����� S P(ej) = pj...j• ∈ ΓαU����<�#7��
���� �+����%����Ñ(��
!
!
(pj···j•) ⊂ α Z '���� j ∈ β \α R ��� 	<� �:� � S %��
�+( P$�&��%!�"&*$�+P�%,(�%��;%����/'2>P�%F%��� %<%����

(��������+��%��&� {j} S j ∈ β \ α �+(3 �4(��(����!�
�����0(,��%�U����R�#7��
���� �+����%����Y(��
!
!
(pj···j•) = {j} Z0R N���� �,�6'����,� S	<�R��$�:�R%��� %

P−1(
����%

Γα) =
����%

Γα R
(iii) ⇒ (i) :

� �
!
!.��(,�H%��� %
P−1(

����%
Γα) =

����%
Γα

'����* ���0(�����(,��%
α ⊂ Im

	/��%�� |α| 6 k − 1.
\ �R%������5���
%" ���0'������ �0���&!.��(���%����&� W R � S (iii) %��� %

⋃

i[1:k−1]∈α

(��
!
!
(pi[1:k−1]•) = α.

�'(��%��+P��
�)(����� S 	<�6�:��%8%��� %4(��
!
!
(pi[1:k−1]•) ⊂ α

'����3 ���
i1, . . . , ik−1 ∈ α R �{��%4��(=�1� 	ÜN
")����*$�+P#�#(

i◦1, . . . , i
◦
k−1 ∈ Im

Uk%����6�,��!���%���%����&�4� 'F����*$�+P#�#(4�+(3 ����� 	<�#* Z0R N������ S '����8%����¿(,��%
α◦ = {i◦1, . . . , i◦k−1}	<�O��$�:��%��� %H(��
!
!

(pi◦1 ···i
◦

k−1•
) ⊂ {i◦1, . . . , i◦k−1} = α◦ R � ���LP#�O%����O����*$�+P#�#(

i◦1, . . . , i
◦
k−1 ∈ Im

(�,�
(�!�
��%!�"(��� P,�1��(,��� S %����0�)&(�%Ñ���LP�����(����&�7���� ��(.%��� %

P : Sm−1 → Sm−1 �+(Ñ%���� ���&%�[� �l��&��%,� �!�"
�&!�� �" %���� R N��
�+(�P$���O!
�+��%,�#(A%����R!����8� ' R B

\ ��(�,�4�1� 	9�,��&*$�.%��¿'����!�H�
�) %,�;%����*�: ���5�,�#(��
��%,� '�%����R!� !�� � R
; � ^ G ` ^ � CDC A�C ��	��

P : Sm−1 → Sm−1 �
	3���3��� �
�������k���h� ��	��6�G�§���� ' ��	,���
��	��������
��)#���+*
���@�G��	��3	,���,�4����	;	��Â�����#���Q	,����-

(i)
' ��	��3��� �
�������k���3� ��	��6�G�§���

P : Sm−1 → Sm−1 � �8� �������#	P	��
�
�2�&�
(ii)

' ��	���	0	!<d� ���,�Ñ����	����I�Â�@�G�
�
�2�
π
�����
��	 ��	��

Im
���G	§���
�J�G�h�����.�����

1 6 l 6 k − 1
�����

�����������
i1, . . . , il ∈ Im

�2��	��J� �À�
�J�G�
P−1(

����%
Γei1

...eil
) =

����%
Γeπ(i1)

...eπ(il)

)#��	���	
Γei1

...eil
=P$�&�=� {ei1 , . . . , eil} �

(iii)
' ��	���	8	!<d� ���,�/�(��	����I�Â�@�G�
�
�2�À�.�G�
���><

Π
���G	§� �
�J�G�

Π ◦P � ���
��	��#�D���:�/9�!����È��	����6��� ��	��6�G�§����
� �����
	���' � � � \ �� � 	�#�$(�&(,(������4%��� %A����%

Γei := {ei}
'����, ���

i ∈ Im R
C \ �4!������:�;%����4'��&����� 	/���������O!
���+P� %����&��(

(i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (i).
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(i) ⇒ (ii) :
� �
!
!.��(,�3%��� %�%����3!.�&���-�1���O�) ���&!�� �" %����

P : Sm−1 → Sm−1 �+(:Z(����
	���P�%����&� R�{��%
P−1(ej)

���-V!��,�����:(�:� U 	/�
�+P,�Ì�+(Ñ�1�&��� �O!
%@� Z � ';%����-�:� ��%,�6"
ej

'����
j ∈ Im.

�,�=�-���&��(���� S�U'
x ∈ P−1(ej)

	/��%�� (��
!
!
(x) = α

%������
Γα ⊂ P−1(ej)

UQ(,�#� �0���&!.��(���%����&� W R � S (iv) Z0R �8���LP#� S
P−1(ej)

�+(:)'2>P#�5���:Y�
�
���&� � '8'2>P#�#( � '4%����0(����O!
�+�6"
Sm−1 '����: ���

j ∈ Im R � �&��(,�#7�������%���� S%����/(,��% {P−1(e1), · · · ,P−1(em)} P$�&��(��+(�%,(�� ' U� %��+��&(�% Z m �H�
%��� �����O*$�+(
	!�&����%�'2>P#�#(0� 'J%����/(����O!
�+�6"
Sm−1 R N��
�+(S�+(¿!.��(,(����
�+�Ñ�U'* ��* �&�
���Ú�U'=%���� �,�P�6"$�+(�%,(/)!�� �!�H�
%" %����&�

π
� '8%����3(,��%

Im
(��LP,� %��� %

P−1(ej) = eπ(j)
'����� ���

j ∈ Im R �{��%/��(��1� 	ß(��1� 	
P−1(

����%
Γei1

...eil
) =

����%
Γeπ(i1)

...eπ(il)

'����� ���
i1, . . . , il ∈ Im

��� ���� ��(�� '��: %���� �: %��+P� �F����*$�LP�%����&� 	/��%��4�,�#(�!���P�%;%��
l
	/��� �,�

1 6 l 6 k − 1 R�,�=�-���&��(���� S �U' y ∈ P−1(
����%

Γei1
...eil

)
	/��%�� (��
!
!

(y) = β
%������ ����%

Γβ ⊂ P−1(
����%

Γei1
...eil

)
 ��*

Γβ ⊂ P−1(Γei1
...eil

)
UQ(,�#� �0���&!.��(���%����&�-W R � S (iv) Z0R �#���,�$���:� � S �U' β \ {π(i1), . . . , π(il)} 6= ∅U����Õ�#7��
���� �+����%����

π−1(β) \ {i1, . . . , il} 6= ∅ Z %������
eπ(j) ∈ P−1(Γei1

...eil
)

'���� (������
j ∈

π−1(β) \ {i1, . . . , il}.
��� 	<� �:� � S ��%JP$�&��%!�"&*$�+P�%,(O%��

eπ(j) = P−1(ej).
N���� �,�6'����,� S 	<�&�H��(�%¿��$�:�

%��� %
β ⊂ {π(i1), . . . , π(il)}.

�=�0%����3�&%���� �A�� ��* S *$���R%��/�: %���� �: %��+P� �9����*$�LP�%����&� S 	<�� �+(��¿��$�:�
%��� % {π(i1), . . . , π(il)} \ β = ∅ R �8���LP#� S 	<�&�:��%S%��� %

β = {π(i1), . . . , π(il)} R � ���LP#�.%����Ñ!.�&����%
y ∈ P−1(

����%
Γei1

...eil
)
�+('(�!�
��%!�"(���^P,�1��(,��� S 	<�����
%" ���¿%��� %

P−1(
����%

Γei1
...eil

) ⊂ ����%
Γeπ(i1)

...eπ(il)
RN���� ���LP�����(����&� ����%

Γeπ(i1)
...eπ(il)

⊂ P−1(
����%

Γei1
...eil

)
'��&����� 	A(Ì'������ �0���&!.��(���%����&� W R � S (iv) R

� �&��(,�#7�������%���� S P−1(
����%

Γei1
...eil

) =
����%

Γeπ(i1)
...eπ(il)

'����, ���
i1, . . . , il ∈ Im

 ��*
1 6 l 6 k − 1 R

(ii) ⇒ (iii) :
� �
!
!.��(,��%��� %H%���� �,�.�6"$�+(�%,(6P!�� �!�H�
%" %����&�

π
(��LP,�×%��� %

P−1(
����%

Γei1
...eil

) =����%
Γeπ(i1)

...eπ(il)

'����  ���
i1, . . . , il ∈ Im

 ��*
1 6 l 6 k − 1 R �'(��%��+P��
�)(����� S 	<�Ú��$�:�×%��� %

P−1(ej) = eπ(j)
'����: ���

j ∈ Im R�\ �P�1� 	 *
�6N����5Y!�� �!�H�
%" %����&� �: %!���U"
Π
U�&(,(��[P��) %,�#* 	/��%��

%����R!�� �!�H�
%" %����&�
π Z &(�'��&����� 	A(

Π(ej) := eπ(j)
'����, ���

j ∈ Im R �,�=�-���&��(���� S 	<� ���
%" ���0%��� %

Π
(
P(

����%
Γei1

...eil
)
)
=

����%
Γei1

...eil
, ∀ i1, . . . , il ∈ Im, ∀ 1 6 l 6 k − 1.

#8���R%�� �{� � �:n� R � S %����4!.�&���-�1���O�) � �&!�� �" %����
Π ◦P �+(/%����@���&%�[� �l��&��%,� �!�" �&!�� �" %���� R

(iii) ⇒ (i) :
� �
!
!.��(,�R%��� %=%���� �,�H�6"$�+(�%,(,¿!�� �!�H�
%" %����&�#�: %!���U"

Π
(��LP,�)%��� %

PΠ := Π ◦P �+(
%���� ���&%�[� �l��&��%,� �!�" �&!�� �" %���� R #8���8%�� �{� � �:&(�W R �3 ��*L� R � S %���� ���&%�[� �l��&��%,� �!�" �&!�� �" %����

PΠ
�+(

O(����
	���P�%����&�- ��*0(��¿�+(/%����R!.�&���-�1���O�) � �&!�� �" %����
P = Π−1 ◦PΠ R N��
�+(�P$���O!
�+��%,�#(A%����R!����8� ' R B

].^�_@^�` ^ I9K ^�L
a6b��D�,���hd ���,Ù��Fm$Þ�m
}
�xt ¦ À u�¤/q�th|���p qQw v � r�u=¨6u�t6¤/u�ws�s� v �&�Or�t6�2��u�Ê¿¢��xt6¢�u��swxp u�q�th|�½ �&v �2� v wxp r=¤ v ¢ q/ª�ªR��p qsr��xu�wxu

ÒJt6¤/¢ � w�b £ u�t6¤4b �=a�°6°�Å#b �<o�t6À�b$a�´KQf�.R@b ��}$b�a�±6°�¸��h���#b:�>»5«9a��2b a��6��·6ªh��y
���6Å6·,¶��6´�·#b
�#b�Ç9d �sd �,��Ø � � �s��Ï�Ø jàá�m � �5m �/ &�,�sÙ2d<ÂSm9}$u��x¤ v � u��#wxÀ �P¨6t6p � ¨ ¦ v r Û0v �&�P|Uth�swx� ¦ u�wkz�u�u��0wx� u���� �&v �2� v wxp rH¾¿th�xÀ ���

v �&�4wx� u	�sÒJt6�2��u�Ê�p wk�8¾¿th�xÀ ����p �;t6¢�wxp ¤/p 0�v wxp t6�Sª�ªAË9¢ ¢ À�b:® v wx��b�»5¢�wxp ¤4b �/�h�6���#b �<o�t6À�b:¶#Å#b ��}$b
a�²6°�¸&a�±h¶�b-�>»5«
a��2b a��6��·6ª,qx�6���,¶#Å�¥k�6�2a�¥k�6�6´h¶6¥k²2b

´2b����,g �,Ù2�,g�Ø+�@�6�àÖDmD5t6� À p � u v �S® v � Û t,�0}
�xt#r�u�qsqsu�q v �&�0��p � u�wxp r¿¯�½ �&v wxp t6� q�b �/Ò v ¤ ¦ �xp ��¨6u¿�5� p ��b �9�h�2a��2b��>»5«
a��2b a��2a,·6ª6Ò��D»�°�·h±6��Å#a6ah·h²��6´6��´2b

¶�b����,g j&�,Ù �5m< Jm5ÒJt6�2��u�Ê�p wk�Pth|/½ �&v �2� v wxp rHws� v � qQ|Uth�x¤ v wxp t6� q v �&�0p wxq � qsu¿p �ZÒJt6�#ws�xt6À v �&�Y»5¢�wxp ¤/p 0�v wxp t6�Zª�ª
¬�b:»5¢�wxp ¤4b�~�� u�th�s�4Ë9¢ ¢ À�b �=a�°6°6±2b �<o�t6À�b�°6°2b ��}$b:Å6Åh´�¸�Åh±6´2b��>»5«9a��2b a����h´�ªhË>Ã a����#a,·h°6±6°6´���·h²�²2b

Å#b/c ��e�Ï6�@�6�9ÂSmh»5��wx� u�q � � �Qu�r�wxp �2p wk�>th|&½ �&v �2� v wxp r�qQwxt#r@� v qQwxp r�t6¢�u�� v wxth�xq v r�wxp � ¨9t6�>wx� u�qsp ¤/¢ À u�Ê>ª�ª9® v wx��b,5thwxu�q�b �
�h�2a�²2b �<o�t6À�b:°6°(Q�¶PR@b ��}$b&²��h´�¸2²��6·#b��>»5«9a��2b a6a�´h¶#ª6¡��6�6�2a�¶�´h¶�²2a�²��6´6��´6°2a�b

²2b/c ��e�Ï6�@�6�5ÂSmh¯
�x¨6t2��p r�p wk�Fth|�� t6� À p � u v �J® v � Û t,��t6¢�u�� v wxth�xq�t6�>wx� u�Á&� p wxu���p ¤/u�� qsp t6� v À2qs¢ v r�u{ª�ª{5t6� À p � u v ��Ë9� v À�b
~�� u�th�s�R®8u�wx� t2��q�b �/�h�2a�²2b �<o�t6À�b$a�¶�´2b ��}$b$a���Å�¸&a6a�°2b��>»5«9a��2b a��2a�²�ª���b � v b �h�2a�²2b ��Å2b �6��²2b

·#b/c2�:ix�sd �Zá�mJÍ�mJ~�� uRr�t6�2��u�Ê�p wk��th|>½ �&v �2� v wxp rR¤ v ¢ q v �&��wx� u4r�t6�#ws�xt6À À v ¦ p À p wk�3th|>r�t � ¢ À u��ÑqQ��qQwxu�¤/q�Ã���t#r�wxth� v À
��p qsqsu��sw v wxp t6��b �<º v �x� v �@�4�5� p ��b �&�h�2a�´2b

±2b;Ö�ix�s�s� d ÙH�Fm-ÂSm
� �&v �2� v wxp r�|Uth�x¤/q�¢�t6qsp wxp ��u/t6� v r�t6� u v �&�S½ �&v �2� v wxp rA� �&v À p wk�¿ª�ª8¬�b
¡2t,�2p u�w<® v wx��b �=a�°6±h¶�b �
o�t6À�b&´6²(QQa�R@b ��}$b&´6°�¸�Åh²2b��>»5«{a��2b a��6��·6ªh��y
�2a6a��h¶�°�·��#b
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� .���.�� .�_±K²o¤��4�§£�¤_¢��¨¢§¥�¢§�_ª_� Q �µ.¥��¼�»o¢�©<��Ã�§ª�©Â£_¥�¢�«����.© R «��4��¢§¯_���4®���£�¤_�.�� >¤������� .µP�����.�� >����_ª_�1��¢�©<¢§���� .µ>�.©
©´�4 >¤�ª_¸�£�¢�¤_¢§²P���%� � °���µ.ª����»3ª_²��. h¤��4�§£�¤_¢��¨¢§¥�¢§�_ª�jµ>¢�¤_��� .���.�� >¢§��°������ .ª�����.�� >����_ª_� b � ¯¨�4�� .���.�� .ª � ¥_ª ¥
��¢§�_�_±K�1�4£�¢�¤��4 >�.¤ ¿ �4¤_«��4µP�3�µ.¥��¢� >��o¥_ª_��¢§�_�_±(©j�4£�¢�¤��4 >�.¤_�.© � �§µ>�°����_�_±(©��(«�µP���¨¤��4 .���4�1�� >��²��4�� .ª_¯�¢���«��4�
©´�4 >¤�ª_¸�¢§� b U��.¤_�.¬o��ª�°§µ>¢��� .��� � ¯� >��¥_ª_��¢§�_�_±K���4£�¢�¤��4 >�.¤ ¿ �4¤_«��4µP��¶4¹��¨¢� ���¼�¤ �D¢�«�¸_ª�¢§���§ª�©Â£_¥�¢�«�����µh >�.©
ª� >�4¥_¡>«���µ� >�.©��§¥_¹�¯¨�4¢ � «��4®È�%�#�4���µ.¥��¢� >��Ã¶4ª�¢�«�¸_ª�¢§� b�T �¨��¥��4®�ª_¯_�¨�4Ã°����%��¯¨����¥����¢§¥_ª_��¢§�_���4®��#�4£�¢�¤��4 >�.¤��
¿ �4¤_«��4µP� � �§µ>�°����_���4®��#���3�� >��²��4�� .ª_¯�¢���«��4��®�ª_£�¢�¤ ¥ ©´�4 >¤�ª_¸�¢§� � �.�� .��µP��¥¨�4�§¡��. >«_¤�±( >�4� b'� �¨��¤_¢�¬o¢§�¨��µ#�%���_���4�
�� .�4 .¡>¢ � �#ª�©<¢§�_��� � £��.«��4°������ � ¯� >�#��¢§¥_ª_��¢§�_�_±K�1�4£�¢�¤��4 >�.¤ ¿ �4¤_«��4µP� � �§µ>�°����_�_±K�������� >��²��4�� .ª_¯�¢���«��4�Ã®�ª_£�¢�¤ ¥
©´�4 >¤�ª_¸�¢§� � �µ.¥��¢� >��3��¼�¤ �D¢�«�¸_ª�¢§���§ª�©Â£_¥�¢�«���� � ¢��§¥_ª�ª� >�4¥_¡>«���¢��§¥_ª��4���µ.¥��¢� >��#£�¢�¤_¢��� .�����4µ>«��4�Ã�4£�¢�¤��4 >�.¤��
�3�. >«�ª � ���4¥_¡4 >¢�¤_¤�� b

Ê ËÂÌ�ÍdÎ�Ï�Ð�Î�Ñ4ËÂÒ�Ï�ÓDÔ<�� >��²��4�� .ª_¯�¢���«��4�®�ª_£�¢�¤ ¥ ©´�4 >¤�ª_¸¨� � £��4¥_ª_���.©Âª¨��¥_¡.�_±K���4£�¢�¤��4 >�.¤ � �4£�¢�¤��4 >�.¤!�3�. >«�ª �
���4¥_¡4 >¢�¤_¤�� b
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I C��)C�� P ! P	^)6@O

� ¤��4¶.�. >¢�ª�°§¹�¯¨�4¼� >�����¢�«��. >�.¤�±(¢�µ>�4£�¤_�.�§± £�¤�ª�¶4¥_ª�¦o¢§�_ª��£��4¯� .ªI£�¢�¤�ª�����ª_¯�¢���«�ª_²L·�¹���«�¸_ª_����µ.¹�²�£�¢�¤_¢ ¥
©<¢§�_�_±K²�¯¨�4�� .ª_¯_�_±(©Âª��§¹�©<©´�4©ÂªVWo¹�¤�¡>¢�ª��§¹�©<©´�4©Âª� .ª_£¨� ¿ �4¤�¸_ª_��«�¢§µ.ª_¯¨�3µ�¤���µ.���.©<¢�¤����4�h©<¢� >¤�ª�«�¢ � «��4®È�%�
£��.«��4°��4 >¢§¥_ª�Wo¹�¤�¡>¢m¤��4����©´�4 >¤�ª_µP�4¢�©Â±K²Á·�¹���«�¸_ª_�Iª�©<¢�¼� �£�¤_¢��¨¢§¥_¡.�_¹�¼  >�4¯�«�¹LµL¶.¢���«��4��¢§¯_���.�� .ª bKÅ �4¯_��¢�¢
¤��4����©´�4 >¤�ª_µP�4¢� >��j¤���µ.���.©<¢�¤��¨�4h£��4¯� .ªj£�¢�¤�ª�����ª_¯�¢���«��4m·�¹���«�¸_ª����µ.¹�²h£�¢�¤_¢�©<¢§�_�_±K² � £��.«��4°��4 >¢§¥_ªrWo¹�¤�¡>¢
«��. >�.¤_�4�Ãª�©<¢�¼� �¢���ª_���� .µ>¢§�_�_¹�¼�£�¤_¢��¨¢§¥_¡.�_¹�¼L >�4¯�«�¹3µ#¶.¢���«��4��¢§¯_���.�� .ª b�Ä �.«��4°§±KµP�4¢� >�� � ¯� >��¯¨�4�� .ª_¯_�¨�43�§¹�© ¥
©´�1�%���_���4®�� ¤�P�%����µ>¢����4µ>�4��·�¹���«�¸_ª�¢§�

Φσ(t, z) (σ > 0)
£�¤_¢��¨�� .��µ.ª�©´�1µ ª_�� >¢§®�¤���¥_¡.���4�j·��.¤_©<¢ b ��¢����4µP�4

·�¹���«�¸_ª�
Φσ(t, z)

�µ.¥��¢� >���£�¤_�4ª�°§µ>�4¥_¡.���4� � µ>¢�»o¢��� .µ>¢§�_���4� � ��¢§£�¤_¢�¤�±Kµ.���4� � ¯�¢� .���4��ª�£�¤�ª
x = y = 0

£�¤�ª ¥
�_ª�©´�4¢� �°§�¨��¯�¢§�_ª�¢ a6� ��µ �§¥_¹�¯¨�4¢ � «��4®È�%�Ã¥_ª�¶.�

|x| > σ
� ¥_ª�¶.�

|y| > σ
¤���µ.�¨���_¹4¥�¼ b¨º �¨��¯¨��¥¨�Ã�¨�.«��4°§±KµP�4¢� >��

£��4¯� .ªL£�¢�¤�ª�����ª_¯_���.�� .¡m¤��4����©´�4 >¤�ª_µP�4¢�©<�4�Á·�¹���«�¸_ª_ª
f(x, y)

ª � ª��§£��4¥_¡>°§¹PL·��.¤_©Â¹4¥_¹��.¶.¤��4»o¢§�_ª�YWo¹�¤�¡>¢ �
��¥��¾� >�4��·�¹���«�¸_ª_ª��4£�¤_¢��¨¢§¥��¼� >��j«��.¾�·#·�ª_¸_ª�¢§�� .±vWo¹�¤�¡>¢ b�� �4 >¢�©tª����§¥�¢���¹P¢� >��mµ>�4£�¤_�.� �.¶m�. >«�¥��4��¢§�_ª_ª
°����%���_���4��·�¹���«�¸_ª_ª

f(x, y)
�. o¯¨�4�� .ª_¯_�_±K²Ã�§¹�©<©�¢�¢�¤�P�%�]Wo¹�¤�¡>¢ � µ�°���µ.ª��§ª�©<�.�� .ª �. o��«��.¤_�.�� .ª��� >¤_¢�©Â¥�¢§�_ª�

«��_¹4¥�¼ µ>¢§¥_ª_¯_ª_�_± �¨��ª_¥_¹�¯�¬o¢§®��j£�¤�ª�¶4¥_ª�¦o¢§�_ª��·�¹���«�¸_ª_ª� >¤�ª_®��4���.©<¢� >¤�ª_¯�¢���«�ª�©Âª�£��4¥_ª_���.©´�4©ÂªÀ�4®�¤����_ª ¥
¯�¢§�_���4�h�� >¢§£�¢§�_ª b�Ä ��¥�¢�¢����¨��¥��4®�ª_¯_�_±(©I�.¶.¤��4°��.©À¹P�� .���¨��µ.¥_ª_µP�4¢� >����4¸�¢§��«��Ã�§µ>¢�¤P²�¹ µ>¢§¥_ª_¯_ª_�_±��. >«�¥��4��¢§�_ª�
¤���µ.���.©<¢�¤����4��£��4¯� .ª £�¢�¤�ª�����ª_¯�¢���«��4��·�¹���«�¸_ª_ª��. 1�§¹�©<© ¿ �4¤�¸_ª_��«�¢§µ.ª_¯¨� b

Ê ËÂÌ�ÍdÎ�Ï�Ð�Î�Ñ4ËÂÒ�Ï�ÓDÔd£��4¯� .ª�£�¢�¤�ª�����ª_¯�¢���«��4�·�¹���«�¸_ª� � £�¤�ª�¶4¥_ª�¦o¢§�_ª�¢�·�¹���«�¸_ª_ª � �§¹�©<©Â± ¿ �4¤�¸_ª_��«�¢§µ.ª_¯¨� �
«��.¾�·#·�ª_¸_ª�¢§�� .±yWo¹�¤�¡>¢ � £��.«��4°��4 >¢§¥_ªVWo¹�¤�¡>¢ � £�¤_¢��¨¢§¥_¡.�_±(¢# >�4¯�«�ª�µ1¶.¢���«��4��¢§¯_���.�� .ª b

A�C6[SO@K/\]K#^N_NK
fGf�`3f�w

Lp (1 6 p 6 ∞)
e�z�e/wP�´��lÂ�3c k	`3e�j�a�`´�_�3j�a�u�e �	w�c,f�`Â�3c6b�~

2π
t k3f�`Â�3eP�<�	l3f�j�mÂ�'~ k3e

md�H���@e/i��	wVk3f�`3f�c,f>�Â�	b�~ � oG�	m	qÂ�	i
f(x, y) � �	g3pLm�e/a�e/`	b�~�j�o�xSf�j�a�u�o�f�a>m�e��3f�lÂ�´��p �3e/`3co�

‖f(x, y)‖Lp =





2π∫

0

2π∫

0

|f(x, y)|p dx dy





1
p

<∞ (1 6 p <∞),

‖f(x, y)‖L∞
= vrai sup

x,y
|f(x, y)| <∞,

��`#pG�½��o�`	}�f � oG�	m	qÂ�Â�
f(x, y) ∈ Lp (1 6 p 6 ∞)

�

∞∑

k=0

∞∑

l=0

Ak,l(x, y), � ����� Z
s��@f

Ak,l(x, y) = ak,l cos kx cos ly + bk,l sinkx cos ly + ck,l cos kx sin ly + dk,l sin kx sin ly � ak,l �
bk,l � ck,l � dk,l ��m�e/| � � �	qÂ�3f>�	a�b ��o�`	}�f � oG�	m	qÂ�Â�

f(x, y)
�

r
©

�h�2a,· U#�4�������4µ � b U b



� 1#"������	�	�>��$	�	��1 - ������1 � "�� - �����������	� �<�2 	$	���	�	��$ ��� - � - "�0��6�{�� 3�,�����6� $¨$

g �<r ��`	qÂ�Â�	m�f�u¨�	l ���h� u�k3f�`	u�b�fG`´�/j�j�c,e/a�`3fhg�u�e/k	`3e�j�eSk3e/u�f.�@f>�Â�Â��j�o'c,cvu¨�d���

Mn(f ;x, y) =
1

n+ 1

n∑

k=0

Sk,k(f ;x, y),

s��@f
Sk,k(f ;x, y)

� l´�/j�a¨�	lÂ�	b�f�j�o'c,c6b k3e/`#pG�3md�
k
k3e md�H���@e/i �	wyk3f�`3f�c,f>�Â�	b�~ `#pG��� � ����� Z� oG�	m	qÂ�Â�

f(x, y) ∈ Lp (1 6 p 6 ∞)
�´� l´�/j�a¨�3e�j�a¨� � r ��`	qÂ�Â�	m�f�u¨�	l3f�c z/b�g@e>o�j�a��_�3e/u/g@f>�3e � l	a�ef�jhg<�

f(x, y)
� �3f�k	`3f�`	b2u¨�´��p � oG�	m	qÂ�	pYk3e>j�e/u�e/m	o�kÂ�3e�j�a¨��k3f�`3f�c,f>�Â�	b�~ � a�e

Rn(f)L∞
= ‖f(x, y)−Mn(f ;x, y)‖L∞

→ 0, n→ ∞.

� `´�/z�e/a�ftk �Ã� ��Fy�����´���!u¨�'g<� � ���Vz/b�g<� ���_�	b �3f�m�e/a�e/`	b�f�e/q3f>�	mÂ� j�m�e/`3e�j�a¨� j�a�`3f�cNg@f>�Â�	p
mÁ�	o�g3� u�fhg<�	lÂ�Â�	b

Rn(f)Lp = ‖f(x, y)−Mn(f ;x, y)‖Lp (1 < p 6 ∞). � ��� � Z
gGj�jhg@f.�@e/uD�_�Â�3f�k3e/u�f.�@f>�Â�	p e/a�m'g@e��3f>�Â�	p � oG�	m	qÂ�Â� �3u�o#~ k3f�`3f�c,f>�Â�	b�~

f(x, y) ∈ Lp

(1 6 p 6 ∞)
e/anj�o'c,c u¨�d���

Wr(f ;x, y) = (1− r)

∞∑

k=0

rkSk,k(f ;x, y) (0 < r < 1)

k	`Â�
r → 1

z/b�g@e�k	`3e/u�f.�@f>�3e�u�`´�/z�e/a�f�x �_u��/z�f�`3j�m�e/s�er� ��� ��nGf�m�e/a�e/`	b�c�o�a�e/lÂ�3f>�Â�	p	c�`3f�w�o�g3}�a���a�e/u
k ��� ��Fy�����´���!u¨�'g<�½� x ��u��/z�f�`3j�m�e/s�eLk3e�j�u�p'xSf>�´�>`´�/z�e/a��Ir��K���´u��3co�_�´��� �����d��i3c#�´��w���`3e�t
uD��� Y � �´� `´�/z�e/a�f�r������´u��3co�_�´�L��� �´���´�Ge��3e�co��`3f>�	m�e�� � ���	g3p�jhg3o�l´��p�a�`3f�o�s�e�g3}¨�	b�~�co��a�`Â�	q
{µk,n}

o�j�a��_�3e/u/g@f>�	b e/q3f>�	mÂ��j>�Â�	w�oYu�fhg<�	lÂ�Â�	b

Rn(f ;µ)Lp =

∥∥∥∥∥f(x, y)−
n∑

k=0

µk,nSk,k(f ;x, y)

∥∥∥∥∥
Lp

(1 6 p 6 ∞),

s��@f

µk,n =

{
(k+1)r−kr

(n+1)r , k 6 n;

0, k > n

k	`Â� g3� z�e�c��´��a�o�`´��g3}¨�3e�c
r.
��|�a�e/i��!f `´�/z�e/a�f k	`Â�	u�f.�@f>�	b �3f�m�e/a�e/`	b�fGo�a�e/lÂ�3f>�Â�	pLe/q3f>�3e/mÁ�	w

`´�/z�e/a�� ���o��� ��� � ��k	`Â��g3� z�e�c �´��a�o�`´��g3}¨�3e�c r
�
1 < p < ∞ k3e�g3o�l3f>�	b jhg@f.�3o���x��3fSa�e/lÂ�	b�f

k3e/`#pG�3m�e/u�b�f�`´��u�f>�3j�a�uD�'�

Rn(f ;µ)Lp � ω(1)
r

(
f ;

1

n

)

Lp

+ ω(2)
r

(
f ;

1

n

)

Lp

,

s��@f

ω(1)
r (f ; t)Lp = sup

|h|6t

∥∥∥∥∥

r∑

ν=0

(−1)r−ν(rν)f(x+ νh, y)

∥∥∥∥∥
Lp

,

ω(2)
r (f ; t)Lp = sup

|h|6t

∥∥∥∥∥

r∑

ν=0

(−1)r−ν(rν)f(x, y + νh)

∥∥∥∥∥
Lp

.
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� �´�/j�a�e�p'xSf�i j�a���a�}�fyo�j�a��_�´��u/g<�	uD����a�j�p e/q3f>�	mÂ� j�u�f�`�~'odu�fhg<�	lÂ�Â�	b e/a�m'g@e��3f>�Â�	p eP�<�3e/s�e
m'g��/j�j���k3e/l	a¨� k3f�`Â�3eP�<�	l3f�j�mÂ�'~ � oG�	m	qÂ�	i �3u�o#~�k3f�`3f�c,f>�Â�	b�~ e/a j�o'c,c a¨�	k´��r ��`	qÂ�Â�	m�f�u¨�	l´�
u>`´��u¨�3e�c,f�`Â�3e/i�c,f�a�`Â�	m�f��

�����
��� ��	 �
����� ��oG�	m	qÂ�	p
f(x, y) (−∞ < x, y < ∞)

�´��w�b2uD�/f�a�j�p�
������������
����������������
� ��
�����!����"�$#&%'���)(+*'��%',�� �$� � f�jhg<� �	g3p�md�H���@e/s�e ε > 0

c,e����3e�o�md��w���a�}�a���m�e�fnlÂ�3jhg@e
l = l(ε) �l	a�erurmd�H���@e�c �Â�	a�f�`	uD��g@fh�	g<�Â�	b

l
�´��id�@f�a�j�pL~#e/a�p�z/b eP�<�3e>lÂ�3jhg@e

τ � �	g3pLm�e/a�e/`3e/s�e

|f(x+ τ, y)− f(x, y)| < ε
`´��u¨�3e�c,f�`Â�3e>k3e

y,

|f(x, y + τ)− f(x, y)| < ε
`´��u¨�3e�c,f�`Â�3enk3e

x.

� o�j�a�}
B
� m'g��/j�j�`´��u¨�3e�c,f�`Â�	b�~Yk3e/l	a¨�Yk3f�`Â�3eP�<�	l3f�j�mÂ�'~ � oG�	m	qÂ�	iI� `#pG����o�`	}�f � oG�	m	qÂ�Â�

f(x, y) ∈ B
�3c,f�f�a>u¨�d�

f(x, y) ∼
∞∑

m=−∞

∞∑

n=−∞

A(λm, µn) exp(i(λmx+ µny)), � � ��� Z
s��@f

A(λm, µn) = lim
T→∞

1

4T 2

T∫

−T

T∫

−T

f(x, y) exp(−i(λmx+ µny)) dx dy

� m�e/| � � �	qÂ�3f>�	a�b���o�`	}�f � oG�	m	qÂ�Â�
f(x, y) � � {µm}∞m=−∞ � {λn}∞n=−∞

� k3e/md��w���a�fhg<� ��o�`	}�f
� j�k3f�m	a�` � oG�	m	qÂ�Â� Z � m�e/a�e/`	b�fm�3c,f���a>k	`3f.�@fhg3}¨�	o�� a�e/l	m	oYu>z�f�j�m�e��3f�lÂ�3e�j�a¨� � a �3f��

λ0 = µ0 = 0; λ−m = −λm, µ−n = −µn; lim
m→∞

λm = ∞, lim
n→∞

µn = ∞;

λm < λm+1 (m = 0, 1, 2, . . .), µn < µn+1 (n = 0, 1, 2, . . .).
fGf�`3f�w

Sσ,σ(f ;x, y)
e�z�e/wP�´��lÂ�3c�l´�/j�a¨�	lÂ�	o�� j�o'c,c6o `#pG��� � � ��� Z � a �3f��

Sσ,σ(f ;x, y) =
∑

|λm|6σ

∑

|µn|6σ

A(λm, µn) exp(i(λmx+ µny)).

�Ge�g@e����3c

Uσ(f ; Φ;x, y) =
∑

|λm|6σ

∑

|µn|6σ

A(λm, µn)Φσ(λm, µn) exp(i(λmx+ µny)),

s��@f
Φσ(t, z)

� k	`3e��	w�u�e�g3}¨�´��p � u�f�xSf�j�a�u�f>�Â�´��p � �3f�k	`3f�`	b2u¨�´��pyl3f�a¨�´��p � oG�	m	qÂ�	p � �	g3p�m�e/a�e/`3e/iu�b2k3e�g<�3f>�	b jhg@f.�3o���x��3fGo�jhg@e/u¨�	pB�
� Z Φσ(0, 0) = 1;
� Z Φσ(t, z) = 0

k	`Â� |t| > σ
�'g<� |z| > σ;� Z

ψσ(t, z) ∈ L2(−∞,∞), � � � � Z
s��@f

ψσ(u, v) =
1

4π2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

Φσ(t, z) exp(−i(ut+ vz)) dt dz.



� 1#"������	�	�>��$	�	��1 - ������1 � "�� - �����������	� �<�2 	$	���	�	��$ ��� - � - "�0��6�{�� 3�,�����6� $#	

� K: :�PvA�C�� ���	�
f(x, y) ∈ B

* � -

Uσ(f ; Φ;x, y) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

f(x+ t, y + z)ψσ(t, z) dt dz.

C
� o�j�a�}

fσ(x, y) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

f(x+ t, y + z)ψσ(t, z) dt dz.

u e/s����ru>j>�'g3o � � � � Z `´��u¨�3e�c,f�`Â�3e>k3e y �3c,f�f�c

|fσ(x+ τ, y)− fσ(x, y)| 6
∞∫

−∞

∞∫

−∞

|f(x+ t+ τ, y + z)− f(x+ t, y + z)| |ψσ(t, z)| dt dz

6 sup
x,y

∣∣f(x+ τ, y)− f(x, y)
∣∣

∞∫

−∞

∞∫

−∞

∣∣ψσ(t, z)
∣∣ dt dz.

~ �´��g@e/sP�	lÂ�3e>`´��u¨�3e�c,f�`Â�3e>k3e
x
z/o��@f�c �3c,f�a�}

|fσ(x, y + τ)− fσ(x, y)| 6
∞∫

−∞

∞∫

−∞

|f(x+ t, y + z + τ)− f(x+ t, y + z)| |ψσ(t, z)| dt dz

6 sup
x,y

|f(x, y + τ)− f(x, y)|
∞∫

−∞

∞∫

−∞

|ψσ(t, z)| dt dz.

i]g@f.�@e/uD��a�fhg3}¨�3e � fσ(x, y) p'u/g3p	f�a�j�p�`´��u¨�3e�c,f�`Â�3e/i�k3e/l	a¨��k3f�`Â�3eP�<�	l3f�j�m�e/i � oG�	m	qÂ�3f�i �
� o�j�a�}

Aσ(λm, µn)
� m�e/| � � �	qÂ�3f>�	a���o�`	}�f � oG�	m	qÂ�	i

fσ(x, y) � j�e�e/a�u�f�a�j�a�u�o���x��	ink3e/md��w���ta�fhg3p	c
λm

�
µn

�ÂgGc,f�f�c

1

4T 2

T∫

−T

T∫

−T

fσ(x, y) exp(−i(λmx+ µny)) dx dy

=
1

4T 2

T∫

−T

T∫

−T




∞∫

−∞

∞∫

−∞

f(x+ t, y + z)ψσ(t, z) dt dz


 exp(−i(λmx+ µny)) dx dy

=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

ψσ(t, z)


 1

4T 2

T∫

−T

T∫

−T

f(x+ t, y + z) exp(−i(λmx+ µny)) dx dy


 dt dz

=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

ψσ(t, z) exp(−i(λmt+ µnz))


 1

4T 2

T+t∫

−T+t

T+z∫

−T+z

f(x, y) exp(−i(λmx+ µny)) dx dy


 dt dz.

�Ã�	o�a�`3f>�Â�Â�	i��Â�	a�f�s�`´��g p'u/g3p	f�a�j�p �@e/k	`3f.�@fhg3}¨�	b�c u�b2`´�H�!f>�Â�3f�c �	g3p{m�e/| � � �	qÂ�3f>�	a�e/u½��o�`	}�f
� oG�	m	qÂ�Â�

f(x, y) � �!k3e � e/`3c6o�g@fVe�z/`´��xSf>�Â�	pt��o�`	}�f
∞∫

−∞

∞∫

−∞

ψσ(t, z) exp(−i(λmt+ µnz)) dt dz = Φσ(λm, µn).



�
% �V������$ - 
 � �O
v�a�j������rk3e�g3o�lÂ�3c � l	a�e

Aσ(λm, µn) = A(λm, µn)Φσ(λm, µn).
u���mÂ�3c�e�z/`´��w�e�c �

fσ(x, y) =
∑

|λm|6σ

∑

|µn|6σ

A(λm, µn)Φσ(λm, µn) exp(i(λmx+ µny)).

u���m�md��m
fσ(x, y)

p'u/g3p	f�a�j�p�k3e/l	a¨��k3f�`Â�3eP�<�	l3f�j�m�e/i � oG�	m	qÂ�3f�i � a�eSg@f�c,co�L���@e/md��w��_�´� � B� o�j�a�}
B
� k	`3e�j�a�`´�_�3j�a�u�e u�j�fh~ e/s�`´�_�Â�	l3f>�Â�	b�~ � `´��u¨�3e�c,f�`Â�3e k3e/l	a¨� k3f�`Â�3eP�<�	l3f�j�mÂ�'~

u>k'g@e�j�m�e�j�a¨��k3f�`3f�c,f>�Â�	b�~
x � y � oG�	m	qÂ�	i

f(x, y)
jh�3e/`3c,e/i

‖f‖B = sup
−∞<x,y<∞

|f(x, y)|.

x#�/j�j�c,e/a�`Â�3c�u�fhg<�	lÂ�Â�	o

R(f ; Φ) = ‖Uσ(f ; Φ;x, y)− f(x, y)‖B , � � � � Z
u>m�e/a�e/`3e/i

Uσ(f ; Φ;x, y) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

f(x+ t, y + z)Φσ(t, z) dt dz, � � � � Z

Φσ(t, z) =
1

4π2

∞∫

0

ϕσ(u)Ku(t, z) du,

Ku(t, z) = 4

[
cos(ut)

sin(uz)

z
+ cos(uz)

sin(ut)

t

]
,

ϕσ(u)
�y�3f�m�e/a�e/`´��p�l3f�a¨�´��p � oG�	m	qÂ�	p � �/z�j�e�g3��a¨�3eL�Â�	a�f�s�`Â�	`	o�f�co��p��´���Â�	a�f�`	uD��g@f (0,∞)

k	`Â�
md�H���@e�c � �	m�j>�	`3e/uD�_�Â�3e�c

σ > 0
�La���md��p � l	a�e

∞∫

−∞

∞∫

−∞

|Φσ(t, z)| dt dz <∞,

∞∫

−∞

∞∫

−∞

Φσ(t, z) dt dz = 1. � � � � Z
w���g@f�fÃ�3j�jhg@f.�3o�f�c�u�e/k	`3e�j�e�k3e/u�f.�@f>�Â�Â�Su�fhg<�	lÂ�Â�	b � � � � Z u�w���u¨�3j>�3c,e�j�a¨�>e/a j�m�e/`3e�j�a¨�rj�a�`3f�cNtg@f>�Â�	p m �	o�g3� u�fhg<�	lÂ�Â�	by�´�_�'g3o�l	�Sf�s�e�k	`Â�3z�g<���!f>�Â�	p

Eσ,σ(f) � k	`Â� σ → ∞ Z �	g3p jhg3o�l´�/f�u �m�e/s����ru>md��l3f�j�a�u�f
ϕσ(u)

u�b�z/`´�_�	b � oG�	m	qÂ�Â�

ϕσ(u) = ϕσ,a(u) =





1, |u| 6 a (0 < a < σ);
σ−|u|
σ−a , a < |u| < σ;

0, |u| > σ.

� � � � Z

� K: :�P 5�C � ���	� �2 	$	���	���
ϕσ(u) = ϕσ,a(u)

- 1#" � � ��� ��$��>"���
'��$ ����
 - �
(2.6)

* � - ��1#"���
'� ���
�	�	
�� - � ��$	�	�

∞∫

−∞

∞∫

−∞

|Φσ(t, z)| dt dz 6 C
σ + a

σ − a
, � � � $ Z

� � � C �
� - $ ������$ ���$

C
w!e/md��w���a�fhg3}�j�a�u�eng@f�c,c6b �j���_�3eru>`´�/z�e/a�f>� � � �

B



� 1#"������	�	�>��$	�	��1 - ������1 � "�� - �����������	� �<�2 	$	���	�	��$ ��� - � - "�0��6�{�� 3�,�����6� �'�

� KE6@MNK:�P�A�C � ���	�
f(x, y) ∈ B

�
ϕσ(u) = ϕσ,a(u)

- 1#" � � ��� ��$���"���
'��$ ����
 - �
(2.6)

* � - 1#"��
��� � - �

Λ (0 < Λ < a < σ)
��1#"���
'� ���	�	
�� - � ��$	�	�

‖Uσ(f ; Φ;x, y)− f(x, y)‖B 6 C
σ + a

σ − a
EΛ,Λ(f)B , � � � � Z

� � � Uσ(f ; Φ;x, y)
- 1#" � � ��� ��$��V"���
'��$ ����
 - �

(2.4)
* �

EΛ,Λ(f)B = inf
A(λm,µn)

∥∥∥∥∥f(x, y)−
∑

|λm|6Λ

∑

|µn|6Λ

A(λm, µn) exp(i(λmx+ µny))

∥∥∥∥∥
B

�
$����	�� ����n���21#"������	�	�>��$	� � �2 	$	���	�	�

f(x, y) ∈ B
�h"�� � - $ - �����h"����������	�3�6��1 - �	�	$ - �����6������� �

1 ��$	��$ ��
�0��n�
Λ
*
C �

� - $ ������$ ���$
C
u���m�md��m�j�e/s�g��/j>�3e � � � � Z

4

∞∫

0

∞∫

0

Φσ(t, z) dt dz = 1,

a�e�o'c#�3e�����pSe�z�f]l´�/j�a¨�!|�a�e/s�e�`´��u�f>�3j�a�uD� �´�
f(x, y)

��u�b2lÂ�	a���p�k3e�g3o�l3f>�Â�3e�f�`´��u�f>�3j�a�u�e �	w � � � � Z �k3e�g3o�lÂ�3c

∆σ(f ;x, y) = Uσ(f ; Φ;x, y)− f(x, y)

=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

f(x+ t, y + z)Φσ(t, z) dt dz − 4

∞∫

0

∞∫

0

f(x, y)Φσ(t, z) dt dz

=

∞∫

0

∞∫

0

[
f(x+ t, y + z) + f(x− t, y + z) + f(x+ t, y − z)

+ f(x− t, y − z)
]
Φσ(t, z) dt dz − 4

∞∫

0

∞∫

0

f(x, y)Φσ(t, z) dt dz

=

∞∫

0

∞∫

0

[
f(x+ t, y + z) + f(x− t, y + z) + f(x+ t, y − z)

+ f(x− t, y − z)− 4f(x, y)
]
Φσ(t, z) dt dz =

∞∫

0

∞∫

0

Ωx,y(f ; t, z)Φσ(t, z) dt dz,

s��@f

Ωx,y(f ; t, z) = f(x+ t, y + z) + f(x− t, y + z) + f(x+ t, y − z) + f(x− t, y − z)− 4f(x, y).

� o�j�a�}>a�f�k3f�`	}
TΛ,Λ(x, y) =

∑

|λm|6Λ

∑

|µn|6Λ

Bm,n exp(i(λmx+ µny))

� k	`3e��	w�u�e�g3}¨�	b2i{a�`Â�	s�e��3e�c,f�a�`Â�	l3f�j�mÂ�	i{k3e�g<�Â�3e�c �
0 < Λ < a < σ

��u e/s���� uYj>�'g3oLg@f�c,c6b �
�3c,f�f�anc,f�j�a�er`´��u�f>�3j�a�u�e

TΛ,Λ(x, y) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

TΛ,Λ(x+ t, y + z)Φσ(t, z) dt dz.



� � �V������$ - 
 � �O
�Ge/md�H�!f�c � l	a�e��	g3pYk3e�g<�Â�3e�co� TΛ,Λ(x, y) �3c,f�f�anc,f�j�a�e>j�e�e/a¨�3e/�Sf>�Â�3f

∞∫

0

∞∫

0

Ωx,y(TΛ,Λ; t, z)Φσ(t, z) dt dz = 0.

w!f�i3j�a�u¨�	a�fhg3}¨�3e � �´�re�j>�3e/uD�_�Â�Â� � � � � Z �3c,f�f�c

∞∫

0

∞∫

0

Ωx,y(TΛ,Λ; t, z)Φσ(t, z) dt dz

=

∞∫

0

∞∫

0

[
TΛ,Λ(x+ t, y + z) + TΛ,Λ(x− t, y + z) + TΛ,Λ(x+ t, y − z)

+ TΛ,Λ(x− t, y − z)− 4TΛ,Λ(x, y)
]
Φσ(t, z) dt dz

=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

TΛ,Λ(x+ t, y + z)Φσ(t, z) dt dz −
∞∫

−∞

∞∫

−∞

TΛ,Λ(x, y)Φσ(t, z) dt dz

= TΛ,Λ(x, y)− TΛ,Λ(x, y)

∞∫

−∞

∞∫

−∞

Φσ(t, z) dt dz = 0.

�Ge/|�a�e�c6o

∆σ(f ;x, y) =

∞∫

0

∞∫

0

Ωx,y

[
(f − TΛ,Λ); t; z

]
Φσ(t, z) dt dz. � � � 	 Z

� o�j�a�}�a�f�k3f�`	}
TΛ,Λ(x, y)

� k3e�g<�Â�3e�c � e�j�o�xSf�j�a�u/g3p'��x��	i �´�_�'g3o�l	�Sf�fLk	`Â�3z�g<���!f>�Â�3f�k3e/`#pG�	tmd�
Λ � a �3f��

‖f(x, y)− TΛ,Λ(x, y)‖B = EΛ,Λ(f)B .

u e/s����

‖Ωx,y[(f − TΛ,Λ); t; z]‖B 6 8EΛ,Λ(f)B. � � ����% Z
g w � � � $ Z � � � ����% Z � � � � 	 Z k3e�g3o�l´�/f�c�e/q3f>�	m	o � � � � Z � l	a�e��Á�@e/md��w�b2uD�/f�ana�f�e/`3f�c6o{��� B

u f�k3f�`	}L�@e/md�H�!f�c�o�a�u�f�`E���@f>�Â�3f � m�e/a�e/`3e�fGp'u/g3p	f�a�j�p��_�´��g@e/s�e�cv`3f�w�o�g3}�a���a��Lk �Â� �3Fy�����´��t
�!u¨�'g<��� �����À���/f�ane/q3f>�	m	oLj>�Â�	w�o u�fhg<�	lÂ�Â�	b � ��� � Z �	g3p � oG�	m	qÂ�	i

f(x, y) ∈ B
�

� KE6@MNK:�P 5�C �� 3�����
f(x, y) �

"���
�$ - ��� "�$���� 1 - ����� 1 � "�� - �����������	��� �2 	$	���	��� �!1 - �	���� �
�������	�6���2 #"��'� * �3��� ���!�3�6��1#" � � ������$	0 �S� - �/�	��$�� ������� - $ ���/$ - ����� * �# � 

λm → ∞, µn → ∞ 
+�- � ��� ��1#"���
'� ���	�	
�� - � ��$	�	�

∥∥∥∥∥f(x, y)−
1

n+ 1

n∑

k=0

Sk,k(f ;x, y)

∥∥∥∥∥
B

6
C

n+ 1

n∑

k=0

Ek,k(f)B,

� � � C �
� - $ ������$ ��� * ��
'���	���/�	$��

Ek,k(f)B
- 1#" � � ��� ��$��S
�� - " �  ��	�#" - 
��3����� - " ���60

1




� 1#"������	�	�>��$	�	��1 - ������1 � "�� - �����������	� �<�2 	$	���	�	��$ ��� - � - "�0��6�{�� 3�,�����6� ���

C
� o�j�a�}

2m 6 n 6 2m+1 �<u e/s����

Rn(f)B =

∥∥∥∥∥f(x, y)−
1

n+ 1

n∑

k=0

Sk,k(f ;x, y)

∥∥∥∥∥
B

=

∥∥∥∥∥
1

n+ 1

n∑

k=0

(
f(x, y)− Sk,k(f ;x, y)

)∥∥∥∥∥
B

=

∥∥∥∥∥∥
1

n+ 1



m−1∑

ν=0

2ν+1−1∑

k=2ν

(
f(x, y)− Sk,k(f ;x, y)

)
+ f(x, y)

−S0,0(f ;x, y) +

n∑

k=2m

(
f(x, y)− Sk,k(f ;x, y)

)]∥∥∥∥∥
B

6
1

n+ 1

∥∥∥∥∥

m−1∑

ν=0

2ν
1

2ν

2ν+1−1∑

k=2ν

(
f(x, y)− Sk,k(f ;x, y)

)∥∥∥∥∥
B

+
1

n+ 1

∥∥∥
(
f(x, y)− S0,0(f ;x, y)

)∥∥∥
B
+

1

n+ 1

∥∥∥∥∥

n∑

k=2m

(
f(x, y)− Sk,k(f ;x, y)

)∥∥∥∥∥
B

.

� � �������

� o�j�a�}
Sk,k(f ;x, y)

� k3e�g<�Â�3e�c � e�j�o�xSf�j�a�u/g3p'��x��	i��´�_�'g3o�l	�Sf�f2k	`Â�3z�g<���!f>�Â�3f�k3e/`#pG�3md� 2ν−1 �a �3f��
∥∥∥∥∥

2ν+1−1∑

k=2ν

(
f(x, y)− Sk,k(f ;x, y)

)∥∥∥∥∥
B

6 CE2ν−1,2ν−1(f)B . � � ��� ���

u e/s����
∥∥∥∥∥

n∑

k=2ν

(
f(x, y)− Sk,k(f ;x, y)

)∥∥∥∥∥
B

6 C(n− 2m)E2m−1,2m−1(f)B. � � �������

g wVj�e�e/a¨�3e/�Sf>�Â�	i � � ��� ��� � � � �������Ã� � � ��������k3e�g3o�lÂ�3c

Rn(f)B 6
C

n+ 1

m−1∑

ν=0

2νE2ν−1,2ν−1(f)B +
1

n+ 1
E0,0(f)B + C

n− 2m

n+ 1
E2m−1,2m−1(f)B

6
C

n+ 1

m−1∑

ν=0

2νE2ν−1,2ν−1(f)B +
1

n+ 1
E0,0(f)B + C

2m

n+ 1
E2m−1,2m−1(f)B

6
C1

n+ 1

2m∑

k=1

Ek,k(f)B +
1

n+ 1
E0,0(f)B 6

C1

n+ 1

2m∑

k=0
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Φσ(t, z) (σ > 0)
v ��¤/p wxq v �

p �#wxu�¨h� v À��xu�¢��xu�qsu��#w v wxp t6��b&Ë9q v z�u�p ¨6�#w{| � � r�wxp t6����z�u5w vhÛ u v � v � ¦ p ws� v �s�A�xu v À�r�t6�#wxp � � t � qDu���u��=| � � r�wxp t6�
Φσ(t, z)wx� v w�w vhÛ u�q5wx� u<� v À � u=a<|Uth�

t = 0
v �&�

z = 0
v �&�R� v � p qs� u�q�z{� u��Hu�p wx� u��

|t| > σ
th�

|z| > σ
b�y$p �xqQw���z�u<¢��xt,��u

v À ¤/t6qQw>¢�u��xp t2��p r�p wk�Hth|Jwx� u<| � � r�wxp t6�
f(x, y)

v �&� � qsp � ¨=wx� u�y t � �xp u��>p �2��u��xqsp t6�H|Uth�x¤ � À v z�u/��u�Á&� uFwx� u�y t � �xp u��
r�t#u#"/r�p u��#wxq<th|{wx� p q>| � � r�wxp t6��b�~�� u����-z�u=u�Ê v ¤/p � u�wx� u=��u��2p v wxp t6�Oth|{wx� u/¨6p ��u��¿| � � r�wxp t6�

f(x, y)
| �xt6¤Ô¢ v �swxp v À

q � ¤/q�th|�p wxq�y t � �xp u��Jqsu��xp u�q�����u�¢�u��&��p � ¨�t6��wx� u{qs¢�u�u���th|:wxu��&��p � ¨�wxt 0 u��xt�th|-� v À � u{th|:wx� u ¦ u�qQw v ¢ ¢��xt�Ê�p ¤ v wxp t6� ¦ �
ws�xp ¨6t6� t6¤/u�ws�xp rF¢�t6À ��� t6¤/p v À$th|JÀ p ¤/p wxu��R��u�¨h�xu�u6b�¡2p ¤/p À v �xÀ �#�&z�uFt ¦ w v p �4wx� u � ¢ ¢�u�� ¦ t � �&�8th|�wx� uF��u��2p v wxp t6�;� v À � u
th| � � p |Uth�x¤ v À ¤/t6qQws¥f¢�u��xp t2��p r�| � � r�wxp t6� qD| �xt6¤Õq � ¤/q�th|J® v �xr�p � Û p u�z{p r 0 wk��¢�u6b
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³ �4����©´�4 >¤�ª_µP�4¢� >��Ã¹�¤���µ.��¢§�_ª�¢�µ.ª��%�
F (x, y) = 0

�
x ∈ X

�
y ∈ M

� ®È�¨¢
M

� ��¢�«��. >�.¤_�.¢K©Â����¦o¢��� .µ>� b�¿ ¢� >���¨�.©
¬��4 >¤_�4µ Q «��4���4 >¢§¥_¡.�_±K²�«��4�_¹P���4µ R@� «��4®È�%��©Â����¦o¢��� .µ>�

M
°����%��������¢§®�¥¨���¨«�ª�©h�4®�¤����_ª_¯�¢§�_ª�¢�©h .ª_£¨�(¤���µ>¢§���� .µP� �

�¨�.«��4°§±KµP�4¢� >����§¹�»o¢��� .µ>�4µP���_ª�¢� .�4«��4����ª¨·#·�¢�¤_¢§�_¸_ª�¤�¹P¢�©<�4�L·�¹���«�¸_ª_ª
y
� ¯� >�

F (x, y(x)) = 0
�
y(x) ∈ M

�
y(x0) = y0

b � ¯¨�4�� .���.�� .ª � ©<¢� >���¨�.© ¬��4 >¤_�4µ�ª����§¥�¢���¹P¢� >���µ>�4£�¤_�.���§¹�»o¢��� .µ>�4µP���_ª��®�¥¨���¨«�ª_²�¥��.«���¥_¡.�_±K²
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a(x) = {y ∈ R
m : fi(x, y) = 0, i ∈ I, g(y) = 0}

�
x ∈ R

n b<Ç ¤_¢���£��4¥¨��®��4¢� >�� � ¯� >�j·�¹���«�¸_ª_ª fi
�
i ∈ I
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A�C6[SO@K/\]K#^N_NK
� e/`3e/�Se��	w�u�f�j�a¨�´�>m'g��/j�j>�	l3f�j�md��pym�e��3f�lÂ�3e�c,f�`Â�´��pya�f�e/`3f�co�ne��3f�p'u¨�3e/i � oG�	m	qÂ�Â� � �´��~#eP�3p�tx���p�z�e�g3}��Se�fVm�e�g<�	l3f�j�a�u�en`´��w�g<�	lÂ�	b�~�k	`Â�'g@e��!f>�Â�	iyunj�e/u�`3f�c,f>�Â�3e/iyco��a�f�co��a¨�	m�f���~��3c,f>�Â�3e �`´�/j�j�c,e/a�`Â�3c�o�`´��u¨�3f>�Â�	p>u¨�d���

fi(x, y) = 0, i = 1, 2, . . . � m,x ∈ R
n � y ∈ R

m, y
���3f>�	w�u�f�j�a¨�´��p ��

x
� k´��`´�/c,f�a�` �%� `Â�ro�jhg@e/u¨�Â�>s�g����3m�e�j�a¨� � oG�	m	qÂ�	i

fi � i = 1, . . . ,m,
�r`3f�s�o�g3p'`Â�3e�j�a¨���@e/md��w���t

�3e!j�o�xSf�j�a�u�e/uD�_�Â�3f�s�g����3m�e/s�eS`3f��Sf>�Â�	p j>�3j�a�f�c6bdu�b2�Sf�o�md��w��_�Â�	b�~ o�`´��u¨�3f>�Â�	i �d� ����g3}¨�3f�i	�Sf�c
|�a�e/a>`3f�w�o�g3}�a���a `´��w�u¨�	uD��g@j�p�u��3u�o#~À�´��k	`´��u/g@f>�Â�	p�~ �

��e�t k3f�`	u�b�~ � `´�/j�j�co��a�`Â�	uD��g@j�pSa�e/a �!f�j��/c6b2iSu�e/k	`3e�j�u z�f�j�m�e��3f�lÂ�3e�c,f�`Â�	b�~Sk	`3e�j�a�`´�_�3j�a�uD��~ �� o�j�a�}
X � Y �

Z
� z%�_�´��~#e/u�b�k	`3e�j�a�`´�_�3j�a�uD� �#� o�j�a�}t���_�	b�e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f

F : X × Y → Z��a�e/l	mÂ�
x0 ∈ X � y0 ∈ Y � �	g3pLm�e/a�e/`	b�~ F (x0, y0) = 0.

x#�/j�j�c,e/a�`Â�3c�o�`´��u¨�3f>�Â�3f

F (x, y) = 0. (1.1)

� g<�	a�f�`´��a�o�`3f�� � � j�� � 	 ��� � � � � �/��k	`Â� a�fh~��'g<� �Â�	b�~ k	`3f.�3k3e�g@e��!f>�Â�	p�~ �@e/md��w�b2uD�/f�a�j�p�j�o�xSfhtj�a�u�e/uD�_�Â�3fS`3f��Sf>�Â�	p
y(x)

o�`´��u¨�3f>�Â�	p � �������1�	g3p�u�j�fh~ x �	w��3f�m�e/a�e/`3e/i�e/m	`3f�j�a¨�3e�j�a¨��a�e/l	mÂ� x0��f�s�e½�3f�k	`3f�`	b2u¨�3e�j�a�} md��m � oG�	m	qÂ�Â��e/a
x.
u���m � �´��k	`Â�3c,f�` � u�mÂ�Â�	s�f�� ���1�@e/md��w��_�´��a�f�e/`3f�co�e �3f�p'u¨�	b�~ve/a�e�z/`´�H�!f>�Â�	p�~ � �_�´��g@e/sP�	lÂ�´��pvm�e��3f�lÂ�3e�c,f�`Â�3e/i�a�f�e/`3f�c,f����K��a�f�c u�j�a���a�}�f{� �����@e�t

md��w�b2uD�/f�a�j�p a�f�e/`3f�co� � e�z�e�z/x�����x���p{a�f�e/`3f�c6o�eÁ�3f�p'u¨�3e�c e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�Â� �3�´�@f�j�}�k	`3e��	w�u�eP�<�´��p
F ′
y(x0, y0)

e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�	p
F
p'u/g3p	f�a�j�pYj���`�	�f�m	a¨�	u¨�	b�c �3f�k	`3f�`	b2u¨�	b�c g<�Â�3f�iÂ�	b�c e/k3f�`´��a�e/`3e�c �

r
©

�h�2a,· U#��¯¨�4 >¤��� ³$b�T>b



� � - ��$ - �{��� - " ����� - $ � �'
�$	0�� �2 	$	���	�����Y
r$ � � ������� - � ���� ��#��� � $

~�uG`´�/z�e/a�fV� ���Â�@e/md��w��_�´�Gm'g��/j�j>�	l3f�j�md��pna�f�e/`3f�co�Ve��3f�p'u¨�3e/i � oG�	m	qÂ�Â�L�´��m�e��	o�j�f��G�´�@f�j�} � k	`3f.�	tk3e�g���s>��p � l	a�e � oG�	m	qÂ�	p F j�a�`3e/s�ej�<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�co�j�Yu�b2k3e�g<�3f>�3eSa���mÀ�´��w�b2uD�/f�c,e�f o�jhg@e/u¨�3f
`3f�s�o�g3p'`Â�3e�j�a¨�txNe�z��Â�3j�e��´� �

��e�t u�a�e/`	b�~ � e/k	o'z�g<�	m�e/uD�_�	b c#�3e/s�e/lÂ�3jhg@f>�Â�	b�fL`´�/z�e/a�b � u�m�e/a�e/`	b�~ `´�/j�j�co��a�`Â�	uD�/f�a�j�p�u�e�tk	`3e�jYj�o�xSf�j�a�u�e/uD�_�Â�	p��3f�k	`3f�`	b2u¨�	b�~ `3f��Sf>�Â�	i o�`´��u¨�3f>�Â�	p � ������� � m�e/s���� � oG�	m	qÂ�	p
F
�3f�s�g����	t

md��p ��v�a�c,f�a¨�3c g<�	�!} `´�/z�e/a�b � 	 � � � � ����� � s��@fyu m�e��3f�lÂ�3e�c,f�`Â�3e�c jhg3o�l´�/f��	g3p�g<�	k	���	q3f�u�e/i
u�e/m	`3f�j�a¨�3e�j�a¨� a�e/l	mÂ�

(x0, y0)
� oG�	m	qÂ�Â�

F
k	`Â�	u�eP�3p'a�j�p��@e�j�a���a�e/lÂ�	b�f o�jhg@e/u¨�	p � e�z�f�j�k3f�lÂ�	uD��t��x��3fnj�o�xSf�j�a�u�e/uD�_�Â�3f a���m�e/i g<�	k	���	q3f�u�e/i � oG�	m	qÂ�Â�

y(x),
l	a�e

F (x, y(x)) = 0 � y(x0) = y0.nm�_�3z�e�g@f�f�e�z/x��	iL`3f�w�o�g3}�a���a ur|�a�e�c �´��k	`´��u/g@f>�Â�Â��k3e�g3o�l3f>��u>j�a���a�}�fn���h� �
� �´�/j�a�e�p'xSf�i�j�a���a�}�fV`´�/j�j�co��a�`Â�	uD�/f�a�j�p�e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f

F
j�k3f�qÂ�´��g3}¨�3e/s�enu¨�d���'�

F (x, y) = 0 ⇐⇒ fi(x, y) = 0, i ∈ I0, g(y) = 0, (1.2)

s��@f
I0
��m�e��3f�lÂ�3e�f�c#�3e��!f�j�a�u�e��Â�d�@f�m�j�e/u ��� o�j�a�}

F (x0, y0) = 0.
� `3f.�3k3e�g���s>�/f�a�j�p � l	a�e � oG�	m'tqÂ�Â�

fi � i ∈ I0,
j�a�`3e/s�eÁ�<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�c6b k3e�j�e/u�e/m	o�kÂ�3e�j�a¨��k3f�`3f�c,f>�Â�	b�~�u�a�e/l	m�f

(x0, y0),�
g
��g@e/md��g3}¨�3e>g<�	k	���	q3f�uD� � u�e/w�c,e����3eI�3f.�<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�co��p ����� `Â�	u�eP�3p'a�j�p��@e�j�a���a�e/lÂ�	b�fo�jhg@e/u¨�	p � k	`Â� m�e/a�e/`	b�~vj�o�xSf�j�a�u�o�f�a�`3f��Sf>�Â�3fYo�`´��u¨�3f>�Â�	p (1.2),

�<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�c,e�fLuya�e/l't
m�f

(x0, y0) = (x0, y(x0))
�

�Ge�g@e����3c
a(x) :=

{
y ∈ Y : F (x, y) = 0, g(y) = 0

}
, x ∈ X.

u e/s����>u�e/k	`3e�j�j�o�xSf�j�a�u�e/uD�_�Â�	p�`3f��Sf>�Â�	p�o�`´��u¨�3f>�Â�	p � ��� ���2c,e����3e��Â�	a�f�`	k	`3f�a¨�	`3e/uD��a�}Ymd��m�u�e�tk	`3e�jVj�o�xSf�j�a�u�e/uD�_�Â�	p�j�fhg���m	a�e/`´�>c#�3e/s�e/wP�´��lÂ�3e/s�eYe/a�e�z/`´�H�!f>�Â�	p
a.v�a�c,f�a¨�3c � l	a�eneP�<�3e/i��	wVuD�H���	b�~Lk	`3e�z�g@f�c�u>a�f�e/`Â�Â��c#�3e/s�e/wP�´��lÂ�	b�~�e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�	iyp'u/g3p�tf�a�j�pLu�e/k	`3e�jVj�o�xSf�j�a�u�e/uD�_�Â�	p�eP�<�3e/wP�´��lÂ�	b�~ ��k	k	`3e/m�j>�3co��qÂ�	i ��j�fhg@f�m	a�e/`3e/u jVe/k	`3f.�@fhg@f>�Â�	b�c#�

j�u�e/i3j�a�uD�/c#� �D��f�j�}�co���Â�	a�f�`3f�j�f>�L���´��~#eP�<�	aV`´��wP�3e�e�z/`´��wP�	b�f�k	`Â�'g@e��!f>�Â�	pnu�eGc#�3e/sP�'~re�z�g��/j�a�p�~
co��a�f�co��a¨�	mÂ�nu�e/k	`3e�j2j�o�xSf�j�a�u�e/uD�_�Â�	p>j�fhg@f�m	a�e/`3e/u � e�z�g���������x��'~��3f�m�e/a�e/`	b�c#� a�e/k3e�g@e/sP�	l3f�j�mÂ�'tc#��j�u�e/i3j�a�uD�/c#� �´�dl´�/j�a¨�3e�j�a¨� � w�������l´�>j�o�xSf�j�a�u�e/uD�_�Â�	pÁ�3f�k	`3f�`	b2u¨�	b�~�j�fhg@f�m	qÂ�	i�c6o�g3}�a¨�3e/a�e�z�t`´�H�!f>�Â�	p � u�e�j ~#eP�3p'x���p�mLm'g��/j�j>�	l3f�j�m�e/iya�f�e/`3f�c,f�� �<r ��i	m'g��L��� �/� �

� j�a���a�}�f�k	`Â�Â�	p'a�b �	w�u�f�j�a¨�	b�fye/k	`3f.�@fhg@f>�Â�	p �dk3e��	p'a¨�	p �	w�u�b2k	o�m'g@e/s�e�� �3fhg<�Â�3f�iÂ�3e/s�e
�_�´��g<�	w��V������� �

Br(x)
� w��/c6mÂ�	o�a�b2i!����`V`´���<�	o�j��

r
j,q3f>�	a�`3e�c�u�a�e/l	m�f

x ∈ R
n.
l]jhg<�

M ⊆ R
n �

�3f�m�e/a�e/`3e�f�c#�3e��!f�j�a�u�e � a�e cl{M} ��w��/c6b2md�_�Â�3f�c#�3e��!f�j�a�uD�
M �

con(M)
def
= {x : x = λx1, x1 ∈M, λ > 0};

LinM
def
= cl{conM − conM},

〈x, y〉 � j�md��g3p'`Â�3e�frk	`3e��	w�u�f.�@f>�Â�3f>u�f�m	a�e/`3e/u
x, y ∈ R

n.
l]jhg<�

a : Rn → 2Y
� c#�3e/s�e/wP�´��lÂ�3e�f

e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f � a�e
graf(a)

def
= {(x, y) : y ∈ a(x)}.

v��<�3e/wP�´��lÂ�3e�fLe/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f
y : Rn → R

m �´��w�b2uD�/f�a�j�p�����%'�����'��� � # ��� �$%'��� 
�����c#�3e/s�e�t
wP�´��lÂ�3e/s�ere/a�e�z/`´�H�!f>�Â�	p

a : Rn → 2R
m
,
k	`3e�~#eP�3p'xSf�iLl3f�`3f�w a�e/l	m	o

(x0, y0) ∈ graf(a)
s�`´� � �	md� �f�jhg<��j�o�xSf�j�a�u�o�f�a>a���md��p�e/m	`3f�j�a¨�3e�j�a�}

U(x0)
a�e/l	mÂ�

x0,
l	a�e

y(x) ∈ a(x) (∀x ∈ dom(a) ∩ U(x0)).

�����
��� ��	 �
��� � � � �
	 � �3����� � � o�j�a�} z0 := (x0, y0) ∈ graf(a),
s��@f

a : Rn → 2R
m � c#�3e�t

s�e/wP�´��lÂ�3e�f�e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f���v �3e��´��w�b2uD�/f�a�j�p ��# �&�!�������������, �&� � ��%'������������%'�
z0,

f�jhg<��j�o�xSfht
j�a�u�o���ara���mÂ�3fVlÂ�3jhg��

α1 > 0 � α2 > 0 � L > 0,
l	a�e

a(x1) ∩Bα2(y0) ⊆ a(x2) + L‖x1 − x2‖B1(0) (∀x1, x2 ∈ Bα1(x0)).



��� �V���#���h"��'$�����¿
l]jhg<�

K ⊆ R
n ��m�e��	o�j � a�e

K∗ := {y ∈ R
n : 〈y, x〉 > 0 (∀x ∈ K)}.

�����
��� ��	 �
��� � � � � 	 ��� 	%$ � ��� � # � �������'��� � %'����*'#&��� � ��� 
�%'�vc#�3e��!f�j�a�uD�
M ⊆ R

n u
a�e/l	m�f

x0 ∈ cl{M} �´��w�b2uD�/f�a�j�p�c#�3e��!f�j�a�u�enu¨�d���

CM (x) ≡
{
v ∈ R

n : lim
λ↓0, x∈M
x→x0

d
(
v, λ−1(M − x)

)
= 0

}
.

��a�e e/wP�´��l´�/f�a � l	a�e x ∈ CM (x0)
u a�e�cs�da�e�g3}�m�e u a�e�c jhg3o�l´�/f � f�jhg<� �	g3p�g3� z/b�~�k3e�jhg@fht�@e/uD��a�fhg3}¨�3e�j�a¨� k3e�g@e����	a�fhg3}¨�	b�~dlÂ�3j�fhg {λk} � j ~#eP�3p'xSf�i3j�p�m �	o�g3� � ��k3e�jhg@f.�@e/uD��a�fhg3}¨�3e�j�a¨�

{xk} ⊂ M,
j�a�`3f�c6p'xSf�i3j�p{m

x0,
j�o�xSf�j�a�u�o�f�a�a���md��p�k3e�jhg@f.�@e/uD��a�fhg3}¨�3e�j�a�}ya�e/l3f�m {xk},

j ~#eP�3p�t
x���p	j�pLmLa�e/l	m�f

x,
l	a�e>j�k	`´��u�f.�	g<�	u�e>u�m'g3��l3f>�Â�3f

x0 + λkxk ∈M (∀ k ∈ N).
gGc,f�f�anc,f�j�a�enjhg@f.�3o���x��	iL`3f�w�o�g3}�a���a � j�c �B� � � j�� �#�
% � jhg@f.�@j�a�u¨�3f � � ���

� KE6@MNK:�P�A�C �� 3�����
M1

�
M2 �

$ ��1� 3����0 �V����6�	$� ��0 � 1 - � �6$ - �>������
��n1#" - ���h"���$ ����
��
R
n

�����	� � * ��� - �����	�
x0 ∈M1 ∩M2, CM1(x0)− CM2(x0) = R

n,
� -

CM1(x0) ∩ CM2(x0) ⊆ CM1∩M2(x0).
�����
��� ��	 �
��� ' � � � 	 � � $ ��� � = - $� 3� K $����02
�������� � ��� � 
���� � ����� �$#&����

M
 ������% �

x ∈ M,
�����	� �� ��n������
� 3��������� - � - � - �h"����>��$	� �

r : U → R
n,
- 1#" � � ��� ��$	$ - ��
 $ ��� - � - " - �

- �#" ������$ - ������$� ����
U
* ��� -

x+ x+ r(x) ∈M,
�����	�

x ∈ K ∩ U � r(x)

‖x‖ → 0
1#"��

x→ 0.

�����
��� ��	 �
������� zs��a�f�`
K
�´��w�b2uD�/f�a�j�p � �$� 
 ��
 � ���� � � f�jhg<� r �3f�k	`3f�`	b2u¨�3e �´zs��a�f�`

K�´��w�b2uD�/f�a�j�p #&� 
��	� ��!�� ( ( ��
 �$��,�� 
�* � � � � � f�jhg<� r
j�a�`3e/s�e��<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�c,evu �	o�g@f � a �2f���	g3p w������_�Â�3e/s�e

ε > 0
c,e����3e½�´��i	a¨�va���m�e�f

δ > 0,
l	a�e ‖r(x1) − r(x2)‖ < ε‖x1 − x2‖

�	g3p
x1, x2 ∈ Bδ(0) ⊆ U.

�����
��� ��	 �
����
 � 	 � 	 �#� ��� � � o�j�a�} f : U → R
� g<�	k	���	q3f�uD��p � oG�	m	qÂ�	p>u�e/m	`3f�j�a¨�3e�j�a¨�

Uw������_�Â�3e/iva�e/l	mÂ�
x0 ∈ R

n,
�
x ∈ R

n � k	`3e��	w�u�e�g3}¨�	b2i�u�f�m	a�e/` ������������$������� � 
������ ���!������
� ��� 
�%'� � oG�	m	qÂ�Â�

f
u a�e/l	m�f

x0
k3e��´��k	`´��u/g@f>�Â�	�

x � e�z�e/wP�´��l´�/f�co��p f ′C(x0, x) �
e/k	`3f.�@fhg3p	f�a�j�p

� e/`3c6o�g@e/i

f ′C(x0, x) = lim sup
x→x0,
λ↓0

f(x+ λx)− f(x)

λ
.

�����
��� ��	 �
����� � 	 � ��� *���!�� ( ( ��
 �$��,���������� � ��� 
�%'��g@e/md��g3}¨�3eVg<�	k	���	q3f�u�e/i � oG�	m	qÂ�Â�
f :

R
n → R

ura�e/l	m�f
x0
�´��w�b2uD�/f�a�j�p�c#�3e��!f�j�a�u�e

∂Cf(x0) =
{
x∗ ∈ R

n : f ′C(x0, x) > 〈x∗, x〉 (∀x ∈ R
n)
}
.

�����
��� ��	 �
����� � � � 	 ����� 	 � � ��oG�	m	qÂ�	p g : Rn → R
�´��w�b2uD�/f�a�j�p #&� 
��	� � !�� ( ( ��
 �$��,��'3


�* � � ���� ������% �
x0,

f�jhg<���	g3p�g3� z�e/s�e
ε > 0

j�o�xSf�j�a�u�o�f�a�a���md��p e/m	`3f�j�a¨�3e�j�a�}
V
a�e/l	mÂ�

x0,l	a�e
∣∣g(y)− g(z) − 〈g′(x0), y − z〉

∣∣ 6 ε‖y − z‖ (∀ y, z ∈ V ),
s��@f

g′(x0) ∈ R
n ��s�`´���<�3f>�	a � oG�	m	qÂ�Â�

g
ura�e/l	m�f

x0
�
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5�C�� B'M)6��
6�\]_�� ��K#MNK#^)@N_NM>=�K: ArK ��P�B'M)A
� |�a�e�cv`´��w>�@fhg@fVk3e�j�a�`3e�f>�	b j�a�`3e/s�e��<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�c6b�fV����a�`	b �	g3p�c#�3e��!f�j�a�u � w�������uD��tf�c6b�~ �3f�s�g����3mÂ�3c#� e/s�`´�_�Â�	l3f>�Â�	p	c#��a¨�	k´� `´��u�f>�3j�a�uD� �(� `Â�	u�f.�@f>�3eÁ�@e�j�a���a�e/lÂ�3e�f>o�jhg@e/u¨�3f � k	`Â�m�e/a�e/`3e�c k3f�`3f�j�f�l3f>�Â�3fnj�a�`3e/s�eÀ�<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�c6b�~�����a�`3e/u�p'u/g3p	f�a�j�p�j�a�`3e/s�eÀ�<� � � f�`3f>�	qÂ�'t

`	o�f�c6b�cv����a�`3e�c �
JLMNK/\ 9 6��{K#^N_NK�A�C �� 3�����

M := {x ∈ Rn : g(x) = 0}, � � � g �
���h" - � - ����� �V� �

" ��$��	�#"3 3������� �2 	$	���	��� 
 � - �/�3�
x0
*
g(x0) = 0

�
g′(x0) 6= 0

 +�- � ��� 1 - ��1#" - ���h"���$ ����
 -
H := {x ∈ R

n : 〈g′(x0), x〉 = 0} �'
���������� �����h" - � - ����� �V� " ��$��	�#"3 3���60�� �>���h" - ���������6$ - �>� �
����
��

M

Y� - �/�3�

x0.

C
�Ge�j�m�e�g3}�m	o

g′(x0) 6= 0 � a�e��´��id�@f�a�j�p�a���m�e/i�u�f�m	a�e/` w � ‖w‖ = 1,
l	a�e

〈g′(x0), w〉 < 0.

u���m�md��m
g
j�a�`3e/s�e��<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�co� � a�e>j�o�xSf�j�a�u�o�f�a>a���md��p � oG�	m	qÂ�	p

R(x) = o(x),
l	a�e

g(x0 + x) = g(x0) + 〈g′(x0), x〉+R(x). (2.1)

�Ge�g@e����3c
ω(λ) = sup{R(x) : ‖x‖ 6 λ} ��v�l3f�u¨�d�<�3e � l	a�e ω(λ)

c,e��3e/a�e��Â�3e �3f�o'z/b2uD�/f�a �
ω(λ)/λ→ 0

k	`Â�
λ→ 0

�
R(x) 6 ω(‖x‖). l]jhg<� x ∈ H

�
µ > 0 � a�e��	w � � ������k3e�g3o�lÂ�3c

g(x0 + x+ µ‖x‖w) = g(x0) + 〈g′(x0), x+ µ‖x‖w〉 +R(x+ µ‖x‖w)

6 ‖x‖µ〈g′(x0), w〉 + ω(‖x‖(1 + µ‖w‖)) = ‖x‖
[
µ〈g′(x0), w〉 +

ω(‖x‖(1 + µ‖w‖))
‖x‖

]
.

��b�z�f�`3f�c
δ1 > 0

�´�/j�a�e�g3}�m�enco��g3b�c � l	a�e�z/b u�b2`´�H�!f>�Â�3f�u>m	uD���3`´��a¨�	b�~�j�m�e�z/md��~�j�a���g@enc,f>�	}/t
�Sf � l3f�c 1

2µ〈g′(x0), w〉,
m�e/s���� ‖x‖ 6 δ1.

u e/s����>u�b2k3e�g<�	p'��a�j�p�e/q3f>�	mÂ�

g(x0 + x+ µ‖x‖w) 6 1

2
µ‖x‖〈g′(x0), w〉 < 0 (∀x ∈ H ∩Bδ1(0), x 6= 0). (2.2)

~ �´��g@e/sP�	lÂ�3enj�o�xSf�j�a�u�o�f�a>a���m�e�fVlÂ�3jhg@e
δ2 > 0 � l	a�e

g(x0 + x− µ‖x‖w) > 0, x ∈ H ∩Bδ2(0), x 6= 0. (2.3)

�Ge�g@e����3c
δ = min{δ1, δ2}.

wVg3p � �	m�j>�	`3e/uD�_�Â�3e/s�e
x ∈ H ∩ Bδ(0)

`´�/j�j�c,e/a�`Â�3c � oG�	m	qÂ�	�
q(x, β) := g(x0 + x+ β‖x‖w) �´�rj�f�s�c,f>�	a�f [−µ, µ]. g wVj�e�e/a¨�3e/�Sf>�Â�	i � � � ��� � � � � ����jhg@f.�3o�f�a � l	a�e
q(x, µ) < 0 � q(x,−µ) > 0

��i]g@f.�@e/uD��a�fhg3}¨�3e � j�o�xSf�j�a�u�o�f�a{a���md��p�a�e/l	md� β(x) ∈ [−µ, µ], l	a�e
q(x, β(x)) = 0

�1u f�k3f�`	}vk3e/md�H�!f�c � l	a�e a�e/l	md� β(x) e/k	`3f.�@fhg3p	f�a�j�p eP�<�3e/wP�´��lÂ�3e �ÃwVg3pd|�a�e/s�e
j>�´��l´��g�� w��/c,f�a¨�3c � l	a�e��	g3p � �	m�j>�	`3e/uD�_�Â�3e/s�e x � oG�	m	qÂ�	p

q(x, β)
c,e��3e/a�e��Â�3eGo'z/b2uD�/f�a�e/a¨�3e�j>�'t

a�fhg3}¨�3e
β
��w!f�i3j�a�u¨�	a�fhg3}¨�3e � k3e�j�m�e�g3}�m	o g j�a�`3e/s�e��<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�co��u x0 � a�e �	g3p�w������_�Â�3e/s�e ε �

0 < ε < |〈g′(x0), w〉| � �À�@e�j�a���a�e/lÂ�3e co��g3b�~ x 6= 0
�3c,f�f�c

lim sup
τ↓0

q(x, β + τ)− q(x, β)

τ

= lim sup
τ↓0

g(x0 + x+ (β + τ)‖x‖w)− g(x0 + x+ β‖x‖w)
τ

6 ‖x‖
(
〈g′(x0), w〉+ ε

)
< 0.

v�a�j������vjhg@f.�3o�f�a � l	a�e � oG�	m	qÂ�	p
q(x, β)

c,e��3e/a�e��Â�3e�o'z/b2uD�/f�a�e/a¨�3e�j>�	a�fhg3}¨�3e
β
� � jhg@f.�@e/uD��ta�fhg3}¨�3e � β(x) e/k	`3f.�@fhg3p	f�a�j�p�eP�<�3e/wP�´��lÂ�3e ���K�/c,f�a¨�3c a���m��!f � l	a�e β(x) → 0

k	`Â�
x → 0.

u fht
k3f�`	}ye/k	`3f.�@fhg<�3c e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f

r
jhg@f.�3o���x��3c e�z/`´��w�e�c2�

r(x) = ρ(x)w
�	g3p�g3� z/b�~

x ∈ R
n �



	 % �V���#���h"��'$�����¿
s��@f

ρ(x) = β(PrH(x))‖PrH(x)‖ �K�´�@f�j�} PrH
� e/k3f�`´��a�e/`�k	`3e�f�m	a¨�	`3e/uD�_�Â�	p �´�nk3eP�3k	`3e�j�a�`´�_�'t

j�a�u�e
H.

�Ge�e/k	`3f.�@fhg@f>�Â�	�
r
�	g3p��@e�j�a���a�e/lÂ�3e�co��g3b�~

x ∈ H
�3c,f�f�c

g(x0 + x + r(x)) = 0
�

nGf�a�`	o��<�3e��@e/md��w���a�}na���m��!f � l	a�e

lim
x→0

‖r(x)‖
‖x‖ = 0.

nm��m�e��3f�q��@e/md�H�!f�c � l	a�e e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f r j�a�`3e/s�e��<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�c,e�u��	o�g@f���wVg3pVg3� z�e/s�e ε > 0�´��id�@f�a�j�p�a���m�e�fVlÂ�3jhg@e
δ > 0,

l	a�e��	g3pYg3� z/b�~
x1, x2 ∈ H ∩Bδ(0)

�3c,f�f�a c,f�j�a�e

|〈g′(x0), (ρ(x1)− ρ(x2))w〉|
= |g(x0 + x1 + ρ(x1)w) − g(x0 + x2 + ρ(x2)w) − 〈g′(x0), x1 − x2 + (ρ(x1)− ρ(x2))w〉|

6 ε(‖x1 − x2‖+ ‖w‖|ρ(x1)− ρ(x2)|).
�Ge�j�m�e�g3}�m	o ‖w‖ = 1,

a�eSk3e�g3o�lÂ�3c

|ρ(x1)− ρ(x2)| 6
ε

|〈g′(x0), w〉| − ε
‖x1 − x2‖.

u f�k3f�`	} � f�jhg<� x1, x2 ∈ Bδ(0) � a�e

|ρ(x1)− ρ(x2)| 6
ε

|〈g′(x0), w〉| − ε
‖PrH(x1)− PrH(x2)‖ 6

ε

|〈g′(x0), w〉| − ε
‖x1 − x2‖. �

JLMNK/\ 9 6��{K#^N_NK 5 � e!k3f�`3f�j�f�l3f>�Â�Â��j�a�`3e/s�e��<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�c6b�~Y����a�`3e/u � C �� 3�����r
�021� 	� ��	0 �Y����6�	$� ��0 �Y� - $� 3��0
K1

�
K2

�'
���� ����� � ���h" - � - ����� �V� " ��$��	�#"3 3���60��6� �>���h"����6� �����
�6$ - �>������


M1 ⊆ R
n �

M2 ⊆ R
n � -�- ��
'��������
'��$	$ - 
 � - �/�3�

x0 ∈ M1 ∩M2.
��" � ��1 - � - �r�3�

�����	�>� * ��� -
K1 −K2 = R

n. (2.4)
+�- � ����� - $� 3� Q := K1 ∩ K2

�'
���������� �����h" - � - ����� �V� " ��$��	�#"3 3���60�� �>���h" - � � - �6$ - �>������
� 
M :=M1 ∩M2


Y� - �/�3�
x0.

C
i��´��l´��g�� k3e/md�H�!f�c � l	a�e j�o�xSf�j�a�u�o���a�a���mÂ�3f�k3e�g@e����	a�fhg3}¨�3e�eP�<�3e/`3eP�<�	b�f1�!g<�	k	���	q3f�u�b�fe/a�e�z/`´�H�!f>�Â�	p

P1 : R
n → K1 � P2 : R

n → K2 � l	a�ej�	g3p>g3� z�e/s�e x ∈ R
n �3c,f�f�arc,f�j�a�e!`´��u�f>�3j�a�u�e

x = P1(x)− P2(x). (2.5)

�Ge�g@e����3c
a(x) := {y ∈ K1 : (y − x) ∈ K2}.

gGc,f�p uvu¨�d�3o j�e�e/a¨�3e/�Sf>�Â�3f � � � � � � g@f�s�m�evw��/c,f�a¨�	a�} � l	a�e a � c#�3e/s�e/wP�´��lÂ�3e�f e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f
j�u�b2k	o�m'g3b�c w��/c6mÂ�	o�a�b�c�s�`´� � �	m�e�c��

dom(a) = R
n.
i]g@f.�@e/uD��a�fhg3}¨�3e � u!j>�'g3o���� � � k	`3f.�	g@e��!fht�Â�3f � � ���Nj�o�xSf�j�a�u�o�f�a>a���m�e�fGg<�	k	���	q3f�u�e>k3e�g@e����	a�fhg3}¨�3e eP�<�3e/`3eP�<�3e�f!e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f

P1,
l	a�e

P1(x) ∈ a(x) (∀x ∈ R
n).

�Ge�g@e����3c
P2(x) = P1(x)− x.

v�l3f�u¨�d�<�3e � l	a�eSe/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f P2
g<�	k	���	q3f�u�e��Lk3e�g@e����	a�fhg3}¨�3e

eP�<�3e/`3eP�<�3e � � P2(x) ∈ K2
�	g3p!g3� z�e/s�e

x ∈ R
n.
u���mÂ�3c{e�z/`´��w�e�c � j�e�e/a¨�3e/�Sf>�Â�3f � � � � �(�@e/md��w��_�3e �g a���m � j�o�xSf�j�a�u�o���ara���mÂ�3fVlÂ�3jhg�� L1 > 0 � L2 > 0,
l	a�e

‖P1(x1)− P1(x2)‖ 6 L1‖x1 − x2‖, ‖P2(x1)− P2(x2)‖ 6 L2‖x1 − x2‖ (∀x1, x2 ∈ R
n).

} `3e�c,f!a�e/s�e � k3e�j�m�e�g3}�m	o�m�e��	o�j�b K1
�
K2

p'u/g3p'��a�j�p�����a�`´�/c#� � a�e j�o�xSf�j�a�u�o���ana���mÂ�3fSe/a�e�z�t`´�H�!f>�Â�	p
ϕi : U → R � s��@f

ϕi(x) := x0 + x+ ri(x),
ri(x)

‖x‖ → 0, i = 1, 2
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r$ � � ������� - � ���� ��#��� 	 �

� e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�	p ri � i = 1, 2,
j�a�`3e/s�e��<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�c6b�u��	o�g@f����rlÂ�3jhg@e

δ > 0,
l	a�e

ϕi(x) ∈Mi�	g3p g3� z�e/s�e
x ∈ Q ∩Bδ(0).u f�k3f�`	}n`´�/j�j�c,e/a�`Â�3c�j>�3j�a�f�c6oYo�`´��u¨�3f>�Â�	i � w���kÂ�3j���unf�fGuru�f�m	a�e/`Â�3e/i � e/`3c,f

q(x, y) := ϕ1(x+ P1(y))− ϕ2(x+ P2(y)) = 0. (2.6)

��lÂ�	a�b2uD��p�j�e�e/a¨�3e/�Sf>�Â�3f � � � � � � w���kÂ�	�Sf�cvo�`´��u¨�3f>�Â�3f � � � � ��uru¨�d�@f

q(x, y) = y + r1(x+ P1(y))− r2(x+ P2(y)) = 0. (2.7)

�Ge/md�H�!f�c � l	a�e�o�`´��u¨�3f>�Â�3f � � � $ � o��@e/u/g@f�a�u�e/`#p	f�a�u�j�f�c a�`3f�z�e/uD�_�Â�	p	c a�f�e/`3f�c6b e �3f�p'u¨�	b�~
� oG�	m	qÂ�	p�~À�	w>� � � j��B� � �h� �Gw!f�i3j�a�u¨�	a�fhg3}¨�3e � �3c,f�f�c

a) q
� �3f�k	`3f�`	b2u¨�3e�f�e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3fj�

q(0, 0) = 0;
b)
�	g3p{g3� z�e/s�e

ε > 0
�´��id�3o�a�j�p lÂ�3jhg@e

δ1 > 0
� e/m	`3f�j�a¨�3e�j�a�} �	o�g3p

U
a���mÂ�3f � l	a�e�f�jhg<�

x ∈ U
� ‖y′‖ 6 δ1, ‖y′′‖ 6 δ1 � a�e

‖q(x, y′)− q(x, y′′)− (y′ − y′′)‖ 6 ε‖y′ − y′′‖.
i]g@f.�@e/uD��a�fhg3}¨�3e � j�e/s�g��/j>�3e>u�b2�Sf�o�md��w��_�Â�3e/i�a�f�e/`3f�c,fVj�o�xSf�j�a�u�o���arlÂ�3jhg@e C > 0 � e/m	`3f�j�a¨�3e�j�a�}�	o�g3p

V
��e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f

y(·) � e/k	`3f.�@fhg@f>�Â�3e�fVu>|�a�e/i�e/m	`3f�j�a¨�3e�j�a¨� � a���mÂ�3f � l	a�e

q(x, y(x)) = 0, ‖y(x)‖ 6 Cq(x, 0) (∀x ∈ V ).

v�a�j������rjhg@f.�3o�f�a � l	a�e
‖y(x)‖
‖x‖ → 0,

k	`Â�
x→ 0. (2.8)

�Ge�g@e����3c�a�f�k3f�`	}

ϕ(x) := ϕ1(x+ P1(y(x))) = x0 + x+ P1(y(x)) + r1(x+ P1(y(x))) = x0 + x+ r(x),

s��@f
r(x) = P1(y(x)) + r1(x+ P1(y(x))).

g w � � � ���1��a�e/s�e � l	a�e r1(x) = o(x),
jhg@f.�3o�f�a � l	a�e r(x) e�z�g������/f�aYa�f�c �!fSj�u�e/i3j�a�u�e�c ��u���m�md��m

K1
�
K2

��u�b2k	o�m'g3b�fGm�e��	o�j�b � �3c,f�f�c

x+ P1(y(x)) ∈ K1, x+ P2(y(x)) ∈ K2 (∀x ∈ Q).

w���g@f�f � k3e�j�m�e�g3}�m	oLm�e��	o�j�b K1
�
K2

p'u/g3p'��a�j�pL����a�`´�/c#��j�e�e/a�u�f�a�j�a�u�f>�Â�3eL�	g3p�c#�3e��!f�j�a�u
M1�

M2 � a�erk	`Â�À�@e�j�a���a�e/lÂ�3e co��g3b�~ x ∈ Q
�3c,f�f�c

ϕ(x) = ϕ1(x+ P1(y(x))) = ϕ2(x+ P2(y(x))) ∈M1 ∩M2.

v�j�a���g@e�j�} �@e/md��w���a�} � l	a�e�e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f r j�a�`3e/s�eÀ�<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�c,e�uÁ�	o�g@f��´wVg3p�|�a�e/s�eÀ�@e�tj�a���a�e/lÂ�3e��@e/md��w���a�} � l	a�era���m�e/u�b�c�p'u/g3p	f�a�j�p�e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f y(·) �Gw!f�i3j�a�u¨�	a�fhg3}¨�3e � �3c,f�f�c

y(x) + r1(x+ P1(y(x))) − r2(x+ P2(y(x))) = 0 (∀x ∈ V ).

v�a�j������ � k3e�j�m�e�g3}�m	o e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�	p ri � i = 1, 2,
j�a�`3e/s�e��<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�c6b u �	o�g@f � a�e��	g3pw������_�Â�3e/s�e

ε > 0
j�o�xSf�j�a�u�o�f�a�a���md��p�e/m	`3f�j�a¨�3e�j�a�}

U ⊆ V
�	o�g3p � l	a�eI�	g3p�g3� z/b�~ x1, x2 ∈ Uj�k	`´��u�f.�	g<�	u�b e/q3f>�	mÂ�

‖y(x1)− y(x2)‖ 6 ‖r1(x1 + P1(y(x1)))− r1(x2 + P1(y(x2)))‖
+ ‖r2(x1 + P2(y(x1))) − r2(x2 + P2(y(x2)))‖ 6 2ε(‖x1 − x2‖+ C‖y(x1)− y(x2)‖),



	 � �V���#���h"��'$�����¿
s��@f

C = max{L1, L2}.
v�a�j������ �

‖y(x1)− y(x2)‖ 6
2ε

1− 2εC
‖x1 − x2‖,

a �3f��3e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f
y(·) j�a�`3e/s�e��<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�c,eru��	o�g@f�� B

��9,K/\ ! B'O@_NK{A�C �� 3�����n�6$ - �>������
 - M �������$ - ��� ������� - �L #"���
�$ ��$	�	�

gi(x) = 0, i ∈ I0,

� � � I0 � � - $ ���/$ - ���6$ - �>������
 - �	$#� ���3� - 
� �� 3�����
x0 ∈M

���2 	$	���	�	�
gi(x)

���h" - � - ����� �V� " ��$ �
�	�#"3 3���60 


x0
 ��" � ��1 - � - �r�3� �����	�>� * ��� - � "������ ��$ ��0 g′i(x0), i ∈ I0,

�	�	$ ���	$ - $ �����
�� ���3�60H
+�- � ���n1 - ��1#" - ���h"���$ ����
 - H := {x ∈ R

n : 〈g′i(x0), x〉 = 0, i ∈ I0} �'
���������� � ���h" - � - ����� �V� �
" ��$��	�#"3 3���60�� �>���h" - �v���6$ - �>������
� 

M

Y� - �/�3�

x0


CDC � KE6@MNK:�P 6�^NK
? O@^)ASR ��=�^)C)@N_ ?�R O�^NK �49,P#\ CD6 : ! 9 = �NP	K

� |�a�e�c `´��w>�@fhg@f�k	`Â� �3f�m�e/a�e/`	b�~ �@e�j�a���a�e/lÂ�	b�~do�jhg@e/u¨�	p�~ �@e/md��w��_�3e � l	a�e�l3f�`3f�w�g3� z/o��a�e/l	m	o�s�`´� � �	md�>c#�3e/s�e/wP�´��lÂ�3e/s�eLe/a�e�z/`´�H�!f>�Â�	pyu¨�d��� � ��� ���2k	`3e�~#eP�<�	aI�<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�co��p�j�fhtg@f�m	qÂ�	pn|�a�e/s�e�e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�	p �d� `Â�nk3e�c,e/x����<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�c6b�~nj�fhg@f�m	qÂ�	iYc,e����3e���k	k	`3e/m�j>�'t
c#�	`3e/uD��a�} c#�3e/s�e/wP�´��lÂ�	o�� � oG�	m	qÂ�	� �m�3j�jhg@f.�@e/uD��a�}�g@e/md��g3}¨�3e�f�k3e/u�f.�@f>�Â�3f�|�a¨�'~�e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�	i �
u���mÂ�3fm��k	k	`3e/m�j>�3co��qÂ�Â��k	`3e/u�f.�@f>�	b u!`´�/z�e/a���~�� � � ��% � ���h� � s��@f e��Â�L`3f���g<�	w�e/uD�_�	b `´��w�g<�	lÂ�	b�c#�
md�/j���a�fhg3}¨�	b�c#��m�e��	o�j��/c#� �

�´�@f�j�}L�3j�k3e�g3}�w�e/uD�_�	b ����a�`	b `´��w�g<�	lÂ�3e/i�s�g����3m�e�j�a¨� � l	a�erk3e/w�u�e�g<�'g@e��3j�jhg@f.�@e/uD��a�} c#�3e/s�e�twP�´��lÂ�	b�f�e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�	p � w������_�Â�	b�fÀ�3f�s�g����3mÂ�3c#�de/s�`´�_�Â�	l3f>�Â�	p	c#��a¨�	k´��`´��u�f>�3j�a�uD� � ��a�e/a�`3fhtw�o�g3}�a���aYe/a�`´�H�!f>��unjhg@f.�3o���xSf�cvo�a�u�f�`E���@f>�Â�Â� � m�e/a�e/`3e�f!c,e����3eL�Â�	a�f�`	k	`3f�a¨�	`3e/uD��a�}Ymd��m�a�f�e�t`3f�c6oLe��3f�p'u¨�	b�~ � oG�	m	qÂ�	p�~Yu��3f�s�g����3m�e�cdjhg3o�l´�/f��
� KE6@MNK:�P 5 � a�f�e/`3f�co��eh�3f�p'u¨�	b�~ � oG�	m	qÂ�	p�~Sum�3f�s�g����3m�e�c jhg3o�l´�/f�� C �� 3�����!�6$ - � - �$����/$ - �

- � - �h"����>��$	� �
a
�������$ - 1#"��L1 - � - �!����� �������60 "���
'��$ ����
&-

a(x) =
{
y ∈ R

m : fi(x, y) = 0, i ∈ I0, g(y) = 0
}
, x ∈ R

n, y ∈ R
m,

� � � �2 	$	���	�	� fi
*
i ∈ I0,

���h" - � - ����� �V� " ��$��	�#"3 3���60 (I0 �
� - $ ���/$ - �V�6$ - �>������
 - �	$#� ���3� - 
 � *

�
g �

� - �	������$ - �	�	1 �!��� ��
��$���" � ��1 - � - �r�3� * ��� -
1. (x0, y0) ∈ graf(a), 0 /∈ ∂Cg(x0);
2.
�����L�	����� - � - y∗ ∈ Lin ∂Cg(x0)

��� ���������S
'��� � - " - 
 {y∗} ∪ {f ′iy(x0, y0), i ∈ I0} �	�	$ ���	$ -$ �����
�� ���3���$
+�- � ������ ��n������
� 3���L����� - � - � - �h"����>��$	� � y(·), - 1#" � � ��� ��$	$ - �!
L$ ��� - � - " - � - �#" ������$ - ����� V� - �/�	�

x0
�n����� �V� " ��$��	�#"3 3��� - ��
���� - ��� - �/�3� * ��� -

y(x) ∈ a(x) (∀x ∈ V, y(x0) = y0).

C
u���mymd��m � oG�	m	qÂ�Â�

fi � i ∈ I0,
j�a�`3e/s�e��<� � � f�`3f>�	qÂ�	`	o�f�c6b uYa�e/l	m�f

(x0, y0),
��u�f�m	a�e/`	b

f ′iy(x0, y0) � i ∈ I0,
g<�Â�3f�iÂ�3eL�3f�w���u¨�3j>�3c6b � a�erk3eP�3k	`3e�j�a�`´�_�3j�a�u�e�� 	 � j�� �
	 � jhg@f.�@j�a�u¨�3f ���

CM1(x0, y0) :=
{
z = (x, y) ∈ R

n+m : 〈f ′iy(x0, y0), y〉+ 〈f ′ix(x0, y0), x〉 = 0, i ∈ I0
}

p'u/g3p	f�a�j�p�m�e��	o�j�e�c�md�/j���a�fhg3}¨�	b�~ �´��k	`´��u/g@f>�Â�	i�u>j�c6b�jhg@fm}�g���`	md�>c#�3e��!f�j�a�uD�

M1 :=
{
z = (x, y) ∈ R

n+m : fi(z) = 0, i ∈ I0
}



� � - ��$ - �{��� - " ����� - $ � �'
�$	0�� �2 	$	���	�����Y
r$ � � ������� - � ���� ��#��� 	 �

uSa�e/l	m�f
z0 = (x0, y0).

�dj>�'g3o jhg@f.�@j�a�u¨�	p���|�a�e!k3eP�3k	`3e�j�a�`´�_�3j�a�u�enp'u/g3p	f�a�j�pÀ�Lj�a�`3e/s�e��<� � � fht
`3f>�	qÂ�	`	o�f�c6b�c�����a�`3e�c½�	g3p

M1
uVa�e/l	m�f

(x0, y0).
v�a�c,f�a¨�3c{a���m��!f � l	a�eGk3eVa�f�e/`3f�c,f���� �h�	w!��� � �k3eP�3k	`3e�j�a�`´�_�3j�a�u�e

H :=
{
z = (x, y) ∈ R

n+m : g′C(y0, y) 6 0, g′C(y0,−ȳ) 6 0
}

p'u/g3p	f�a�j�p �3f�k	`3f�`	b2u¨�	b�c ����a�`3e�c c#�3e��!f�j�a�uD�
M2 := {(x, y) ∈ R

n+m : g(y) = 0} uya�e/l	m�f
z0 = (x0, y0).�Ge/md�H�!f�c � l	a�erk3eP�3k	`3e�j�a�`´�_�3j�a�u�e Kgraf(a)(z0) := CM1(x0, y0) ∩H

p'u/g3p	f�a�j�pL����a�`3e�c�c#�3e�t
�!f�j�a�uD�

graf(a)
u a�e/l	m�f

z0.
wVg3p�|�a�e/s�e k	`3e/u�f�`Â�3c o�jhg@e/u¨�	pda�f�e/`3f�c6b � �����	w ��� � � � a�f�e/`3f�co�eSk3f�`3f�j�f�l3f>�Â�Â�t�3f�k	`3f�`	b2u¨�	b�~�����a�`3e/u ���<gGc,f�f�c

CM1(x0, y0)−H = R
n+m ⇐⇒ (CM1(x0, y0))

∗ ∩H∗ = {0}.
w���g@f�f � �3c,f�f�c

(CM1(x0, y0))
∗ =

{
(x∗, y∗) : x∗ = F ′

x(x0, y0)α, y
∗ = F ′

y(x0, y0)α, α ∈ R
k
}
,

s��@f
k = |I0|, F ′

x(x0, y0) = (f ′1x(x0, y0), f
′
2x(x0, y0), . . . , f

′
kx(x0, y0)),

F ′
y(x0, y0) = (f ′1y(x0, y0), f

′
2y(x0, y0), . . . , f

′
ky(x0, y0)),

H∗ = {(0, y∗) : y∗ ∈ Lin ∂Cg(x0)}.
u���m md��m k3e�k	`3f.�3k3e�g@e��!f>�Â�	� a�f�e/`3f�c6b �	g3pdmd�H���@e/s�e

y∗ ∈ Lin ∂Cg(x0) � y∗ 6= 0,
j>�3j�a�f�co�

u�f�m	a�e/`3e/u {f ′iy(x0, y0), i ∈ I0} ∪ {y∗} g<�Â�3f�iÂ�3e��3f�w���u¨�3j>�3co� � a�e

(CM1(x0, y0))
∗ ∩H∗ = {0}.

���´��lÂ�	a � m�e��	o�j Kgraf(a)(x0, y0)
p'u/g3p	f�a�j�pn����a�`3e�c�c#�3e��!f�j�a�uD�

graf(a)
uVa�e/l	m�f

(x0, y0).
u f�k3f�`	}

k3e/md�H�!f�c � l	a�e
H ⊆ CM2(x0, y0).

�GeSa�f�e/`3f�c,f � � � � $ �	wn� 	 � j�� � ����u�b2k	o�m'g3b�fVm�e��	o�j�b

K1 := {y : g′C(y0, y) 6 0}, K2 := {y : g′C(y0,−y) 6 0}
p'u/g3p'��a�j�pVm�e��	o�j��/c#�Smd�/j���a�fhg3}¨�	b�~��´��k	`´��u/g@f>�Â�	i!u�j�c6b�jhg@fÃ}�g���`	md��c#�3e��!f�j�a�u

A1 = {y ∈ R
m :

g(y) 6 0} � A2 = {y ∈ R
m : g(y) > 0} j�e�e/a�u�f�a�j�a�u�f>�Â�3e ��� `3e/u�f�`Â�3c�o�jhg@e/u¨�3fVa�f�e/`3f�c6b ���

K1 −K2 = R
m ⇐⇒ K∗

1 ∩ (−K2)
∗ = {0} ⇐⇒ con ∂Cg(x0) ∩ (− con ∂Cg(x0)) = {0}.

��a�e�o�jhg@e/u¨�3f u�b2k3e�g<�	p	f�a�j�p e/l3f�u¨�d�<�	b�c e�z/`´��w�e�c � k3e�j�m�e�g3}�m	o 0 /∈ ∂Cg(x0).
i]g@f.�@e/uD��a�fhg3}¨�3e �k3eYa�f�e/`3f�c,f��

K1 ∩K2 ⊆ CA1∩A2(y0).
v�a�j������Á�3f�c,f.�	g@f>�Â�3e�jhg@f.�3o�f�a � l	a�e H ⊆ CM2(x0, y0).u���m�md��m

CM1 −H = R
n+m,

a�e

CM1(x0, y0) ∩H ⊆ CM1∩M2(x0, y0) = Cgraf(a)(x0, y0).

w���g@f�f � k	o�j�a�} y∗1, y∗2 , . . . , y∗p
� j>�3j�a�f�co�Lu�f�m	a�e/`3e/u � k	`Â�Â�´���	g@f�����x��'~ ∂Cg(x0) ��e�z/`´��w�o���x��'~z%��wP�3j�u�k3eP�3k	`3e�j�a�`´�_�3j�a�u�f
Lin ∂Cg(x0).

�Ge�j�m�e�g3}�m	o�k3e�k	`3f.�3k3e�g@e��!f>�Â�	� j>�3j�a�f�co�{u�f�m	a�e/`3e/u
{F ′

y(x0, y0), y
∗
1, y

∗
2 , . . . , y

∗
p}
g<�Â�3f�iÂ�3eL�3f�w���u¨�3j>�3co� � a�erj>�3j�a�f�co�ro�`´��u¨�3f>�Â�	i

F ′
y(x0, y0) y = −F ′

x(x0, y0)x, 〈y∗i , y〉 = 0, i = 1, 2, . . . , p,



	 � �V���#���h"��'$�����¿
�3c,f�f�av`3f��Sf>�Â�3f

y = Px,
s��@f

P : R
n → R

m � �3f�m�e/a�e/`	b2i g<�Â�3f�iÂ�	b2i e/k3f�`´��a�e/` �1u���mÂ�3c
e�z/`´��w�e�c � �@e/md��w��_�3e � l	a�e��	g3pYg3� z�e/s�e x ∈ R

n j�o�xSf�j�a�u�o�f�a>u�f�m	a�e/` y ∈ R
m a���m�e/i � l	a�e

(x, y) ∈ Cgraf(a)(x0, y0),

��j�o�xSf�j�a�u�o�f�a>a���m�e/i�g<�Â�3f�iÂ�	b2i��3f�k	`3f�`	b2u¨�	b2i�e/k3f�`´��a�e/`
P : Rn → R

m,
l	a�e

(x, Px) ∈ CM1 ∩ CM2 (∀x ∈ R
n).

���´��lÂ�	a � k3era�f�e/`3f�c,f ���	wn� � � j�� �3�����6c#�3e/s�e/wP�´��lÂ�3e�f!e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f a k3j�f�u��@e�g<�	k	���	q3f�u�enu>a�e/l'tm�f
z0.

u���mvmd��mvm�e��	o�j
Kgraf(a)(x0, y0)

p'u/g3p	f�a�j�p ����a�`3e�c s�`´� � �	md�ye/a�e�z/`´�H�!f>�Â�	p
a
uya�e/l	m�f

(x0, y0),
a�e�j�o�xSf�j�a�u�o�f�a!a���m�e�f e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f

r(z) := r(x, y) = (r1(x, y), r2(x, y)) = o(z) � e/k	`3fht�@fhg@f>�Â�3e�fVu��3f�m�e/a�e/`3e/iye/m	`3f�j�a¨�3e�j�a¨���	o�g3p
U � l	a�e

z0 + z + r(z) ∈ graf(a), z ∈ Kgraf(a)(z0) ∩ U,
a �3f��

y0 + y + r2(x, y) ∈ a(x0 + x+ r1(x, y)) (∀ (x, y) ∈ Kgraf(a)(x0, y0) ∩ U).
��c,f�j�a�e

y
k3eP�@j�a���u¨�3c

P (x).
wVg3pÀ�@e�j�a���a�e/lÂ�3e co��g3b�~

x
k3e�g3o�lÂ�3c

y0 + P (x) + r2(x, P (x)) ∈ a(x0 + x+ r1(x, P (x))). (3.1)

u���m md��m
a
p'u/g3p	f�a�j�pnk3j�f�u��@e�g<�	k	���	q3f�u�b�c u�a�e/l	m�f

(x0, y0) � a�em�	w � � �����]jhg@f.�3o�f�a � l	a�em�´��id�3o�a�j�pa���mÂ�3fVm�e��3j�a��_�	a��
L > 0

��e/m	`3f�j�a¨�3e�j�a�}I�	o�g3p
V ,

l	a�e

y0 + P (x) + r2(x, P (x)) ∈ a(x0 + x) + L‖r1(x, P (x))‖B1(0) (∀x ∈ V ). (3.2)

�Ge�j�m�e�g3}�m	o
r1(x, P (x)) = o(x)

�
r2(x, P (x)) = o(x) � a�et�	w � � � ����jhg@f.�3o�f�a � l	a�eyj�o�xSf�j�a�u�o�f�aa���m�e�f�e/a�e�z/`´�H�!f>�Â�3f

r3(x) = o(x) � l	a�e

y0 + P (x) + r3(x) ∈ a(x0 + x) (∀x ∈ V ).

u���mÂ�3c�e�z/`´��w�e�c � f�jhg<� V = x0 + V � a�erk3e�g@e����3c

y(x) := y0 + P (x− x0) + r3(x− x0) (∀x ∈ V ).
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«k�Ñwx� p qA¢ v ¢�u�����z�uRr�t6� qsp ��u�� v �3u�½ �&v wxp t6�.th|�wx� u8|Uth�x¤
F (x, y) = 0

�
x ∈ X

�
y ∈ M

�Jz{� u��xu
M

p q v qsu�w�b
���8wx� u�¤/u�wx� t2�=th|�wxu��#wxqoQUw v � ¨6u��#w5r�t6� u�q�R@� z{� u��4wx� u�qsu�w

M
p q9¨6p ��u�� ¦ � v � t6� qs¤/t#thwx�8�xu�qQws�xp r�wxp t6�;th|�u�½ �&v À p wk�

wk��¢�u6��wx� u4u�Ê�p qQwxu�� r�uRth| v ��p ¼:u��xu��#wxp v ¦ À u4| � � r�wxp t6�
y(·)

q � r@�Ñwx� v w
F (x, y(x)) = 0

�
y(x) ∈ M

�
y(x0) = y0p q<¢��xt,��u��:b$«k�O¢ v �swxp r � À v ���$wx� uAu�Ê�p qQwxu�� r�u=th|9qs¤/t#thwx�OÀ t#r v ÀDqsu�À u�r�wxp t6� q<|Uth�/¤ � À wxp � v À � u��H¤ v ¢ ¢ p � ¨6qFth|{wx� u/|Uth�x¤

a(x) = {y ∈ R
m : fi(x, y) = 0, i ∈ I, g(y) = 0}

�
x ∈ R

n � y ∈ R
m �$p qFqQw � ��p u�� ¦ �Hwx� u�¤/u�wx� t2�Hth|Dwxu��#wxq�b

«fw9p q v qsq � ¤/u��Awx� v w{wx� u�| � � r�wxp t6� q
fi(x, y)

�
i ∈ I

� v �xu>qQws�xp r�wxÀ �4��p ¼:u��xu��#wxp v ¦ À u6� v �&�=wx� u�| � � r�wxp t6�
g(y)

p q9À t#r v À À �
Ä�p ¢ qsr@� p w 0 p v ��b#�5�&��u���r�u��sw v p � v � ��p wxp t6� v À&r�t6�&��p wxp t6� q�p wJp qJ¢��xt,��u��Fwx� v w�wx���xt � ¨6� v �#�<¢�t6p �#w�th|:wx� u{¨h� v ¢ �/th| v qsu�ws¥
� v À � u��/¤ v ¢ ¢ p � ¨�wx� u��xu9¢ v qsqsu�q v ��p ¼:u��xu��#wxp v ¦ À u9qsu�À u�r�wxp t6�8th|�wx� p qJ¤ v ¢ ¢ p � ¨�b2~�� u�qsu v qsqsu��swxp t6�=r v � ¦ u9p �#wxu��x¢��xu�wxu��
v q v �<p ¤/¢ À p r�p w
| � � r�wxp t6�Fwx� u�th�xu�¤Zp �>wx� u�� t6� qs¤/t#thwx� v � v À ��qsp q�b#¡#ws�xt6� ¨6À �<��p ¼:u��xu��#wxp v ¦ À uJwxu��#wxq-|Uth��wx� uJqsu�wxq���u�Á&� u��
¦ �R� t6� qs¤/t#thwx�;r�t6� qQws� v p �#wxq�th|Jwx� u<u�½ �&v À p wk�4wk��¢�u v �xu v À qst8r�t6� qQws� � r�wxu��;p �;wx� u v �swxp r�À u6b-ËVq � "/r�p u��#w�r�t6�&��p wxp t6�
p q9¢��xt,�2p ��u��A|Uth�9wx� u�p �#wxu��xqsu�r�wxp t6�4th|�qQws�xp r�wxÀ �4��p ¼:u��xu��#wxp v ¦ À u�wxu��#wxqDwxt ¦ u v qQws�xp r�wxÀ �R��p ¼:u��xu��#wxp v ¦ À u�wxu��#w�b «fw{p q v À qst
qs� t�z{�8wx� v wDwx� u>ÒJÀ v � Û w v � ¨6u��#w{r�t6� u�q v �xuF�Jt6À wxp v � q Û �=wxu��#wxq�|Uth�5qsu�wxq9��u�Á&� u�� ¦ �=À t#r v À À �RÄ�p ¢ qsr@� p w 0 | � � r�wxp t6� q�b

2%$43 576981:<;.Ô qsu�ws¥f� v À � u��=¤ v ¢ ¢ p � ¨���q � ¦ ��p ¼:u��xu��#wxp v À���wxu��#w��2w v � ¨6u��#w9r�t6� u6b
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 vh� Û6v �:a�°�·h°2��¶��6±�¢�bDQ�p �4â � qsqsp v �¨R@b
´2b��9��Ï�Ø j$Ï6���6�µ�FmYÖDmO«k¤/¢ À p r�p w | � � r�wxp t6�#w wx� u�th�xu�¤ z{p wx� t � w v ¢��xp th�xp v qsq � ¤/¢�wxp t6� q v ¦ t � w � th�x¤ v À p wk�#�
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�h�6�2a6����t6À�b&´�Å#� � t�b&´2�&¢ ¢�b:a�±6´�¸&a�±6±2b��>»5«@Ã:a��2b a����h´�ªhË>Ã a��2a,�h´��6�6·��6·6Åh¶#·#b

Å#b��FÏ&ehd �Rá�m �
m ��É�Ù2g �,�:�/Þ�mD=LKMK - + '*/�0321'9- +('%'])47 = 'D)/- B # + #x�:ÒJt � �xp u���ÒJth�x¢�th� v wxp t6�����h�6�6²2�:Å#a�±�¢�b
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®8t6qsr�t�z��� vh� Û6v �:a�°�·h´2��¶6¶�²<¢�bGQ�p �8â � qsqsp v �¨R@b
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·#b��D�,g�Ø j&�,� �sÙ2d dAÖDm�ä�mJ~�� u;¤/u�wx� t2�Ñth|�wxu��#wxqAp �.wx� u4wx� u�th�s�.th|>u�Ê2ws�xu�¤ v À9¢��xt ¦ À u�¤/q�� &g+ #&# +*)1' ST) %(H '�5�) % + )&)/-
A,+�7�,.'PB #x�$a�°�·6Å#����t6À�b&´6�2� � t�b&´2�&¢ ¢�b:a@¸�Å,¶�b&�>»5«@Ã:a��2b a���·h��ª,â�®Ha�°�·6Å,���6´6�h�&�6´6Ë5��¯�º��6�2a�¶�a�a6b

±2b����,g Î=���2�,�@�6�F�Fm#nFm �Vj��,Î/d �8c:m�ÖDmVI - '�5�'P' %.# 2RQ %(H '�, H '*247PB12RQ �>+4'¨) % + 21' # )1'¨/ �>+4'¨) % + 21'D)/- = 'D)/- B # + #xb £ � v ��À t Û
}
�xu�qsq��-a�°6²�Å#���6Å6·<¢�b

°2b4Æ$g �,�sÙ�i�j�m$ÇFm�!<K9% +-5Ã+ *	) % + 21' )1'¨/�0321' # 512�2 %(Hn= 'D)/- B # + #xb$5u�zVãJth� Û �$Ë
z{p À u��2¥f«k�#wxu��xr�p u�� r�u/} � ¦ À p r v wxp t6��¬6t6� �
¾Pp À u�� �Ú¡2t6� q���a�°6±6´2�:�h°6²�¢�b

a��2b����,g �6�hd � Ù2d �ÜÉ{mHc:m S`'¨2&J>2�*�'D)>) H '_+ ) )1'D)/- + * +À/4+ a�'�7È'P'¨)§+*)/- ',BP' G ( - +_) H 'P'_+(BM) e S`+V- % +-,1)/- +�'*/ = 'D)/- B # + # )1'¨/
W#+ a�'�7È'P' % +*)/->?&'¨)F- + # + 21' #Ph+�:®8t6qsr�t�z��:y$p 0 ¤ v wxÀ p w����h�2a�¶���²6�6²�¢�bGQ�p �8â � qsqsp v �¨R@b

a6a6b����s�:ix� d Ss� � d d3�5m$nFm�� + K + ( - + )")1'D)/- + *1+�' ( #&% 7È'�5�)/- '_+(BP'�*	)>/M)>) H + e Y´21'_,.'�� = 'D)/- B # + # )1'¨/ I � % 7È'�5�)/-ZU�7*2>6F- '�5 #Ph+�
®8t6qsr�t�z��� vh� Û6v �:a�°6±6�2�:´��h��¢�bDQ�p �4â � qsqsp v �¨R@b

a,�#b/ÂR���2�,�sd g � Þkg�� j&��i��/ä�m ä�m6~�� uDp ¤/¢ À p r�p w
| � � r�wxp t6�<wx� u�th�xu�¤Y|Uth�JÄ�p ¢ qsr@� p w 0 ¤ v ¢ q�� &g+ #&# +*)1'�ST) %(H '�5�) % + )&)/-,A,+�7�,.'PB #x�
a�°�·h±2����t6À�b&´6´2�&� t�b�a6� ¢ ¢�b&�h�6°�¸��#a��2b:�>»5«@Ã:a��2b a���·h��ª,â�®Ha�°�·h±h���6´6´h�&�2a�Ë5��¯�º��6���6�h¶�°2b

a�´2b4Æ$g �,�sÙ�i�j�m�ÇFmJ»5��wx� u8p �2��u��xqsu=| � r�wxp t6�Ñwx� u�th�xu�¤4� Ug)>)§+ ��)`^�21+�7P'D)/-�2RQ"ST) %(H '�5�) % + ) #x�9a�°�·h²2����t6À�bJ²h¶���� t�b{a6�
¢ ¢�b&°�·�¸&a����#b
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