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ВИБРОТЕЧЕНИЯ ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ Ж ИДКОСТИ 
ПРИ ВЫСОКИХ ЧИСЛАХ РЕЙНОЛЬДСА
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А ннотация. В статье приведена высокочастотная асимптотика системы Навье — Стокса, описываю
щей движение вязкой несжимаемой жидкости в области, ограниченной вибрирующей поверхностью. 
Граничные условия требуют совпадения векторов скоростей материальной частицы жидкости и той 
точки границы, в которой частица находится; тем самым исключается как скольжение жидкости 
вдоль границы (условие прилипания), так и протекание первой через вторую. Предполагается, что 
движение граничной поверхности задано и периодично по времени, причем ограниченная ею область 
в среднем покоится, но может, вообще говоря, изменять форму. Частота колебаний границы стре
мится к бесконечности, а амплитуда — к нулю, но отношение амплитуды к толщине стоксова слоя 
остается величиной порядка единицы. Основной результат — явный вид уравнений и граничных 
условий, определяющих среднее течение в самом общем случае, без специальных предположений 
о данных задачи. Н а этой основе исследован ряд конкретных течений, в частности, течение в круг
лой трубе, вызываемое нормальной вибрацией ее стенок.

К л ю чевы е слова: система Навье — Стокса, высокочастотная асимптотика, вибрация, среднее те
чение.

M a th em a tica l S u b ject C lassification  (2010): 76D05, 76D10, 76D17, 35Q30, 35Q35.
О бр азец  цитирования: И льин  К. И., М оргулис А. Б. Вибротечения вязкой несжимаемой жидко
сти
при высоких числах Рейнольдса / /  Владикавк. мат. ж ури.—2019.—Т. 21, вып. 2.—С. 5-17. DOI: 
10.23671/VNC.2019.2.32112.

1. В и бротеч ен и я  и д р е й ф  С токса

Рассмотрим течение вязкой несжимаемой и однородной жидкости в контейнере, вы
зываемое заданным периодическим движением его стенок. Сам контейнер меняет, во
обще говоря, свою форму, но в среднем покоится. Характерные масштабы такого те
чения: усредненный размер контейнера L, амплитуда колебаний стенок контейнера A, 
соответствующая частота Q. Примем L  за масштаб длины, Q -1 — за масштаб времени, 
U = AQ — за масштаб скорости, и pALQ 2 — за масштаб давления (где через р = c o n s t

©  2019 Ильин К. И., Моргулис А. В.
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обозначена плотность жидкости). Кроме того, все данные задачи (1)-(2) считаем 2п- 
периодическими по г, и разыскиваем 2л-периодические по т решения. При указанной 
нормировке безразмерная форма системы Навье — Стокса выглядит так:

v T +  ô(v, V )v =  —V p  +  e2Av, V ■ v =  0 in D (t ); (1)
v(x +  ô Ÿ ,t ) =  ŸT,x  € S. (2)

Здесь t  =  Ш, ô =  A /L , e2 =  v /(Q L2), и v  — вязкость жидкости. Далее, через D ( t ) 
обозначена область, занятая жидкостью в момент времени r , Y  = Y (x ,r ,ô )  — текущее 
смещение точки X € S, S  = dD, и D — отсчетная область, которую мы считаем заданной 
и постоянной.

Введем число Рейнольдса Re =  (L U )/v  = L A Q /v  = ô/e2. Формально устремив 
e ^  +0 и ô ^  +0, получим линеаризованные уравнения Эйлера с «лишним» гранич
ным условием:

vT =  —Vp, div v =  0 в D , v  = ŸT |,s=o на S. (3)

Эта система не имеет, вообще говоря, решения. Если же ограничиться лишь нормальной 
проекцией граничного условия (3), то решение легко найти, полагая v =  VT. Чтобы удо
влетворить граничное условие, к найденному полю придется прибавить погранслойную 
поправку. Следовательно, в главном приближении мы получим безвихревое (rot v =  0) 
течение в «теле» жидкости, а завихренность, создаваемая вязким трением о стенку, со
средоточится в узком слое вблизи стенки (стоксов слой). Толщина стоксова слоя — поряд- 

e
(в англоязычной литературе известное как steady streaming).

Несмотря на относительную малость скорости, глобальное среднее течение может 
повлиять на процесс перемешивания масс жидкости на больших временах. В самом деле, 
рассмотрим уравнение (безразмерное) движения частиц жидкости

d x /d T  =  ô-1v(x,T, ô),

где T  =  ô2 т — «медленное» время. Пусть поле v периодично по т с период ом 2п,

v =  v (x ,т) +  ô(v(x) +  v i(x ,t )) +  O(ô2), ô ^  0,

v(x) — среднее поле, a члены, отмеченные тильдой, имеют нулевое среднее за период. 
Тогда

x  =  x (T ) +  ô(x1(T) +  x (t , T )) +  O(ô2), ô ^  0, 

d x /d T  = v(x)  +  [v, w]/2, v =  w r ,

где квадратные скобки обозначают стандартный коммутатор векторных полей. Вообще 
говоря, оба слагаемых в выражении d x /d T  имеют ненулевой rot. Вторая из них известна 
как поправка или дрейф Стокса. Течение жидкости с полем скорости v(x) +  [v, w]/2 
назовем эффективным вибротечением.

Имеются различные теории эффективного вибротечения. Различия, главным обра
зом, заключаются в предположении о числе Рейнольдса вибротечения (the streaming 
Reynolds number)

Res =  (QA2)/v  =  ô2/e 2.

На самом деле, VR^s не что иное, как отношение характерной амплитуды вибрации 
границы к толщине слоя Стокса. Мы предполагаем, что они одного порядка, так что

5 —> 0, е —> 0, y/Res = ô /e d= /3 = const ~  1, Re =  /Зе—1 —>• оо. (4)
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Различные конкретные течения с таким соотношением масштабов на физическом уровне 
строгости рассматривали Craik и Leibovich [1], Duck и Smith [2], Haddon и Rilev [3], 
Gopinath [4]. Наш подход, более общий и формальный, основан на методе Вишика — 
Люстерника. Левенштам [5] использовал близкий подход в случае неподвижных границ 
и вибрирующей массовой силы, и дал строгое обоснование полученной асимптотике. Вла
димиров [6], а затем Ильин и Моргулис [7], применяли технику Вишика — Люстерника 
непосредственно к течениям с вибрирующими границами. При этом, однако, рассмат
ривались специальные классы течений. Асимптотическое решение общей задачи (1), на
сколько нам известно, в литературе не излагалось. Данная работа восполняет этот про
бел и наш анализ приводит к универсальному описанию эффективного вибротечения 
без каких-либо дополнительных предположений о данных задачи (1), кроме оценки (4). 
На этой основе мы рассматриваем ряд конкретных вибротечений.

Весьма детальный обзор результатов, относящихся к масштабам (4), а также обсуж
дение преимуществ техники Вишика — Люстерника по сравнению с другими подхода
ми, приведены в статье [7]. О течениях с соотношениями масштабов, отличными от (4), 
см. в обзоре Rilev [8], а также работы Longuet-Higgins [9, 10], где (на физическом уровне 
строгости) рассмотрен наиболее трудный случай Res ^  1.

Начнем со вспомогательных определений. Напомним ортогональное (в смысле мет
рики кинетической энергии) разложение векторного поля а, заданного на области D: 
a  =  b +  Vx, где div b =  0 и b || S. Обозначим П, П  проекторы, ассоциированные с ука
занным разложением: П : a  ^  V x  П7 : a  ^  b. Ротор поля a  обозначаем V х а, а также 
rot а  дивергенцию — V ■ а  а также div а.

Пусть g =  g (r ) — 2п-периодическая векторнозначная функция. Имеет место разло
жение

Очевидно, g =  g =  0. В дальнейшем изложении черта сверху обозначает усреднение, 
а тильда — члены с нулевым средним. Через

обозначаем правый обратный к оператору дифференцирования, действующий на под
пространстве функций g : g =  0.

Пусть a — формальный степенной ряд по положительным степеням некоторой пе
ременной с векторными коэффициентами. Через ma обозначим формальный много
член порядка m, полученный урезанием этого ряда. Если b, с , . . .  такие полиномы, то 
op(b, с , . . .)  — многочлен, представляющий собой алгебраическое выражение от много- 

b, с, . . .
Пусть е ^  +0 и при этом выполняется условие (4). Соответствующее асимптотиче

ское разложение решения v, p системы (1) ищем в виде

2. У р авн ен и я  ви бротечен и я

9Т 1 : g ^  f ,  дт f  =  g

k=0
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p (x ,T ) =  (pPk(x,T) +  pk(x,r,r}Ÿj ,
k=0

П =  P/ e, (v k,Pk) ( ', П) =  °(n-n ) , П (Vn € N),
где р — некоторая координата вблизи поверхности S, трансверсалвная к ней (например, 
расстояние до S). Таким образом, верхний индекс г (Ь) отмечает членв1 внутреннего (по- 
гранслойного) разложения, предназначенного для описания течения в толще жидкости

р
Подстановка указанных разложений в систему (1) дает цепв уравнений для коэффи

циентов внутреннего разложения

дтvk =  -V p k  +  fk, div vk =  0 в D , vk ■ n  =  yk на S, k =  0 ,1 ,2 , . . . ,  (5)

где fk =  op( k-1v 1 ), Yk =  op( k-1 v 9, k-1v1, ky ) и П обозначает поле внутренней нормали
на S. Периодическое по r  решение (vk, pk) существует при условии n f  =  0, а в против
ном случае — не существует. В случае существования, решение определено с точноствю 
до средних полей v lk, pk Уравнения относителвно среднего поля следуют из условий 
разрешимости последующих уравнений в цепи (5).

Обратимся к деталям. Полагаем

N y =f Vф : Дф =  0 в D, П ■ Vф =  у на S.

Запускаем итерационный процесс, полагая f0 =  0  y0 =  П ■ Y0t, Y0 =  Y (x ,r ,  0) и y0 =  0.
Последнее равенство имеет место, посколвку в среднем области покоится. Тогда

v0 =  v0 +  NY0, Vp0 =  -д т  N y0. 

k = 1

n '(v 0 , V)v0 =  0, div v0 =  0 b  D . (6)

Таким образом, полученв1 уравнения Эйлера идеалвной несжимаемой жидкости. Ниже, 
в разделе 3, мы увидим, что эти уравнения следует решатв с условием v0 =  0 на S. Полу
чившаяся краевая задача имеет тривиалвное решение v0 =  0. Нетривиальные решения 
также существуют, но мы не обсуждаем здесь эту возможность.

Главные члены, описывающие глобальное среднее течение: v р\. Уравнения отно
сительно этих полей получаются из условий разрешимости уравнения (5) при k =  3, 

k = 2
глобальное среднее течение описывают уравнения

ДVг1 - V H 1 =  pSs 1 х V; div v \  =  0; SS\ =  V x  vr\; (7)
V  =  V l + Y l O ] / 2 ,  ^ =  N (9r- 1y0). (8)

V
член в[£т , £]/2. При выводе этого уравнения полезно тождество

a х [b, c] +  c х [a, b] +  b х [c, a] =  V (a ■ (b x c))

для любой тройки без дивергентных векторных полей a, b  c.
Уравнения (7)-(8) выводились многими авторами при исследовании различных кон

кретных течений, возникающих в осциллирующих внешних полях, см., например, (1]. 
Приятная особенность нашей задачи — возможность получить универсальные гранич
ные условия, замыкающие систему (7)-(8).
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3. Граничные условия для  вибротечения

Перейдем к рассмотрению течения в стоксовом слое. В приграничной полоске обла
сти D  вводим координатв1 x ^  (р, 9), где p(x) =  dist(x, S), и 9 — точка на S, ближайшая 
к x. Указанные координатв1 индуцируют разложение h  =  h" +  h n, где первое слагае
мое — касателвная, а второе — нормальная^ компонента h. Переписываем систему (1)

(р, 9)
раздуваем стоксов слой с помощью растянутой нормальной координаты р =  р/е. Ввиду 
предположения (4), изменения границы после раздувания уже не малы, поэтому урав
нения пограничного слоя приходится рассматривать в переменной области £  плоскости 
переменных р, г, зависящей от 9, как от параметра:

£  =  {р > вПо(9, т)}; ро(9, т ) =  (Уо)п|р=о =  9- 17о(9, т). (9)

Оказывается, что степенные разложения нормальной и тангенциальной скорости, а так
же давления в стоксовом слое начинаются с членов разных порядков, так что

(V0n =  p0 =  Pi =  °.

В связи с этим, вводим обозначения

(vk+i)n =  uk, pk+2 =  P b  w k =  (vk)", w k =  (vk)", (vk)n =  4 , k =  0 , l , . . .

Уравнения погранслойных поправок и граничные условия к ним принимают вид

(От +  вдодп -  d2) wk=Fk; dvubk =  Sk; dvPkb =  Rk в £ , (10)

wk =  e k(YYfcr -  bk)" -  wk; uk =  в k( 4 Г -  bk)n -  ^ т1 на д£ , (11)

(wk,u k,P k) =  o(nтn) , п (Vn  € N); (12)
bk =  o p (k - iv 1, k - iw b, k - iu b, kF); (13)

Fk =  o p (k - iu b, k - iw b, k - iP b, k - iv 1, k-iP1); (14)
Sk =  op( kv1, kP1, k - iu b, k - iP b, kwb); (15)
Rk =  op( kv 1, kP1, kub, k - iP b, kwb). (16)

Заметим, что граничные условия (11) ставятся на изменяющейся поверхности

Г =  д£  =  {р =  вПо(9,т )}.

Замена переменной s =  р -  впо > 0 преобразует первое уравнение в (10) в стандартное 
уравнение теплопроводности, а область £  в неподвижную область {(я,т) : s > 0}; гра
ничные условия при этом смещаются на прямую s =  0. Выполнение первого из гранич
ных условий (11) с точностью до среднего ставит граничное условие первому уравнению 
в (10); выполнение второго из граничных условий (11) с точностью до среднего ставит 
граничное условие нормальной скорости внешнего потока. Выполнение обоих гранич
ных условий (11) в среднем ставит граничные условия тангенциальной и нормальной 
компонентам среднего поля vk- Для вычисления этих граничных значений необходи
мы w k n  uk, которые определяются из осредненных уравнений в (10). Подчеркнем, что 

т
s

решаются с условием затухания на бесконечности (12).

® Нормаль направлена внутрь жидкости.
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Система (10)—(16) обладает треугольной структурой, которая позволяет нам найти 
сначала w^, затем Uk, и, наконец, Рк. Начинаем итерационный процесс, полагая bo =  0, 
Fo =  0. Тогдa w О =  0 и Yo =  0, и уравнение (6) снабжается однородными граничными 
условиями, как и говорилось в разделе 2.

Опуская громоздкие вычисления, приведем граничные условия для поля v l. В част
ности, через Ÿm обозначим последовательность коэффициентов Фурье функции Ÿo =  
Ÿ (x, т, 0). На поверхности S  определим поле q =  Ÿo — $, где поле $ задано в (8). По опре
делению q || S. Обозначим через qm, m  € Z, последовательность коэффициентов Фурье 
поля q. Итак,

г  M \s = (V" • q)qr /2  -  [Ÿqt , Ÿq\/2 -  V "(C  ' Ÿq) ~  ~  2Ÿo T(F0',V )V p

-(V " • (Ÿ0 x Vp)) (Vp x £r ) -  i  £  |m| (V 11 • (Ÿm x V p)) (Vp x q_m)
________________ 2 ^  J (17)

—2(rot(£ x Vp) • Vp -  fjoAp)qr -  ^ 2  M  (V "|q™|2 

+  4(VM • qm)q_m) /4  -  /5(У0' • Vpo) W s|s=0;

W T =  W ss, s > 0, W ( 0 , t ) =  qT, W(<X),r) =  0.

г Ч Ь  =  г 17 ) = 1 Ш п / 2- (is)

Уравнения (7)-(8) вместе с граничными условиями (17)—(18) дают полную скорость виб
ротечения V.

Заметим, что поле V  — всегда касательное к S.

5. Примеры: тангенциальные и крутильные вибрации

Под тангенциальными вибрациями понимаются такие движения границы, при кото
рых область не изменяется. Пример — крутильные колебания шара. Такие движения 
естественны, если отсчетная область D  инвариантна относительно подгруппы группы 
движений R3. При тангенциальных вибрациях

(Ÿo )n =  Ÿo =  0, $ =  0; u\ = 0 ; q =  Ÿo'.

Поэтому стоксов дрейф всегда равен нулю.
Пусть жидкость заполняет полупространство z > 0. Рассмотрим поступательные 

движения границы

Р =  z; Ÿo =  Ÿo(t) H Oxy; q  =  Ÿo; V"|qfc|2 =  0; V" ■ (qfc x Vp) =  0.

При таких данных правые части во всех уравнениях (17)—(18) равны 0, т. е. й\ =  0 и 
Wl =  0 на плоскости z =  0. Следовательно, среднее поле v l должно быть определено из 
уравнения (7) при нулевом граничном условии на S. Следовательно, v l =  0 всюду. Таким 
образом, поступательные колебания плоских границ не создают вибротечений в главном  
приближении. Данный вывод согласуется с рассмотрениями [6].

Рассмотрим вращательно-поступательные движения круглой трубы, так что D  =  
{0 ф r ф 1} в цилиндрических координатах (r ,9 ,z), и Ÿo =  Yo(t)e# +  Y i(t)ez =  q, где 
Ÿo(t ) и Y i(t) — скалярные функции, равные в среднем нулю. Тогда

V" ■ q =  0; V"|qfc|2 =  0; V" ■ (qfc x Vp) =  0, p = 1  — r.
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Таким образом, поступателвно-вращателвные тантенциалвные колебания круглой  трубы 
не дают вибротечения в главном приближении.

Рассмотрим крутильные вибрации шара,, полностью погруженного в безграничную 
жидкость. Тогда D  =  {г > 1} r =  |x|, S  =  {r =  1} р =  r — 1, Vp =  9 =  x /r ,

Y0 =  y (r)k  x в, k  =  const, |k| =  1,

где y  — скалярная функция с нулевым средним. Обозначим через р т ее коэффициенты 
Фурье. Тогда

qm =  y mk  х в .

Отсюда вытекает, что в граничном условии (17) имеется всего два ненулевых слагаемых:

^  M V "|qm |2, ^ 2 \т\ (V м • (Ÿm x V p)) (Vp x q_m) .

Опуская рутинные вычисления, приводим окончательный результат:

S i s  =  0; w 1|s =  — (кф/4) sin 2фе, к =  ^  |m ||ym|2, cosф =  k ■ в,

Где ф — широтная координата на S, выбранная так, что ф =  п /2  на экваторе, и e — 
орт координатного направления ф; на экваторе e сонаправлен k. Итак, крутилвные виб
рации шара, иолноствю погруженного в безграничную жидкости, создают эффективное 
вибротечение, перемещающее жидкости вдолв граничной сферы от полюсов к  экватору^, 
что согласуется с экспериментальными данными Hollerbach и  др. (11] и  с теорией, данной
в [4].

Для сравнения рассмотрим возвратно-поступательные вибрации шара, полностью по
груженного в безграничную жидкость. Тогда у  =  y (r)k  (с теми же D, S, y и k, что и 
в случае крутильных вибраций). Хотя данные вибрации не тангенциальны, они, тем не 
менее, не вызывают стоксова дрейфа, так как К т, £] = 0  всюду. Далее,

q =  3у(в х (k х в))/2.

Пусть y =  sin r .  Тогда в граничном условии (17) ненулевое слагаемое одно:

- \ ^ 2 \ m \ (V"|qm|2 +  4(V" • qm)q_m) .

Отсюда находим
й\ =  0; w 1 =  (45кф/16) sin 2фе нa S

(в тех же обозначениях, что и в случае крутильных колебаний). Итак, эффективное виб
ротечение, создаваемое гармоническими возвратно-поступателвнвгми вибрациями шара, 
иолноствю погруженного в безграничную жидкости, перемещает жидкости вдолв гра
ничной сферы от экватора к  полюсам.

 ̂Говоря о поведении потока вблизи границы (стенки), мы имеем в виду расстояние, малое по срав
нению с характерным размером рассматриваемого течения, но много большее е, т. е. толщины стоксова 
слоя.
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6. Нормальные вибрации

Под нормальными понимаются такие движения границы, что 1 /  =  0. В таком случае

По =  %Vp, q =  -£".

Рассмотрим нормальную вибрацию границы, жидкого полупространства. Обозначаем че
рез ex, ey, ez орты декартовых координат Oxyz, относительно которых D =  {z > 0}, 
S =  {z =  0} и р =  z. Пусть уо =  У о ^ т /Т о г д а  £ =  £eæ +  Zez, Z|^=о =  По, q =  -£e*- 
Далее, rot(£ x Vp) ■ Vp =  - (x, и при этом Ар =  0. Отсюда находим

vr{\s = wex , w = l3fj0xfjoT -  (3/5/2)(Çæ̂ r +  (dx/2) J2 \k \\L \2) |z=0;

й\=Р'фх\г=о, Ф = (&■

Стоксов дрейф задается полем

[̂£г>£] = [3(фгех- ф хеф, Ф = (&■

Рассмотрим течение, создаваемое плоской бегущей волной. С этой целью полагаем 
Уо (x, т ) =  f  (ax  -  т ), f  (a) =  £  f  eikCT Тогда

Z =  £  fke-a|k|z+ikCT; Z =  - i £  fk sgn ke-a|k|z+ikCT; a  =  ax  -  т ;

бохбог =  £ r£rU =o =  - a / /2; ф =  -  E  1 Л |2 | Ф “ 2|к|а/

«i =  0, =  tceæ, w = a/3 f 12/2  = const,

f  [tr>£] =  ФФ'{Ф)ех = 2 (3 a Y ,\fk? k2d~m a z  ■

Полная скорость вибротечения

V  = W (z)ex , W (z) = a / F / 2  + 2 (3 а [ ^ £  \fk \2k 2e~2^ .

Таким образом, эффективное вибротечение, вызванное движением плоской волны нор
мальных смещений вдоль границы жидкого полупространства, перемещает материаль
ные частицы в направлении распространения волны (так как W (z) > 0 д ля  каждого 
z > 0). Линии тока везде параллельны направлению движения волны. Величина скоро
сти зависит только от глубины и  с ростом глубины экспоненциально быстро приближа
ется к  постоянной, зависящей лишь от вида бегущей волны.

Рассмотрим нормальные колебания стенки круглой трубы, создаваемые спиральной 
бегущей волной. Имеем D =  {г < 1} S  =  {г =  1} р =  1 -  г;

По (9, z, т  ) =  f  (az +  n9 -  т ), n € N, f  =  f  (a) =  ^  fk eikCT,

где г, 9, z — цилиндрические координаты. Как обычно, Ip(s), p € N, — модифицированная
p

f  \ _  _ d _  f  I 7 l \ k \ ( S )  \  . _  J|fc|n(«|fc|) 7 ^7

-  2ds ^ / ; |fc|(an|fc|)y > №,»>« -  / fe|n(«|fc|)’

Граничные условия для средней скорости на S таковы:

w i =  вСп,а (ne0 +  a e z) ; u) =  0. (19)
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Отсюда находим среднюю скорость

v l =  fîün,a(nree +  a ez ); (20)

(21)

V

(/3/2)[£r ,£] =  /3(vn>a(r)nee + wn>a(r)aez); (22)

(23)

(24)

(25)

(26)

Таким образом, эффективное вибротечение, вызываемое спиральной волной нормаль
ных смещений стенки круглой трубы, вызывает поступательно-вращательное движение 
материальных частиц, при этом осевая и  вращательная скорость зависят только от рас
стояния от оси трубы, а линии тока представляют собой спирали.

Поправки Стокса к осевой и вращательной скорости всегда положительны, т. е. ази
мутальная и осевая направленности стоксова дрейфа такие же, как у волны смещений 
стенки трубы. Действительно, в силу модифицированного уравнения Бесселя

Отсюда вытекает положительность выражений (23) и (24). Несмотря на это, как осе
вая, так и азимутальная скорости эффективного вибротечения (26) могут менять знак, 
т. е. различные слои жидкости могут вращаться и (или) перемещаться вдоль трубы раз
нонаправленно. Действительно, рассмотрим длинноволновый предел a  щ  0, и пусть f  — 
тригонометрический полином степени N . Тогда

Видно, что величина Cn,a может быть отрицательной, т. е. вращательная и осевая со
ставляющие средней скорости (без учета стоксовой поправки) могут быть направлены 
противоположно движению волны смещений при условии, что n  =  1, 2, 3 и a  достаточно 
мало. Кроме того, если n  =  1, то величи на гП a может быть отрицатель ной при r =  1, 
т. е. азимутальная скорость эффективного вибротечения жидкости вблизи стенки трубы 
может быть противоположна по знаку азимутальной скорости волны смещений стен
ки. Напротив, осевая скорость в юП a длинноволновом пределе всегда положительна, 
т. е. осевая скорость эффективного вибротечения около стенки трубы всегда сонаправ- 
лена осевой скорости волны смещений стенки.

(ip Ip) ' — s - l ip I  =  (ip — 8- l Ip) 2 +  (1 +  (p2 — 1)s-2 ) I 2.

Cn,a =  ^  k 2lfk |2 (1/2 — 2 /(|k|n) +  O (a )) , a  щ  0;

Vn,a = E fc2|ffc|2 (5/2 — 4 /(|k |n) +  O (a )), a  щ  0;r= l

Wi a  = E k 2 fk  |2 (5/2 — 2 /( |k |n )+  O (a)) , a  Щ 0.r=l
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Теперь рассмотрим окрестность оси трубы

lim Уп,а(г) =  2
Г

lim
r^+0 r

r^+0

^  =  0, n > 2;

X
0<n|fc|^2

fc2|/fc|2 n = 1 ,2 ;

ш  I -  SIM2ш1,а\г=0 — 2/ ;2(a)’ w.n,a |r=o=0 =  0, П > 1.

Мы заключаем, что в длинноволновом пределе осевая скорость эффективного виброте
чения w^ а может быть отрицательной на оси трубы, если n =  2, 3. Следовательно, осевое 
вибротечение всегда сонаправлено волне смещений около стенки трубы, но может следо
вать в противоположном направлении около оси трубы. Отметим, что указанное явление 
заведомо невозможно, если n =  N  = 1 (напомним, что N  — степень многочлена f  ) или 
n > 3.

Рассмотрим длинноволновый предел для угловой скорости эффективного виброте
чения Гп,а ( r) =  r -1 г <П a = Cn,a +  r -1 vn,a . Если n > 3, то жидкость и волна смещений 
стенки вращаются в одном направлении. В противном случае вращения сонаправлены 
возле стенки трубы, а около оси трубы возможно встречное вращение. Если n =  1, то 
не исключено, что жидкость и волна смещений стенки вращаются в противоположных 
направлениях и возле стенки трубы, и это неизбежно, если n =  N  =  1, см. рис. 1.

На рис. 1 представлены профили угловой скорости эффективного вибротечения в 
зависимости от расстояния до оси трубы для f  (а) = cos (а). На правой панели отобра
жаются графики для различных азимутальных волновых чисел, в то время как длина 
волны фиксирована. На левой панели отображаются графики для волн различной дли
ны, в то время как азимутальное волновое число фиксировано. Стоит отметить, что 
существуют такие значения длины волны, что угловая скорость оказывается намного 
меньше у стенки трубы, чем у оси. Глядя на правую панель, можно увидеть, что удвое
ние азимутального волнового числа способно перенаправить вращение всех дрейфующих 
частиц. Дальнейшее увеличение волнового числа от удвоенного к утроенному снова из
меняет направление вращения, однако изменение происходит не везде, а только вблизи 
оси.

0,4-

0 ,2 -

-0,2-

-0,4-

1—1—I—1 J • —I—1—I—1—I—1—I—1—I—1—I—1—I
. .Д 2 - *  0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Р и с. 1. Слева — графики Г \,а(r) а = 1.13 (сплошная линия), а = 1.1 (точки), 
а = 0.99 (точки-тире) и а = 0.9 (пунктир). Справа — графики Гп1/2(r): 

n = 1 (пунктир), n = 2 (сплошная линия) и n = 3 (точки-тире).
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A b stra ct. The article presents the high-frequency asym ptotics of the Xavier Stokes system, which 
describes the m otion of a viscous incompressible fluid in the region bounded by a vibrating surface. The 
boundary conditions require the  coincidence of the velocity vectors of th e  m aterial particle of the  fluid and 
the  point of the boundary in which the particle is located. Consequently, the fluid is not allowed either to  slip 
along the  boundary (the no-slip condition) or to  penetrate through it. It is assumed th a t the m otion of the 
boundary surface is given and periodic in tim e, and th e  domain confined w ithin it stays a t rest on average but, 
generally speaking, can be changing its shape. The frequency of oscillations of the  boundary tends to  infinity, 
and the am plitude tends to  zero, bu t the  ratio  of the  am plitude to  the  Stokes’s layer thickness remains of the 
order of unity. The main result is the  explicit form of the equations and boundary conditions th a t determ ine 
the  mean flow in the  most general case, w ithout special assum ptions about the problem data. On th is basis, a 
num ber of specific flows have been investigated, in particular, a  flow in a circular pipe, caused by the normal 
vibration of its walls.
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A b stra ct. The Randic type additive connectivity matrix of the graph G of order n and size m is defined 
as RA(G) = (Rij), where Rij = л/di + ^/dj if the vertices Vi and Vj are adjacent, and Rij = 0 if Vi and Vj 
are not adjacent, where di and dj be the degrees of vertices vt and vj respectively. The purpose of this 
paper is to introduce and investigate the Randic type additive connectivity energy of a graph. In this 
paper, we obtain new inequalities involving the Randic type additive connectivity energy and presented 
upper and lower bounds for the Randic type additive connectivity energy of a graph. We also report results 
on Randic type additive connectivity energy of generalized complements of a graph.

K ey  words: Randic type additive connectivity energy, Randic type additive connectivity eigenvalues. 
M a th em a tica l S u b ject C lassification  (2010): 05C50.
For citation : Madhusudhan, К. V., Reddy, P. S. K. and Rajanna, K. R. Randic Type Additive 

Connectivity Energy of a Graph, Vladikavkaz Math. J., 2019, vol. 21, no. 2, pp. 18-26. DOI: 
10.23671/VNC.2019.2.32113.

1. Introduction

Let G be a simple, finite, undirected graph. The energy E(G) is defined as the sum of 
the absolute values of the eigenvalues of its adjacency matrix. Basically energy of graph is 
originated from chemistry. In For more details on energy of graphs (see (1, 2]).

In chemistry, we can represent the conjugated hvdrocarbos by a molecular graph. Each 
edge between the carbon-carbon atoms can be represented by an edge. Here we will neglect 
the hydrogen atoms. Now a days energy of graph attracting more and more researchers due 
its significant applications. The Randic type additive connectivity matrix RA(G) = (R ij)nxn 
is given bv

R A i . =  f v ^  +  \ / d j ,  V i ~ V j , 

ij |0 , otherwise.

The characteristic polynomial of RA(G) is denoted by ©rA(G, A) =  det(A1 — RA(G)). 
Since the Randic type additive connectivity matrix is real and symmetric, its eigenvalues are

© 2019 Madhusudhan, К. V., Reddy, P. S. K. and Rajanna, K. R.
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real numbers and we label them in non-increasing order Ai > A2 > ■ ■ ■ > An . The minimum 
dominating Randic energy is given by

n
RAE(G) =  £  |Ai |. (1)

i=1

D e f i n i t i o n  1 .1 .  The spectrum o f  a  graph G is the list of distinct eigenvalues A1 > A2 > 
■ ■ ■ > Ar , with their multiplicities m 1, m 2, . . . ,  mr , and we write it as

Spec(G) = ( Ai A2 ■■■ M  .ym 1 m 2 ■ ■ ■ m rJ

In [3,4], the authors defined the minimum covering Randic energy of a graph and minimum 
dominating Randic energy of a graph and presented the upper and lower bounds on these 
new energies.

This paper is organized as follows. In the Section 3, we get some basic properties of 
Randic type additive connectivity energy of a graph. In the Section 4, Randic type additive 
connectivity energy of some standard graphs are obtained.

2. Som e basic properties o f R andic type  
additive connectiv ity  energy o f a graph

Let us define the number K  as

K  = Y , ( V d t + s/d j f .

Then we have

Proposition  2.1. The hrst three coefficients o f the polynomial 0Ra(G , A) are as follows:
(i) ao =  1,
(ii) a1 =  0, 

a2 =  - K
< (i) By the definition of Ф да(G, A) =  det[A1 — RA(G)], we get a0 =  1.
(ii) The sum of determinants of all 1 x 1 principe submatrices of RA(G) is equal to the 

trace of RA(G) implying that

a 1 =  (—1)1 x the trace of RA(G) =  0.

(iii) By the definition, we have

( —1) a2 =  ^ ^  a j  =  ^ ^  aiiajj  — aj iaij =  ^ ^  aiiajj  — ^ ^  ajiaij =  — K  >

Proposition  2.2. I f  A1, A2, . . . ,  An are the Randic type additive connectivity eigenvalues 
o f RA(G), then

X > 2 =  2K.
i=1
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< It follows as
n n n n

E l  Ai =  E l  E l  aij aji =  2 E l (aij) +  Ŝ / (aii) =  2 E l (aij ) =  2P  ^
i=l i=l j= l i<j i=l i<j

Using this result, we now obtain lower and upper bounds for the Randic type additive 
connectivity energy of a graph:

Theorem  2.1. Let G be a graph with n vertices. Then

RA(G ) < V 2nK .

< Let A^ A2, . . . ,  An be the eigenvalues of RA(G). By the Cauchy-Schwartz inequality we 
have

/ n  \ 2 / n \  /  n \
2 2

Е ал < E an E bai
\ i= l /  \i= l /  \ i= l /

ai =  1 bi = | Ai |

(n \  2 (  n \  (  n \

V AA ) « ( s  v t e |x|2)
implying that

[RAE]2 < n  • 2K

and hence we get ____
[RAE\ <  V 2nZ

as an upper bound. >
T h eo re m  2.2. Let G be a graph with n vertices. I f  R =  det RA(G), then

RAE{G) > ^ 2 K  + n ( n - l ) R i .

< By definition, we have

(n \  2 n n (  n \
E |  Ai | =  E  | Ai | E  | Aj |=  E  | Ai П  +  E  | Ai || Aj | .

i=l /  i=l j= l \i= l J i=j

Using arithmetic-geometric mean inequality, we have

t n ( n - l )

E I i i л '̂ I ^  П I A  II Ai  In(n  — 1) .= . =.i=j i=j

Therefore,
i

n  / \

2
[RA(G)]2 ^  E  | Ai |2 + n(n  — 1) ( П  | Ai || Aj |

i=l \i= j
n(n —1)

ï  J 2  | Ai |2 + n (n  — 1 ) ( П  | Ai |2(n-l) '
i=l \i= l J
n

=  E  I ^ г I2 + n(n  — 1 )Д " =  2 E  +  n(n  — 1)P
i=l

1

1
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Thus,

RAE{G) > ^ 2 K  + n ( n -  l)R n .  >

Let An and A1 are the minimum and maximum values of all Ai s. Then the following results 
can easily be proven by means of the above results:

T h eo rem  2.3. For a graph G of order n,

RA E(G ) > y  2 K n  -  y  (Ai -  Ara)2. 

G n

2 v7Ai Ап л/2К п
RAE(G) ^

(A 1 +  An)2

T h eo rem  2.5. Let G be a graph of order n. Let A1 ^  A2 ^  A3 ^  . . .  ^  An be the 
eigenvalues in increasing order. Then

ч т о  »  |A; r > t ] K .|A1| +  |An|

3. R an d ic  ty p e  a d d itiv e  co n n ec tiv ity  en erg y  o f Som e S ta n d a rd  G rap h s

K n
R E D{Kn) =  4(n —l ) i .

< Let K n be the complete graph with vertex set V  =  {v1, v2, . . . ,  vn }. The Randic type 
additive connectivity matrix is

RA(Kn) =

' 1____  2v/n TrT 2y/ra ^ T
2 л/та — 1 0 2 л/та — 1
2 л/та — 1 2 л/та — 1 0

2  л /т а  —  1 2  л / и  —  1

2  л /т а  —  1 2  л /та  —  1 

2  л /т а  —  1 2  л /та  —  1

2  л /т а  —  1 2  л /т а  —  1

2  л /т а  —  1 2  л /т а  —  1

2 л / п ^ Т  0__
2  л /т а  —  1 2  л /т а  —  1

2у/та^Т
0

Hence, the characteristic equation is

(A +  2л/та -  l ) n 1( A - 2 ( n - l ) f )  = 0

and the spectrum is

specg(A ;,) = ( ' 2<n ; 1)i  - 2 '/ s f T ) .V 1 n — 1 /

Therefore, we get R A E (K n) =  4(та — l ) 2 • >
T h eo rem  3.2. The Randic type additive connectivity energy o f star graph K 1>n-1 is

R A E (K y n-{) = 2 [л/та -  1 +  (та -  1)].
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< Let K 1,n-1 be the star graph with vertex set V  = (v0 , v1, . . . , vn -1}. Here v0 be the 
center. Randic type additive connectivity matrix is

RA (K W ) =

1 y /n ~  1 +  1 y / n -  1 +  1 . . y/n -  1 +  1 y/n -  1 +  1
y/n — 1 +  1 0 0 . . 0 0
y /n ~  1 +  1 0 0 . . 0 0

y /n ~  1 +  1 0 0 . . 0 0
_y/n - 1  +  1 0 0 . . 0 0

The characteristic equation is

\n~2(\ + y/n — 1 + (n — 1)) (Л — [y/n — 1 + (n — 1))) = 0 

and the spectrum would be

y/n — 1 + (n — 1) 0 — y/n — 1 + (n — 1)
Specg (K i,n-i) = n — 2

Therefore, R A E (K i>n- i )  = 2[y/n — 1 +  (n — 1)]. >
T heorem  3.3. The Randic type additive connectivity energy o f Crown graph SП is

R A E (S l)  =  8 ( n - l ) § .

< Let Sn be a crown graph of order 2n with vertex set (u 1,u 2, ••• ,u n ,v 1,v 2, ••• ,vn}. 
The Randic type additive connectivity matrix is

R A E  (Sn ) =

0 0 . . 0 0 2y/n
0 0 . . 0 2 y/n -  1 0

• 
0 0 . . 0 2 y/n -  1 ..

• • 
0

0 . . 0 2Vn -  1 . .

0 2 y/n -  1 . . 2 y/n -  1 1 0
2 y/n -  1 0 . . 2 y/n -  1 0 0

2y/n — 1 2y/n — 1 . . 2 y/n -  1 0 0
2y/n — 1 2л/и — 1 • . 0 0 0

2 y/n -  1
2 y/n -  1

2 y / n - l 2 y/n -  1

2 y / n - l

• • 
О

0

• 
О

• • 
О

1

О

Hence, the characteristic equation is

(A +  2л/п — l ) n 1 (A — 2л/п — l ) n 1 ^A — 2(n — 1)2 j  ^A +  2(n — 1)2 ) = 0  

and spectrum is

SpecM(SS)= ( 2(n_1)l 2̂ T -ZVnWl
\  1 1 n — 1 n — 1

Therefore, RAE(S®) = 8(n — 1 ) 2 . >

1
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T h eo rem  3.4. The Randic type additive connectivity energy o f complete bipartite graph 
K n,no f order 2n with vertex set {u l ,u 2, • • • , un , v l ,v 2, • • • , vn } is

R A E (K m ,n) = 2 (y/rrfn)(y/rn +  y/n).

< Let K m,n be the complete bipartite graph of order 2n with vertex set 
{ul ,u 2, • • • , un , vl , v2, ••• ,vn }. The Randic type additive connectivity matrix is

R D (K m ,n) =

1

о 0 0 . ■ y/ffi +  y/n y/fn + y/fn +  v7̂
0 0 0 . ■ y/ffi +  y/fi y/ffi +  л/п y/ffi +  л/п
0 0 0 . ■ y/ffi +  y/n V7̂  +  y/n V7̂  +  y/n

• 
о

• 
О

• 
О ■ y/ffi +  y/fi y/ffi +  л/п y/ffi +  л/п

• • 
+

+  x/n y/fn +  y/fi . . 0

• • 
О

• • 
О

y/fn +  y/fi . . 0 0 0

1 + 4! +  V n y/fn +  y/n . 0 0 1

О

Hence, the characteristic equation is

Ara-2[A -  (y/rffn)(y/rn +  \/n)][X +  (y/fffn)(y/rn +  y/n)} = 0.

Hence, spectrum is

' —  _  0
m +  n — 2

Therefore, R A E (K m>n) = 2(y/m n)(y/fn  +  y/n). \>
T h eo rem  3.5. The Randic type additive connectivity energy o f Cocktail party graph

4 n — 6

SpecRA (K m,n) —
( y f f r m ) { y f m  +  y / n )  

1
—( y / r r m ) ( y / m  +  y /n ) \  

1

K nx2 is

R A E (K nx  2) — n 1

< Let Knx2 be a Cocktail party graph of order 2 n with vertex set 
{ul , u2, . . . ,  un , vl , v2, . . . ,  vn }. The Randic type additive connectivity matrix is

RA(K,nx 2)

0 2 л/2n  -  2 2 л/2n  -  2
2y /2n -  2 0 2y/2n  -  2
2л/2n  -  2 2y/2n  -  2 0
2y /2n -  2 2л/2n  -  2 2л/2п -  2

0 2y /2n -  2 2y/2n  -  2
2л/2n  -  2 0 2y/2n  -  2
2л/2n  -  2 2y /2n -  2 0
2y /2n -  2 2л/2n  -  2 2л/2п -  2

Hence, the characteristic equation is

A™ (A +  4л /2п  — 2 ) ra_1(A

and the spectrum is

SpecRA (Knx2) —

Therefore, R A E (K nx2) =  8 (n  — 1 )л /2 п  — 2. >

2n

0 2 л/2 n -  2 2 л/2 n -  2 2 л/2 n -  2
2 л/2 n -  2 0 2 л/2 n -  2 2y/2n -  2
2у/2n -  2 2 л/2 n -  2 0 2y/2n -  2
2у/2n -  2 2у/2n -  2 2 л/2 n -  2 0

0 2 л/2 n -  2 2 л/2 n -  2 2y/2n -  2
2 л/2 n -  2 0 2y/2n -  2 2 л/2 n -  2
2у/2n -  2 2 л/2 n -  2 0 2y/2n -  2
2у/2n -  2 2у/2n -  2 2y/2n -  2 0

, -  1) л/2 n — 2) — 0

- 2  0 —■4^2n -  2 \
n n 1 r
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4. R an d ic  ty p e  a d d itiv e  co n n ec tiv ity  en ergy  o f com plem en ts

D e f i n i t i o n  4.1 [5]. Let G be a graph and Pk = {Li, V2 , . . . ,  14} be a partition of its 
vertex set V. Then the fc-complement of G is denoted by (G)fc and obtained as follows: For 
all V and Vj hi Pk) i = j ,  remove the edges between Vi and Vj and add the edges between 
the vertices of Vi and Vj which аде not in G.

D e f i n i t i o n  4.2 [5]. Let G be a graph and Pk = {Vi, V2, ■ ■ ■, Lfc} be a partition of its 
vertex set V. Then the fc(i)-complement of G is denoted by (G)k^  and obtained as follows: 
For each set Vi in P k, remove the edges of G joining the vertices within Vr and add the edges 
of G (complement of G) joining the vertices of Vr .

Here we investigate the relation between some special graph classes and their complements 
in terms of the Randic type additive connectivity energy.

T h eo rem  4.1. The Randic type additive connectivity energy of the complement K n 
of the complete graph K n is

r a e Çk ô ) = 0.

< Let Kn be the complete graph with vertex set V =  [ v i,v 2, . . .  ,vn }. The Randic type
Kn

R A (K n) =

0 0 0 . . 0 0
0 0 0 . . 0 0

• 
0

• 
0

• 
0

• 
0

• 
0

• • 
0

• • 
0

0 . . 0

• • 
0

0 0 0 . . 0

0

Characteristic polynomial is

R A (K n) =

A 0 0 . . 0 0
0 A 0 . . 0 0

• 
0 0 A . . 0 0

• • 
0

0 0 .

••

0
0 0 0 . . 0 A

Clearly, the characteristic equation is An =  0 implying

R A E (K n) =  0. О

T h eo re m  4.2. The Randic type additive connectivity energy of the complement Knx2 
of the cocktail party graph K nx2 of order 2n is

R A E  (Knx 2 ) =  4n.

< Let Knx2 be the cocktail party graph of order 2n having the vertex set 
{ u i,u 2, ■ ■ ■ ,u n ,v  1 , v2, ■ ■ ■ , vn }. The corresponding Randic type additive connectivity matrix
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is

Characteristic polynomial is

RA{K,nx 2) —

0 0 0 0 . . 2 0 0 0
0 0 0 0 . . 0 2 0 0
0 0 0 0 . . 0 0 2 0
0 0 0 0 . . 0 0 0 2

x2) —
2 0 0 0 . . 0 0 0 0
0 2 0 0 . . 0 0 0 0
0 0 2 0 . . 0 0 0 0
0 0 0 2 . . 0 0 0 0

A 0 0 0 . . - 2 0 0 0
0 A 0 0 . . 0 - 2 0 0
0 0 A 0 . . 0 0 2 0

• 
0 0 0 A . . 0 0 0 - 2

- 2 0 0 0 . . A 0 0 0
0 2 0 0 . . 0 A 0 0
0 0 - 2 0 . . 0 0 A 0
0 0 0 - 2  . . 0 0 0 A

and the characteristic equation becomes

(A +  2)n (A -  2)n — 0 

implying that the spectrum would be

SpecRA (K nx2) =
2 - 2
n n

Therefore,
R A E (K nx2) =  An. \>
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по энергии аддитивной связности типа Рандика обобщенных дополнений графа.
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О ДИСТАНЦИОННО РЕГУЛЯРНОМ ГРАФЕ 
С МАССИВОМ ПЕРЕСЕЧЕНИЙ {35, 28, 6; 1, 2, 30}#

А. А. М ахнев1,2, А. А. Токбаева3
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Россия, 360004, Нальчик, ул. Чернышевского, 173 
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А ннотация. Доказано, что для дистанционно регулярного графа Г диаметра 3 с собствен
ным значением в2 = — 1 дополнительный граф для Г3 является псевдогеометрическим для
pGC3 (k,b1 /c2). Ванг и Кулен изучали дистанционно регулярные графы с массивами пересечений 
(t + 1)s, ts, (s + 1 — g ); 1, 2, (t + 1)g. При t = 4, s = 7, g = 6 получим массив 35, 28, 6; 1, 2, 30. Ди
станционно регулярный граф Г с массивом пересечений {35, 28, 6; 1, 2, 30} имеет спектр 351, 9168, 
— I182, — 5273, v = 1 + 35 + 490 + 98 = 624 вершин, и Гз является псевдогеометрическим графом для 
pG3о(35,14) Ввиду границы Дельсарта порядок клики в Г не больше 8. Доказано, что либо окрест- 

Г
вершины в Г те содержит 7-клик и является связным графом. Изучено строение группы G авто
морфизмов графа Г с массивом пересечений {35, 28, 6; 1, 2, 30}. В частности, n(G) Ç {2, 3, 5, 7,13} и

Г

К л ю чевы е слова: дистанционно регулярный граф, клика Дельсарта, геометрический граф. 
M a th em a tica l S u b ject C lassification  (2010): 20D45.
О бр азец  цитирования: Махнев А. А., Токбаева А. А. О дистанционно регулярном графе с мас- 

{35, 28, 6; 1, 2, 30}
10.23671/VNC.2019.2.32115.

1. Введение

Мы рассматриваем неориентированные графв1 без петелв и кратнвгх ребер. Ес
ли a , b — вершины графа Г  то через d(a, b) обозначается расстояние между a и b, а через 
Ej(a) — подграф графа Г , индуцированный множеством вершин, которые находятся на 
расстоянии i в Г от вершины a. Подграф Гi (a) называется окрестностью вершины a и 
обозначается через [a].

Если вершинв1 u , w находятся та расстоянии i в Г  то чер ез bi(u,w) (через 
Oi(u,w)) обозначим число вершин в пересечении ri+i(u) (в пересечении r ^ ^ u))

# Работа выполнена при поддержке соглашения между Министерством образования и науки Россий
ской Федерации и Уральским федеральным университетом от 27.08.2013, № 02.А03.21.0006.

© 2019 Махнев А. А., Токбаева А. А.
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с [w]. Граф диаметра d называется дистанционно регулярным с массивом пересечений 
{b0, . . . ,  bd- l ; cl , . . . ,  Cd}, если значения bi(u, w) и Ci(u, w) те зависят от выбора вершин u, 
w на расстоянии г (см. [1]). Положим ai — k — bi — Ci и ki — |Г (u)| (значение ki не зависит 
от BBiôopa вершинв1 u). Пуст в Г — граф диам етра d  2 d  г d  d. Тогда гр аф r i  имеет то 
же множество вершин, что и Г, и вершины u, w смежны в r i  тогда и толвко тогда, когда 
расстояние между ними в Г равно г.

k
собственное значение —m, не больше 1 +  k /m .  Клика K  с 1 +  k /m  вершинами называется 
кликой Дельсарта. Дистанционно регулярный граф называется геометрическим, если 
он содержит такое семейство S клик Дельсарта, что каждое ребро графа содержится 
в единственной клике из S.

Система инцидентности, состоящая из точек и прямых, называется частичным, про
странством прямых, если любые две точки лежат не более чем на одной прямой.

Система инцидентности, состоящая из точек и прямых, называется а  частичной гео
метрией порядка, (s, t), если каждая прямая содержит s +  1 точку, каждая точка лежит 
на t + 1  прямой (прямые пересекаются не более, чем в одной точке) и для любой точки а, 
не лежащей на прямой L, найдется точно а  прямых, проходящих через а и пересекающих 
L (обозначение pGa (s,t)).

Точечным, графом, геометрии точек и прямых называется граф, вершинами которо
го являются точки геометрии, и две различные вершины смежны, если они лежат на 
общей прямой. Легко понять, что точечный граф частичной геометрии pGa (s,t)  силь
но регулярен с параметрами: v — (s +  1)(1 +  s t/а ) , k — s(t +  1), Л — (s — 1) +  (а  — 1)t, 
ц  — a ( t+1). Сильно регулярный граф, имеющий вышеуказанные параметры, называется 
псевдогеометрическим графом, для pGa (s,t).

Пусть Г — дистанционно регулярны й граф с C2 — 2, А — окрестность вер шины а в Г. 
Тогда любые две несмежные вершины из А имеют в А не более одного общего соседа, 
поэтому любое ребро из А лежит в единственной максимальной клике из А и А — граф 
коллинеарности частичного пространства прямых, имеющий обхват по крайней мере 5. 
Далее, А — регулярный граф степени al на k вершинах. Броувер и Ноймайер (2; тео
рема 1.1] получили следующее утверждение.

П редлож ение 1.1. Связное частичное пространство прямых обхвата по крайней 
мере 5, имеющего более чем одну прямую, в котором каждая точка имеет Л соседей, 
содержит k Д Л(Л +  3)/2 точек. Равенство выполняется толвко в случае k — 5, Л — 2.

Дистанционно регулярный граф Г с массивом пересечений {35, 28, 6; 1, 2, 30} имеет 
спектр 351, 9168, —I 182, —5273, v = 1 +  35 +  490 +  98 =  624 вершин, и Гз является псевдо
геометрическим графом для pGзо(35,14) Ввиду границы Дельсарта порядок клики в Г 
не больше 8.

Г
сивом персечений {35, 28, 6;1, 2, 30}. В [3] изучается класс графов G (s ,t,d )  с массивом 
пересечений {(t + 1 )s, ts, (t — 1)(s +  1 — ф); 1, 2, (t + 1)ф} (наш массив получается при t — 4, 
s — 7, ф — 6).

2. Доказательство теоремы 2.1

Г
{35, 28, 6; 1, 2, 30} Г

Г 7
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В этом параграфе предполагается, что дистанционно регулярный граф Г имеет мас
сив пересечений {35, 28, 6; 1, 2, 30} и окрестность вершины a в графе Г не является объ
единением пяти изолированных 7-клик. Так как ai = 6  С2 =  2, то Д  =  [a] является 
регулярным графом степени 6 на 35 вершинах. Максимальную клику C из Д  с |C | =  i 
назовем i-прямой. Фиксируем вершину b € Д  и пусть число i-прямых, проходящих че
рез b, равно Xi.

b
(1) х2 =  4, х3 = 1 |Д2(Ь)| = 28;
(2) х2 =  3, х4 = 1 |Д2(Ь)| = 24;
(3) х2 =  2, х3 = 2 |Д2(Ь)| = 26;
(4) х2 =  2, х5 = 1 |Д2(Ь)| = 18;
(5) х2 =  1, х3 =  х4 = 1 я  |Д 2(Ь)| =  22
(6) х2 =  1, х6 = 1 |Д2(Ь)| == 10;
(7) х2 =  0, х3 = 3 |Д2(Ь)| = 24;
(8) х2 =  0, х3 =  х5 = 1 и  |Д 2(Ь)| =  16
(9) х2 = 0 х4 = 2 |Д2(Ь)| = 18
(10) X2 =  0  X7 =  1 я |Д 2 (Ь) | = 0 .

<  Е сл и  X2 =  6, то  |Д 2(Ь) | =  30, п роти вореч и е .
Е сли  х 2 =  4, то  х 3 =  1 и |Д 2(Ь) | =  28.
Е сли  х 2 =  3, то  х 4 =  1 и |Д 2(Ь) | =  24.
Е сли  х 2 =  2, то  либо х 3 =  2 и |Д 2(Ь) | =  26, либо х 5 =  1 и |Д 2(Ь) | =  20.
Е сли  х 2 =  1, то  либо х 3 =  х 4 =  1 и |Д 2(Ь) | =  22, ли бо  х 6 =  1 и |Д 2(b) | =  10.
Е сли  х 2 =  0  то  либо  х 3 =  3 и |Д 2(Ь) | =  24, либо х 3 =  х 5 =  1 и |Д 2(b) | =  16, либо 

х 4 =  2 и |Д 2(b) | =  18 либо х 7 =  1 и |Д 2(Ь) | = 0  >

Л е м м а  2.2. Пусть y i — число вершин, лежащих на (i )-npHMbix из Д , i €  {1, 2, . . .  , 10}, 
Zj — число j -прямых в Д, j  €  {2, 3 , . . . ,  6} . Тогда выполняются следующие утверждения:

(1) У1 +  У2 +  . . .  +  У10 =  35,-
(2) Z6 =  Уб/6 и Z5 =  (У4 +  Ув) / 5;
(3) Z4 =  (У2 +  У5 +  2Уо)/ 4 и Z3 =  (У1 +  2У3 +  У5 +  3У7) / 3;
(4) Z2 =  (4У1 +  2У3 +  2У4 +  У5 +  Уб) / 2.

<  В се у т в е р ж д е н и я  л ем м ы  сл ед у ю т и з л ем м ы  2.1. >

У6 У5
У2

Л е м м а  2.3. Пусть К  является кликой в Д  и  |К | =  i . Тогда выполняются следующие 
у  тв ерждения:

(1) i =  6 , Д 6 К
коклику;

(2) i =  5 , Д 5 К ,
из разных пар не смежны.

<  П усть  i =  6. Т огда  Д со д ер ж и т  6 верш и н , см еж н ы х  с в ер ш и н ам и  и з К .  Е сл и  д ве
Д

i =  5 Д  5 К
Д

речи е. >

У10 =  0
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< Допустим, что b лежит та 7-прямой K . Ввиду предложения 1.1 граф А 0 =  А — K  
связен, поэтому yio =  7. Далее, для любой вершины с € А 0 имеем |А 2(с) | ф 2 1 , поэтому 
y 1 =  У2 =  Уз =  0 и У5 =  У7 =  0. По лемме 2.2 пол учим y4 +  ye +  ys +  yg =  28, ze =  y е /6 , 
Z5 =  (y4 +  ys)/5, z3 =  0  z4 =  yg/2 и z2 =  (2y4 +  ye)/2.

Если А 0 содержит максимальную 5-клику L, то ввиду леммы 2.1 и равенства 23 =  0 
подграф А 0 содержит 5 пар вершин, смежных с вершинами из L, индуцирующими

А 0 y4 =  ys =  0
А 0

ными вершинами типа ye и yg. >
Из лемм 2.1-2.4 следует теорема 2.1.

Г
{35, 28, 6 ; 1, 2, 30} Г

либо окрестноств любой вершины является вполне регулярным графом с параметрами 
(35, 6 ,1,1).

< Пуст в G =  A ut(r) и a — вершина гр афа Г. Тогд a Ga действует транзита вно на [a].
Пуств А =  [a] не является объединением изолированных 7-клик и yi — число вершин

(i) А yi =  35 i
По лемме 2.2 имеем ze =  ye/ 6  25 =  (y4 +  ys)/5, Z4 =  (y2 +  y5 +  2yg)/4, 23 =  (yi + 2y3 +  

y5 +  3y7)/3  и Z2 =  (4yi +  2y3 +  2y4 +  y5 +  ye)/2.
Если i =  1, to  z4 =  z5 =  ze =  0 и z3 =  35/3, противоречие.
Если i =  2, то z5 =  ze =  0 и z4 =  35/4, противоречие.
Если i =  3, то z4 =  z5 =  ze =  0 и z3 =  70/3, противоречие.
Если i =  4, то z3 =  z4 =  ze =  0  z5 =  7 и z2 =  35 В этом случае имеем разбиение А

семью 5-кликами. Пусть K  является 5-кликой из А. Тогда вершины из K  имеют 10 
соседей вне K . Две из этих 10 вершин попадают в 5-клику K ;, противоречие с тем, что 
K  U K 1 содержит четырехугольник, противоречие.

Если i =  5, то z5 =  ze =  0 и z4 =  35/4, противоречие.
Если i =  6 , то ze =  35/6, противоречие.
Если i =  7, то z3 =  35 и zi =  0 для i =  3. В этом случае А является вполне регулярным 

графом с параметрами (35,6,1,1).
i =  8 z2 =  z3 =  z4 =  ze =  0 z5 =  7 А

5-кликами, противоречие как и выше.
Если i =  9, то z4 =  70/4, противоречие. >

{35, 28, 6 ; 1, 2, 30}

Г
нений {35, 28, 6 ; 1, 2 , 30} G =  A ut(r), g — элемент простого порядка p из G и  Q =  Fix(g). 
Тогда n(G) С {2 , 3, 5, 7,13} и  выполняется одно из следующих утверждений:

(1 ) q  _  Пустой граф, либо p =  2, a 3(g) =  40s +  24 и  a i (g) =  8s — 4 +  28t, либо 
p =  3, a 3(g) =  601 +  24 и  a i (g) =  42t +  121 +  24, либо p =  13, a 3(g) =  260s +  104 и  
0 4(g) =  52s +  26 +  182t;

(2) Q является n -кликой, либо p =  7, n =  1 ,8 , a 3(g) =  1401 +  104 — 6n, a i (g) =  
98t +  40 — 5n, либо p =  2, n € {2, 4, 6 }, a 3(g) =  104 +  40s — 6n и  a i (g) =  8s +  40 — 5n +  28t;

(3) Q является m -кокликой, m > 1, вершины из Q находятся на расстоянии 3 в Г и  
либо p =  5, m € {4, 9,14}, a 3(g) =  —6m +  100s +  44 и a i (g) =  —5m +  20s +  70t, либо p =  7, 
m € {8,15}, a 3(g) =  —6m +  140s — 36 и a i (g) =  —5m +  28s +  98t +  12;
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(4) Q содержит ребро и  является объединением по крайней мере двух  изолированнъзх 
клик , p = 2 и  |Q| ф 18;

(5) Q содержит геодезический 2-путв и  p ф 5.
Г

графом с массивом пересечений {35, 28, 6 ; 1, 2 , 30} и G =  A ut(r).
Л емма ЗЛ . Граф  Г 3 является сильно регулярным с параметрами (624, 98, 22,14) и  Г 

имеет следующие ненулевые числа пересечений:
(1) Рп  =  6 , p 1̂ =  28, Р12 =  378, p13 =  84, p ^  =  14;
(2) p21 =  2, p22 =  27, p23 =  6, p22 =  384, p23 =  78, р23 =  14;
(3) p 312 =  30, p 232 =  390, p 133 =  5, p 323 =  70 p333 =  22.
< Напомним, что для вершин u, w, находящихся на расстоянии I, через p j  обозна

чается число вершин z с  d(u, z) =  i n  d(z,w) =  j .  Заметим, что p12 =  a2, p33 =  a3. 
По лемме 4.1.7 из fl] получим

p 1i- 1  =  Ciki/k , p 1i =  aiki/k, p 1i+ 1 =  biki/k,
pii-22 =  Ci-1Ci/g, pi+12 =  b i-1b i /^  p2- 1i+ 1 =  kiCibi/(kb1 ),
p i- 1 =  b i-1 (ai +  ai- 1  -  a ^ /^ ,  pi+ 1 =  Ci+1(ai +  ai+1 -  a ^ /^ .

a 1 =  6 a 2 =  29 a 3 =  5 k1 =  35 k2 =  490 k3 =  98
p1 1 =  b1 =  28 и p12 =  C3k3/k =  84.

Аналогично p11 =  a 1 = 6  p22 =  a2k2/k  =  378 и p ^  =  a3k3/k  =  14.
Далее, p12 =  C3 =  30  p23 =  b2 =  6  p22 =  p32(a2 +  a3 -  a ^ / g  =  390 и p ^  =  b2(a3 +  a2 -  

a 1) /^  =  78 Поэтому p33 =  20 -  p23 -  p132 =  14.
Снова по лемме 4.1.7 из fl] получим p22 =  (p21b1 +  p22(a2 -  a 1)+  p23c3 - p22b0)/ ^  =  384, 

p 323 =  70 p 333 =  22
Теперв граф Г3 является сильно регулярным с параметрами (624, 98, 22,14) >
Доказательство теоремы 3.1 опирается на метод Хигмена работы с автоморфизмами 

дистанционно регулярного графа, представленный в третьей главе монографии Каме
рона [4]. При этом графу Г диаметра d на n  вершинах отвечает симметричная схема 
отношений (X, R ) с d классами, где X  — множество вершин графа, Ro — отношение ра
венства на X , и для i ф 1 класс Ri состоит из пар (u, w) таких, что d(u, w) =  i. Для u € Г 
положим ki =  |Гi(u)|. Классу Ri отвечает граф Г  на множестве вершин X , в котором 
вершины u, w смежны, если (u, w) € Ri. Пусть Ai — матрица смежности графа Г  для 
i > 0 и  Ao =  I  — единичная матрица. Тогда AiAj =  ^  p j  Ai для чисел пересе чений p j .

Пусть Pi — матрица, в которой на месте (j, l) стойт p j .  Тогда собственные значения 
k =  p 1(0) , . . .  ,p 1 (d) матрицы P 1 являются собственными значениями графа Г кратностей 
m0 =  1 , . . . ,  Матрицы P  и Q, v которых на месте (i, j)  стоят pj(i) и qj(i) =  m jpi ( j ) /n i 
соответственно, называются первой и второй матрицей собственных значений схемы и 
связаны равенством P Q  =  Q P  =  |X |/, где I  — единичная матрица порядка d +  1. Пусть 
u j wj P 1
значению p 1 (j) и имеющие первую координату 1. Тогда wj являются столбцами матри
цы P  и m juj являются строками матрицы Q [4, теорема 17.12].

Подстановочное представление группы G =  АиДГ) на вершинах графа Г обычным 
образом дает матричное представление ф группы G в GL(v, C). Пространство C v яв
ляется ортогональной прямой суммой собственных подпространств Wo, . . . ,  Wd матрицы 
смежности A1 графа Г  Для любого g € G матрица )(g )  перестановочна с A 1 , поэто
му подпространство Wi является ф^)-инвариантным. Пусть х  — характер представ
ления ф щ . Тогда [4, §3.7] для g € G получим x i (g) =  v - 1  j = 0 Q ij® j(g) гДе ®j(g) — 
число точек х из X  таких, что d ^ ^ 5) =  j .  Заметим, что значения характеров являются
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целыми алгебраическими числами, и если правая часть выражения для Xi (g) — число 
рациональное, то Xi (g) _  целое число.

Л е м м а  3.2. Нуств g € G, Xl — характер проекции представления ф на под
пространство размерности 168, X2 — характер проекции представления ф на под
пространство размерности 182. Тогда Xl (g) — (19a0(g) +  5 a l (g) — a 3(g) — 96)/70, 
X2(g) — (6a0(g) +  a 3(g) — 104)/20, и  числа Xl (g) — 168 X2(g) — 182 делятся на p, ec- 

g p
< Имеем

1

168

Q —
182

1
216
Y T

26

1
-4 8
~35~
-2 6
~5~

1
72

273 -3 9  —
39
Y

7

26

—117 
7 )

Поэтому Xl(g) — (245а0(g) +  63al (g) — 2a2(g) — 15а3(g))/910. Подставляя
a 2(g) — 624 — ao(g) — a l  (g) — a3(g), получи м Xl(g) — (19ао (g) +  5al (g) — аз (g) — 96)/70.

Аналогично, x2(g) — (35a0(g)—a l (g)—a 2(g )+ 5 a3(g))/120. Подставляя a l (g )+ a 2(g) — 
624 — a 0(g) — a 3(g), получим x 2(g) — (6a0(g) +  a 3(g) — 104)/20.

Последнее утверждение следует из [5, лемма 2]. >
Выберем вершину a € Г и положим ki — |Д (а)|. Тогдa k2 — 490 и k3 — 98. 

Пусть g — элемент простого порядка p из G и Q — Fix(g). По [6, теорема 3.2] имеем 
|Q| d  624 • 22/84 — 163.

Л е м м а  3.3. Выполняются следующие утверждения:
(1) если Q — пустой граф, то либо p — 2, a 3(g) — 40s +  24 и  a l (g) — 8s — 4 +  28t, 

либо p — 3, a 3(g) — 601 +  24 и  a l (g) — 42t +  121 +  24 либо p — 13 a 3(g) — 260s +  104 и 
a l  (g) — 52s +  26 +  182t;

(2) если Q является n -кликой, то либо p — 7  n — 1, 8  a 3(g) — 1401 +  104 — 6n, a l (g) — 
98t +  40 — 5n, либо p — 2, n  € {2, 4, 6}  a 3(g) — 104 +  40s — 6n и  a l (g) — 8s +  40 — 5n +  28t;

(3) если Q является m -кокликой, m > 1, то p — 5  m € {4, 9 ,14} a 3(g) — —6m +  
100s +  44 и  a l (g) — —5m +  20s +  70t или  p — 7  m € {8,15} a 3(g) — —6m +  140s — 36 и 
a l  (g) — —5m +  28s +  98t +  12;

(4) Q p — 2
|Q| d  18

< Пусть Q — пустой граф. Так как v — 16 • 39, то p равно 2, 3 или 13.
В случае p — 2 число X2(g) — (a 3(g) — 104)/20 четно и a 3(g) — 40s +  24. Далее, число 

Xl(g) — (a l (g) — 8s — 24)/14 четно, поэт ому a l (g) — 8s — 4 +  28t.
В случае p — 3 числ о X2(g) — (a 3(g) — 104)/20 сравнимо с 2 по модулю 3 и 

a 3(g) — 601 +  24. Далее, Xl (g) — (5al (g) — (601 +  24) — 96)/70 — ( a l (g) — 121 — 24)/14, 
поэтому a l (g) — 42t +  121 +  24.

В случае p — 13 числ о x 2(g) — (a 3(g) — 104)/20 делится на 13 и a 3 (g) — 260s +  104. 
Далее, число Xl(g) — (a l (g) — 52s — 40)/14 сравнимо с —1 по модулю 13, поэтому 
a l (g) — 52s +  26 +  182t.

Пусть Q является n-кликой. Если n — 1, то p делит 35 и 98, поэтому p — 7. Если n > 1, 
то для двух вершин a, b € Q элемент g действует без неподвижных точек на [а] П [b] — Q 
и на [а] — bY. Отсюдa p делит 8 — n и 28  поэтому либо p — 7 и n — 8  либо p — 2 и 
n € {2, 4, 6, 8}.
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Если p =  7, то X2(g) =  (6n +  a 3(g) — 104)/20 и а 3(g) =  1401 +  104 — 6n, число 
Xi (g) =  (19n +  5 a i (g) — (1401 +  104 — 6n) — 96)/70 =  ( a i (g) — 40 +  5n)/14 делится на 7, 
поэтому ад (g) =  98t +  40 — 5n.

Если p =  2, то число x 2(g) =  (6n +  a 3(g) — 104)/20 четно, и a 3(g) =  104 +  40s — 6n, 
число x i (g) =  (19n +  5 a i (g) — (104 +  40s — 6n) — 96)/70 =  (5n +  a i (g) — 8s — 40)/14 четно, 
поэтому a i (g) =  8s +  40 — 5n +  28t.

Пусть Q является m-кокликой, m > 1. Если две вершины a, b € Q находятся на 
расстоянии 2, то g действует без неподвижных точек на [a] П [b] и на [a], поэтому p делит 
2 и 35, противоречие. Значит, любые две вершины из Q находятся на расстоянии 3, и p 

99 — m p € {5, 7} Г 3
В случае p =  5 имеем m € {4, 9,14}. Число x 2(g) =  (6m +  a 3(g) — 104)/20 сравнимо 

с 2 по модулю 5 и a 3(g) =  —6m +  100s +  44. Далее, число x i (g) =  (19m +  5 a i (g) — (—6m +  
100s +  44) — 96)/70 =  (5m +  a i (g) — 20s — 28)/14 сравнимо с 3 по модулю 5, поэтому 
a i (g) =  —5m +  20s +  70t.

В случае p =  7 имеем m € {8,15}. Число x 2(g) =  (6m +  a 3(g) —104)/20 делится на 7 и 
a 3(g) =  —6m +  140s — 36. Далее, число x i (g) =  (19m + 5ai (g) — (—6m+140s — 36) — 96)/70 =  
(5m +  a i (g) — 28s — 12)/14 делится та 7, поэтому a i (g) =  —5m +  28s +  98t +  12.

Пусть Q содержит ребро и является объединением изолированных клик. Так как 
pi i =  28, то p =  2, 7. Если вершины из разных клик графа Q находятся на расстоянии 3
в Г, то с учетом равенства p ^  =  30 имеем p =  2. Далее, p33 =  5, поэтому порядки
максимальных клик в Q равны 2, 4 или 6. Наконец, p33 =  14, поэтому |Q| ф 18.

Пусть Q содержит две вершины a, b на расстоянии 2, [a] П [b] =  {u, u9}. Тогда p =  2 
и Q( a) содержит нечетное число вершин из Г2(Ь) и четное число вершин из Г 3(Ь). Если 
Q(a) содержит две вер шины с, d из Г3 (b), то [с] П [u] =  {a, e} =  [с] П [u9 ] для некоторой 
вершины e € Q, а степень b в Q не больше 5. В этом случае |Q| ф 18.

Если же Q(a) те пересекает ^ (b )  и Q(b) те пересекает Г3ф ), то [u] П [u9] содержит не 
более 6 вершин из Q. Для тершины с € Q(a) — [u] подграф [с] П [u] содержит две вершины 
из Q и [с] П [b] =  {w,w9}. Поэтому |Q(a) — [u]| ф 4, степени вершин a, b в Q не больше 5 
и снова |Q| ф 18.

(1) p ii =  6  p2i =  28  p i2 =  378 p23 =  8 4  p33 =  14>
(2) p2i =  2> p i2 =  2 7  p23 =  6> p22 =  384 p23 =  78 p23 =  14î
(3) pi2 =  30 p32 =  390 p33 =  5  p23 =  70 и p33 =  22. >
Л е м м а  3.4. Если  [a] С Q д ля  некоторой вершины a, то д ля  любой вершины  

u € Г2Ф) — Q орбита Ф9  является кликой или кокликой, p ф 3 и в случае a± =  Q 
либо p =  3, a 3(g) =  601 — 72 и  a i (g) =  42t +  121 — 132, либо p =  2  a 3(g) =  401 +  8 и 
a i (g) =  28t +  81 — 116.

< Пуст ь [a] С Q для некоторой вер шины a. Тогда для любой вершины u € Г 2Ф) — Q 
орбита u ^  не содержит геодезических 2-путей и является кликой или кокликой. В любом 

[a] П [u] b, с € [a] П [u]
[b] П [с] содержит a и p вершин из Ф9 , поэтому p ф 5.

В случае p =  5 подграф Ф9  является кликой, иначе [b] П [с] является 6-кокликой, 
противоречие с леммой 2.1. Теперь граф А =  [b] содержит максимальную 6-клику 
K  =  Ф9  U {с} А ф 9 ) — K  содержит единственную вершину di и по лемме 2.3 под
граф {di, . . . ,  d5} является кокликой. Отсюда di € Q и {di, . . . ,  d5} ^^дается (g)-op6nToft, 

p ф 3
Пусть a± =  Q. Тогда а 0(g) =  36 В случае p =  3 число x 2(g) =  (216 +  а 3(g) — 104)/20 

сравнимо с 2 по модулю 3 и а 3(g) =  601 — 72. Далее, x i (g) =  (132 +  a i (g) — 121)/14 и 
a i(g ) =  42t +  121 — 132.



34 Махнев А. А., Токбаева А. А.

В случае p — 2 числ о X2(g) — (216 +  a 3(g) — 104)/20 четно и a 3(g) — 401 +  8. Далее, 
число Xl(g) — (116 +  a l (g) — 81)/14 четно и a l (g) — 28t +  81 — 116 >

Л е м м а  3.5. Если Q содержит геодезический 2-путь b, а, с, то p d  5.
< Пусть Q содержит геодезический ь b, а, с. Если p > 7, то [а] С Q, противоречие 

с леммой 3.4.
Пусть p — 7. Тогдa g фиксирует то  6 вершин из [а] П [b], [а] П [с] и вторую вершину 

e из [b] П [с]. Если [а] не является объединением пяти изолированных 7-клик, то ввиду 
[а] С Q [а]

пяти изолированных 7-клик. Аналогично каждый из графов [e], [b], [с] является объеди
нением пяти изолированных 7-клик. Отсюда связная компонента А графа Q — вполне 
регулярный граф с параметрами (v;, 7s, 6, 2). Если Q не является связным графом, то 
степень графа А не больше 5, противоречие. Итак, А — Q, |Q| d  163, поэтому s — 2.

Если Q — сильно регулярный граф, то Q является 8 х 8-решеткой, число ребер между 
Q и Г — Q равно 64 ■ 21, противоречие. Значит, можно считать, что Q содержит вершину e

Г3(а) Q
{14, 7, 6;1, 2, 8}, противоречие. >

Теорема 3.1 доказана.

4. Д о к азател ьств о  след стви я

С ледстви е 1. Пусть дистанционно регулярный граф с массивом персечений 
{35, 28, 6; 1, 2, 30} являетсяреберно симметричным. Тогда группа G — АиДГ) разрешима.

Г
станционно регулярным графом с массивом пересечений {35, 28, 6; 1, 2, 30} G — АиДГ) 
и а  b — смежные вершины графа Г. Тогд a G0 действует транзита вно на [а], |G : G0| — 624 
и |Ga : G0)b| — 35. По теореме 2.1 имеем |G| — 2а 3в 5Y7& 13.

Л е м м а  4.1. Если  f  — элемент порядка 13 из G  g — элемент простого порядка p d  7 
из CG(f ) и  Q — Fix(g), то p d  3 и  Q — пустой граф или  Q содержит геодезический 2-путь.

< Пусть f  — элемент порядка 13 из G  g — элемент простого порядка p d  7 из CG(f ) 
и Q — Fix(g).

Если Q — пустой граф, то по теореме 3.1 либо p — 2, a 3(g) — 40s +  24 и a l (g) — 
8s — 4 +  28t, либо p — 3, a 3(g) — 601 +  24 и a l (g) — 42t +  121 +  24 Так как числа a i(g) 
делятся на 13, то либо p — 2, а 3(g) — 624 или а 3(g) — 104, a l (g) — 208 либо p — 3, 
a3(g) — 624.

Если Q — непустой граф, то |Q| — 13e, по теореме 3.1 Q содержит геодезический 
2-путь и p d  5.

Если p — 5, то e — 3 делится на 5, число X2(g) — (78e +  а 3(g) — 104)/20 сравнимо с 2 
по модулю 5, а 3(g) — 100s +  144 — 78e и s +  3 делится та 13. Отсюда s — 10 e — 8 и 
a 3(g) — 1144 — 624 — 520. В этом случае a l  (g) — 0  Xl(g) — (1976 — 616)/70 — 136/7, 
противоречие.

Если p — 3, то e делится на 3, e d  12 число X2(g) — (78e +  a 3(g) — 104)/20 сравнимо 
с 2 по модулю 3, a 3(g) — 60s +  144 — 78e и 5s — 1 делится на 13. Отсюд а либо s — 8 и 
a 3(g) — 624 — 78e либо s — 21 и a 3(g) — 1404 — 78e. В первом случае Xl (g) — (19 ■ 13e +  
5al (g) — (624 — 78e) — 96)/70 — (13 ■ 104 +  5al (g) +  78e — 96)/70 — (1256 +  5al (g) +  78e)/70. 
Отсюда 3e +  1 делится на 5 и e — 3,8. Если e — 3, то Xl(g) — (258 +  a l (g))/14 и 
a l (g) — 6(7t — 43). Если e — 8, то Xl (g) — (376 +  a} g ))/1 4  и a l (g) — 42t +  2.
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Во втором случае x 1(g) =  (19 ■ 104 +  5 a 1 (g) -  (1404 -  78e) -  96)/70 =  (13 ■ 104 +  5 a 1 (g) +  
78e -  96)/70 =  (1256 +  5 a1 (g) +  78e)/70. Отсюда 3e +  1 делится на 5 и e =  3,8. Если e =  3, 
т0 X1(g) =  (258 +  a1(g))/14 и a 1(g) =  6(7t -  43). Если e =  8, то x 1(g) =  (376 +  a 1(g))/14 
и a 1 (g) =  42t +  2 и « 1 (g) =  42t +  12l +  24 Так как чиела a i (g) делятся на 13, то либо 
p =  2, a 3(g) =  624 или a 3(g) =  104, a 1(g) =  208 либо p =  3, a 3(g) =  624 — пустой граф,

[a]
7-клик. Аналогично каждый из графов [e], [b], [c] является объединением пяти изоли- 
рованнвк 7-клик. Отсюда связная компонента Д  графа О — вполне регулярный граф с 
параметрами (v;, 7s, 6, 2). Если О не является связным графом, то степени графа Д  не 
бол вше 5, противоречие. Итак, Д  =  О, |О| ф 163, поэтому s =  2.

Если О — силвно регулярнвш граф, то О является 8 х 8-решеткой, число ребер между 
О и Г -  О равно 64 ■ 21, противоречие. Значит, можно считатв, что О содержит вершину e 
из 8 ( a ) .  В этом случае О — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений 
{14, 7, 6; 1, 2, 8}, противоречие. >

G

< Если G — неразрешимая группа, Т  — цоколи группы G = G/S(G) ,  то ввиду лем
мы 4.1 число 13 делит |Т |. По [7, таблица 1] группа Т  изоморфна S z ( 8 ), L 2(64), U4(5), 
L3(9), P S p 6 (3), РП 7 (3), G2(4), Sp 4 (8), PQ +(3). ‘

Так как T  содержит подгруппу индекса, делящего 64 ■ 39, то с помощью Атласа по
лучим Т  =  1/ 4(5), Sp4 (8 ).

Если Т  изоморфна группе 1/ 4(6) порядка 2734567 • 13, то Т а — максимальная
55

расширения группы SU2(5) посредством группы порядка 24, либо расширению группы 
порядка 54 с помощью расширения группы SL2(25) посредством группы порядка 4, про
тиворечие.

Если T  изоморфна группе Sp4(8) порядка 212345 ■ 7213, то максимальные 2-локальные 
подгруппы имеют индекс, кратный 5, подгруппы O- (8), Sz(8) и Sp2(64).2 имеют индекс, 
не кратный 13, Sp4(2).3 имеет индекс, кратный 7, ^ 2(8)  O+(8) имеют индекс, кратный 5, 
противоречие. >

Из леммы 4.2 получаем следствие 1.
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A b stra ct. It is proved that for a distance-regular graph Г of diameter 3 with eigenvalue 02 = —1 the 
complement graph of Г3 is pseudo-geometric for pG c3 (k, bi /  c2 ). Bang and Koolen investigated distance-regular 
graphs with intersection arrays (t + 1)s, ts , (s + 1 — ф); 1, 2, (t + 1)6.  l i t  = 4, s = 7, ф = 6 then we have array 
35, 28, 6; 1 , 2, 30. Distance-regular graph Г with intersection array {35, 28, 6; 1 , 2, 30} has spectrum of 351, 9168, 
— l 182, —5273, v = 1 + 35 + 490 + 98 = 624 vertices and Гз is a pseudogeometric graph for рСзо(35,14). Due to

Г
Г Г  

contain a 7-click and is a connected graph. The structure of the group G of automorphisms of a graph Г with 
an intersection array {35, 28, 6;1 , 2, 30} has been studied. In particular, n(G) Ç {2, 3, 5, 7,13} and the edge 
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ОБ ИССЛЕДОВАНИИ СПЕКТРА 
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА 

С СУММИРУЕМЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ

i
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Россия, 119991, Москва, Ленинские горы, 1 
E-mail: m itrokhin-sergey@ yandex . ru

А ннотация. В работе изучается функционально-дифференциальный оператор восьмого поряд
ка с суммируемым потенциалом. Граничные условия являю тся разделенными. Функционально
дифференциальные операторы такого рода возникают при изучении колебаний балок и мостов, со
ставленных из материалов различной плотности. Чтобы решить функционально-дифференциальное 
уравнение, задающее дифференциальный оператор, применяется метод вариации постоянных. Ре
шение исходного функционально-дифференциального уравнения сведено к решению интегрального 
уравнения Вольтерры. Получившееся интегральное уравнение Вольтерры решается методом после
довательных приближений Пикара. В результате исследования интегрального уравнения получены 
асимптотические формулы и оценки для решений функционально-дифференциального уравнения, 
задающего дифференциальный оператор. При больших значениях спектрального параметра вы
ведена асимптотика решений дифференциального уравнения, определяющего дифференциальный 
оператор. Аналогично асимптотическим оценкам решений дифференциального оператора второго 
порядка с гладкими и кусочно-гладкими коэффициентами устанавливаются асимптотические оцен
ки решений исходного функционально-дифференциального уравнения. Полученные асимптотиче
ские формулы применяются для изучения граничных условий. В результате приходим к изучению 
корней функции, представленной в виде определителя восьмого порядка. Чтобы найти корни этой 
функции, необходимо изучить индикаторную диаграмму. Корни уравнения на собственные значения 
находятся в восьми секторах бесконечно малого раствора, определяемых индикаторной диаграм
мой. Изучены поведение корней этого уравнения в каж дом из секторов индикаторной диаграммы и 
асимптотика собственных значений исследуемого дифференциального оператора.

К л ю чевы е слова: функционально-дифференциальный оператор, краевая задача, суммируемый 
потенциал, граничные условия, спектральный параметр, индикаторная диаграмма, асимптотика соб
ственных значений.
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1. П остан овка зад ач и

Исследуем функционально-дифференциальный оператор (ФДО), задаваемый урав
нением

y(s)(x) +  q(x)y(x) =  Aasy(x) +  ar(x)y(b), 0 ф x ф п, 0 < b < п, a > 0, (1)

©  2019 Митрохин С. И.



где Л € С — спектральный параметр, a  € C, с разделенными граничными условиями

y(m1 }(0) =  y (m2 }(0) =  ■ ■ ■ =  y(m6)(0) =  y(ni)(n) =  y(n2)(n) =  0, (2)

m 1 < m 2 < ■ ■ ■ < ш б, n 1 < n 2; , n 1, n 2 € {0,1, 2 , . . .  , 7}.
В уравнении (1) q(x) — потенциал, p(x) =  a8 > 0 — весовая функция. Мы предпола

гаем, что q(x) и r(x) — суммируемые функции на отрезке [0; п]:

x /
q(x) € L 1[0; п] ^  ^ J  q ( t)d ^  =  q(x) почти для всех значений x  та  [0; п];

Об исследовании спектра функционально-дифференциального оператора 39

x /

r(x) € L 1[0; п] ^  ^ У  r(t)d t^  =  r(x) почти для всех значений x та [0; п].

(3)

2. И сторический обзор

Спектралвные свойства обыкновенных дифференциалвных операторов в случае до
статочно гладких коэффициентов изучаются уже достаточно давно. В монографии [1, 
гл. 2] изучено асимптотическое поведение собственных значений и собственных функций 
дифференциалвных операторов с гладкими, несколвко раз дифференцируемыми коэф
фициентами. Там же описана методика нахождения асимптотики решений дифферен
циалвных уравнений, задающих дифференциалвный оператор с гладкими коэффициен
тами, при болвших значениях спектралвного параметра. Полвзуясв такой асимптоти
кой решений, в работе [2] были найдены асимптотические формулы для корней одного 
класса целых функций, которые возникают в случае изучения обыкновенных диффе
ренциалвных операторов с регулярными граничными условиями с достаточно гладкими 
коэффициентами.

С помощвю асимптотических формул, найденных в работе [2], в работах [3] и [4] 
были найдены формулы для вычисления регуляризованных следов дифференциалвных 
операторов высших порядков с достаточно гладкими коэффициентами.

В работе [5] автор продемонстрировал методику нахождения формул регуляризован
ных следов для дифференциалвных операторов второго порядка с разрывными коэффи
циентами. Спектралвные свойства дифференциалвных операторов с кусочно-гладкими 
коэффициентами изучалисв автором в работе [6], а в работе [7] был изучен дифферен
циалвный оператор с кусочно-гладкой весовой функцией.

В работах [8, 9] была изучена краевая задача для функционалвно-дифференциалв- 
ного оператора второго порядка с гладким потенциалом, были вычислены формулы регу
ляризованных следов такого оператора. В работе [10] автором были вычислены формулы 
регуляризованных следов для функционалвно-дифференциалвных операторов второго 
порядка с кусочно-гладким потенциалом.

В работе [11] был совершен болвшой прогресс в изучении дифференциалвных опера
торов с негладкими коэффициентами, был изучен оператор второго порядка с суммируе
мым потенциалом, найдены асимптотики собственных значений и собственных функций 
оператора Штурма — Лиувилля на отрезке. В работах [12, 13] были изучены операторы 
второго порядка, v которых потенциал является ^-функцией.

В работах [14-17] автор продемонстрировал новую методику изучения дифференци
алвных операторов порядка выше второго с суммируемыми коэффициентами. Заметим,
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что методика работы [11] не переносится на операторы, у которых порядок равен четы
рем или выше. Отметим также, что сложности изучения дифференциальных операторов 
возрастает с увеличением порядка дифференциальных уравнений, задающих дифферен
циальный оператор.

Граничные условия (2) показывают, что мы изучаем сразу целое семейство функци
онально-дифференциальных операторов восьмого порядка с суммируемыми коэффици
ентами. Функционально-дифференциальные операторы (так называемые нагруженные 
операторы) порядка выше второго ранее фактически не изучались (даже в случае глад
ких коэффициентов).

3. А си м п тоти ка  реш ен ий  всп ом огательного  у р авн ен и я  п ри  Л ^  то

Рассмотрим вспомогательное дифференциальное уравнение, получающееся из (1) при 
а  =  0 (или при r(x) =  0):

y(8)(x) +  q(x)y(x) =  Ла8у(х), 0 ^  x  ^  п, а >  0. (4)

Обозначим Л =  s8, s = у/Х, причем для корректности дальнейших выкладок
выберем основную ветвь арифметического корня, для которой у/Т =  +1. Пусть Wk
(k =  1, 2 , . . . ,  8) — различные корни восьмой степени из единицы:

w8
k
2 ni

=  1, Wk = e s 1), k = 1,2, . . .  ,8] w\  =  1;

^  /2 тЛ  /2 тг \ y/2 y/2 ,
w2 = e s  = cos I y  J + i s m  I —  I =  —  + г —  = z ф 0, (5)

Ажг r\  i
ws = e s = i = z ; . . . ;  wm = z , m  = 1,2, . . .  ,8.

Числа Wk (k =  1 ,2 , . . . ,  8) из (5) делят единичную окружность на восемь равных
частей. Для них справедливы следующие соотношения:

=  0, m =  1 ,2 , . . . ,  7; ^  wm =  8, m =  0, m =  8. (6)
k=1 k=1

Методами работ [14-16] устанавливается следующая теорема.

Т еорем а 1. Общее решение дифференциального уравнения (4) имеет следующий
вид:

8
-k  y(m) '

k=1 k=1
y(x ,s) =  ^  CkVk(x,s); y(m) (x,s) =  J ^  Ckyk (x,s), m =  1 ,2 , . . . ,  7, (7)

где Ck (k =  1, 2 , . . . ,  8) — произвольные постоянные, при этом при больших значениях 
спектрального параметра Л д ля  фундаментальной системы {yk(x,s)}|= 1  справедливы
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следующие асимптотические формулы и  оценки: 

y k (x ,s) =  eawk sx
8 a7 s7 \  s 14

A 7k (x ,s) ~  (  e1 Im s|ax
8a7s7 \  s

k =  1, 2 , . . . ,  8; m =  1, 2 , . . . ,  7;

14

(8)

(9)

A7k(x, s) =  < wisx J  q(t)ea(wk-wi)stdtak1 +  W2eaw2s^  q(t)ea(wk-w2)stdtak2
0 0

x

+  ■ ■ ■ +  wseaw8sx У  q(t)ea(wk-ws)stdtak8, k =  1, 2 , . . . ,  8,
0

8 x
A^k(x, s) =  £  w„wmeaw"sx f  q(t)ea(wk-w")stdtakn, m =  1 ,2 , . . . ,  7.

n=1 /

(10)

(11)

При выводе формул (8)—(11) мы требовали выполнения следующих начальных усло
вии:

A7k (0, s) =  0; A^k (0, s) =  0; yk(0, s) =  1; ykm)(0, s) =  (as)mwm, 
k =  1, 2 , . . . ,  8; m =  1, 2 , . . . ,  7.

4. Реш ение функционально-диф ф еренциального уравнения (1)

(12)

Обозначим через Ao(x,s) определитель Вронского фундаментальной системы реше
ний {yk(x,s)}k=i вспомогательного дифференциального уравнения (4):

Ao(x,s) =  det W r[yi(x ,s),y2(x ,s ) , . . .  ,y8(x,s)]

(13)

y i(x ,s)
y1(x,s)

y2(x,s) . . .
y2(x,s) . . .

y7(x,s)
y7(x,s)

ч!£
ч!£ 

00 
00

y(6) (x,s) 

y17)(x,s)
y26)(x,s) . . .  

y27)(x,s) . . .

y76)(x,s)

y77)(x,s)

y86)(x,s)

y87)(x,s)

Из общей теории дифференциальных уравнений следует, что определитель Вронского 
A0(x, s) те зависит от параметра x:

Ao(x, s) =  Ao(s) =  Ao(0; s). 

Используя формулы (8ф(12), находим

Ao(x, s) =  Ao(0, s) =  Ao(s)

(14)

1
(as)w1

1 ..
(as)w2 .

. 1

. (as)w7
1

(as)w8

(as)6w6 

(as)7 w7
(as)6w | . 

(as)7w7 .

. (as)6w6 

. (as)7w7

(as)6Wg

(as)7wg

=  Aoo(as) 28 (15)

x x
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где Д оо ^  определитель Вандермонда чисел wi, w2, • • •, w8: 

Доо =  det Wandermond/s(wi ,w 2, • • •, w8) =

1 1 • • • 1 1

wi w2 • • • w7 w8

w | • • • w)j w6

w7 w7 • • • w7 w7

= n
k>m

(wk —wm,

k,m = 1,2,... ,8

Разложив определитель До(х,з) из (13) по последней строке, получим 

До (ж, s) =  -y i(x , s) D8l(x, s) +  У2(х, s)D 82 У7(х, s)Aî7 (x, s) +  ̂ (x ,  s)Aî8 (x, s), (17)

где D8k(x, s) (k =  1, 2, • • •, 8) — алгебраические миноры к элементам восьмой строки и 
k-ro столбца определителя Д о ^ , s) из (13):

y2(x, s) ••• y7(x,s) y8(x, s)

D 8i(x,s) =
y2/ (x, s) • • • y7/ (x, s) y8(x,s)

y26)(x,s) ••• y76) (x,s) y86) (x,s)

y1 (x, s) y2 (x,s) ••• y7(x,s)

D88(x,s) = y i(x,s) y2/ (x, s) • • • y7(x,s)

yi6) (x,s) y26)(x,s) ••• y76) (x,s)

(18)

Перепишем уравнение (1) в виде y(8)(x) +  q(x)y(x) — Аа8y(x) =  ar(x)y(b) и решим его 
методом вариации постоянных: будем искать решение в виде y =  ^ k=i Ck(x,s)yk(x,s), 
где Ck(x, s) — неизвестные функции, yk(x, s) (k =  1, 2, • • • , 8) —линейно-независимые ре
шения вспомогательного уравнения (4). В результате докажем следующее утверждение.

Т еорем а 2. Решение y(x, s) функционально-дифференциального уравнения  (1) пред
ставляется в виде

y ( x , s ) = ' Y ^ C kyk(x,s)  +  a V Н 8(х, s), (19)
k=i До(^

где Ck (k =  1, 2,^„ , 8) — произвольные постоянные, {yk (x ,s )} |=i — фундаментальная 
система решений уравнения (4), определяемая формулами (7)—(12),

8 x
H8(x,s) =  ^ ( —1)kyk(x,s) /  r(t)D8k(t, s) dtrk• 

k=i n
(20)

При этом в силу свойств суммируемости (3), свойств определителей и формул (6) 
получаем

у <т ) (ж, s) =  ^  С ^ т) (æ, s) +  я м  s )
k=i

m =  1,2, • • •, 7,

H (m)(x,s) =  ^ ( —1)kykm) (x, s) f  r(t)D 8k(t,s)d trk,
k=i n

m =  1,2, , 7,

(21)

(22)

X
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величина Ao(s) определена формулами (14)-(16).
Справедливость формул (19)—(22) можно перепроверить непосредственной подста

новкой этих формул в уравнение (1).
Подставляя x =  b в уравнение (19), (20), находим

у(Ь, s) = Ckyk(b, s) +  ^  a  0 (s) ф 0,
k=1

откуда получаем

Поставим y(b, s) из (23) в (19), сделаем необходимые преобразования, придем к вы
воду о справедливости следующего утверждения.

Т еорем а 3. Общее решение функционально-дифференциального уравнения (1) име
ет следующий вид:

y(x ,s) =  ^  Ckhk(x, s); y(m)(x,s) =  ^  Ckhkm)(x, s), m  = 1 ,2 , . . . ,  7, (24)Г '
k=1 k=1

Ck (k =  1, 2, . . . , 8)

hk{x,s) = yk{x,s) + - r ^ — Vkf ’S\ H8{x,s),  k = 1 ,2 , . . . ,  8, (25)
Ao(s) W C  s )

h'km\ x , S) = t,r>(.T ,S) +  д ф у | Ц  (26)

k =  1 ,2 , . . . ,  8, m =  1 ,2 , . . . ,  7,

функции y k (x, s )  vkm) (x, s) определены формулами ( 7)-(12), H 8(x,s), H8m) (x, s) опреде
лены в  (20)-(22), ф8(b, s) определена в (23).

При этом справедливы следующие начальные условия:

#8(0, s) = 0 ; H8m)(0 ,s )= 0 ;  hk(0 ,s )=  Vk(0,s) =  1;
/ \ / \  1 i

hkm) (0, s) =  ykm) (0, s) =  (as)mwm, k =  1 ,2 , . . . ,  8; m =  1 ,2 , . . . ,  7.

Формулы (24)-(27) позволяют изучать граничные условия (2).
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5. И зучен и е гр ан и ч н ы х  условий (2)

Подставляя формулы (24)-(27) в граничные условия (2), имеем

y
(тр )/(0, s) =  0 ^  £  Cfchkmp)(0, s) =  0 ^  Ckykmp)(0, s) =  0(mP) ,

fc=1 fc=1

Ck(as)
fc=1

y(”j )(

=  0, p =  1 , 2 , . . . ,  6 ;

(n ,s) =  0 ^  Cfchknj)(n ,s) = 0, j  =  1 , j  =  2 .

(28)

(29)
k=1

Система (28), (29) — система из восвми уравнений с восемвю неизвестнвши 
C1, C2, . . . , C8

делители равен нулю. Поэтому верно следующее утверждение.
Т еорем а 4. Уравнение на собственные значения ФДО (1)-(3) имеет вид

f  (s) =

4™  )(0, s) „ Г  )(0.s)

y1m2)(0,s) ! , f 2)(0 ,S)

ÿ1m*)(0 ,s) ! , f 6)(0, S) 

ft(“ l)(T,s) /î2'u )(n ,s)

hl"2) (n ,s) h2"2 ) (n ,s)

4 mi)(0.s) y8m,)(0.s) 

ÿ<m2)(0, S) y8m2)(0.s)

ÿ<m*)(0, S) y8m,)(0,s) 

)(n ,s) h8ni)(n ,s) 

h7n2)(n ,s) h8”2)(n ,s)

(30)

Учитв1вая началвнвге условия (27), перепишем уравнение (30) в следующем виде:

f  (s) =  (as)mi (as)m2 ( .. .  )(as)m6

wf i

w)"2
wmi . 

wm2 .

.. wf i  

.. w " 2
w8mi

w m2

w " 6 

h1ni)(n, s) 

h1”2)(n,s)

wm6 . 

h2” i)(n ,s) . 

h2”2)(n,s) .

.. w " 6 

.. h7ni)(n ,s) 

.. h7”2)(n ,s)

w8m6

h8”i)(n ,s)

h8”2)(n,s)

0. (31)

W.

f(s)

f  (s) =  H 12 W345678 +  H 23W145678 — H 34W125678 +  ' ' ' +  H 78W123456 
+ H 18W234567 — H 13 W245678 +  H 14W235678 =  ' ' ' =  0,

hkn'i) (n ,s) hkni )(n ,s) 

h ” 2)(n ,s) h ”-2 )(n ,s)

(jk =  1, 2 , . . .  , 8  k =  1, 2 , . . . ,  6) — алгебраические минорв! к элементу H mk

H mk — m, k =  1, 2, . . . , 8;

(32)

(33)

в определителе f  (s) из (31 ), j n =  m  j ” =  k, знак «+» в формуле (32) ставится в том 
случае, если перестановка (m ,k, j 1, j 2, j 3, j 4, j 5, j 6) четная, знак «—» — если перестановка 
нечетная.
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Алгебраические миноры Wjbj2)j3)j4)j6)j6 благодаря удобным обозначениям легко вы
числяются:

w ^ wmi • • wmi 1 mi zmi • ^5mi

w ^ wm2 • • wm2
1 m2 zm2 • z5m2

Wi23456 = =

w ^ 5 wm6 • • wm6
1 m6 ^m6 ^5m6

=  П  (zmk — ) =  W6 =  0, (34)
k>n; k,n = 1,2,.

так как определитель W123456 представляет собой определитель Вандермонда чисел 
^mi ^т 2 zme

Далее имеем

W234567 =

w2mi

wm2

wmi • 
wm2 •

• wmi
• wm2 =

zmi
zm2

^2mi
^2m2

^6mi
^6m2

wm6 wm6 • • wm6 ^ma ^2m6 ^6m6

=  zmi zm2 (• • • )zm6 Wi23456 =  zM6 W6, M6 =  ^  mk • (35)
k=i

Аналогичным образом выводим

W345678 =  z2M6 W6; Wi45678 =  (—1)z3M6 W6; Wi25678 =  z4M6 W6;

Wi23678 =  (—1)z5M6 W6; Wi23478 =  z6M6 W6;

Wi23458 =  ( — 1)z7M6 W6; Wi23456 =  Z8Me Wj =  W6 •

Подставим формулы (34)Д36) в уравнение (33), поделим на z2Me W6 =  0, получим

(36)

f  (s) =
hin i)(n ,s) h2ni) (n ,s) 

h (™2 )(n ,s) 4 n2 ) (n, s)

h2ni)(n ,s) ; (n ,s)

h2n2)(n ,s) h3n2 )(n ,s)

(ni ) .
zM6 +  2̂M6

=  {Ф12 — 023ZM6 +  Ф34 z2M6 — • • • }(as)ni (as)n2 =  0, (37)

h3ni ) (n, s) h4ni)(n,s) 

h3n2 ) (n, s) h T 2)(n,s)

y2M6

при этом каждый из определителей 0mk можно выписать более подробно с помощью 
формул (25), (26):

ф12 =

Дю) (n,s) h(ni )/
(<is)nl

h(£_2)0,s)

(as)n1

(as)n2
hf£2)(Tr,s)

y[ni)Q,s) | Q, 3/1 (M  яДфтг.Д 
(as)nl Ao(s) ÿs{b,s) (as)nl

(as)n2
(ni )

u ii u i2 

u2i u 22

(тг.з) I g №(M g 8ni)(7r»-g) 
(as)nl Ao(s) ÿs{b,s) (as)nl

?0(n2)(>>s) , g щ(М  Я я ) y{”2)(-K,s) g 3/2 (M  Ĥ n2)(ir,s)
(as)n2 "T" Aq(s) tl>s(b,s) (as)n2 (as)n2 ' A0(s) tl>s(b,s) (as)n2

(38)
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4 ” 1)(7г'а4 h^jiT'S)
(n.s\n 1 ( /Э<ЛП1(a.s)n l  ( a s ) n l u 12 u 13 

u22 u23hi ,n 2 ) (w,s)  h ( ” 2 } (w,s)
(п.ег)п 2 л̂.<Лп2(as)™2 ( a s ) "2

a ÿ3(M  Hlani)(ir,s)
r\( vhofh (п.ч\п 1

(39)
г I о- уз v ■
(a .s )11!  Д о (« )  i/>g(6,s) (a .s)11!  ( a s ) n l A o ( s )  ф8{Ь,з)  (a.s)n i

) I a- JJg из .
( a s ) "2  д 0 ( л,)  ^ g (6 ,s ) (a s ) "2  ( a s ) "2  ~ r

a  y 3 (b,s)  H {sn 2 ) (TT,s) 
A o ( s )  "08(b ,s ) (a s ) "2

Подставляя формулы (8)—(11) и (17)-(22) в (38), (39), видим, что определители Ф12, 
Ф13 представляют собой квазиполиномы. Таким образом, функция f  (s) из (37) также 
представляет собой квазиполином.

Для нахождения корней уравнения (37) необходимо изучить так называемую инди
каторную диаграмму этого уравнения (см. [18, гл. 12]), т. с. выпуклую оболочку пока
зателей экспонент, входящих в это уравнение. Раскладывая определители ф12,ф 1з ,••• 
по столбцам, применяя формулы (8) - ( 1 1 ), видим, что в определитель Ф12 входят экс
поненты ea(wi+w2)sn, в определитель Ф23 входят экспоненты ea(w2 +w3)sn, . . .  , в опре
делитель ф т  — экспоненты ea(wm+wfc)sn. Значит, индикаторная диаграмма уравне
ния (37) (39) имеет следующий вид:

На рис. 1 внутренняя единичная окружность делится числами Wk (k = 1, 2 , . . . ,  8) 
из (5) на восемь равных частей, для второй окружности введены обозначения Wkm = 
Wk +  wm (k , m = 1, 2 , . . . ,  8). На наружнюю окружность (индикаторную диаграмму) по
падают ТО ЛЬКО  ТО Ч К И  W1 +  W2, W2 +  W3, W3 +  W4, . . . , W7 +  W8, Wg +  W9 =  W8 +  W1 , точки 
Wk +  Wm, (m — k) ^  2 попадают внутрь индикаторной диаграммы и на асимптотику кор
ней уравнения (37) (39) не влияют. Корни уравнения (37) (39) могут находиться только 
в восьми заштрихованных секторах рис. 1 , бесконечно малого раствора, биссектрисы ко
торых являются серединными перпендикулярами к сторонам правильного восьмиуголь
ника W12W23W34 . . . W7gWg1 W12 •

6)

2)

Р и с . 1.
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6. Уравнение на собственные значения ФДО (1 )-(3 )  в секторе 1)
индикаторной диаграммы

Для того, чтобы изучить корни уравнения (37)-(39) в секторе 1) индикаторной диа
граммы на рис. 1 , надо оставить только экспоненты с показателями йщ  =  W12 =  wi +  W2 
и w78 =  w23 =  w2 +  w3, т. e. экспоненты ea(wi +w2)sn и e«(w2 +адз)«щ Поэтому справедливо 
утверждение.

Теорема 5. Уравнение на собственные значения ФДО (1)-(3) в секторе 1) индика
торной диаграммы на рис. 1  имеет следующий вид:

gi (s) =
u ii u i2 u i2 u i3
u 2i u 22 u 22 u23

Мб _
0, (40)

причем во всех асимптотических формулах необходимо оставить только экспоненты с по
казателями w 1 +  w2, w2 +  w3, величины определены в  (38), (39).

Изучим сначала асимптотическое поведение функций D |k(x ,s) (k =  1, 2, . . . ,  8) 
из (17), (18).

Применяя формулы (8)—(12) и свойства определителей, из (18) имеем

A s i ( x , s )  =

A77(x,s) ,
V7 +  • • •

w7v7 —

W2V2 Rr + . . . w2v7

R7
A1y(x,s) +  ...

«8 -  +  ■ ■ 

w m  -  Д У  +

Rr
з(хД
R r

x(as)(as)2( .. .  )(as )2 =  (as) 2i ' , \ D8i,7(x,s) /  1
Dgiy(x, s)  8a 7s7 —I 1/1Д 4

+  . . .
(41)

где введены обозначения гд =  eaWkSX (k = 1 , 2 , ,  8), Rj  = 8a s ,  «+ . . . »  = « + 0 (- iï)» ,

D8i,0 (x ,s) =

V2 . .
W2V2 ..

. V7 

. w7v7
V|

W8V8

wfv2 . . . wf v7 w | V|

при этом в силу формул (5), (6) имеем

П
k=2

(42)

П Vk =  П e“wfcsx =  exp(a(w2 +  W3 +-------+ w i)sx) =  e-awisx

k=2 k=2
(43)

^8i — алгебраический минор к элементу восьмой строки и первого столбца определите
ля Доо из (16):

(44)

1 . . 1 1

^8i =
w2 . . . w7 w|

wf . . wf w 0

Справедливо следующее утверждение.

i
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Л е м м а  1. Матрица 8kn (k, n =  1, 2, . . . ,  8) алгебраических миноров к  элементам bkn 
(k, n =  1 , 2 , . . . ,  8 8) определит еля  A qq и з  (16) имеет следующий вид:

7̂ 11 1̂2 813 . . . 817 818\
821 822 823 .. On to -4 On to 00

(8kn) --

On co On co to £33 .. . 837 838

Ô71 Ô72 8 73 .. . Ô77  878

O) 00 On 00 to 883 . . 0000t-00
1-1

- 1 1 . . . 1 - 1  \
-  w 1-  1 w- 1 -w - 1 . .. -  w - 1 w- 1

Aoo w -2 . -. w. .2-.2 . . w-2 • .. w -2 - w  - 2
8

w-6
. -. w. .2-.6 . .

w3-6 . .. w-6 w8 6
-w1-7 w- 7 -w - 7 . .. - w -7 w8-7

В справедливости леммы можно убедитвся, раскладывая определители A qq из (16) 
по строчкам или по столбцам, исполвзуя формулы (45).

Строгое доказателвство леммы приведено автором в работе (19].
С учетом (43)—(45), формула (42) примет вид

8

D8i,q(x, s) =  П  V k = e-awisx( - w -7 ) =  ( - l ) w l e~awisx, (46)
k=2

так как w8 =  w8 (k =  1, 2 , . . . ,  8), при этом в формуле (41) имеем

D81,7(x,s) =

A72 (x, s) 
A12(x,s)

V3 . .  
w3V3 . .

. V8 
. w8V8 +  ■ ■ +

V2 . 
w2V2 .

. V7

. w2V7
A78(x, s) 
A18(x,s)

A62(x,s) w6V3 . . w|v8 w6V2 . . w!)v7 A68(x,s)

(47)

Аналогично формулам (41)-(47) можно вычислитв определители Ü 8k(x ,s) (k = 
1 , 2 , . . . , 8)

D 8k (x,s) = (as) 21 ' , , D 8k,7(x,s) , 1Dskf l {x , s )  —  + 0 [  —SU k = 1 , 2 , . . . ,  8 , (48)

D8k,o(x,s) = ( - 1 ) k Wk e aWk sx, k = 1 , 2 , . . . ,  8 , (49)

при этом величины D8ky(x,  s) выписываются в виде суммы определителей аналогично 
величине D8i j (x , s )  из (47).

Исполвзуя формулы (7)—(12), (42)—(50), (23)—(27), (37), (39), векторы-столбцы 
(uik; u2k)* (k =  1, 2, 3) из формулы (40) приведем к следующему виду:

U11 

U21

Ч ' е " 1”  -  +  " д а ^ ( т г ;  s ^ i ) N

wf  ВЦ; к n2),

8 x
R(n; s; n, k)  = ^  wmwmkeaWmSX (  r(t)e

m= 1 n

—awm stdtr k = 1 , 2 ;

(50)

(51)
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u 12

u 22

u 13
u23

w0 8 a7 s7 + 8 a7 s7

Д"2(тг,«)
+ aeaw 2sbС-<0300 <000

АП( tt,s) +
aeaw3sb

<000 <000

А" 2 (ж,s)
+

aeaw3sb

причем для сектора 1) в величинах (n,s)  из (Ю), (11 ) и R(n; s; nk) (k =  1, 2 
1, 2, 3) из (51) необходимо оставлять толвко экспонентв1 eawisn, eaw2sn и eaw3

Применяя формулв1 (50ф(53), уравнение (40) можно переписатв в следующем

f \ -  f \ gi,7,l(s) . gi,7,2(s) , 1 \
51 (s) 5l,o(s) 8fl7s7 + 8fl7s7 + ^ ( s l 4 ) ° ’

gi,o(s) =
wn i eawi sn wni eaw2 sn1

w l2 eawi sn
2

wn  eaw2 sn

wni eaw2 sn wni eaw3sn
2

wn  eaw2 sn
3
n2 eaw3snw3 e

уМб

gi,7,i(s) =
A^l (n, s) wni eaw2s 
A } 2(n, s) w n2 2 eaw2s

+
w n  eaw2sn A% (n,s)  
w n  eaw2sn An22 (n,s)

A ^  (n, s) wn eaw3s 
A % (n, s) w l2eaw3s

z M  -
w n  eaw2sn An3 (n,s)  
w n  eaw2sn An22 (n,s)

Мб

gi,7,2(s) =
aeawisbR (n ; s; n i) w n e aw2sn 
aeawisbR (n ; s; П2) w n e aw2sn

aeaw2sbR ( n ; s; n i) w n e aw3sn 
aeaw2sbR ( n ; s; П2) w f  eaw3sn

+

z M  _

w n e awisn aeaw2sbR ( n ; s; n i) 
w n e awisn aeaw2sbR ( n ; s; n 2)

w ^ e aw2sn aeaw3sbR(n; s; ni)  
w n e aw2sn aeaw3sbR(n; s; m )

6

Мб

Применяя свойства определителей, функцию gi,o(s) из (55) приведем к виду

ini w n
n 2
i w 2n 2

a(wi +w2)sngi,o(s) =

при этом благодаря формулам (5) имеем

w ^
n2w

w n
wn2

1 ni z ni
1 n 2 z n 2

wni wni

wn2 wn2 n2
y2ni
2n2

w
wn2

w
wn2

ea(w2 +w3)sn zM6

= zn2 -  zni = E 2 ;

= zni zn2 E 2 = z N2 E 2 , N 2 = ni  +  n 2.

ni

i 2

3 4

2 3

z

(52)

(53)

; m =

ВИде:

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)

Вычислим определители | |i из (56), применяя формулы (10), (11), (59) и свойства
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определителей

W lW 1 v i( /  . . .  ) +  W2W21 / . . .  ) +  W3W3 1 V3( /  •••
| . . .  |1=

0 / a l l  V 0 /  a12 V 0

w iw l2vi( /  . . Л +  W2W^2 / . . Л +  w3wn2 / . . .
0 / a l l  \0 /  a12 \0

77 77

— eaW2S7T < wlvl

+  W3V3
al3

wn1 wn1

/  all
wn2 wn2

wn1 wn1 1 (60)
wn2 wn2 —

+  W2V2
al2

a13
wn1

a13
w2n2

n1 wn1
n2
2 wn2

all
77

-  w3E 2zN2 ea(w2+W3)S77 ^ y .
al3

aW1 S|2 — e 1
wn1 WlŴ 1 v n  f . . .  I +  W2wn1 v n  / . . .  I +  W3wn1 v n  /■V 0 / a2l V 0 / a22 V 0
wn2 wlwn2 v ^  / . . Л  +  w2wn2 v ^  / . . Л  +  W3wn2 v ^  / .

a2l a22
7 I

— W2E 2ea(w1 +W2)sn J  q(t)dta22 ;

aaw2S7

(60)

где были введены обозначения v^ — eaWksn (k — 1 , 2 , . . .  , 8).
Аналогичным образом выводятся формулы для определителей | . . .  12, | . . .  |3 и | . . .  |4 

из (56):

a23

a23 (61)

. . .  13 — W2E 2Z 2eN2 ea(w2+W3)sn
a22

| . . .  |4 — - W l^ e 'a(W1+W2)sn +  w3E 2zN2 ea(W2+W3)sn
a3l

Далее вычисляем определители | . . .  |m (m — 5, 6 , 7, 8) из (57):

| . . .  |5 — a
Wlw)11 v i( / . . .  +  W2Wn1 v n  / . . .  +  W3Wn1 v n  / . . .

0 / rl V 0 / r2 V 0 / r3

a33

Wlwn2vi / . . .  +  W2wn2v ^  / . . .  +  W3wn2v J  /  . . .
\  0 / r l  V 0 /  r2 V 0 /  r3

77
x eaW1sbeaW2sn — wl E 2aeaW1 sbea(W1+W2)sn^ J . . ^

0 r1

77

-  e“W1tse“(W2+W3)sn(  / - ;

w

w

n1

(62)

(63)

7Г

7Г 7Г
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| . . .  |б — а
wn1 wlwn1 vW / . . .  ) +  w2wn1 v ^  / . . .  I +  w3wn1 v n  J . . .V 0 / r1 V 0 / r2 V 0 / r3

wn2 wlwn2 v lf / . .Л +  w2wn2 v^ / . .Л +  w3 wn2 v^ / . . .
0 r1 0 r2 0 r3

П

xeaW2sbeaW2sn — aw 2£ 2eaW2sbea(W1 +W2)sn J  q(t)dtr2;

(64)

|7 — w2^ 2ZN2 aeaW2sVN2 aeaW2 sbea( W2 +W3) sn
r2

(65)
~ N2 eaW3s&ea(W2+W3)sn

r3
| . . .  |s — ( - a )w lE 2eaW3sbea(W1+W2)sn(̂  J  .. ^  +  ^ £ 2;

0 r1  0

Подставляя формулы (60)-(65) в уравнение (54)-(59) и поделив на £ 2ea(W2 +W3)sn — 0, 
приведем его к следующему виду:

g l(s) —
ea(W1-W3)sn _  ;Мб ;N 2 8 ^ [ 0i (s ) + 02(s ) ] + ^ 7 03(S) +  o ( ^ )  -  о, (66)

0l(s) — wlea(W1 -W3)sn ^ J  . . .  ^ +  w2ea(W1-W3)sn ^ J  . . .  ^
a22

-  w2ZM6 ZN2

(10)

-  w3ZM6 zN2

0
П

a22 a33

Г Л . Л  — f  q(t)d tall, k — 1 , 2 , . . . ,  8 ;
ann a11

0 0 0

П

02(s) — w izM6ea(W1 -W3)sn ^ J  . . .
0

П П

— q(t)ea(W1 -W3)st dtal3;
0
П

— q(t)ea(W3-W1)stdta3l;
0

П

03(s) — wleaW1sbea(W1-W3)sn ^ J  . . .  ^ -  w3z
0 r1

П
+  w2eaW2sbea(W1 -W2)sn^ y . . ^  -  w2z

a13
0 0

(10)

a31
0 0

,.N2 eaW1 sb

0
77

+  wi;M 6 eaW3 s&ea(W1 -W3)s7

yM6 ;N 2

-  w3zM zN2 eaW3sb
r1

(67)

(68 )

r3

7Г 7Г

7Г 7Г

7Г 7Г

7Г 7Г

7Г
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П П

( / . . . )  k (= j  r(t)e-aWkstdtrk, k =  1 , 2 , . . . ,  8 . (69)

7. А си м п тоти ка  собственны х зн ачен и й  Ф Д О  (1 )-(3 ) 
в секторе  1 ) и н ди каторн ой  д и агр ам м ы

Основное приближение уравнения (66)-(69) имеет следующий вид:

ea{W1-w3)sn = zM&zN2 = е2шке^ М 6р^ М 2 ^  ^  i ^  =
a(w 1 -  w3)

k = k + ^  + ^ f ,  М 6 = ^ 2 т к, N 2 = m  + n 2, к G N.
(70)

k=1

Формула для sk,1,ocH из (70) помогает ввшисатв формулу для нахождения корней 
квазиполинома вида (66)Д69) (см. (20, 21]).

Т еорем а 6 . Асимптотика собственных значений ФДО (1)-(3) в секторе 1) индика-
1

2i
sk,1 a(w 1 -  w3)

k + 'кд+о(М)
к7 - \ k u J

, k e  N, (71)

kk

< Для доказателвства теоремв1 6 необходимо доказатв, что величинв1 d7k, 1 из (71) 
находятся единственным образом, попутно мы приведем явнвге формулы для их bbihhc- 
ления.

По формулам Маклорена имеем

ea(wi-W3)sn| (=  expIsk.i ^ a(w 1 -  w3)n , 21 J k + ' А и + o ( J -
a(w i - w 3) \  к7 \ k u

= z M6 zN
2nid7k 1 ^  / 1  

1 + — +  0 [

k 7 ~ \ k u

sk,i

(72) a7(w 1 -  w3)7 I f  f  1

2 Ч 7 k 7 \  ~ \ k 8

Подставляя ф ормулы (71)-(73) в уравнения (66)—(69), получаем

zM  zN2 + z M6z N2 Z™d7b A  0 ( J _ )  _ z m &zn 2 

к7 - \ k u
a7(w 1 -  w3)7i 1 /  /  J_

2 7i7i k 7 \ - \ k 8

o|SM + ̂ (s)LM -a03(s)|SM} + ̂ (p) -°>

(72)

(73)

(74)

01(s )| =  w1zM6 z N2sk,i +  w2zM6 zN2
a11 a22

w2zM6 zN2 w3zM6 zN2
a22 a33 Ш (75)

П

=  (w1 -  w3)zM6z N2 j  q(t)dta11 ;

7

X

П П

П П
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sfc,1
02(s) 

=  ( - 1

— ;M6 ;N 2 wlzM6 w3Z-  M6

a31 a13 sk,1

2ni 2ni д //■ . , „
e s e s M& q(t) exp 2i - t 1

a[wi — ws)—-----------   +  <21
a ( w i - w 3) \ k 7

2пг 2пг д,г
—e ~ ~ e ~  6 q(t) -2 ikt +  q [

k 7
dta31

dta13

(76)

=  (—2i)zMez N2e ^ L I q(t) sin
~ 2n 2n

2kt — t -^6 +  Tp 
8 8

dtbl;

03(s)|sfc1 (70)—73) zM zN2 <| w leaW1sb -  w3z-M  eaW1sb
r1 0

7

+  w2e‘aW2 sb w2e,aW2sb
r2

+  wlzM6 eaW3sb
r2

r3

r1

-  w3
r1

7

0 ( ^ 1  > = ^ M6^ 2[^3l(s)+032(s)]

(77)

sk,1

7 7

03l(s) — w izM6eaW3sb J  r( t)e -aW1stdtrl -  w3Z-M6eaW1s^  r(t)e -aW3stdtr3, (78)

7 7

032(s) — wleaW1 sb^  r(t)e -aW1stdtrl -  w3eaW3s^  r(t)e -aW3stdtr3. (79)

При этом из формул (78) и (70) получаем

/ \ I 2хг
03i(s) =  e s3 Isfc 10СН

  Z7TZ Z7TZ Л /Г
e s e e  ™6 exp wi +  w3 -

w1  -  w3
exp -

w1  -  w3
w1 -  w3

wi +  w3 ,r , \  I wi -  w3
-ikt ] dtr ix r(t) exp -  1 ' ikt  exp -

w1  -  w3 w1  -  w3

M6— e s e s  ° exp wi  +  w3 -
w1  -  w3

exp
w1  -  w3

ittb
w1  -  w3

x I r(t) exp ( -  Wl exp ( —— — Ш  )dtr3
w1  -  w3 w1  -  w3

(80)

Из формул (5) получаем

47гг 2хг .  2хг 2хг . , ч
w\ + w3 1 +  e s . e s ( e  s +  e s ) . + (  2тг\

= 1 ^ 7 ¥ г = = ~ ctg V ^ y
(81)

7

7

7

7

7 7

7 7

7

2пг 2пг
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Подставляя (81) в формулу (80), выводим

ад»)и10И1 r(t)e'«î>“ (-l) . • 2п 2п ^  ~
exp ( ik t +  —------—M 6 +  ikb

8 8

. ~ 2п 2п ^  -
— exp ( — ik t — — +  — M q — ikb 

8 8
dt (82)

=  ( - 2i)e s e J  r(t)e sin 
o

ikt  +  ikb +  7  — 71 4 4 dtb2 -

Аналогичным образом из формул (5), (79) и (70) выводим

M s )  \skl0CB = (~ 2i)e 8 е r(t)e sin kt  — kb+ — 
4 dtb3- (83)

ko

сокращаются, а приравнивая коэффициенты при i ,  находим

 ̂ _  («Ц -  W2)8* f ^ (^ Ц д о сн  ^2(S)Lm och
7к’1 2iri8 ■ 27г8 |  « ц  — « д  « ц  — « д

a
w i -  w3 ^3i(s)I +  $32(s)I3 ŝk;i0CH 32V / lsk,i0CH >, k € N. (84)

Из формулы (5) получаем
47гг 2хг /  2хг 2хг

«ц — «;з =  1 — e s  = e s  ( e  s —e s
/ \ 27гг /  2ТТ

= (—2г)е 8 sm I — (85)

С помощБЮ формул (75)-(83) и (85) из (84) находим

d7k,i =
(Wi ~ W 3f  

8тт28

x j  r(t)e 
o

Применяя формулы

+
2-7Г i ^

(—2i)e s
aii w i -  w3

o

a
bi w i -  w3

( _ 2 ф ¥ е- “

sin ( kt  — kb +  ^  — sin +  kb +  ^ dt . (86 )

• о О • l ' a  -  P \  f a  +  вsm «  — sin p =  2 sin ( —-—  j cos

из (86) выводим

27г г
2ге s

2хг
2ге s

« Л -адз (—2г ) е ¥  s in (^ )  s i n ( f ) :

8п
o

sin(f) q(t) sin
o

„kt

~ п п М6
+  T ----------4 4 dtbi

- ^ e ~ ~ kb sin ( k b -  — )  (  r(t)ekt cos 
sm(f )  V 8 J J

4 o

~ п пМб
4 8

dtb4 ,

к = к + ^  + ^ ,  k e N .  
8 8

(87)

1

П
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Формула (87) показывает, что коэффициенты d7k, 1 формулы (71) находятся един
ственным образом, тем самым теорема 6 доказана. >

1

Т еорем а 7. Асимптотика собственных значений ФДО (1)-(3) в секторах 2)-8) инди
каторной диаграммы представляется в следующем виде:

27 гг 27тг 47тг 27тг 2 i r i  /  __ 1 \

Sk,2 = skye 8 ; sky = Skye 8 = sk,le » ] . . . ]  sk,m = Sk,ш- i e  s = sk,i e 8 1

^k,m =  (sk,m) , m 1  2 , . . . , 8,

при этом sk,1 определены формулами (70), (71), (87).
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A b s tr a c t .  The paper deals w ith a functional-differential operator of the eighth order w ith a summable 
potential. The boundary conditions are separated. Functional-differential operators of th is kind arise in the 
study of vibrations of beams and bridges made up of m aterials of different density. To solve the  functional- 
differential equation th a t defines a differential operator, th e  m ethod of variation of constants is applied. 
The solution of the  initial functional-differential equation is reduced to  the  solution of the  Volterra integral 
equation. The resulting Volterra integral equation is solved by P icard’s m ethod of successive approxim ations. 
As a result of the  investigation of the integral equation, asym ptotic formulas and estim ates for the solutions 
of the  functional-differential equation th a t defines the differential operator are obtained. For large values of 
the  spectral param eter, the  asym ptotics of the  solutions of the differential equation defining the differential 
operator is derived. Similar to  the asym ptotic estim ates of solutions of the differential operator of the second 
order w ith sm ooth and piecewise sm ooth coefficients, asym ptotic estim ates of solutions of the  initial functional 
differential equation are established. The obtained asym ptotic formulas are used to  study the  boundary 
conditions. As a  result, we come to  the study of the roots of a function represented as a determ inant of 
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of the  eigenvalues of the differential operator under study are studied.
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Аннотация. Рассматривается обратная задача определения матричного ядра K (t) = (K1, K2, K3)(t), 
t G [0,T], входящего в систему интегро-дифференциальных уравнений анизотропной вязкоупруго
сти. Прямая начально-краевая задача состоит в определении вектор-функции смещения u(x,t) = 
(u1 ,u2,u3)(x,t), x = (x1,x2,x3) G R3, x3 > 0. Предполагается, что коэффициенты уравнений си
стемы (плотность и модули упругости) зависят только от пространственной переменной x3 > 0.

x3 = 0
дельта-функцию Дирака (граничное условие Неймана специального вида). Обратная задача сводит
ся к изученным ранее задачам определения скалярных ядер Ki(t) i = 1, 2, 3. В качестве дополни-

x2 u(x, t)
x3 = 0
ной задачи. Идея доказательства глобальной разрешимости состоит в применении принципа сжатых 
отображений к системе нелинейных интегральных уравнений Вольтерра второго рода в банаховом 
пространстве с весовыми нормами.

Ключевые слова: обратная задача, устойчивость, дельта-функция, модули упругости, матричное 
ядро.
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Образец цитирования: Тотиева Ж. Д. К вопросу исследования задачи определения матрично
го ядра системы уравнений анизотропной вязкоупругости // Владикавк. мат. журн.—2019.—Т. 21, 
вып. 2.—С. 58-66. DOI: 10.23671/VNC.2019.2.32117.

1. Введение

Многим средам (материалам) свойственна зависимость процессов деформирования 
от скорости и времени, которая отсутствует в уравнениях теории упругости. Такие средв1 

проявляют как мгновенную, так и замедленную реакцию на нагрузку. Это свойство на
зывают памятью. Другая особенность состоит в том, что в средах с памятью сочетаются 
способности запасать энергию подобно упругим телам и рассеивать подобно средам с вяз
кими свойствами. Такие среды (материалы) называются вязкоупруга,ми. Более точное 
исследование с помощью математических методов процесса распространения электро
магнитных, акустических и упругих волн в вязкоупругих средах требует учета памяти 
(предыстории) процесса. Для электромагнитных волн это связано с явлением дисперсии
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волн, а для акустических и упругих волн — с наличием вязкости среды. Сама теория 
линейной вязкоупругости достаточно развита и доступна для широкого применения (см. 
[1-4] и цитированную там литературу). Но, как отмечается в работе [5], «многие ма
тематические свойства линейного определяющего соотношения вязкоупругости — даже 
напрямую связанные с моделированием классических реологических эффектов и типич
ных кривых поведения материалов — еще малоизвестны, полный арсенал возможностей 
линейной теории не выявлен, области ее адекватности до сих пор не очерчена доста
точно четко и явно, а компьютерное моделирование нередко остается без необходимого 
фундамента».

Необходимость разработки методов решения обратных задач теории волновых про
цессов в вязкоупругих средах обуславливает актуальность данного исследования.

Статья обобщает результаты работы [6] на случай матричного ядра. В ней опреде
лялось одномерное скалярное ядро интегрального оператора типа свертки, входящего в 
систему изотропной вязкоупругости для сосредоточенного источника возмущений, лока
лизованного на границе рассматриваемой области. При этом в качестве дополнительной 
информации задавался след решения прямой задачи на поверхности хз =  0. В рабо
тах [6_9] приводится подробный обзор имеющихся публикаций по данному направлению 
исследований. Можно добавить к имеющемуся обзору работы [10, 11], в которых реше
ны задачи по определению скалярных ядер для интегро-дифференциальных уравнений 
акустики и SH-волн в вязкоупругой пористой среде соответственно. Работы [12, 13] со
держат результаты по определению матричных ядер для системы уравнений анизотроп
ной вязкоупругости для однородной среды и для случая изотропной вязкоупругости с 
источником возмущения типа направленного взрыва для неоднородной среды.

Полная система дифференциальных уравнений для неоднородной анизотропной вяз
коупругой среды состоит из следующих уравнений:

Здесь x =  (х1 ,х 2,х 3) € R 3, р =  p(x) — плотность неоднородной среды, p(x) > 0, 
u =  (u1 (x, t ) , u2(x, t ) , u3(x ,t)) — вектор смещений.

В вязкоупругих материалах для тензора напряжений имеют место представления:

Oijki =  Oijki (x) — модули упругости, K  (t) =  (K 1, K 2, K 3)(t) — функция релаксации среды. 
Симметричность тензора напряжений уменьшает число независимых модулей упругости 
с 81 до 21. Если принять, что ca^ =  Cjki, где a  =  ( i j ) и в  =  (kl), в соответствии с обозна
чениями (11) ^  1, (22) ^  2, (33) ^  3, (23) =  (32) ^  4, (13) =  (31) ^  5, (12) =  (21) ^  6 ,
то матрице независимых модулей упругости можно придать вид симметрической матри
цы порядка 6 х 6 , поскольку в паре индексов (i, j)  порядок не играет роли и существует 
только шесть различных парных комбинаций. Будем рассматривать анизотропные среды 
с матрицей независимых модулей упругости следующего вида:

d2Ui А  ж ,
(1 .1)

Tij =  Cijki Ski + K i (t -  T)Ski(x,T) dT , i =  1,2,3, j  =  1,2,3, (1.2)
k,i=1 /

0

где

k =  1, 2, 3, l =  1, 2, 3,
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сав

(  с 11 С12 С12

с 12 с 11 С12

с 12 с 12 с 11

O(3x3)

O(3x3)

c44 0 0

0 c44 0

0 0 c44 )

(1.3)

2. Постановка задачи

Рассмотрим при x  =  (ж1 ,Ж2,Ж3) € R 3, t € R  Ж3 > 0, систему интегро-дифференци
альных уравнений динамической вязкоупругости (1 .1 )—(1 .2)

i =  1'2 ,3 , х3 > 0 , (2.1)
j =1 j

при следующих начальных и граничных условиях:

uj | t <0 =  0, j  =  1  (2-2)

T 3 |x3=+0 =  fj(X 1 ,t), j  =  1 , 2 , 3. (2.3)

Далее предполагаем, что модули упругости сц , С12, С44 и плотность р являются функ
циями только одной переменной x ,̂ а вектор-функция (ch , С12, c44, р) принадлежит клас
су A(m), m =  const:

Л (т )  =  -^(сц(X3),C12(x3),C44(x3),p(x3)) :

с11 ^  m > 0, с44 ^  m > 0, с11 > с12, с11 +  2с12 > 0, р ^  m > 0,
С п(+ 0) =  0, с44(+ 0) =  0, р '(+ 0) =  0,

С11 ,С44,р  € C 2(R+), С12 € C (R + )} , R+ := [0, то).

Оиределнм билинейный интегральный оператор L по формуле

t

L[K Л . Ч М Щ  и(:М ) +  /  K (t -  T)u (x, r ) dT
0

(здесь K  (t), u(x, t) -  скалярные функции). В дальнейшем для сокращения записи иногда 
не будем в операторе L  указывать зависимость функций от переменных, подразумевая 
зависимость первой — от t, а второй — от x, t.

Равенства (2.1)—(2.3) для анизотропных сред с матрицей (1.3) могут быть переписаны 
в следующем виде:

d2ui _  
9 dt2

d /  du A  d 2 U3 д (  du 3
—  I C44—  ) +  С\2 ~л Д----- h   I C447-—dx3 y d x w  d x 1dx3 0x3 V d x 1

02ui 02ui d2U2
+  C44 2 +  Сц 2 +  (C12 +  C44)—--- ----

dx2 d x 1 0 x 1 0 x 2
(2.4)
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d2u2 
1 dt2

L
K2’W ~dx3

дп2\  d2u3
С4 4Д— I + C i2t;— x— d x3 J d x 2dx3 +

d
C44-

du3
дx3 V d x 2

d2uo d2U2 , , . d2ui
+  C44 0  9 +  С ц  —  o’  +  (c12 +  C 44)-

dxi dx2 d x i d x 2
(2.5)

<92-u3 _  
P 9 t2

d (  du3\
К 3 , - —  С и т - —  +  C44 

dx3 V dx3 /
<92-u4 d (  du\

d x \ d x 3 <9æ3 l Cl2 9æi
d2u 2 d /  du2 \  d2us d 2u 3

+  C44 ——   h ——  I C i2 t ;—  I +  C44 9 +  C44 „
dx2 d x 3 d x 3 \  d x2 j  dx2 dx2

(2 .6 )

L

L

' du3 , dui
K i ,  C 4 4 -  h C 4 4 - —

dxi dx3

' du3 du,2
к 2,  C 4 4 - --------h C 4 4 - -----

d x2 d x3

= f i (x i , t ) ,
X3=+0

=  f 2 (xi , t ) ,
X3=+0

L dui duo д щ
K 3,ci2- ----- h сi2- ---- h С ц ——

dxi dx2 dx3
=  f3(xi , t ) ,

lt<0

X3=+0

=  0, i = 1,2,3.

(2.7)

(2 .8 )

(2.9)

(2 .10 )

u (x, t )
смысле) равенствам (2.1)—(2.3) при заданных функциях p(x3), ci i (x3), ci2(x3), c44(x3), 
Kj(t) ,  f j ( x i ,t), j  = 1, 2, 3, будем называть прямой задачей.

З ам ечание . Так как коэффициенты уравнений и граничные условия в системе (2.4)-
x 2 u

x 2
Запишем соотношения (2.4)—(2.10) в терминах преобразования Фурье по перемен- 
x i .

d2U3 
Р~ 9 ё  = Ь

д (  dUА  . dU3 д , . 2
К  i, т—  с44- —  +  г и с и - ----- h гн— ~ (с44[/3) -  v c u U  1

dx3 \  dx3 )  dx3 d x3

d2U2 _  
9 d t2

' d f  dU2 » 2
K 2 ,  ----  C 44—----- — V  C4 4 lJ 2

дx3 \  d x3

d2U3
d t2

L
д f  д Щ \  . dUi - д  2

K-3, - — I сПТГ-  ) +  ^ c 44- ------h гг/-— (C126/1) -  v  c44[/3
дxз <9æ3 y

L K i ,ic44 vU3 +  c44

дx3 дx3

дUl
дxз

=  Fi(v, t),

L K 2, c44
дU2

L

дxз

K 3 , ivci2 Ui +  cii

X3=+0

=  F2 (v, t),
X3=+0

дUз
дxз

= F3(v, t),
X3=+0

Uj t< 0 =  0, j  =  1, 2, 3,

(2 .11 )

(2 .12 )

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16) 

(2.17)
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где
СЮ

Uj (x3, t ,v)  =  У  u(x1, x3, t) exp(ivx1 ) dx1, j =  1, 2, 3,

Ю

Fj ( t , v ) = y  f j (x 1 ,t)ex p (iv x 1) dx1 , j  =  1 , 2 ,3,
— OO

v _  параметр, функции Uj, ф € C  1(R; C (D)), D =  {(x3,t) : x 3 ^  0, 0 ф t ф T }, T  > 0.
Систему (2.11)—(2.17) можно рассматривать как совокупность двух подсистем. Пер-

U 1
U3 U2

О братн ая  зад ач а . Пусть

f j(x 1 , t ) =  6'( t)6(x1), j  =  1, 2, 3;

где 6' (t) — производная дельта-функции Дирака, 6Д 1) — дельта-функция Дирака. Опре
делить ядро K  (t) =  diag(K 1 ,K 2 ,K 3)(t), t > 0, входящее в равенства (2.1) посредством

( U1 , U2 , U3 )
известна дополнительная информация

Uj(x3, t ,v) | x3=+0,v=+0 =  gj(t), t >  0, j  =  1, 2, 3, 

где gj(t) — заданные функции.

(2.18)

3. Р еш ен и е обратной  зад ач и

Из равенств (2.11)—(2.17) для функций

Uj1 =  Uj(x3, t, v) |v=+o, j  =  1, 2, 3, 

получаем независимо решаемые задачи (3.1)—(3.2), (3.3)-(3.4) и (3.5)-(3.6)

Р-d2Ul г 
m 2

д (  dUl
к  1, —--- С44

U1lt<0 - 0, LK 1, c44

dx3 y dx3 

dU1

dx3
=  6' (t),

d2Uj
L

U21|t<0 -  0  L

^ 2) Д  C44dx

K 2, c44

хз=+0 
21dU 1

dx 3 \  dx3

dU2 1
dx3

=  6' (t),

d 2U3 L K3
d

’ <9æ3 VCU <9æ3

dU3

хз=+0

8 U3

U1 lt<0 -  L K 3 ,C11
dx3

=  6' (t).

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)
хз=+0
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Введем в рассмотрение новые переменные y  z по формулам

хз г

У = ФЛхз)  := j  vi(æ3) := J
n »

С44(Хз) 
p(x3) :

хз г

z = ф2 (х3) := j  v2(æ3) := J
n »

Сц(жз) 
p(x3) .

Через ф- 1 обозначим функцию, обратную к ф^  j  =  1, 2. 
Пуств

» = 02; а(у) := , /  ,
s(y)

< Л М ) : = ------ ^ ------- , К 0 :=

V1 (ф 1 (уД Р (ф 1 (уД

v2(+ 0)p (+ 0)

v 2 (ф2 1 (z)) Р (ф2 1(z))

Тогда обратная задача в терминах вновв введеннвгх функций и переменнвгх у, z при
водится к задаче определения матричного ядра K  (t) =  diag(K 1 , K 2, K 3)(t) из следующих 
соотношений:

d2Vj
~ЭФ

L

д2Уз
dt2

L
д2 v •

к 3, ^ тд  + я(уУду2

^  9у(уА )
ду

, у > 0, t € R, 

=  a6'(t), j  =  1 , 2 ,
y=+0

L

L

K 3,

K3

d2V3
dz2

dv3(z,t)
dz

+  <?(z)v3 , z > 0, t € R, 

=  b6'(t),
z=+0

Vj lt<0 -  0, j  =  1, 2, 3,

vj (+ 0 , t ) =  g j( t )  j  =  1, 2, 3,

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

где
s'{y)

_ s(y) _
, <?(z) :=

p"(z)
p(z)

2 У (г)
_p(z) _

a [c44(+ 0)p (+ 0)] 2 , b [сц (+ 0)р (+ 0)] 2 .

Задача (3.7)-(3.12) распадается на три независимвю задачи по определению K 1 (t), 
K 2( t )  K 3(t) соответственно. Решение каждой задачи может бытв проведено аналогично 
исследованию обратной задачи, изученной в (6].

Таким образом, из (6] следует справедливости следующих теорем однозначной гло- 
балвной разрешимости и устойчивости обратной задачи определения матричного ядра 
(доказателвство проводится по аналогии для каждого элемента Kj(t), i =  1, 2, 3):

Т еорем а 1. Пуств функция gj (t) представима в виде

gj (t) =  Aj 6(t) +  0(t)g0j (t), (A1 , A2, A3) := (a, a, b)
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и  g0j(t) € C 2 [0, T ] , j  =  1, 2, 3; 0(t) — функция Хевисайда. Кроме того, (р, с44) € 
C 3 [0,,0 - 1 (T/2)] , с11 € C 3 [0, ^ - 1 (T /2 )]. Тогда существует единственное решение обрат
ной задачи K  (t) =  diag(K 1, K 2, K 3)(t), t € C 2[0, T  ], при любом фиксированном T  > 0.

Пусть r(ho  ) — множество скалярных функций K  (t) € C 2[0,T ], удовлетворяющих для 
t € [0,T ] неравенству ||K (t)yC2[o,T] ^  ho с фиксированной положительной постоянной ho. 
Эта постоянная определена в [6].

Т еорем а 2. Пуств K  (t) =  diag(K 1 ,K 2,K 3 )(t), K  *(t) =  diag(K*, K |,  K3*)(t), 
K j(t), K*(t) € r ( h 0j ), j  =  1, 2, 3, — решения обратной задачи с набором данных

М ^ Г Ч у ^  с44(0 Г 1 (У)), ^ ф ^ Г Ч ^  h0j( t)} ,

{р*(^Г 1 С*4(0 Г 1 с* 1 (0Г 1 (z ))  90j ( t)}

соответственно. Тогда найдется такое положителвное число C =  C (m, hp, h-00, T  ),

h00 =  maX j  11р |С3[0,Ц- 1 (T/2)], llC44| C3[0,^- 1 (T/2)], IIe11 | C3[0,y- 1 (T/2)] , | g0j (t) IIc2 [0,T],

|р  Hc3[0,y- 1 (T/2)], 11с44 1 C3[0,y-  1 (T/2)], IIChIIc3[0,Ц-  1 (T/2)], llg0j ( t ) |C2[0,T] 

что справедлива оценка устойчивости

£ | |K j ( t )  -  K 4(t)|c3[0, t ] <  C
j =1

|р  р IIc3[0,y- 1(T/2)] +  |c44 C44| C3[0,y- 1(T/2)]

+  llc11 -  с*1 ^C3[0,y- 1(T/2)] + ^ 2  llg0j -  g0*||C2[0,T]
j =1

< Из [6] следуют оценки 

llK 1(t) -  K 1* ( t ) |C2[0,T] ^  C ||р -  р*1C3 [0,Ц—1 (T/ 2)] +  11с44 -  с44 1C 3[0,y-1(T/ 2)] llg01 -  g01||C2 [0,T]

llK 2 (t) -  K 2* ( t ) |C2 [0,T ] ^  C ||р -  р* ^C3 [0,y-1(T/2)] +  |c 44 -  c44^C 3[0,Ц-1(Т/2)] 11̂ 02 -  ̂ H c 2 [0,T]

||K 3 ( t ) - K 3( t) lC2[0,T] ^  C 11р — р* Hc3 [0,Ц-1(Т/2)] +  ИС11 с11 IIc 3[0,У—1 (T/2)]+llg03- g 03llC2 [0,T] 

Складывая почленно эти неравенства, мы получаем требуемую оценку. >
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Abstract. We consider the problem of determining the matrix kernel K(t) = diag(Ki , K2, K3)(t), t > 0, 
occurring in the system of integro-differential viscoelasticity equations for anisotropic medium. The direct 
initial boundary value problem is to determine the displacement vector function u(x,t) = (ui ,u2,u3)(x,t), 
x = (xi, X2 , X3) e R3, X3 > 0. It is assumed that the coefficients of the system (density and elastic modulus)

x3 > 0
x3 = 0

kind). The inverse problem is reduced to the previously studied problems of determining scalar kernels Kt(t), 
i = 1, 2, 3. As an additional condition, the value of the Fourier transform in x2 of the function u(x, t) is given

x3 = 0
are given. The idea of proving global solvability is to apply the contraction mapping principle to a system 
of nonlinear Volterra integral equations of the second kind in a weighted Banach space.
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А ннотация. Рассматривается в трехмерной области линейное интегро-дифференциальное урав
нение типа Вуссинеска четвертого порядка с коэффициентом восстановления и вырожденным яд
ром. Решение этого интегро-дифференциального уравнения рассматривается в классе непрерывно
дифференцируемых функций. Сначала изучаю тся вопросы классической разрешимости нелокаль
ной прямой краевой задачи для рассматриваемого интегро-дифференциального уравнения Вусси
неска с параметром при интегральном члене. Используются метод разделения переменных и метод 
вырожденного ядра. Получается счетная система алгебраических уравнений. Решение этой алгебра
ической системы уравнений для регулярных значений спектрального параметра при интегральном 
члене заданного уравнения позволяет построить решение нелокальной прямой краевой задачи для 
интегро-дифференциального уравнения в виде ряда Фурье. Устанавливается критерий однознач
ной разрешимости прямой краевой задачи при фиксированных значениях функции восстановления. 
С помощью неравенство Коши — Вуняковского и неравенство Бесселя доказывается абсолютная 
и равномерная сходимость полученного ряда Фурье. Д л я  решения прямой краевой задачи такж е 
доказывается непрерывность всех производных, входящих в заданное уравнение. Далее, с помощью 
дополнительного интегрального условия однозначно определяется ф ункция восстановления в виде 
ряда Фурье. Устанавливается критерий непрерывности производных второго порядка от функции 
восстановления по пространственным переменным. Исходя из найденных значений функции вос
становления однозначно определяется и основная искомая ф ункция как решение обратной задачи 
для рассматриваемого интегро-дифференциального уравнения. Кроме того, изучается устойчивость 
решения интегро-дифференциального уравнения по функции восстановления.
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1. Постановка задачи

Математическое моделирование многих процессов, происходящих в реальном мире, 
приводит к изучению смешанных, краевых и обратных задач для уравнений в част
ных производных. Теория смешанных и краевых задач, в силу ее прикладной важности, 
в настоящее время является одним из важнейших разделов теории дифференциальных 
уравнений.

© 2 0 1 9  Ю лдашев Т. К.
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Исследования многих задач газовой динамики, теории упругости, теории пластин 
и оболочек описвтаются дифференциальными уравнениями в частных производных вы
соких порядков. С точки зрения физических приложений представляют большой интерес 
и дифференциальные уравнения четвертого порядка (см., например, M D -

В случаях, когда граница области протекания физического процесса недоступна для 
измерений, дополнительной информацией, достаточной для однозначной разрешимости 
задачи, могут служить нелокальные условия в интегральной форме (5, 6].

Метод разделения переменных при исследовании дифференциальных и интегро- 
дифференциальных уравнений в частных производных применяется в работах многих 
авторов, в частности в (7-9].

Теория обратных задач представляет собой активно развивающееся направление со
временной теории дифференциальных уравнений. К обратным задачам относят задачи 
определения физических свойств объектов, например: плотность, коэффициент тепло
проводности, упругие модули в зависимости от координат или в виде функций других 
параметров. Заметим, что без умения решать прямые задачи невозможно исследовать 
обратные. Линейные обратные задачи рассматривались во многих работах, в частности 
в (10-16]. В настоящее время совершенствуется и методика решения обратных задач.

В настоящей работе изучается однозначная разрешимость нелокальной обратной за
дачи для интегро-дифференциального уравнения типа Буссинеска четвертого порядка 
с вырожденным ядром. Итак, в области Q =  {(t , x , y ) : 0 < t  < T ,  0 < x , y  < 1} рассмат
ривается интегро-дифференциальное уравнение вида

Utt(t, X, y) -  (Uttxx(t, X, y) +  Uttyy (t, X, y)) -  (Uxx (t, X, y) +  Uyy (t, x, y))
T

+  v j  K( t , s ) (Uxx(s , x ,y )  + Uyy(s , x , y )) ds = a(t)f î(x,y),  (3.1)
0

где T  и l — заданные положительные действительные числа, v  — действительный спек
тральный параметр,

k
K( t , s )  = ^  ai(t)bi(s), ai(t),bi(s) G C 2[0; T ], ai(t) = 0, t € [0; T ];

i=1

a(t) G C 2[0;T ], a(t) = 0, t G [0;T ].

Здесь предполагается, что система функций {ai(t)} и система функций {bi(s)}, 
i =  1 , 2, . . .  ,k,  являются линейно независимыми.

Данное уравнение принадлежит псевдогиперболическому типу и называется так
же интегро-дифференциальным уравнением типа Буссинеска. В случае, когда v  =  0, 
соответствующее дифференциальное уравнение Буссинска описывает движения волн 
в стратифицированной жидкости. Гравитационные волны в жидкости со стратифи
цированной плотностью представляют большой интерес в метеорологии и океаногра
фии (3, с. 404, 405].

З а д а ч а . Найти в области Q пару функций

U(t , x , y)  G С{Щ П С 1^ 1) П С 2 (П) n C 2+2+0(Q) n C 2+°+2(Q), (3.2)

e(x , y )  G C 2{0 < x , y  < l], (3.3)
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удовлетворяющую уравнению (3.1) и следующим условиям:

U (0,x,y) =  U (T, x,y),  0 ф x, y ф l, (3.4)

T

У  U (t, x,y) dt =  <^(x,y), 0 ф x ,y  ф l, (3.5)
0

U (t, 0, y) =  U (t, l, y) =  U (t, x, 0) =  U (t, x, l) =  0, 0 ф t ф T, (3.6)
T

J 0(t)U (t, x, y) dt =  0 (x ,y ), 0 Ф x, y Ф l, (3.7)
0

где C'r (Q) — класс функций C7(t, x, y), имеющих непрерывные производные [7(t, x, y),
■§pFU{t,x,y), щ^ t / ( t , x , y ) в области Q; Д Д +0(£4) — класс функций U(t ,x ,y) ,  имею
щих непрервтную производную (^ у) в области Q; С Д Д 5 (Q) — класс функций
U(t ,x ,y) ,  имеющих непрервтную производную QtrQys U ( t , x , y ) в области Q; г и s — на- 
туралвнвю числа; функция 0 (t) € C[0,T ] те обращается в нулв на отрезке [0,T ]; <^(x,y), 
0 (x, y) — заданнвю достаточно гладкие функции;

р (0, y) =  <p(l, y) =  ^(x, 0) =  <p(x, l) =  0,

Q  =  Q U {x =  0} U {x =  l} U {y =  0} U {y =  l},

Q =  {(t ,x,y)  | 0 ф t ф T, 0 ф x, y ф / }.

2. Ф ормальное реш ение прямой краевой задачи (3 .1), (3 .2), (3 .4 )-(3 .6 )

Нетривиальное решение уравнения (3.1) в области Q разыскивается в виде следую
щего ряда Фурье:

о œ. . 2 ^—> . . nn  nm  . ч
U(t ,x ,y)  = -  2_^ un,m{t) sm ~Y х  Sin —  y, (3.8)

n,m=1

где
l l

un,m(t) = j  J J U (t, x, y) sin x sin у dx dy, n , m  = 1 , 2 , . . .  (3.9)
0 0

Предполагается, что и функция e(x ,y ) разлагается в ряд Фурье:

о œ. . 2 ^ \  nn  nm  . ,
Р(х,у) =  у 2 ^  Pn,m sm — x sm — у, (3.10)

n,m=1

где
i i

2 /  /  , nn  nm  , , ч
Pn,m = j  p ( x , y ) s m  —  x s m —j - y d x d y ,  n , m  = 1,2, . . .  (3.11)

0 0

Подставляя ряды (3.8) и (3.10) в уравнение (3.1), получаем

Т/ к
^   ̂ (t)bi (s)un,m(s) ds +  a ( t)e n,m, (3.12)

0

I
i=1
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где
.2 _______

\ 2 И'щт 7Г Г Д  ' ô
Хп,т — i , о ’ №п,т — 7 V И +  Ш . 

’ 1 +  ^ lm  1

С помощью обозначения

T

Tin,m — J  bi(s)un,m(s) ds (3.13)

уравнения (3.12) перепишутся в следующем виде:

Un,m(t) +  Aп,т un,m(t) — vAn,m ''У у ai (t)Tin,m +  a ( t)^n (3.14)
i=1

Дифференциальные уравнения (3.14) решаются методом вариации произвольных по
стоянных:

un,m(t) =  cn,m cos An,m t +  dn,m sin An,m t +  nn,m(t), (3.15)

где

k 1 t
Vn,m(t) = vXn,m ^ 2  Tin’m sin “  « К (Д  ds +  sin Ara>m(t -  s)a(s) ds.

t J An,m J
i= 1 0 0

Условие (3.4) с учетом формулы (3.9) принимает следующий вид:

, . 2 [ [  пп п т  , ,
ига,т ( 0) =  у U(0,x,y)  sin —  ж sin —  у dy dx

0 0
i i

пп п'т-
С/(T, æ, y) sin —  æ sin —— y dy dx = ип>т(Т).  (3.16)

0 0

Для нахождения неизвестных коэффициентов cn ,m и dn,m в (3.15) воспользуемся усло
вием (3.16). Тогда получаем

un,m(t) — dn
\ * sin An,mT  ■, ,sin Xnm  t +  - - — COS Xn m t

1 -  cos An.mT +  Cn,m(t), (3.17)

где
t- 4 n,m(T  ) \ , -
Sn ,m \t)  — “ г n ;  COS An ,m t T  T]n,m\t)-

1 cos An,m T
Теперь воспользуемся интегральным условием (3.5) и формулой (3.9):

T i i T
f  / s i  2 [ [ [  . пп п т  , ,

un,m{t)dt = j  и ( t , x , у) dt sm —  x s m —j—у dydx
0 0 0

i i
, пп п т

<д(ж, у) sin —  æ sin - j -  y dydx  = д П)ГП- (3.18)
0 0
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Тогда из (3.17) и (3.18) получаем

T T

p n,m — un,m(t') dt — dn,m
\ * sin An,mT  \ ,

S ill An,m  t  T ~ ; ~  COS \ n  m  t
1 — COS An,m T  

1 COS An,m T  +
sin2 ЛщтТ  

1 — COS An.m. T

dt + Yn,m

+  Yn,m, (3.19)

где
T

Y'n,m — Cn,m(t') d t.

Итак, для определения неизвестных коэффициентов dn,m требуем выполнения сле
дующего условия:

Cn,m(T) = 1 COS An,m T  = 0.

Из (3.19) находим
j  _ Лп,т /  ̂ А
U"n,m —  (Т \Р п ,т  rin jm )

Подставляя (3.21) в формулу (3.17), получаем

А
Un,m(t) =  —Г— (рп,т ~ ' Y'n,m)^0n,m (t) +  Cn,m(t)

(3.20)

(3.21)

или

где

Un (t) — p n,m Bn,m(t) + v  ^   ̂Tin,m Din,m(t') + $n,m En,m(t‘')'l
i=1

B n ,m (t)  — $0n,m (t) — S ill \ n ,m  t  (rr \
2 &n,m(T )

T
An m f

Din, m (t) — hin, m ([T)Ô2n,m(t) +  hin>m{t) Ôqn,m(t) I hin>m{t) dt,

(3.22)

T

En ,m(t) — Фп,т(Т^)^2п,т(ф) T Фn,m(t) ^ &0n,m(t) J  Фп,т(ф) dt

t

hin,m(t') — An,m J '  sin An,m(t s) ai (s) ds, i — 1,
0

= 1 , 2 , . . . , k ,

dln,m(t) — /  sin \ nym(t s) Ck(s) d,S, An,m — \
A n,m n “

d‘n,m 
1 +  Йпл

Цп,т = -гл/ r i2 +  m 2,

d2n,m(t ) —
@n,m(T  )

, , d0n,m(t) . , rr,cos Ara,m t  ^----  sm \ n m T
1
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Подставляя (3.22) в (3.13), получаем счетную систему алгебраических уравнений 
(ССАУ):

k
Tm,m, +  v ^  ' Tjra,m,

j =1
— Фт ,т

где
T

Я,

T

Ф* — У bi(s) [̂ra,m Bn,m(s) +  в«,,т, Era,m(s)] ds-

(3.23)

(3.24)

ССАУ (3.23) однозначно разрешима при любых конечных Ф т,т , если выполняется 
следующее условие:

Ara,m(v) —

1 +  vH 11n vH 12n
vH 21n 1 +  vH 22n

vHk 1n,m vH k2n

vH 1kn,m
vH 2kn

1 +  vH kkra,i

— 0. (3.25)

Определители An,m(v) в (3.25) есть многочлен относительно v степени не выше к. 
Уравнение An,m(v) — 0 имеет не более, чем к различных корней. Эти корни являются 
собственными числами ядра интегро-дифференциального уравнения (3.1). Для других 
значений v условие (3.25) выполняется. Для таких регулярных значений v система (3.23) 
имеет единственное решение при любой конечной ненулевой правой части. Поэтому при 
выполнении условия (3.25) имеется однозначная разрешимость поставленной нелокаль
ной обратной задачи.

Решения ССАУ (3.23) записываются в виде

Am,m(v ) ■ 1 о 7
Тгп,т  — " д  7 Г") * — P  2)  • • • ) /С,

An,m(v )
(3.26)

где

Ain,m(v) —

1 +  vH 11ra 
vH 21n

vHk1n,m

vH 1(i- 1)n,m Ф1га,т vH 1(i+1)ra,m
vH 2(i- 1)n,m Ф2n,m v H2(i+1)n,m

vH k(i- 1)n,m vH k(i+1)ra,m

vH 1kn
vH 2kn

. . .  1 +  vHkkn,m

Среди элементов определителей Ain,m(v) находятся Фгга,т . В свою очередь, в соста
ве Ф т ,т  находятся неизвестные величины вп,т- ® самом деле, эти неизвестные величины 
находились в правой части ССАУ (3.23). Чтобы вывести их из знака определителя вы
ражение в (3.24) запишем в следующем виде:

Фг — ^га,тФ 1гга,т +  вга,т,Ф 2т,то

где
T T

Ф1m,m — У  bi(s) Bn,m(s) ds, Ф2гп,т — J  bi(s) E„,m(s) ds.
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В этом случае, согласно свойствам определителей имеем

Д in,m(v) — Pn,m Д 1in,m(v) +  Pn,m Д 2in,m(v^

где

Д jin,m(v') —

1 +  v H 11n,m . . . v H 1 (i—1)n,m ^  j 1n,m vH 1(i+1)n,m
vH 21n,m . . . vH 2(i—1)n,m ^ j 2n,m vH 2(i+1)n,m

. . . vH k(i— 1)n,m ^ jkn,m v H k(i+1)n,mv H k1n,m

j  =  1 , 2 .

Тогда формула (3.26) записывается в виде

____ _ Д 1in,miy) . q Д 2in,m(y) .   . 0 ,
Tin,m  — (Pn,m ~~7 7 \ г P n,m  ~~7 J 7“  )  ̂ — I ,  Z, . . . , /С.

Д n,m(v) Д n,m(v)

Подставляя (3.27) в (3.22), получаем

un,m(t) — Pn,m Fn,m(t) +  Pn,m Mn,m(t),

v H 1kn,m
vH 2kn,m

1 +  vH kkn,i

(3.27)

(3.28)

где
k (v)

Fn,m(t) = Bn>m(t) +  г/ ^  ^ Din>m(t),
■ _ Л Д n,m(v )i=1

k
Mntm(t) = Entm{t) Din>m(t).

. ., Д n,m(v )i=1

Теиерв (3.28) подставляем в ряд Фурве (3.8):

. 2 г ^  ^   ̂ / чп пп п тU(t,X,y)  = у 2 ^  +  Pn,m Mra>m(t)J Sin —  Ж Sin —  у.
n,m= 1

(3.29)

3. Обоснование разреш имости прямой краевой задачи (3 .1), (3 .2), (3 .4 )-(3 .6 )

Предположим, что e (x ,y ) — заданная гладкая функция. Рассмотрим случай, когда 
нарушается условие (3.20). Пуств an,m(T ) — 1 — cos An,mT  — 0 при некоторых T. Это 
условие эквивалентно равенству

cos An.m T  =  1, (3.30)

где

An.m —
Pn,m п

1 +  Д2 ’'n,m
Pn,m = J  v n z +  m z.

Уравнение (3.30) имеет решения

Tk = k e n ,
Anm

где N — множество натуральны х чисел.
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Другие значения 0 < T, для которых условие (3.20) выполняется, назвтаются регу
лярными. Для регулярнв1х значений T  имеет место формула (3.29). Поэтому при выпол
нении условия (3.20) решение прямой краевой задачи (3.1), (3.2), (3.4)-(3.6) в области Q 
представляется в виде ряда (3.29).

Покажем, что при определеннвгх условиях относителвно функций Ц ж ,у) и в(ж,у) 
ряд (3.29) сходится абсолютно и равномерно. Здесв при любвгх n  m и регулярнвгх зна
чениях T  справедливы оценки

У '  |ura,m(t) | ф C 1 
,m=1

œ

Y  К ,m(t)| ф C 1

I ]  \ф n,m 1 +  У ] |en
,m=1 n,m=1

œ œ
I ]  \ф n,m 1 +  У ] \Дп

n,m=1 n,m=1

(3.31)

(3.32)
n,m=1

где 0 < C 1 — const.
Действителвно, для регулярных значений T  справедливы соотношения

0 < | cn,m(T) | — 11 — cos An,mT | ф 2, 0 < Ara,m < 1 и An,m ^  1 при n, m ^  то.

Для гладких функций Fn,m(t) и Mn,m(t) из (3.28) ввшолняются следующие условия:

C 11 — ш а Д  max |Fnm (t)h max |Mnm ( t ) ^  < оо, 
' te[Q,T] 1 ’ v 1 te[Q,T] 1 ’ 11

C 12 — max< max | У т Л | ;  max |МПт (£)| > < то.
te[Q,T ] te[Q,T ]

Поэтому из (3.28) получаем

œ œ
Y |un,m(t)| ф Y 0 Fn,m(t)\ \^n,m\ +  \Mn,m(t)\ |вп ,т \]

n,m=1 n,m=1
œ

ф У  max \Fn,m(t)\ \^n,m \ +  У  max \M„,m (t)\ \вп,т\' J +cl\П T1! ' j  +cl\П T1!
n,m=1 t€[0,T ] n,m=1 t€[Q,T ]

ф Cii ^   ̂ \^n,m\ +  ^   ̂ \Дп,т\ 
n,m=1 n,m=1

Дифференцируя выражение (3.28) два раза, получаем

£  K m ( t) | ф £  ШЭХ |Fn/,m(t)| |ф п,т | +  £  +m ax |Mn,m (t)| |e
n,m=1 n,m=1 t€[0,T ] n,m=1 t€[Q,T ]

ф C 12
n,m=1 ra,m=1

Отсюда следуют оценки (3.31) и (3.32), где C 1 — max{C11; C 12}.
УСЛОВИЕ А. Пуств функция Дж, y) € C У  [0; l] x [0; 1]) на сегменте [0; l] имеет кусочно- 

HenpepBiBHBie производные третвего порядка и

ф(0, у) — Ц 1, у) — Цж, 0) — Цж, 1) — 0,
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Pxx(0, y) = Pxx (l, y) = Pxx (x, 0) =  Pxx(x, l) = 0,

Pyy ( 0 , y ) = Pyy(l,y ) = Pyy(x, 0) =  Pyy(x,l) = °.

x
получаем, что

p n,m —
l \  3 Pn,m
7Г /  П3 '

где
l i

l
J J Pxxx(x,y)  sin sin ^ y d x d y .  
0 0

(3.33)

(3.34)

y
получаем

Pttt
p n,m

i \ 3 p v il n,m
n m 3

(3.35)

где

p v i
P n,m

l l

J J Pxxxyyy(x, y) sin ™  X sin ™  y dx dy. (3.36)
0 0

Из (3.33) и (3.35) получаем, что

n 6 p v il n,m
Pn,m — i / о о •n n 3 m 3

(3.37)

С помощью неравенства Бесселя для двойного интеграла (3.36) получаем оценку

2

Е
n,m=1

pVIp n,m E
n,m=1 

l l

l l

p xxxyyy (x, y) "dn,m (x, y) dx dy
0 0 (3.38)

J  J  \p xxxyyy (x,y) ] 2 dxdy  < œ ,  
0 0

где
_ , . nn  n m
vn,m(x > y) =  Sin —  æ sm —  y.

УСЛОВИЕ Б . Пусть функция fî(x, y) G C 2( [0; l] x [0; l]) на сегменте [0; l] имеет кусочно
непрерывные производные третьего порядка и

e(0, y) = e(l,  y) = e(x,  0) =  e(x,  l) = 0,

Pxx(0, y) = Pxx (l, y) = Pxx (x, 0) =  fîxx(x, l) = 0,

Pyy(0, y) = Pyy (l, y) =  Pyy(x, 0) =  Pyy(x, l) =  0.
x

получаем, что

Pn,m — (
3 offf

n 3 e
n n 3 (3.39)

P n,m =

2
l
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где
i i

25/// _  z
“  I

0 0
Я пп п т

Pxxx(x,y)sm —  x sin — у dxdy.  (3.40)

у
ем

/  I \  3 в У/
^  =  - ( - 1  % г> (3-41)

где
i i

_VI 2 Г 7 пп п т
Рп,т =  у РхххуууУХ, у) sin —  æ sin —  у dx (ly. (3.42)

0 0

Из (3.39) и (3.41) получаем, что

Л  6 в у /
/?п,т = ( - )  (3-43)л /  п 3т 3

С помощью неравенства Бесселя для двойного интеграла (3.42) получаем оценку

Ё ИVI
n.m

n,m= 1
E

n,m=1
fîxxxyyy (x, y) r&n,m(x, y) dx dy

0 0
i i

J  J  [Pxxxyyy(x, y ) ] 2 dx dy < o .  (3.44)
0 0

Учитывая формулы (3.31), (3.37), (3.38), (3.43) и (3.44) и применяя неравенство 
Гёльдера, для ряда (3.29) получаем

i i 2 ф-л | |
\ U { t , X , y )  | ф у  2 ^  К , т ( А> |

n,m=1

пп 
sm —  æ

п т  
sm — у

2C 1
^   ̂ |^n,m| +  ^   ̂ |^n,m|

n,m=1 n,m=1
=  Y1 Ë n 3m 3 lÆI + Ë

n,m=1 n,m=1

VI I
п 3т 3 ^ n’ml|в

\ E
n,m=1 п 6т 6 \ E l< mi2 +

n,m=1

271

A E .
n,m=1 п 6т 6 \

i i

J J Wxxxyyy ( x , y )  2dxdy +  J [Axxxyyy (x, y )  2dxdy
0 0 0 0

< oo, 

(3.45)
где

Y1
1 \ п ,

Из (3.45) следует, что ряд (3.29) абсолютно и равномерно сходится в области Q.

1
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Для функции (3.29) покажем непрерывность всех производных, входящих в уравне
ние (3.1). Функцию (3.29) формально продифференцируем нужное число раз:

Uu(t, Х,у) = J Y  Wn,m K,m( t )  +  Pn,mM%>m(t)\ Sm —  X SHI —  y, (3.46)
n,m=1

2    ̂ / n n \  2 nn
uxx(t,x,y) = -  -  Y  [<Pn,m Fn>m(t) + Pn,mMn>m(t)] sin —  x sin —  y, (3.47)

n,m=1

. 2 г ^  ^  n /s i  f n m \ 2 nn  nm
Uyy{t, X,  у) =  - -  2 _ ^  \ф п ,т  Fn,m{t) + P n ,m  M n>m(t)\ —  J S ill  —  X Sill —  y ,  (3.48)

n,m=1

r» œ  0/ n 2 r ./ ./ п / n n \ 2 nn  nm  /0
Uttxx{t,X,y) = ( y j  Sin —  X Sin — y, (3.49)

n,m=1

2 œ 2
Uttyy(t,x,y) = - J  Y  +  Pn,mM%>m(t)\ (^y )  sin ™ x  sin ™ y -  (3.50)

n,m=1

С учетом оценок (3.32), (3.37), (3.38), (3.43), (3.44) и неравенства Гёльдера, для ряда 
(3.46) аналогично (3.45) получаем

2
Utt( t , x , y ) |ф  -  Y  \Un,m(t)\

n,m=1

ПП
sm —  x

nm 
sm — y

ф 2C1
I ]  \ P n,m \ +  У ] \

n,m=1 n,m=1
Y1

œ œ

E 1 I VI I | 1 | aVI
n 3m 3 \Fn,m\ 

n,m=1 n,m=1 n 3m 3 1 Kn’m ||e Vrn

ф 271

A E.
n,m=1 n 6m 6 \

J  J  [vxxxyyy (x ,y )]2dxdy +  J  J  [fîxxxyyy (x, y )]2 dxdy 
Q Q Q Q

< .

(3.51)
Аналогично для рядов (3.47) и (3.48) получаем

2ПUxx(t,x,y)\ Ф -p- ^  n2 |ura;m(t)|
n,m=1

nn nm
sm —  x sm — y

œ œ
ф Y2 

272

Y n 2 |̂ n,m| + X! n 2 |en,m|
n,m=1 n,m=1

Y2

œ œ
V  —  \vVI I +  V  —  IfiVIn m 3 I xn,m | ж ^  ----я

n,m=1 n,m=1 nm 3 | rn,m|

ф A
œ

E.
n,m=1 n 2m 6 \

J J [^xxxyyy (x ,y )]2dxdy +  J J [exxxyyy (x, y )]2 dxdy 
Q Q Q Q

< то, 

(3.52)

1

1



78 Юлдашев Т. К.

2п 2 œ
\ U y y ( t , X , y ) \  ^  - р -  ^ 2  m 2 \u n , m ( t ) \

n,m= 1

nn  
sm —  x

nm  
sm —  У

^ 2  m 2  \^n ,m \ +  X /  m 2 \ $n,m \ 
n,m= 1  n,m=1

= 72 J 2  n3m \Vnjm\ +  J 2
n,m= 1 n,m= 1

—  II3V I  In 3m lPn’ml

< 2Y2

\ E .
n,m=1 n 6m 2 \

i i

J J [vxxxyyy (x , y )] 2 dxdy J J [Pxxxyyy ( x , y )\2 dxdy
0 0

i i

0 0

< œ ,  

(3.53)
где

2C i13
72 =  ~ ^ r -n 4

Точно также и для рядов (3.49) и (3.50) аналогично (3.51)Д3.53) легко показать, что

1

Uttxx ( t , x , y ) \ < \Uttyy (t , x , y ')\ < œ -

Таким образом, в области Q функция U(t ,x ,y) ,  определяемая рядом (3.29), удовле
творяет условиям (3.2) прямой задачи (3.1), (3.2), (3.4)Д3.6). Следовательно, каждое 
нетривиальное решение прямой задачи (3.1), (3.2), (3.4)Д3.6), удовлетворяющее услови
ям задачи (3.2), представляется в виде ряда Фурье (3.29) (см. (17, гл. 6]).

Для установления единственности решения покажем, что при однородном интеграль
ном условии

T
j U (t , x , y)dt = 0, О < x , y  < 1
0

и нулевой правой части прямая краевая задача (3.1), (3.2), (3.4)Д3.6) имеет только триви
альное решение. С этой целью предположим, что <p(x,y) =  0  @(x,y) = 0. Тогдa (pn,m = 0, 
Pn,m = 0 и из формул (3.8) и (3.28) следует, что

. nn nm
и (t , x, у) sm —  x  sm - j -  у dxdy  = 0, п , т  = 1 , 2 ,

0 0

Отсюда, в силу полноты систем собственных функций |  sin ™ æ j , |  sin ™  у
в L2[0, 1], заключаем, что U(t ,x,y)  = 0 для  всех x , y  € [0, и t € [0,T ].

Следовательно, если выполняются условия (3.20) и (3.25), то для прямой задачи (3.1), 
(3.2), (3.4)Д3.6) существует решение и это решение единственно в области Q.
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4. О б р атн ая  зад а ч а  (3 .1 )-(3 .7 )

Определим коэффициент восстановления e(x ,y ). С этой целвю воспользуемся усло
вием (3.7). Тогда из (3.28) получаем

фп,т =  у J J ф(х,у)  sin ~j~ х  sin '~j~ У dx dy 
0 0

i i T
2 i  f  i  \ 7 пп п т0{ t )u  (t ,x,  у) at sm — x s m —j—y dx dy

0 0 0
T

= j  m  un,m(t) dt =  <pn ,m X 1n ,m +  fin ,m X2n

где
T T

0

Отсюда определяем, что

X1n,m =  J  ©(t) Fn,m(t) dt, X2n,m =  J  ©(t) Mn,m(t) dt.

о Фп ,m Vn ,m X1n ,mHn,m =  * (3.54)
X2n,m

Покажем, что в (3.54) X2n,m — 0. С этой целью предположим

T

X2n,m =  J  ©(t) Mn,m(t) dt =  0. (3.55)
0

Применяем теорему о среднем (см. (18, с. 419, теорема 3]). По условию постановки 
задачи ©(t) — 0  t € [0,T ]. Тогда из (3.55) получаем, что

T
Mn,m(t)dt =  0.

0

Анализ функции Mn,m(t) показывает, что это возможно, если справедливо следующее 
равенство:

T
j  sin An,m(T — t) a(t) dt — 0. (3.56)
0

Применяем теорему о среднем (см. (18, с. 419, теорема 3]) к равенству (3.56). По
условию постановки задачи a(t) — 0  t € [0,T]. Тогда из (3.56) получаем, что

T
j  sin An,m(T — t) dt — 0.
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Вычисляя этот интеграл, приходим к тригонометрическому уравнению cos Хп,тТ = Л 1 . 
Поскольку 0 < Xn,m < 1, то данное тригонометрическое уравнение не имеет решения.
Отсюда заключаем, что наше допущение (3.55) не верно. Следовательно, x 2n,m =  0.

В силу достаточной гладкости функций ф(х,у) и д (х ,у ), покажем, что следующий 
ряд сходится абсолютно и равномерно:

о/ \ 2 Фп,т P̂n,m x 1n,m . пп . пШ . .Р{х,У) = у ---- sm —  æ sm —- у .  (3.57)
1 -, X2n,m 1 1n,m= 1 ’

УСЛОВИЕ В. Пусть функция ф(х, у) € C 2( [0; l] х [0; lj) на сегменте [0; l] имеет кусочно
непрерывные производные третьего порядка и

ф (0, у) =  ф(1, у) =  ф(х, 0) =  ф(х, l) =  0,

фхх(0, у) =  фхх(1, у) =  фхх(х, 0) =  фхх(х, l) =  0,

фуу(0, у) =  фуу(1, у) =  фуу(x, 0) =  фуу(x, l) =  0

х

i i

Фп,т = ^  j  J ф(х,у)  sin ™  X sin ™  у dx dy
0 0

получаем, что

где

Фп,т — (
3 „/,///I X 3 ф;

п n 3

I i

Фп,т =  ̂j  J Фххх(х,у) sin ~j~ х  sin ~j~ У dx dy.

(3.58)

(3.59)
0 0

у

(3.60)
3 „/,VI n,m

3“ ’П Ш

где
i i

фу / = -Yn,m i J J ф х х х у у у ( х , у )  Sin ™ x  s i n ™  у  d x d y .

0 0

(3.61)

Из (3.58) и (3.60) получаем, что

/ - i l Y ^тп.т -  \ _  I g o
6 „/,VIn,m

Ъ)  П3Ш

С помощью неравенства Бесселя для двойного интеграла (3.61) получаем оценку 

„  i i

P

(3.62)

ф
VI
n,m

2 4 2y  — I I [фхххууу{х,у)] d x d y <  oo.
n,m=1

(3.63)
0 0
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Учитывая формулы (3.31), (3.37), (3.38), (3.62) и (3.63) и применяя неравенство 
Гёлвдера, для ряда (3.57) получим

i—1

n,m=1

пп 
sin —  X

T

п т  
sin —  y

 ̂у X! (\Фп,т\ + Ch l\cpn}m\ J \ e ( t ) \ d t  \ (сгц  J \ e ( t ) \ d t \
n,m=1 \ 0 / \ 0 /

2 ^
^  Щ  7 ^  '  (|V7i,?n| “Ь ^ 2 , 1 1(Pn,m |)

C2,1< — -,n,m=1

C2,11 Уп 

212

E + E uy/
n,m=1 n,m=1

n 3m 3 №п,т\

С2,1п 3 \ E  K m ] 2 + C'2,1
n,m=1 \ E  [v

V-I 1 n,m
n,m=1

\ E.
n,m=1

п6т 6 \
i i i i

J " J ^ xxxyyy (x, y ) ] 2 dxdy+ C2,1 y J  [Vxxxyyy (x, y ) ] 2 dxdy 
0 0 0 0

< ,

(3.64)
где

T

Y3 C2,1 п 6
C2,1 ^  C n J  |©(t)| dt.

Из оценки (3.64) следует, что ряд (3.57) сходится абсолютно и равномерно в области 
{0 < x, y < 1}.

Аналогично доказвтается сходимости следующих рядов:

a f \ 2 ^  Фп, 1  — Vn,m X 1n,m f пп \ 2 . пп . п т
13хх{Х,у) = -  -  2 ^  --------------------------  ( - Î - )  Sin —  ж sin —  у,

n,m=1 X2n

a f S 2 ^  Фп, 1  — Vn,m X1n,m / п т \  2 . пп . п т
Ы х , у )  = - 1 £ -------- — --------  ( — j  s m - T s m  —

n,m=1
 ̂  ̂ sin -j- х sin —-— у.

Подставляя (3.54) в (3.29), окончателвно определим основную неизвестную функцию 
U (t, x, y):

2
U(t ,x ,y)  = j  2 ^

n,m=1

/ 7-̂  /.л 71 j- /j.\X1n,m\ , , Mn,m(t)^Pnym \ Fn,m\t) ) +*07yn,m
X2n ,m X2n ,m

пп п т  
sm —  æsin —j— y.

(3.65)
Для ряда (3.65) нетрудно доказатв справедливости оценок, которые выше доказаны 

для случая ряда (3.29). При этом ряды, полученные путем почленного дифференциро
вания ряда (3.65) по всем переменным, будут сходитвся абсолютно и равномерно.

Теперв покажем, что решение интегро-дифференциалвного уравнения (3.1) U(t ,x,y)  
устойчиво по функции восстановления e(x , y )  Пусти U1(t, x, y) и U2(t, x, y) — два различ
ных решения краевой задачи (3.1), (3.2), (3.4)-(3.6), соответствующие двум различным 
значениям функции восстановления ,01(x,y) и ^ 2(x,y),  соответственно.

n,m

3

2
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Положим, что
|e in,m в 2n,m| < ^n,m,

где ôn,m — достаточно малые величины, что ряд Y ^ m=i &n,m сходится. 
Тогда с учетом этого, в силу условий теоремы, из (3.29) имеем

где C il ^  maxte[0;T] |Mn,m(t)|-
Отсюда окончателвно получаем утверждения об устойчивости решения интегро- 

дифференциалвного уравнения (3.1) по функции восстановления, если положим

Таким образом нами доказана следующая теорема.
Т еорем а. Пусть выполняются условия А и  Б. Тогда прямая задача (3.1), (3.2), (3.4)- 

(3.6) однозначно разрешима в области Q при регулярных значениях v и  T, д ля  которых 
выполняются условия  (3.20) и  (3.25). Это решение U (Дх,у)  определяется рядом (3.29). 
Кроме того, возможно почленное дифференцирование ряда (3.29) по всем переменным 
и  полученные ряды сходятся абсолютно и  равномерно.

Пусть выполняются условия А, Б и  В. Тогда функции U (t, х, у) и  в(х,  у), которые яв
ляются решением обратной задачи (1)-(7), однозначно определяются из формул (3.57) и

U(t, х, у)
чиво по функции восстановления в(х,  у).
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A b stra ct. In the  three-dimensional domain a Boussinesq type linear integro-differential equation of the 
fourth order w ith a restore coefficient and a degenerate kernel is considered. The solution of th is integro- 
differential equation is considered in the class of continuously differentiable functions. First, we study the 
classical solvability of a nonlocal direct boundary value problem for the considered Boussinesq integro- 
differential equation w ith a param eter in the integral term . The m ethod of separation of variables and the 
m ethod of a degenerate kernels are used. A countable system of algebraic equations is obtained. The solution 
of th is algebraic system of equations for regular values of the spectral param eter in the  integral term  of 
a given equation allows us to  construct a solution of a non-local direct boundary value problem for an integro- 
differential equation in the form of a Fourier series. A criterion for th e  unique solvability of a  direct boundary 
value problem is established for fixed values of the  restore function. Using the  Cauchy-Bunyakovsky inequality 
and the  Bessel inequality, we prove the  absolute and uniform convergence of the obtained Fourier series. The 
continuity of all the  derivatives of the solution of the  direct boundary value problem for a given equation 
is also proved. Further, w ith the help of an additional integral condition, the  restore function is uniquely 
determ ined in the  form of a  Fourier series. The criterion of continuity of second order derivatives of the restore 
function w ith respect to  space variables is established. Based on th e  found values of the  restore function, 
the main unknown function is uniquely determ ined as a solution to  the inverse problem for the  considering 
integro-differential equation. In addition, the stability w ith respect to  restore function of the solution of an 
integro-differential equation is studied.

K ey  w ords: Boussinesq type integro-differential equation, fourth-order equation, degenerate kernel, 
integral conditions, one valued solvability.
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