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Аннотация. Феномен двойственности наблюдается во всех областях математики и тесно связан
с феноменом эквивалентности. Эти феномены дополняют друг друга и используются для перено-
са различных математических высказываний из одной области математики в другую и наоборот
(двойственные и эквивалентные переходы). Основное отличие двойственности от эквивалентности
состоит в использовании инволюции. Инволюция объекта — это преобразование объекта с подобным
ему обратным преобразованием. Прямую и обратную инволюции принято отождествлять и говорить
о повторной инволюции. Повторная инволюция объекта восстанавливает объект. Любая инволюция
порождает свою двойственность, которая утверждается соответствующей теоремой двойственности.
Теоремы двойственности являются двусторонними. Они позволяют осуществлять двойственные пе-
реходы в одну и другую стороны. Ослабим условия на инволюцию и будем считать, что ее повторное
действие восстанавливает объект лишь наполовину (вместо равенства получаем неравенство). В этом
случае для полного восстановления объекта потребуются уже две такие инволюции. Настоящая ста-
тья посвящена ослабленным (односторонним) инволюциям. В качестве таковых рассматриваются
вполне изотонные отображения (они определены во втором разделе). Свойства этих отображений
и их условно обратных отображений позволяют осуществлять половинчатые двойственные перехо-
ды — переходы лишь в одну сторону. Теоремы двойственности, утверждающие возможность таких
переходов, мы называем односторонними схемами двойственности. Содержание работы представ-
ляет собой попытку подвести под все возможные односторонние схемы двойственности единую ма-
тематическую базу, позволяющую переформулировать каждую из них в соответствии с единым
стандартом. Такую возможность представляет возникшая в условиях теории спектрального синтеза
в комплексной области трактовка двойственных переходов как переходов от инъективного (внут-
реннего) описания одних математических объектов к проективному (внешнему) описанию других.
Инволюции, используемые в односторонних схемах двойственности, в свою очередь являются одно-
сторонними, и налагаемые на них ограничения существенно слабее. Это приводит к существенному
расширению области возможного применения двойственных схем в исследовательской практике.
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1. Введение

В разных областях математики возникают отдельные предложения или группы пред-
ложений, обычно объединяемые в блоки под общим названием двойственность (теория
топологических сопряженных к локально выпуклым пространствам в функциональном
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анализе называется теорией двойственности; такое же название носит теория характе-
ров в теории локально компактных групп и т. д.). Общие наблюдения позволяют сказать,
что в основе понятия двойственности лежит понятие дуальной пары 〈X,Y 〉 — пары про-
странств, обладающих зеркальными (двойственными) свойствами. Обнаружение дуаль-
ных пар является основной задачей общей теории двойственности. При этом теоремы,
утверждающие дуальность конкретных пар, называются теоремами двойственности.
Наличие дуальной пары позволяет осуществлять двойственные переходы — переносы
конкретных математических высказываний из одной области в другую путем зеркальной
(формальной) переформулировки. Эти переформулировки бывают и очень сложными,
но сводятся к замене внутренных (инъективных) описаний множеств внешними (про-
ективными) описаниями двойственных им множеств и наоборот. Инъективное описание

множества — описание множества по какой-либо совокупности его подмножеств. Про-

ективное описание множества — описание множества по какой-либо совокупности его
надмножеств. Описание множества — композиция из инъективных и проективных описа-
ний. Подобно тому как формула (композиция операций) наследует название последней
выполняемой операции, любое описание множества является либо инъективным, либо
проективным.

Таким образом, возникает новое понимание двойственных переходов как переходов
от инъективных (соотв. проективных) описаний множеств к проективным (соотв. инъек-
тивным) описаниям двойственных им множеств. Правила (отображения), используемые
при описании множеств, называются дескрипторами. Дескрипторы инъективного опи-
сания называются интериоризаторами, а дескрипторы проективного описания называ-
ются экстериоризаторами.

В качестве примера рассмотрим произвольные многозначные отображения
F : X → Y и G : Z → T . При заданных F и y0 ∈ Y задача описания прообраза
F−1(y0) (если отображение F является однозначным, то эта задача совпадает с класси-
ческой задачей решения уравнения F (x) = y0) является задачей инъективного описания.
Ее решение предполагает переход от проективного описания (экстериоризатор — F )
к инъективному описанию (интериоризатор — объединение). С другой стороны, пусть
G−1 : T → Z — обратное многозначное отображение. При заданных G−1 и z0 ∈ Z

задача описания образа G(z0) является задачей проективного описания. Ее решение
предполагает переход от инъективного описания (интериоризатор G−1) к проективному
описанию (экстериоризатор — пересечение). Если отображения F и G находятся
в определенной дуальной зависимости, то и рассмотренные здесь задача инъективного

описания и задача проективного описания находятся в дуальной зависимости. Этот
пример показывает, что при новом понимании двойственных переходов центральным
объектом выступает уже дуальная пара отображений

〈

F,G−1
〉

— дуальная пара де-

скрипторов. Исследование дуальной пары дескрипторов в классическом понимании
равносильно исследованию упорядоченной совокупности из двух дуальных пар 〈X,Y 〉
и 〈Z, T 〉 или одной бипары 〈〈X,Y 〉 , 〈Z, T 〉〉.

Теоремы двойственности являются двусторонними. Они позволяют осуществлять
двойственные переходы в одну и другую стороны. Наличие такой теоремы создает иде-
альные условия для применения взаимно обратных двойственных переходов в конкрет-
ной исследовательской практике. В этом состоит основное значение теорем двойствен-
ности. Основным недостатком теорем двойственности является их неширокая область
применения. Предполагаемая возможность прямого и обратного двойственных перехо-
дов вынуждает накладывать на дуальные пары значительные ограничения, и это влияет
на область их возможного использования.
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В настоящей статье утверждается возможность односторонних теорем двойственно-
сти, которые предполагают двойственные переходы только в одну сторону. Такие теоре-
мы мы называем односторонними схемами двойственности. Дуальные пары, использу-
емые в односторонних схемах двойственности, в свою очередь являются односторонними,
и налагаемые на них ограничения существенно слабее. Это приводит к существенному
расширению области возможного применения двойственных схем.

В основе односторонней теории двойственности лежит понятие вполне изотонного
отображения и условно обратного к нему отображения. Определение и примеры вполне
изотонных отображений приведены в разделе 2. Свойства вполне изотонных отобра-
жений исследованы в разделе 3. Раздел 4 посвящен строгому определению дескрипто-
ров и дуальных дескрипторов. Здесь же рассмотрена дуальная взаимозависимость ин-
териоризаторов и экстериоризаторов (предложение 4). В разделе 5 определены задачи
инъективного и проективного описаний, показана их дуальная взаимосвязь и доказа-
на основная односторонняя схема двойственности (теорема 1). В разделе 6 рассмотрен
частный случай, в котором односторонняя схема двойственности допускает взаимно об-
ратные двойственные переходы (теорема 2). Содержание этого раздела наиболее близко
к классическому пониманию общей теории двойственности.

Понимание двойственных переходов как переходов от описания одного характера
к описанию другого характера возникло в условиях задачи спектрального синтеза в
комплексной области [1–4]. Эти исследования опираются на свойства дуальной бипары
〈〈H,H∗〉 , 〈P,P ∗〉〉, где H := H(Ω) — пространство аналитических функций, H∗ — его
сильное сопряженное пространство, P := PΩ — интерпретация H∗ в терминах оператора
Лапласа, P ∗ — его сильное сопряженное пространство. Двойственные переходы в усло-
виях этой бипары осуществлялись неоднократно и при решении разных задач [5–16].

2. Вполне изотонные отображения

2.1. Терминология и обозначения. Декартово произведение
∏

λ∈ΛXλ семейства
множеств {Xλ : λ ∈ Λ} обозначаем XΛ. Элементы декартова произведения XΛ обо-
значаем xΛ := (xλ : λ ∈ Λ). Декартову степень

∏

λ∈ΛX множества X обозначаем XΛ.
Декартово произведение XΛ частично упорядоченных множеств всегда рассматриваем
как частично упорядоченное множество с порядком: xΛ 6 x′Λ тогда и только тогда, ко-
гда x′

λ
6 xλ для любого λ ∈ Λ. Замечаем, что порядок в декартовом произведении XΛ

является обратным по отношению к порядкам в множествах {Xλ : λ ∈ Λ}. Например,
если Λ состоит из одного элемента Λ = {0}, то XΛ совпадает с множеством X0, в котором
порядок заменен обратным порядком.

Отображения отождествляем с непустыми однозначными бинарными отношениями.
Для обозначения отображения m, действующего из множества X в множство Y , ис-
пользуем обычный символ m : X → Y . Область определения (соответственно область
значений) отображения m обозначаем символом Domm (соответственно Imm). Если
Domm = X, то пишем m : X 7→ Y . Сужение m|X0

отображения m : X → Y на мно-
жество X0 определяется как отображение n : X → Y , удовлетворяющее условиям:
Domn = X0 ∩ Domm и n(x) = m(x) для любого x ∈ Domn. Областью определения
(соответственно областью значений) семейства {mλ : λ ∈ Λ} отображений mλ : Xλ → Yλ

называем пересечение Dom{mλ : λ ∈ Λ} :=
⋂

λ∈ΛDommλ (соответственно объединение
Im{mλ : λ ∈ Λ} :=

⋃

λ∈Λ Immλ). Декартовым произведением семейства отображений
{mλ : λ ∈ Λ} называется отображение

mΛ : XΛ → YΛ | (xλ : λ ∈ Λ) 7→ (mλ(xλ) : λ ∈ Λ).
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Область определения декартова произведения mΛ совпадает с декартовым произведени-
ем

∏

λ∈Λ Dommλ. Декартовой степенью отображения m : X → Y называется отображе-
ние

mΛ : XΛ → Y Λ | (xλ : λ ∈ Λ) 7→ (m(xλ) : λ ∈ Λ).

Область определения отображения mΛ совпадает с декартовой степенью (Domm)Λ.
Говорим, что отображения m : X → Y и n : Z → T совпадают (имеет место функци-

ональное равенство m = n), если Domm = Domn и m(x) = n(x) для любого x ∈ Domm.
Говорим, что на множестве X0 имеет место функциональное равенство m = n (отоб-
ражения m и n совпадают на множестве X0), если m|X0

= n|X0
. Символом X(m = n)

(соответственно X(m 6 n)) обозначаем множество

{x ∈ Dom{m,n} : m(x) = n(x)}
(соотв. {x ∈ Dom{m,n} : m(x) 6 n(x)}).

При фиксированном z ∈ Domn (соответственно x ∈ Domm) символом X(m(x) 6 n(z))
(соответственно Z(m(x) 6 n(z)) обозначаем множество

{x ∈ Domm : m(x) 6 n(z)}
(соотв. {z ∈ Domn : m(x) 6 n(z)})

Композиция n ◦ m отображений n и m определяется как отображение X → T | x →
n(m(x)) с областью определения

Dom(n ◦m) := {x ∈ Domm : m(x) ∈ Domn}.

При рассмотрении произвольной композиции n ◦m всегда предполагаем, что выполнено
условие ее существования Imm ∩Domn 6= ∅.

2.2. Вполне изотонные отображения. Отображение m : X → Y , где X, Y —
частично упорядоченные множества, называется изотонным, если для любых x1, x2 ∈
Domm, удовлетворяющих условию x1 6 x2, выполнено неравенство m(x1) 6 m(x2).
Элемент y ∈ Y называем частичной мажорантой (соответственно частичной миноран-

той) изотонного отображения m : X → Y , если множество X(m(x) 6 y) (соответственно
X(y 6 m(x))) не является пустым. Согласно этому определению любая точка из области
значений Imm является и частичной мажорантой, и частичной минорантой отображе-
ния m. Если элемент y ∈ Y является частичной мажорантой (соответственно частичной
минорантой) изотонного отображения m : X → Y и y 6 y′ (соответственно y′ 6 y),
то элемент y′ ∈ Y тоже является частичной мажорантой (соответственно частичной ми-
норантой) отображения m.

Изотонное отображение m : X → Y называем инъективным (соответственно проек-

тивным), если выполнены условия:
1) если x, x′ ∈ X, x 6 x′ (соответственно x′ 6 x) и x ∈ Domm, то x′ ∈ Domm;
2) для любой частичной мажоранты (соответственно частичной миноранты) y ∈ Y

отображения m множество X(m(x) 6 y) (соответственно X(y 6 m(x))) обладает наи-
большим (соответственно наименьшим) элементом.

Инъективные и проективные отображения называем вполне изотонными отображе-
ниями. Множество X0 ⊆ X, обладающее свойством

x 6 x′, x′ ∈ X0 ⇒ x ∈ X0 (соотв. x′ 6 x, x′ ∈ X0 ⇒ x ∈ X0),



128 Шишкин А. Б.

принято называть прямым (соответственно обратным) порядковым идеалом. Значит,
по определению вполне изотонного отображения область его определения является по-
рядковым идеалом. Отмечаем, что при замене порядков в множествах X и Y их обрат-
ными порядками инъективное (соответственно проективное) отображение m : X → Y

становится проективным (соответственно инъективным) отображением.
Понятие вполне изотонного отображения напрямую связано с понятием многознач-

ного отображения (непустого бинарного отношения). Поясним это утверждение. Пусть
A, B — множества, X := (X,⊆), Y := (Y,⊆) — их булеаны соответственно. Много-
значное отображение F : A 7→ B можно рассматривать как однозначное отображение
m : X → Y | x 7→ F (x), где F (x) ∈ Y — образ множества x ⊆ A. При этом, если
DomF = A, то отображение m является инъективным. Действительно, в этом случае
Domm = X, отображение m является изотонным и для любой частичной мажоранты
y ∈ Y отображения m множество X(m 6 y) обладает наибольшим элементом. Этим
элементом является прообраз F−1(y) множества y ⊆ B.

С другой стороны, всякое многозначное отображение F : A → B имеет многозначное
обратное отображение F−1 : B → A, которое каждому b ∈ ImF ставит в соответствие
прообраз F−1(b). Обратное многозначное отображение F−1 : B → A можно рассматри-
вать как однозначное отображение n : Y → X | y 7→ F−1(y), где F−1(y) ∈ X — прообраз
множества y ⊆ B. При этом, если ImF = B, то отображение n является проективным.
Действительно, в этом случае Domn = Y , отображение n является изотонным и для
любой частичной миноранты x ∈ X отображения n множество Y (x 6 n) обладает наи-
меньшим элементом. Этим элементом является образ F (x) множества x ⊆ A.

2.3. Примеры вполне изотонных отображений. Вполне изотонные отображения
встречаются часто. Рассмотрим еще четыре примера вполне изотонных отображений.

Пример 1. Пусть X, Y — частично упорядоченные множества. Порядковый изомор-
физм m : X 7→ Y является инъективным и проективным отображением одновременно.
Его условно обратное отображение совпадает с обратным отображением.

Пример 2. Пусть X ⊆ R. Действительная возрастающая функция m : X 7→ R

осуществляет инъективное (соответственно проективное) отображение X 7→ R тогда и
только тогда, когда она полунепрерывна снизу (соответственно полунепрерывна сверху).

Пример 3. Пусть 〈A,B〉 — дуальная пара векторных пространств над полем R или C;
X := (X,⊆), Y := (Y,⊇) — булеаны множеств A и B соответственно. Полярой x0 множе-
ства x ∈ X называется абсолютно выпуклое слабо замкнутое множество элементов b ∈ B,
для которых | 〈a, b〉 | 6 1 при любом a ∈ A. Поляра y0 множества y ∈ Y определяется
симметрично и состоит из элементов a ∈ A, для которых | 〈a, b〉 | 6 1 при любом b ∈ B.
Отметим элементарные свойства поляр:

1◦. если x1, x2 ∈ X и x1 6 x2, то x01 6 x02;
2◦. если y1, y2 ∈ Y и y1 6 y2, то y01 6 y02;
3◦. если x ∈ X и x00 = (x0)0, то x 6 x00;
4◦. если y ∈ Y и y00 = (y0)0, то y00 6 y.

Рассмотрим отображения m : X 7→ Y | x → x0 и n : Y 7→ X| y → y0. По свойствам 1◦

и 2◦ отображения m и n являются изотонными. При этом отображение m является инъ-
ективным. Действительно, если элемент y ∈ Y является частичной мажорантой отобра-
жения m, то множество X(m(x) 6 y) обладает наибольшим элементом. Этим элементом
является поляра y0. В самом деле, по свойству 4◦ y00 6 y, значит, y0 ∈ X(m(x) 6 y).
При этом, если x ∈ X(m(x) 6 y), то x0 6 y и по свойствам 3◦ и 2◦ x 6 x00 6 y0.
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С другой стороны, отображение n является проективным. Действительно, если эле-
мент x ∈ X является частичной минорантой отображения n, то множество Y (x 6 m(y))
обладает наименьшим элементом. Этим элементом является поляра x0. В самом деле,
по свойству 3◦ x 6 x00, значит, x0 ∈ Y (x 6 m(y)). При этом, если y ∈ Y (x 6 m(y)),
то x 6 y0, и по свойствам 1◦ и 4◦ x0 6 y00 6 y.

Пример 4. Пусть A — топологическая группа, B — группа характеров группы A,
x — некоторая замкнутая подгруппа группы A. Множество x0 всех элементов b ∈ B,
для которых b(a) = 0 при всяком a ∈ x, называется аннулятором подгруппы x в груп-
пе B и представляет собой подгруппу группы B. Далее, пусть y — замкнутая подгруппа
группы B. Множество y0 всех элементов a ∈ A, для которых b(a) = 0 при всяком b ∈ y,
называется аннулятором подгруппы y в группе A и представляет собой подгруппу груп-
пы A. Множества x0 и y0 являются замкнутыми подгруппами топологических групп B

и A соответственно.
Пусть X := (X,⊆), Y := (Y,⊇) — совокупность всех замкнутых подгрупп A и B соот-

ветственно. Рассмотрим отображения m : X 7→ Y |x → x0 и n : Y 7→ X| y → y0. Свойства
аннуляторов повторяют свойства поляр 1◦–4◦, сформулированные в предыдущем приме-
ре. Значит, отображение m является инъективным, а отображение n является проектив-
ным.

3. Свойства вполне изотонных отображений

3.1. Условно обратные отображения. Пусть X, Y — частично упорядоченные
множества. Всякое инъективное (соответственно проективное) отображение m : X → Y

обладает условно обратным отображением m− : Y → X, которое каждой частичной
мажоранте (соответственно частичной миноранте) y ∈ Y отображения m ставит в со-
ответствие наибольший (соответственно наименьший) элемент множества X(m(x) 6

y) (соответственно X(y 6 m(x))). Согласно этому определению область определения
Domm− ⊆ Y условно обратного отображения m− совпадает с множеством всех частич-
ных мажорант (соответственно минорант) отображения m. При этом для любого вполне
изотонного отображения m : X → Y выполняются включения:

Imm ⊆ Domm− ⊆ Y, Imm− ⊆ Domm ⊆ X, (1)

Свойство 1. Если m : X → Y — инъективное (соответственно проективное) отобра-

жение, то для любого y ∈ Domm− выполняется неравенство

m ◦m−(y) 6 y (соотв. y 6 m ◦m−(y)). (2)

⊳ Пусть m : X → Y — инъективное (соответственно проективное) отображение. Вы-
берем произвольный элемент y ∈ Domm−. По определению условно обратного отображе-
ния элемент m−(y) принадлежит множеству X(m(x) 6 y) (соответственно X(y 6 m(x))).
Значит, выполняется неравенство m ◦m−(y) 6 y (соответственно y 6 m ◦m−(y)). ⊲

Свойство 2. Если m : X → Y — инъективное (соответственно проективное) отобра-

жение, то для любого x ∈ Domm выполняется неравенство

x 6 m− ◦m(x) (соотв. m− ◦m(x) 6 x). (3)

⊳ Пусть x ∈ Domm и y := m(x). Замечаем, что x принадлежит множеству
X(m(x) 6 y) (соответственно X(y 6 m(x))). Так как m−(y) — наибольший (соответствен-
но наименьший) элемент этого множества, то справедливы соотношения x 6 m−(y) =
m− ◦m(x) (соответственно m−(y) = m− ◦m(x) 6 x). ⊲
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Свойство 3. Если m : X → Y — вполне изотонное отображение, то условно обратное

отображение m− : Y → X является изотонным.

⊳ Действительно, допустим, что исходное отображение m : X → Y является инъек-
тивным (соответственно проективным). Пусть y1, y2 ∈ Domm− и y1 6 y2. Тогда имеет
место вложение X(m(x) 6 y1) ⊆ X(m(x) 6 y2) (соответственно X(y2 6 m(x)) ⊆ X(y1 6

m(x))). Значит, m−(y1) ∈ X(m(x) 6 y2) (соответственно m−(y2) ∈ X(y1 6 m(x))) и
по определению условно обратного отображения m−(y1) 6 m−(y2). ⊲

Свойство 4. Если m : X → Y — вполне изотонное отображение, то для любого

x ∈ Imm− выполняется равенство

m− ◦m(x) = x,

а для любого y ∈ Imm выполняется равенство

m ◦m−(y) = y.

⊳ Пусть m : X → Y — инъективное (соответственно проективное) отображе-
ние. Во-первых, выберем произвольный элемент x ∈ Imm−. Найдется такой элемент
y ∈ Domm−, что x = m−(y). Так как Imm− ⊆ Domm, то x ∈ Domm и по свойству 1
m(x) = m ◦ m−(y) 6 y (соответственно y 6 m ◦ m−(y) = m(x)). С другой стороны,
Imm ⊆ Domm−, значит, m(x) ∈ Domm− и по свойству 3 m− ◦ m(x) 6 m−(y) = x

(соответственно x = m−(y) 6 m− ◦m(x)). Следовательно, по свойству 2 m− ◦m(x) = x.
Во-вторых, выберем произвольный элемент y ∈ Imm. Найдется такой элемент

x ∈ Domm, что y = m(x). Так как Imm ⊆ Domm−, то y ∈ Domm− и по свойству 2
x 6 m− ◦m(x) = m−(y) (соответственно m−(y) = m− ◦m(x) 6 x). С другой стороны,
Imm− ⊆ Domm, значит, m−(y) ∈ Domm и в силу изотонности отображения m имеем
y = m(x) 6 m ◦m−(y) (соответственно m ◦m−(y) 6 m(x) = y). Следовательно, по свой-
ству 1 m ◦m−(y) = y. ⊲

Свойство 5. Изотонное отображение n : X → Y является инъективным (соответ-
ственно проективным) тогда и только тогда, когда существует изотонное отображение

r : Y → X, удовлетворяющее условиям:

1) Dom r совпадает с множеством всех частичных мажорант (соответственно мино-

рант) отображения n;
2) n ◦ r(y) 6 y (соответственно y 6 n ◦ r(y)) для любого y ∈ Dom r;
3) x 6 r ◦ n(x) (соответственно r ◦ n(x) 6 x) для любого x ∈ Domn.

Отображение r, удовлетворяющее условиям 1) 2), 3), и условно обратное отображе-

ние n− совпадают.

⊳ Необходимость. Пусть n : X → Y — инъективное (соответственно проективное)
отображение, n− — его условно обратное отображение. По определению условно обрат-
ного отображения отображение r := n− удовлетворяет условию 1). По свойствам 1 и 2
вполне изотонных отображений отображение r := n− удовлетворяет условиям 2) и 3).

Достаточность. Допустим, что существует изотонное отображение r : Y → X,
удовлетворяющее условиям 1), 2) и 3). Покажем, что отображение n является инъек-
тивным (соответственно проективным). Выберем произвольную частичную мажоранту
(соответственно частичную миноранту) y ∈ Y отображения n и рассмотрим множество
X(n(x) 6 y) (соответственно X(y 6 n(x))). Из условий 1) и 2) вытекает, что это мно-
жество содержит элемент r(y). При этом, если x принадлежит множеству X(n(x) 6 y)
(соответственно X(y 6 n(x))), то по условию 1) n(x) ∈ Imn ⊆ Dom r. В силу изотонности
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отображения r получаем r ◦ n(x) 6 r(y) (соответственно r(y) 6 r ◦ n(x)). Значит, в силу
условия 3) имеем x 6 r◦n(x) 6 r(y) (соответственно r(y) 6 r◦n(x) 6 x). Другими слова-
ми, элемент r(y) является наибольшим (соответственно наименьшим) элементом множе-
ства X(n(x) 6 y) (соответственно X(y(x) 6 n)). Это означает, что r(y) = n−(y) и отоб-
ражение n является инъективным (соответственно проективным). Так как r(y) = n−(y)
для любого y ∈ Dom r, то отображения r и n− совпадают. ⊲

Свойство 6. Если отображение m : X → Y является инъективным (соответственно
проективным), то его условно обратное отображение m− : Y → X является проективным

(соответственно инъективным) и второе условно обратное отображение (m−)− совпадает

с отображением m.

⊳ Пусть m : X → Y — инъективное (соответственно проективное) отображение,
m− : Y → X — его условно обратное отображение. Покажем, что пара отображений
n := m− и r := m удовлетворяют условиям 1), 2) и 3) из формулировки свойства 5.
Во-первых, пусть Dom(m−)− — совокупность всех частичных минорант (соответствен-
но частичных мажорант) отображения m−. Покажем, что Domm = Dom(m−)−. С од-
ной стороны, если x ∈ Dom(m−)−, то при некотором y ∈ Domm− выполняется нера-
венство x 6 m−(y) (соответственно m−(y) 6 x). При этом y — частичная мажоранта
(соответственно частичная миноранта) отображения m, значит, m(x′) 6 y (соответ-
ственно y 6 m(x′)) при некотором x′ ∈ Domm. Можно считать, что x′ := m−(y).
Тогда x′ ∈ Imm− ⊆ Domm и x 6 x′ (соотв. x′ 6 x). Значит, x ∈ Domm и
Dom(m−)− ⊆ Domm. С другой стороны, пусть x ∈ Domm и y := m(x) ∈ Domm−.
Так как x ∈ X(m(x) 6 y) (соответственно x ∈ X(y 6 m(x))), то x 6 m−(y) = m− ◦m(x)
(соответственно m−(y) = m− ◦m(x) 6 x), т. е. x — частичная миноранта (соответственно
частичная мажоранта) отображения m−. Значит, Domm ⊆ Dom(m−)− и, следователь-
но, Domm = Dom(m−)−. Отсюда следует, что пара отображений n := m− и r := m

удовлетворяют условию 1) из свойства 5.
Во-вторых, по свойству 1 для любого y ∈ Domm− выполняется неравенство (2), а по

свойству 2 для любого x ∈ Domm выполняется неравенство (3). Следовательно, пара
отображений n := m− и r := m удовлетворяют условиям 2) и 3) из свойства 5. Это
означает, что условно обратное отображение m− является проективным (соответственно
инъективным) и отображение m является условно обратным для отображения m−. ⊲

Свойство 7. Если m : X → Y — инъективное (соответственно проективное) отобра-

жение, то

X(m(x) 6 y) = X (x 6 m−(y)) (соотв. X(y 6 m(x)) = X(m−(y) 6 x)).

⊳ Действительно, если m : X → Y — инъективное отображение и при некоторых
x ∈ Domm, y ∈ Y имеет место неравенство m(x) 6 y, то y — частичная мажоранта
отображения m, значит, y ∈ Domm−. Следовательно, m− ◦ m(x) 6 m−(y) и по свой-
ству 2 x 6 m−(y). С другой стороны, если при некоторых x ∈ X, y ∈ Domm− име-
ет место неравенство x 6 m−(y), то y — частичная миноранта отображения m−, зна-
чит, y ∈ Dom(m−)−. Но по свойству 6 (m−)− = m, значит, y ∈ Domm. Следовательно,
m(x) 6 m ◦m−(y) и по свойству 1 m(x) 6 y. Параллельное утверждение доказывается
аналогично. ⊲

3.2. Композиции вполне изотонных отображений. Продолжим рассмотрение
свойств вполне изотонных отображений. Пусть X, Y , Z, T — частично упорядоченные
множества.
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Свойство 8. Если отображения m : X → Y и n : Y → Z являются инъективными

(соответственно проективными), то композиция n ◦m является инъективным (соответ-
ственно проективным) отображением из X в Z и его условно обратное отображение

совпадает с композицией m− ◦ n−.

⊳ По свойству 3 отображения m, n и их условно обратные отображения являются
изотонными, значит, отображения n◦m и m− ◦n− тоже являются изотонными. Осталось
убедиться, что отображение n◦m является инъективным (соответственно проективным)
и его условно обратное отображение (n ◦m)− совпадает с отображением m−◦n−. По свой-
ству 5 для этого достаточно показать, что изотонное отображение m−◦n− удовлетворяет
условиям:

1) Dom (m− ◦ n−) совпадает с множеством всех частичных мажорант (соответственно
минорант) отображения n ◦m;

2) n ◦ m ◦ m− ◦ n−(z) 6 z (соответственно z 6 n ◦ m ◦ m− ◦ n−(z)) для любого
z ∈ Dom(m− ◦ n−);

3) x 6 m− ◦ n− ◦ n ◦ m(x) (соответственно m− ◦ n− ◦ n ◦ m(x) 6 x) для любого
x ∈ Dom (n ◦m).

Проверим выполнимость условия 1). Пусть Dom (n ◦m)− — множество всех частич-
ных мажорант (соответственно минорант) отображения n◦m и z ∈ Dom (n ◦m)−. Значит,
множество X(n ◦ m 6 z) (соответственно X(z 6 n ◦ m)) не является пустым. Выбе-
рем произвольный элемент x из этого множества. Тогда по определению композиции
m(x) ∈ Domn и n ◦ m(x) 6 z (соответственно z 6 n ◦ m(x)), значит, z ∈ Domn−.
Отображение n является инъективным (соответственно проективным), значит, по свой-
ству 2 m(x) 6 n− ◦ n ◦ m(x) 6 n−(z) (соответственно n−(z) 6 n− ◦ n ◦ m(x) 6 m(x)),
значит, n−(z) ∈ Domm−. Отсюда следует, что z ∈ Dom (m− ◦ n−). Следовательно,
Dom (n ◦m)− ⊆ Dom (m− ◦ n−). С другой стороны, если z ∈ Dom (m− ◦ n−), то по опре-
делению композиции z ∈ Domn− и n−(z) ∈ Domm−. Из включения n−(z) ∈ Domm−

вытекает, что при некотором x ∈ Domm выполняется неравенство m(x) 6 n−(z) (со-
ответственно n−(z) 6 m(x)). Значит, по свойству 1 из включения z ∈ Domn− сле-
дует, что n ◦ m(x) 6 n ◦ n−(z) 6 z (соответственно z 6 n ◦ n−(z) 6 n ◦ m(x)). От-
сюда вытекает, что z ∈ Dom (n ◦m)−. Следовательно, Dom (m− ◦ n−) ⊆ Dom (n ◦m)−,
т. е. Dom(m− ◦ n−) = Dom (n ◦m)−.

Покажем, что выполняется условие 2). Действительно, пусть z ∈ Dom (m− ◦ n−). То-
гда m−◦n−(z) ∈ Imm− ⊆ Domm и по определению композиции n−(z) ∈ Domm−. В силу
инъективности (соответственно проективности) отображения m по свойству 1 выполня-
ется неравенство m ◦ m− ◦ n−(z) 6 n−(z) (соответственно n−(z) 6 m ◦ m− ◦ n−(z)).
Аналогично, в силу инъективности (соответственно проективности) отображения n вы-
полняются неравенства n◦m◦m−◦n−(z) 6 n◦n−(z) 6 z (соответственно z 6 n◦n−(z) 6
n ◦m ◦m− ◦ n−(z)).

Далее покажем, что выполняется условие 3). Действительно, пусть x ∈ Dom (n ◦m).
Тогда m(x) ∈ Domn и n ◦m(x) ∈ Imn ⊆ Domn−. В силу инъективности (соответственно
проективности) отображения n по свойству 2 выполняется неравенство m(x) 6 n− ◦
n ◦ m(x) (соответственно n− ◦ n ◦ m(x) 6 m(x)). Аналогично, в силу инъективности
(соответственно проективности) отображения m по свойству 2 выполняются неравенства
x 6 m−◦m(x) 6 m−◦n− ◦n◦m(x) (соответственно m−◦n−◦n◦m(x) 6 m−◦m(x) 6 x). ⊲

Пусть m : X → Y , n : Y → Z, k : X → Z — произвольные вполне изотонные
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отображения; m−, n−, k− — их условно обратные отображения. Рассмотрим диаграммы
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Коммутативность этих диаграмм означает выполнение функциональных равенств
k = n ◦m и k− = m− ◦ n− соответственно. Справедливо следующее предложение.

Свойство 9. Если отображения m, n являются инъективными (соответственно про-

ективными), то первая из представленных диаграмм коммутативна тогда и только тогда,

когда вторая диаграмма коммутативна.

⊳ Предположим, что первая диаграмма коммутативна, т. е. k = n◦m. По свойству 8
условно обратное отображение k− является вполне изотонным и совпадает с композицией
m−◦n−. Значит, вторая диаграмма тоже коммутативна. Далее предположим, что вторая
диаграмма коммутативна, значит, k− = m− ◦ n−. По свойству 8 (k−)− = (n−)− ◦ (m−)−,
где (k−)−, (n−)− и (m−)− — вторые условно обратные отображения. По свойству 6 отоб-
ражения (k−)−, (n−)− и (m−)− совпадают с отображениями k, n и m соответственно.
Значит, k = n ◦m. Следовательно, первая диаграмма тоже коммутативна. ⊲

Пусть k : X → Y , l : Z → T , m : Z → Y , n : T → X — произвольные вполне изо-
тонные отображения; k−, l−, m−, n− — их условно обратные отображения. Рассмотрим
диаграммы

Y Z

l

��

moo

X

k

OO

T
n

oo

Z Y

k−

��

m−
oo

T

l−

OO

X
n−

oo

Из свойств 6, 7 и 8 легко вытекает справедливость следующих свойств.

Свойство 10. Если отображения k, l, n являются инъективными (соответственно
проективными), то композиция m := k ◦ n ◦ l является инъективным (соответственно
проективным) отображением и его условно обратное отображение m− совпадает с ком-

позицией l− ◦ n− ◦ k−.

Свойство 11. Если отображения k, l, n являются инъективными (соответственно
проективными), то первая из представленных диаграмм коммутативна тогда и только

тогда, когда вторая диаграмма коммутативна.

4. Дескрипторы

4.1. Обозначения. Если высказываемое нами утверждение или определение сохра-
няет силу и для отображений из X в Y , и для отображений из Y в X, то при его записи
будем использовать символ m : X ⇄ Y . Этот символ означает один из двух символов
m : X → Y или m : Y → X. Символ m : X → Y называем первым значением символа
m : X ⇄ Y , а символ m : Y → X называем вторым значением символа m : X ⇄ Y .
При этом выбор значения символа m : X ⇄ Y осуществляется только один раз. При
повторном использовании символа m : X ⇄ Y его значение остается прежним.

С символом m : X ⇄ Y свяжем два символа m± : X → Y и m∓ : Y → X. Символ
m± : X → Y означает один из двух символов m : X → Y (первое значение) и m− : X → Y
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(второе значение). При этом символ m± : X → Y принимает первое (соответственно
второе) значение, если символ m : X ⇄ Y принимает первое (соответственно второе)
значение. Символ m∓ : Y → X означает один из двух символов m : Y → X (первое
значение) и m− : Y → X (второе значение). При этом символ m∓ : Y → X принимает
первое (соответственно второе) значение, если символ m : X ⇄ Y принимает второе
(соответственно первое) значение.

В общем случае символы m : X ⇄ Y и m : Y ⇄ X равносильны. Необходимо
исключить использование одного из этих символов. Для этого будем предполагать, что
множества X и Y являются элементами некоторого простого ориентированного цикла

A 99K B 99K . . . 99K Z 99K A,

содержащего более двух различных элементов. Договоримся использовать символ
m : X ⇄ Y только при условии, что множества X и Y являются соседними элемента-
ми этого цикла и X предшествует Y (в обозначениях X 99K Y ). Легко увидеть, что это
соглашение исключает совместное использование символов m : X ⇄ Y и m : Y ⇄ X.
Если множества X, Y и Z, T являются соседними элементами одного простого ориенти-
рованного цикла и X 99K Y , Z 99K T , то символ

(m,n) := (m : X ⇄ Y, n : Z ⇄ T )

означает один из четырех символов

(m : X → Y, n : Z → T ) , (m : X → Y, n : T → Z) ,

(m : Y → X, n : Z → T ) , (m : Y → X, n : T → Z) .

Выбор значения символа (m,n) осуществляется только один раз и остается прежним в
дальнейших построениях. Важно лишь то, что проводимые рассуждения не зависят от
сделанного выбора.

4.2. Дуальные пары. Пусть X, Y , Z и T — частично упорядоченные множества.
Сформируем из этих множеств простой ориентированный цикл

X 99K Y 99K Z 99K T 99K X.

Выберем произвольные вполне изотонные отображения k : X ⇄ Y и l : Z ⇄ T . Пару
(k, l) называем дуальной парой и обозначаем символом 〈k, l〉. Дуальную пару 〈k, l〉 назы-
ваем симметричной, если отображение k действует из X в Y , а отображение l действует
из T в Z или, наоборот, отображение k действует из Y в X, а отображение n действует
Z в T . Если дуальная пара 〈k, l〉 является симметричной, то и зеркальная дуальная пара
〈l, k〉 является симметричной. Дуальные пары 〈k±, k∓〉 и 〈k∓, k±〉 тоже являются сим-
метричными. Здесь отображение k± : X → Y по определению совпадает с отображением
k, если k действует из X в Y и, наоборот, совпадает с условно обратным отображени-
ем k−, если k действует из Y в X. Отображение k∓ : Y → X определяется симметрично.
Оно совпадает с отображением k−, если k действует из X в Y и, наоборот, совпадает
с отображением k, если k действует из Y в X.

Отметим, что по свойству 6 условно обратное к отображению k± совпадает с отоб-
ражением k∓ и, наоборот, условно обратное к отображению k∓ совпадает с отображени-
ем k±, т. е.

(k±)− = k∓, (k∓)− = k±.
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С другой стороны, используя свойство 6, легко убедиться, что справедливы и следующие
соотношения:

(k−)± = k±, (k−)∓ = k∓.

При этом, если отображение k± (соответственно k∓) является инъективным, то отобра-
жение k∓ (соответственно k±) является проективным и, наоборот, если отображение k±

(соответственно k∓) является проективным, то отображение k∓ (соответственно k±) яв-
ляется инъективным.

4.3. Дуальные отображения. Рассмотрим совокупность из двух ориентированных
диаграмм

Y
m // Zoo

l

��
X
��
oo

k

OO

T

OO

//
n

Y
m±

// Z

X

k±

OO

n∓
// T

l∓

OO

(4)

где 〈k, l〉 — дуальная пара вполне изотонных отображений k : X ⇄ Y и l : Z ⇄ T , 〈m,n〉 —
симметричная дуальная пара вполне изотонных отображений m : Y ⇄ Z и n : T ⇄ X.
Вполне изотонное отображение m : Y ⇄ Z называем дуальным к вполне изотонному
отображению n : T ⇄ X относительно дуальной пары 〈k, l〉, если для любого x ∈ Domn∓

выполняется неравенство
l∓ ◦ n∓(x) 6 m± ◦ k±(x).

Выполнение этого неравенства означает, в частности, что Imn∓ ⊆ Dom l∓, Domn∓ ⊆
Dom k± и k±(Domn∓) ⊆ Domm±.

Рассмотрим другую совокупность из двух противоположно ориентированных диа-
грамм

X oo n

T//

l

��
Y
��

//

k

OO

Z

OO

m
oo

X
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// T

Y
m±

//

k∓

OO

Z

l±

OO

(5)

которые получены из диаграмм (4) с помощью горизонтальной симметрии. Вполне изо-
тонное отображение n : X ⇄ T называем дуальным к вполне изотонному отображению
m : Y ⇄ Z относительно дуальной пары 〈k, l〉, если для любого y ∈ Domm± выполняется
неравенство

l± ◦m±(y) 6 n∓ ◦ k∓(y).

Выполнение этого неравенства означает, в частности, что Imm± ⊆ Dom l±, Domm± ⊆
Dom k∓ и k∓(Domm±) ⊆ Domn∓.

При замене симметричной дуальной пары 〈m,n〉 симметричной дуальной парой
〈m−, n−〉 вторые диаграммы в совокупностях (4) и (5) не меняются, значит, справед-
ливо следующее предложение.

Предложение 1. Вполне изотонное отображение m : Y ⇄ Z (соответственно
n : T ⇄ X) является дуальным к вполне изотонному отображению n : T ⇄ X (со-
ответственно m : Y ⇄ Z) относительно дуальной пары 〈k, l〉 тогда и только тогда, когда

условно обратное отображение m− (соответственно n−) является дуальным к условно

обратному отображению n− (соответственно m−) относительно дуальной пары 〈k, l〉.

Предложение 2. Если вполне изотонное отображение m : Y ⇄ Z является дуаль-

ным к вполне изотонному отображению n : T ⇄ X относительно дуальной пары 〈k, l〉 и
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отображение m± : Y → Z является инъективным (соответственно проективным), то для

любого x ∈ Domn∓ выполняется включение

Y (y 6 k±(x)) ⊆ Domm± (соотв. Y (k±(x) 6 y) ⊆ Domm±).

Если вполне изотонное отображение n : T ⇄ X является дуальным к вполне изо-

тонному отображению m : Y ⇄ Z относительно дуальной пары 〈k, l〉 и отображение

n∓ : X → T является инъективным (соответственно проективным), то для любого

y ∈ Domm± выполняется включение

X(x 6 k∓(y)) ⊆ Domn∓ (соотв. X(k∓(y) 6 x) ⊆ Domn∓).

⊳ Во-первых, пусть вполне изотонное отображение m : Y ⇄ Z является дуальным
к вполне изотонному отображению n : T ⇄ X относительно дуальной пары 〈k, l〉 и
отображение m± : Y → Z является инъективным. Выберем произвольное x из Domn∓.
По определению дуального отображения выполняется неравенство

l∓ ◦ n∓(x) 6 m± ◦ k±(x).

Значит, x ∈ Dom k± и k±(x) ∈ Domm±. Если y 6 k±(x), то по определению инъектив-
ного отображения y ∈ Domm±, значит, Y (y 6 k±(x)) ⊆ Domm±. С другой стороны,
если отображение m± : Y → Z является проективным и k±(x) 6 y, то по определению
проективного отображения тоже y ∈ Domm±, значит, Z(k±(x) 6 y) ⊆ Domm±.

Во-вторых, пусть вполне изотонное отображение n : T ⇄ X является дуальным
к вполне изотонному отображению m : Y ⇄ Z относительно дуальной пары 〈k, l〉 и
отображение n∓ : X → T является инъективным. Выберем произвольное y из Domm±.
По определению дуального отображения выполняется неравенство

l± ◦m±(y) 6 n∓ ◦ k∓(y).

Значит, y ∈ Dom k∓ и k∓(x) ∈ Domn∓. Если x 6 k∓(y), то по определению инъектив-
ного отображения x ∈ Domn∓, значит, X(x 6 k∓(y)) ⊆ Domn∓. С другой стороны,
если отображение n∓ : X → T является проективным и k∓(y) 6 x, то по определению
проективного отображения x ∈ Domn∓, значит, X(k∓(y) 6 x) ⊆ Domn∓. ⊲

4.4. Дескрипторы. Пусть Λ — множество; XΛ, Y Λ — декартовы степени частично
упорядоченных множеств X и Y соответственно. Для любых x ∈ X и y ∈ Y символами
xΛ и yΛ обозначаем элементы (x : λ ∈ Λ) ∈ XΛ и (y : λ ∈ Λ) ∈ Y Λ соответственно. Сфор-
мируем из частично упорядоченных множеств X,XΛ, Y, Y Λ простой ориентированный
цикл

X 99K Y 99K Y Λ
99K XΛ

99K X.

Вполне изотонные отображения F : XΛ ⇄ X и G : Y ⇄ Y Λ называем дескрипторами

(на множестве X и Y соответственно). Дескриптор F : XΛ ⇄ X называем интерио-

ризатором в точке x ∈ X, если отображение F± : XΛ → X является инъективным,
xΛ ∈ DomF± и выполняется неравенство

F±
(

xΛ
)

6 x.

Дескриптор G : Y ⇄ Y Λ называем экстериоризатором в точке y ∈ Y , если отображение
G∓ : Y Λ → Y является проективным, y ∈ DomG± и выполняется неравенство

yΛ 6 G±(y).
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Из свойства 7 вытекает справедливость следующего предложения.

Предложение 3. Если дескриптор F : XΛ ⇄ X является интериоризатором в точке

x ∈ X, то x ∈ DomF∓ и

X
(

F±
(

xΛ
)

6 x)
)

= X
(

xΛ 6 F∓(x)
)

.

Если дескриптор G : Y ⇄ Y Λ является экстериоризатором в точке y ∈ Y , то yΛ ∈
DomG∓ и

Y
(

yΛ 6 G±(y) = Y
(

G∓
(

yΛ
))

6 y
)

.

4.5. Дуальные дескрипторы. Пусть 〈k, l〉 — дуальная пара вполне изотонных
отображений k : X ⇄ Y и l : X ⇄ Y . Декартовы степени kΛ : Y Λ ⇄ XΛ и
lΛ : Y Λ ⇄ XΛ отображений k и l соответственно являются вполне изотонными. Отоб-
ражения (kΛ)± : Y Λ → XΛ, (kΛ)∓ : XΛ → Y Λ, (lΛ)± : Y Λ → XΛ и (lΛ)∓ : XΛ → Y Λ

совпадают с декартовыми степенями отображений k∓, k±, l∓ и l± соответственно, т. е.

(kΛ)± = (k∓)Λ, (kΛ)∓ = (k±)Λ, (lΛ)± = (l∓)Λ, (lΛ)∓ = (k±)Λ.

Рассмотрим дуальные пары
〈

k, lΛ
〉

,
〈

kΛ, l
〉

и ориентированные диаграммы
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Если дескриптор G : Y ⇄ Y Λ является дуальным к дескриптору F : XΛ ⇄ X относи-
тельно дуальной пары

〈

k, lΛ
〉

и относительно дуальной пары
〈

kΛ, l
〉

, то дескриптор G на-
зываем дуальным к дескриптору F . Согласно этому определению дескриптор G является
дуальным к дескриптору F , если для любого x ∈ DomF∓ и xΛ ∈ DomF± выполняются
неравенства:

(lΛ)∓ ◦ F∓(x) 6 G± ◦ k±(x), l± ◦ F±(xΛ) 6 G∓ ◦ (kΛ)∓(xΛ).

Если дескриптор G : Y ⇄ Y Λ является дуальным к дескриптору F : XΛ ⇄ X и
отображение G± : Y → Y Λ является проективным, то по предложению 2 для любых
x ∈ DomF∓ и xΛ ∈ DomF± выполняются включения:

Y
(

k±(x) 6 y
)

⊆ DomG±. (6)
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Далее рассмотрим дуальные пары
〈

l, kΛ
〉

,
〈

lΛ, k
〉

и ориентированные диаграммы

X oo F
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Если дескриптор F : XΛ ⇄ X является дуальным к дескриптору G : Y ⇄ Y Λ относи-
тельно дуальной пары

〈

l, kΛ
〉

и относительно дуальной пары
〈

lΛ, k
〉

, то дескриптор F на-
зываем дуальным к дескриптору G. Согласно этому определению дескриптор F является
дуальным к дескриптору G, если для любых y ∈ DomG± и yΛ ∈ DomG∓ выполняются
неравенства

(kΛ)± ◦G±(y) 6 F∓ ◦ l∓(y), k∓ ◦G∓(yΛ) 6 F± ◦ (lΛ)±(yΛ).

Если дескриптор F является дуальным к дескриптору G и отображение F± : XΛ → X

является инъективным, то по предложению 2 для любого y ∈ DomG± выполняется
включение

X(l∓(y) 6 x) ⊆ DomF∓. (7)

Предложение 4. Если проективный дескриптор G : Y ⇄ Y Λ является дуаль-

ным к дескриптору F : XΛ ⇄ X и дескриптор F является интериоризатором в точке

x ∈ Dom{k±, l∓}, то дуальный дескриптор G является экстериоризатором в любой точке

y ∈ Y , удовлетворяющей неравенствам k±(x) 6 y 6 l±(x).

Если инъективный дескриптор F : XΛ ⇄ X является дуальным к дескриптору

G : Y ⇄ Y Λ и дескриптор G является экстериоризатором в точке y ∈ Dom{k∓, l±},
то дуальный дескриптор F является интериоризатором в любой точке x ∈ X, удовле-

творяющей неравенствам l∓(y) 6 x 6 k∓(y).

⊳ Во-первых, пусть дескриптор F : XΛ ⇄ X является интериоризатором в точке
x ∈ Dom{k±, l∓}. Тогда xΛ ∈ DomF± и F±(xΛ) 6 x. По предложению 3 x ∈ DomF∓ и

xΛ 6 F∓(x).

Предположим, что дескриптор G является дуальным к дескриптору F , отображение
G∓ : Y Λ → Y является проективным и точка y ∈ Y удовлетворяет неравенствам k±(x) 6
y 6 l±(x). Отметим, что из неравенства y 6 l∓(x) вытекает неравенство

yΛ 6 (l±)Λ(xΛ) = (lΛ)∓(xΛ),

а в силу (6) из неравенства k±(x) 6 y вытекает включение y ∈ DomG±. При этом по
определению дуального отображения для любого x ∈ DomF∓ выполняется неравенство

(lΛ)∓ ◦ F∓(x) 6 G± ◦ k±(x).
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Следовательно,

yΛ 6 (lΛ)∓(xΛ) 6 (lΛ)∓ ◦ F∓(x) 6 G± ◦ k±(x) 6 G±(y),

т. е. yΛ 6 G±(y). Это означает, что дескриптор G является экстериоризатором в точке y.
Во-вторых, пусть дескриптор G : Y ⇄ Y Λ является экстериоризатором в точке

y ∈ Dom{k∓, l±}. Тогда y ∈ DomG± и выполняется неравенство

yΛ 6 G±(y).

Предположим, что дескриптор F : XΛ ⇄ X является дуальным к дескриптору G, отобра-
жение F± : XΛ → X является инъективным и точка x ∈ X удовлетворяет неравенствам
l∓(y) 6 x 6 k∓(y). Отметим, что из неравенства x 6 k∓(y) вытекает неравенство

xΛ 6 (k∓)Λ(yΛ) = (kΛ)±(yΛ),

а в силу (7) из неравенства l∓(y) 6 x вытекает включение x ∈ DomF∓. При этом по
определению дуального отображения для любого x ⊆ DomG± выполняется неравенство

(kΛ)± ◦G±(y) 6 F∓ ◦ l∓(y).

Следовательно,

xΛ 6 (kΛ)±(yΛ) 6 (kΛ)± ◦G±(xΛ) 6 F∓ ◦ l∓(y) 6 F∓(x),

т. е. xΛ 6 F∓(x). По предложению 1 xΛ ∈ DomF± и F±(xΛ) 6 x. Это означает, что
дескриптор F является интериоризатором в точке x. ⊲

5. Односторонняя схема двойственности

5.1. Инъективное и проективное описания. Пусть {Xλ : λ ∈ Λ} и {Yλ : λ ∈ Λ} —
произвольные семейства частично упорядоченных множеств, XΛ и YΛ — декартовы
произведения этих семейств соответственно. Из множеств X,Xλ, Y, Yλ и XΛ,XΛ, Y

Λ, YΛ

сформируем простые ориентированные циклы:

X 99K Y 99K Yλ 99K Xλ 99K X,

XΛ 99K YΛ 99K Y Λ
99K XΛ

99K XΛ.

Выберем произвольное семейство {mλ : λ ∈ Λ} вполне изотонных отображений
mλ : Xλ ⇄ X. Считаем, что для любого λ ∈ Λ отображение m±

λ
: Xλ → X явля-

ется проективными. Значит, для любого λ ∈ Λ отображение m∓
λ

: X → Xλ является
инъективным. Символом mΛ : XΛ ⇄ XΛ обозначим декартово произведение семей-
ства {mλ : λ ∈ Λ}. Отображение m±

Λ := (mΛ)
± : XΛ → XΛ совпадает с декарто-

вым произведением семейства {m∓
λ

: λ ∈ Λ} и является проективным, а отображение
m∓

Λ := (mΛ)
∓ : XΛ → XΛ совпадает с декартовым произведением семейства {m±

λ
: λ ∈ Λ}

и является инъективным. Если F : XΛ ⇄ X — какой-либо интериоризатор в точке x ∈ X,
то равенство

x = F± ◦m∓
Λ ◦m±

Λ(x
Λ) (8)
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называем правилом инъективного описания. Если оно выполнено для какого-либо эле-
мента x ∈ X, то говорим, что элемент x допускает (инъективное) описание по прави-
лу (8). По определению интериоризатора отображение F± : XΛ → X является инъек-
тивным. Значит, если элемент x ∈ X допускает описание по правилу (8), то он вос-
станавливается по множеству {m∓

λ
◦ m±

λ
(x) ∈ X : λ ∈ Λ} с помощью инъективного

отображения F±.
Выберем другое семейство {nλ : λ ∈ Λ} вполне изотонных отображений nλ : Y ⇄ Yλ.

Считаем, что для любого λ ∈ Λ отображение n±
λ

: Y → Yλ является инъективными.
Значит, для любого λ ∈ Λ отображение n∓

λ
: Yλ → Y является проективным. Символом

nΛ : YΛ ⇄ Y Λ обозначим декартово произведение семейства {nλ : λ ∈ Λ}. Отображение
n±
Λ := (nΛ)

± : YΛ → Y Λ совпадает с декартовым произведением семейства {n∓
λ
: λ ∈ Λ} и

является инъективным, а отображение n∓
Λ := (nΛ)

∓ : Y Λ → YΛ совпадает с декартовым
произведением семейства {n±

λ
: λ ∈ Λ} и является проективным. Если G : Y → Y Λ —

какой-либо экстериоризатор в точке y ∈ Y , то равенство

y = G∓ ◦ n±
Λ ◦ n∓

Λ(y
Λ) (9)

называем правилом проективного описания. Если оно выполнено для какого-либо эле-
мента y ∈ Y , то говорим, что элемент y допускает (проективное) описание по правилу (9).
По определению экстериоризатора отображение G∓ : YΛ → Y является проективным.
Значит, если элемент y ∈ Y допускает описание по правилу (9), то он восстанавливается
по множеству {n±

λ
◦ n∓

λ
(y) ∈ Y : λ ∈ Λ} с помощью проективного отображения G∓.

Предложение 5. Если вполне изотонное отображение m±
Λ : XΛ → XΛ является

проективным, то для любого xΛ ∈ Domm±
Λ выполняется неравенство

m∓
Λ ◦m±

Λ(xΛ) 6 xΛ.

Если вполне изотонное отображение n±
Λ : YΛ → Y Λ является инъективным, то для любого

yΛ ∈ Domn∓
Λ выполняется неравенство

n±
Λ ◦ n∓

Λ(yΛ) 6 yΛ.

⊳ Во-первых, предположим, что вполне изотонное отображение m±
Λ : XΛ → XΛ явля-

ется проективным. Условно обратное к отображению m±
Λ : XΛ → XΛ совпадает с отоб-

ражением (m±
Λ)

− = m∓
Λ : XΛ → XΛ и является инъективным. В свою очередь, условно

обратное к отображению m∓
Λ : XΛ → XΛ совпадает с отображением m±

Λ : XΛ → XΛ.
Значит, по свойству 1 вполне изотонных отображений для любого xΛ ∈ Domm±

Λ выпол-
няется неравенство m∓

Λ ◦m±
Λ(xΛ) = m∓

Λ ◦ (m∓
Λ)

−(xΛ) 6 xΛ.
Во-вторых, предположим, что вполне изотонное отображение n±

Λ : YΛ → Y Λ является
инъективным. Условно обратное к отображению n±

Λ : YΛ → Y Λ совпадает с отображени-
ем (n±

Λ)
− = n∓

Λ : Y Λ → YΛ и является проективным. В свою очередь, условно обратное
к отображению n∓

Λ : Y Λ → YΛ совпадает с отображением n±
Λ : YΛ → Y Λ. Значит, по свой-

ству 2 вполне изотонных отображений для любого yΛ ∈ Domn∓
Λ выполняется неравенство

n±
Λ ◦ n∓

Λ(yΛ) = (n∓
Λ)

− ◦ n∓
Λ(yΛ) 6 yΛ. ⊲

5.2. Дуальные описания. Пусть {hλ : λ ∈ Λ} — произвольное семейство вполне
изотонных отображений hλ : Yλ ⇄ Xλ, hΛ : XΛ ⇄ YΛ — декартово произведение этого
семейства. Рассмотрим дуальную пару

〈

hΛ, k
Λ
〉

, ее зеркальную дуальную пару
〈

kΛ, hΛ
〉
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и систему из четырех ориентированных диаграмм

YΛ

nΛ // Y Λoo

kΛ

��
XΛ

��
oo

hΛ

OO

XΛ

OO

//
mΛ

YΛ

n
±
Λ // Y Λ

XΛ

h
±
Λ

OO

m
∓
Λ

// XΛ

(kΛ)∓

OO

Y Λ oo nΛ

YΛ//

hΛ

��
XΛ

��
//

kΛ

OO

XΛ

OO

mΛ

oo

Y Λ
n
∓
Λ // YΛ

XΛ

(kΛ)∓

OO

m
±
Λ

// XΛ

h
±
Λ

OO

Если вполне изотонное отображение nΛ является дуальным к отображению mΛ относи-
тельно дуальной пары

〈

hΛ, k
Λ
〉

и относительно зеркальной дуальной пары
〈

kΛ, hΛ
〉

, то
отображение nΛ называем дуальным к отображению mΛ. Отображение nΛ является ду-
альным к отображению mΛ, если для любых xΛ ∈ Domm∓

Λ ⊆ XΛ и xΛ ∈ Domm±
Λ ⊆ XΛ

соответственно выполняются неравенства:

(kΛ)∓ ◦m∓
Λ(xΛ) 6 n±

Λ ◦ h±Λ (xΛ), h±Λ ◦m±
Λ(xΛ) 6 n∓

Λ ◦ (kΛ)∓(xΛ). (10)

Далее рассмотрим систему из четырех ориентированных диаграмм

XΛ
oo mΛ

XΛ//

lΛ

��
YΛ

��
//

hΛ

OO

Y Λ

OO

nΛ

oo

XΛ

m
∓
Λ // XΛ

YΛ

h
∓
Λ

OO

n
±
Λ

// Y Λ

(lΛ)±

OO

XΛ
mΛ // XΛoo

hΛ

��
Y Λ
��
oo

lΛ

OO

YΛ

OO

//
nΛ

XΛ
m

±
Λ // XΛ

Y Λ

(lΛ)±

OO

n
∓
Λ

// YΛ

h
∓
Λ

OO

полученных с помощью горизонтальной симметрии и замены отображения kΛ отображе-
нием lΛ. Если вполне изотонное отображение mΛ является дуальным к отображению nΛ

относительно дуальной пары
〈

hΛ, l
Λ
〉

и относительно зеркальной дуальной пара
〈

lΛ, hΛ
〉

,
то отображение mΛ называем дуальным к отображению nΛ. Отображение mΛ является
дуальным к отображению nΛ, если для любых yΛ ∈ Domn∓

Λ ⊆ Y Λ и yΛ ∈ Domn±
Λ ⊆ YΛ

соответственно выполняются неравенства

h∓Λ ◦ n∓
Λ(yΛ) 6 m±

Λ ◦ (lΛ)±(yΛ), (lΛ)± ◦ n±
Λ(yΛ) 6 m∓

Λ ◦ h∓Λ(yΛ). (11)

Если дескриптор F : XΛ ⇄ X является дуальным к дескриптору G : X ⇄ XΛ и
отображение mΛ : XΛ ⇄ XΛ является дуальным к отображению nΛ : YΛ ⇄ Y Λ, то пра-
вило описания (8) называем дуальным к правилу (9). С другой стороны, если дескриптор
G : X ⇄ XΛ является дуальным к дескриптору F : XΛ ⇄ X и отображение nΛ : YΛ ⇄ Y Λ

является дуальным к отображению mΛ : XΛ ⇄ XΛ, то правило описания (9) называем
дуальным к правилу (8).
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5.3. Односторонняя схема двойственности. Рассмотрим ориентированные диа-
граммы

Y
G // Y Λoo

lΛ

��
X
��
oo

k

OO

XΛ

OO

//
F

YΛ

nΛ // Y Λoo

kΛ

��
XΛ

��
oo

hΛ

OO

XΛ

OO

//
mΛ

X oo F

XΛ//

kΛ

��
Y
��

//

l

OO

Y Λ

OO

G

oo

XΛ
oo mΛ

XΛ//

lΛ

��
YΛ

��
//

hΛ

OO

Y Λ

OO

nΛ

oo

где F , G — дескрипторы; mΛ, nΛ, hΛ — декартовы произведения семейств вполне изо-
тонных отображений; kΛ — декартова степень вполне изотонного отображения k; lΛ —
декартова степень вполне изотонного отображения l. Справедлива следующая теорема.

Теорема 1 (односторонняя схема двойственности). Если элемент x ∈ Dom{k±, l±}
допускает инъективное описание по правилу (8), то любой элемент y ∈ Y , удовлетворя-

ющий неравенствам k±(x) 6 y 6 l±(x), допускает проективное описание по дуальному

правилу (9).
Если элемент y ∈ Dom{k∓, l∓} допускает проективное описание по правилу (9), то

любой элемент x ∈ X, удовлетворяющий неравенствам l∓(y) 6 x 6 k∓(y), допускает

инъективное описание по дуальному правилу (8).

⊳ Во-первых, пусть дескриптор G : Y ⇄ Y Λ является дуальным по отношению
к дескриптору F : XΛ ⇄ X и элемент x ∈ Dom{k±, l±} допускает инъективное описание
по правилу (8). Тогда дескриптор F является интериоризатором в точке x и

x = F± ◦m∓
Λ ◦m±

Λ(x
Λ). (12)

Предположим, что вполне изотонное отображение nΛ : YΛ ⇄ Y Λ является дуальным
к вполне изотонному отображению mΛ : XΛ ⇄ XΛ. Тогда в силу (10) для любого xΛ ∈
Domm±

Λ выполняется неравенство h±Λ ◦ m±
Λ(xΛ) 6 n∓

Λ ◦ (kΛ)∓(xΛ). В силу (12) xΛ ∈
Domm±

Λ , значит,
h±Λ ◦m±

Λ(x
Λ) 6 n∓

Λ ◦ (kΛ)∓(xΛ). (13)

Кроме того, в силу (10) для любых xΛ ∈ Domm∓
Λ выполняется неравенство (kΛ)∓ ◦

m∓
Λ(xΛ) 6 n±

Λ ◦h±Λ (xΛ). При этом в силу (1) выполняются включения m±
Λ(x

Λ) ∈ Imm±
Λ ⊆

Domm∓
Λ , значит,

(kΛ)∓ ◦m∓
Λ ◦m±

Λ(x
Λ) 6 n±

Λ ◦ h±Λ ◦m±
Λ(x

Λ). (14)

По предложению 4 дескриптор G является экстериоризатором в любой точке y ∈
Dom{k±, l±}, удовлетворяющей неравенствам k±(x) 6 y 6 l±(x). Выберем произволь-
ный элемент y ∈ Dom{k±, l±}, удовлетворяющий этим неравенствам и отметим, что из
неравенства k±(x) 6 y вытекает неравенство (kΛ)∓(xΛ) 6 yΛ. По определению дуаль-
ного отображения для любого xΛ ∈ DomF± выполняется неравенство l± ◦ F±(xΛ) 6

G∓ ◦ (kΛ)∓(xΛ). Из равенства (12) следует, что m∓
Λ ◦ m±

Λ(x
Λ) ∈ DomF±, значит, в си-

лу (12), (14) и (13) имеем

y 6 l±(x) = l± ◦ F± ◦m∓
Λ ◦m±

Λ(x
Λ)

6 G∓ ◦ (kΛ)∓ ◦m∓
Λ ◦m±

Λ(x
Λ) 6 G∓ ◦ n±

Λ ◦ h±Λ ◦m±
Λ(x

Λ)

6 G∓ ◦ n±
Λ ◦ n∓

Λ ◦ (kΛ)∓(xΛ) 6 G∓ ◦ n±
Λ ◦ n∓

Λ(y
Λ),
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т. е. y 6 G∓ ◦n±
Λ ◦n∓

Λ(y
Λ). Но по предложению 4 дескриптор G является экстериоризато-

ром в точке y, значит, по определению экстериоризатора и по предложению 5 выполня-
ются неравенства G∓ ◦ n±

Λ ◦ n∓
Λ(y

Λ) 6 G±(yΛ) 6 y. Следовательно, G∓ ◦ n±
Λ ◦ n∓

Λ(y
Λ) = y,

т. е. элемент y допускает проективное описание по дуальному правилу (9).
Во-вторых, пусть дескриптор F : XΛ ⇄ X является дуальным по отношению к де-

скриптору G : Y ⇄ Y Λ и элемент y ∈ Dom{k∓, l∓} допускает проективное описание по
правилу (9). Тогда дескриптор G является экстериоризатором в точке y и

y = G∓ ◦ n±
Λ ◦ n∓

Λ(y
Λ). (15)

Предположим, что вполне изотонное отображение mΛ : XΛ ⇄ XΛ является дуальным
к вполне изотонному отображению nΛ : YΛ ⇄ Y Λ. Тогда в силу (11) для любого yΛ ∈
Domn±

Λ выполняется неравенство h∓Λ ◦n∓
Λ(yΛ) 6 m±

Λ ◦(lΛ)±(yΛ). В силу (15) yΛ ∈ Domn∓
Λ ,

значит,
h∓Λ ◦ n∓

Λ(y
Λ) 6 m±

Λ ◦ (lΛ)±(yΛ). (16)

Кроме того, в силу (11) для любых yΛ ∈ Domn±
Λ выполняется неравенство (lΛ)± ◦

n±
Λ(yΛ) 6 m∓

Λ ◦ h∓Λ (yΛ). При этом в силу (1) выполняются включения n∓
Λ(y

Λ) ∈ Imn∓
Λ ⊆

Domn±
Λ , значит,

(lΛ)± ◦ n±
Λ ◦ n∓

Λ(y
Λ) 6 m∓

Λ ◦ h∓Λ ◦ n∓
Λ(y

Λ). (17)

По предложению 4 дескриптор F является интериоризатором в любой точке x ∈
Dom{k∓, l∓}, удовлетворяющей неравенствам l∓(y) 6 x 6 k∓(y). Выберем произвольный
элемент x ∈ Dom{k∓, l∓}, удовлетворяющий этим неравенствам и отметим, что из нера-
венства l∓(y) 6 x вытекает неравенство (lΛ)±(yΛ) 6 xΛ. По определению дуального отоб-
ражения для любого yΛ ∈ DomG∓ выполняется неравенство k∓◦G∓(yΛ) 6 F±◦(lΛ)±(yΛ).
Из равенства (15) следует, что n±

Λ ◦ n∓
Λ(y

Λ) ∈ DomG∓, значит, в силу (15), (17) и (16)
имеем

x 6 k∓(y) = k∓ ◦G∓ ◦ n±
Λ ◦ n∓

Λ(y
Λ)

6 F± ◦ (lΛ)± ◦ n±
Λ ◦ n∓

Λ(y
Λ) 6 F± ◦m∓

Λ ◦ h∓Λ ◦ n∓
Λ(y

Λ)

6 F± ◦m∓
Λ ◦m±

Λ ◦ (lΛ)±(yΛ) 6 F± ◦m∓
Λ ◦m±

Λ(x
Λ),

т. е. x 6 F± ◦m∓
Λ ◦m±

Λ(x
Λ). Но по предложению 4 дескриптор F является интериоризато-

ром в точке x, значит, по определению интериоризатора и по предложению 5 выполня-
ются неравенства F±◦m∓

Λ ◦m±
Λ(x

Λ) 6 F±(xΛ) 6 x. Следовательно, F±◦m∓
Λ ◦m±

Λ(x
Λ) = x,

т. е. элемент x допускает инъективное описание по дуальному правилу (8). ⊲

6. Двусторонняя схема двойственности

В исследовательской практике, как правило, двойственные переходы осуществляются
по упрощенной схеме. Будем называть ее двусторонней схемой двойственности. Упро-
щение достигается путем отождествления вполне изотонных отображений k : X ⇄ Y

и l : X ⇄ Y . При переходе к упрощенной схеме число рассматриваемых параллельно
ситуаций резко сокращается и введенное нами обозначение k : X ⇄ Y теряет акту-
альность. В этих ситуациях вполне достаточно стандартное обозначение k : X → Y .
При этом частично упорядоченные множества X и Y выбираются произвольно, значит,
можно считать, что вполне изотонное отображение k : X → Y является инъективным.
В противном случае можно пару (X,Y ) заменить парой (Y,X), а отображение k : X → Y

заменить условно обратным отображением k− : Y → X. Таким образом, двусторонняя
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схема двойственности предполагает лишь две зеркальные ситуации, которые легко сво-
дятся одна к другой. Это позволяет исследовать лишь одну из этих ситуаций.

6.1. Принцип двойственности. Пусть X, Y — частично упорядоченные множества,
k : X → Y — инъективное отображение, k− : Y → X — условно обратное отображение.
По свойству 6 отображение k− является проективным. Символом X0 обозначим полный
образ Im k−, а символом Y0 обозначим полный образ Im k.

Предложение 6 (принцип двойственности). Между элементами x ∈ X0 и y ∈ Y0

можно установить взаимно однозначное соответствие по правилу:

y = k(x), x = k−(y).

⊳ Во-первых, убедимся, что образ k(X0) совпадает с Y0. Действительно, k(X0) ⊆
k(X) = Im k =: Y0. С другой стороны, если y ∈ Y0, то по свойству 4 y = k ◦ k−(y) = k(x),
где x := k−(y) ∈ X0, значит, y ∈ k(X0), т. е. Y0 ⊆ k(X0). Следовательно, k(X0) = Y0. Во-
вторых, убедимся, что образ k−(Y0) совпадает с X0. Действительно, k−(Y0) ⊆ k−(Y ) =
Im k− =: X0. С другой стороны, если x ∈ X0, то по свойству 4 x = k− ◦ k(x) = k−(y), где
y := k(x) ∈ Y0, значит, x ∈ k−(Y0), т. е. X0 ⊆ k−(Y0). Следовательно, k−(Y0) = X0. Таким
образом, из свойства 4 вытекает, что сужение отображения k− на образ Y0 и сужение
отображения k на образ X0 являются взаимно обратными отображениями. ⊲

Символом k0 обозначим отображение X0 7→ Y0 | x 7→ k(x), а символом k−0 обозначим
отображение Y0 7→ X0 | y 7→ k−(y). Из доказанного принципа двойственности следует,
что отображение k0 является порядковым изоморфизмом X0 на Y0, а отображение k−0
совпадает с обратным отображением и является порядковым изоморфизмом Y0 на X0.
Отображения k0 и k−0 являются инъективными и проективными одновременно, и условно
обратное отображение (k0)

− совпадает с отображением k−0 , а условно обратное отобра-
жение (k−0 )

− совпадает с отображением k0.

6.2. Дуальные дескрипторы. Пусть Λ — множество и 0 6∈ Λ; XΛ, Y Λ — декартовы
степени частично упорядоченных множеств X и Y соответственно; kΛ : XΛ → Y Λ —
декартова степень отображения k : X → Y . Отображение kΛ является проективным.
Его условно обратное отображение (kΛ)− : Y Λ → XΛ совпадает с декартовой степенью
условно обратного отображения k− : Y → X и является инъективным. Рассмотрим
диаграммы, в ориентировании которых нет необходимости

Y
G // Y Λ

X

k

OO

F−
// XΛ

kΛ

OO Y Λ G−
// Y

XΛ

kΛ

OO

F

// X

k

OO

X
F−

// XΛ

Y
G

//

k−

OO

Y Λ

(kΛ)−

OO XΛ F // X

Y Λ

G−
//

(kΛ)−

OO

Y

k−

OO

Дескриптор G : Y → Y Λ является дуальным к дескриптору F : XΛ → X, если со-
гласно определению для любого x ∈ DomF− и xΛ ∈ DomF соответственно выполняются
неравенства:

kΛ ◦ F−(x) 6 G ◦ k(x), k ◦ F (xΛ) 6 G− ◦ kΛ(xΛ).
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Дескриптор F : XΛ → X является дуальным к дескриптору G : Y → Y Λ, если для
любых y ∈ DomG и yΛ ∈ DomG− соответственно выполняются неравенства:

(kΛ)− ◦G(y) 6 F− ◦ k−(y), k− ◦G−(yΛ) 6 F ◦ (kΛ)−(yΛ).

Из предложения 4 вытекает справедливость следующего предложения.

Предложение 7. Если проективный дескриптор G : Y → Y Λ является дуальным

к дескриптору F : XΛ → X и дескриптор F является интериоризатором в точке x ∈ X0,

то дуальный дескриптор G является экстериоризатором в точке y = k(x) ∈ Y0.

Если инъективный дескриптор F : XΛ → X является дуальным к дескриптору

G : Y → Y Λ и дескриптор G является экстериоризатором в точке y ∈ Y0, то дуальный

дескриптор F является интериоризатором в точке x = k−(y) ∈ X0.

6.3. Взаимно дуальные дескрипторы. Пусть XΛ
0 , Y Λ

0 — декартовы степени ча-
стично упорядоченных множеств X0 и Y0 соответственно; kΛ0 : XΛ

0 → Y Λ
0 — декартова

степень отображения k0 : X0 → Y0. Отображение kΛ0 является порядковым изоморизмом
XΛ

0 на Y Λ
0 и является инъективным отображением и проективным отображением одно-

временно. Его условно обратное отображение (kΛ0 )
− : Y Λ

0 → XΛ
0 совпадает с обратным

отображением и является порядковым изоморфизмом Y Λ
0 на XΛ

0 . Рассмотрим диаграм-
мы

Y0

k
−
0

��

G0 // Y Λ
0

X0
F

−
0

// XΛ
0

kΛ
0

OO
X0 XΛ

0

kΛ
0

��

F0oo

Y0

k
−
0

OO

Y Λ
0

G
−
0

oo

где F0 : X
Λ
0 → X0 — инъективный дескриптор, G0 : Y0 → Y Λ

0 — проективный дескриптор.
Дескрипторы F0 и G0 называем взаимно дуальными, если

G0 = kΛ0 ◦ F−
0 ◦ k−0 , F0 = k−0 ◦G−

0 ◦ kΛ0 .

Предложение 8. Если дескрипторы F0 и G0 являются взаимно дуальными, то де-

скриптор F0 является дуальным к дескриптору G0, а дескриптор G0 является дуальным

к дескриптору F0.

⊳ Предположим, что дескрипторы F0 : X
Λ
0 → X0 и G0 : Y0 → Y Λ

0 являются взаимно
дуальными. Отображения k−0 , G

−
0 , k

Λ
0 являются инъективными, значит, по свойству 10

вполне изотонных отображений условно обратное отображение F−
0 представляется в виде

композиции (kΛ0 )
− ◦ G0 ◦ k0. Отображения kΛ0 , F−

0 , k−0 являются проективными, значит,
по свойству 10 условно обратное отображение G−

0 представляется в виде композиции
k0 ◦ F0 ◦ (k

Λ
0 )

−. При этом для любого x ∈ DomF−
0 имеем

kΛ0 ◦ F−
0 (x) = kΛ0 ◦ (kΛ0 )

− ◦G0 ◦ k0(x) = G0 ◦ k0(x),

а для любого xΛ ∈ DomF0 имеем

k0 ◦ F0(xΛ) = k0 ◦ k
−
0 ◦G−

0 ◦ kΛ0 (xΛ) = G−
0 ◦ kΛ0 (xΛ).

Значит, дескриптор F0 является дуальным к дескриптору G0. С другой стороны, для
любого y ∈ DomG0 имеем

(kΛ0 )
− ◦G0(y) = (kΛ0 )

− ◦ kΛ0 ◦ F−
0 ◦ k−0 (y) = F−

0 ◦ k−0 (y),
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а для любого yΛ ∈ DomG−
0 имеем

k−0 ◦G−
0 (yΛ) = k−0 ◦ k0 ◦ F0 ◦ (k

Λ
0 )

−(yΛ) = F0 ◦ (k
Λ
0 )

−(yΛ).

Значит, дескриптор G0 является дуальным к дескриптору F0. ⊲

Существует простой способ построения пар (F0, G0) взаимно дуальных дескрипторов.
Он описан в следующем предложении.

Предложение 9. Если дескриптор F0 : X
Λ
0 → X0 является инъективным и дескрип-

тор G0 : Y0 → Y Λ
0 совпадает с композицией kΛ0 ◦F

−
0 ◦k−0 , то дескрипторы F0 и G0 являются

взаимно дуальными.

Если дескриптор G0 : Y0 → Y Λ
0 является проективным и дескриптор F0 : X

Λ
0 → X0

совпадает с композицией k−0 ◦ G−
0 ◦ kΛ0 , то дескрипторы F0 и G0 являются взаимно ду-

альными.

⊳ Во-первых, предположим, что дескриптор F0 : X
Λ
0 → X0 является инъективным и

дескриптор G0 : Y0 → Y Λ
0 совпадает с композицией kΛ0 ◦F−

0 ◦k−0 . По свойству 10 дескрип-
тор G0 является проективным и его условно обратное отображение G−

0 представляется
в виде композиции k0 ◦ F0 ◦ (k

Λ
0 )

−. Значит,

k−0 ◦G−
0 ◦ kΛ0 = k−0 ◦ k0 ◦ F0 ◦ (k

Λ
0 )

− ◦ kΛ0 = F0,

а это означает, что дескрипторы F0 и G0 являются взаимно дуальными. Во-вторых,
предположим, что дескриптор G0 : Y0 → Y Λ

0 является проективным и дескриптор
F0 : X

Λ
0 → X0 совпадает с композицией k−0 ◦ G−

0 ◦ kΛ0 . По свойству 10 дескриптор F0

является инъективным и его условно обратное отображение F−
0 представляется в виде

композиции (kΛ0 )
− ◦G0 ◦ k0. Значит,

kΛ0 ◦ F−
0 ◦ k−0 = kΛ0 ◦ (kΛ0 )

− ◦G0 ◦ k0 ◦ k
−
0 = G0,

а это означает, что дескрипторы F0 и G0 являются взаимно дуальными. ⊲

Из предложений 7 и 8 вытекает справедливость следующего предложения.

Предложение 10. Если дескрипторы F0 и G0 являются взаимно дуальными, то

дескриптор F0 является интериоризатором в точке x ∈ X0 тогда и только тогда, когда

дескриптор G0 является экстериоризатором в точке y = k(x) ∈ Y0.

6.4. Взаимно дуальные описания. Выберем произвольное семейство {mλ : λ ∈ Λ}
проективных отображений mλ : Xλ → X0. Символом mΛ : XΛ → XΛ

0 обозначим декарто-
во произведение семейства {mλ : λ ∈ Λ}. Отображение mΛ является инъективным. Если
F0 : XΛ

0 → X0 — какой-либо интериоризатор в точке x ∈ X0, то правило инъективного
описания имеет следующий вид:

x = F0 ◦mΛ ◦m−
Λ(x

Λ). (18)

Выберем семейство {nλ : λ ∈ Λ} инъективных отображений nλ : Y0 → Yλ. Символом nΛ :
Y Λ
0 → YΛ обозначим декартово произведение семейства {nλ : λ ∈ Λ}. Отображение nΛ

является проективным. Если G0 : Y0 → Y Λ
0 — какой-либо экстериоризатор в точке y ∈ Y0,

то правило проективного описания имеет следующий вид:

y = G−
0 ◦ n−

Λ ◦ nΛ(y
Λ). (19)
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Пусть {hλ : λ ∈ Λ} — произвольное семейство порядковых изоморфизмов hλ : Yλ →
Xλ, hΛ : YΛ → XΛ — декартово произведение этого семейства. Отображение hΛ явля-
ется порядковым изоморфизмом, значит, оно является инъективным отображением и
проективным отображением одновременно. Рассмотрим систему из двух диаграмм:

YΛ

n
−
Λ // Y Λ

0

XΛ

h
−
Λ

OO

mΛ

// XΛ
0

kΛ
0

OO
Y Λ
0

nΛ // YΛ

XΛ
0

kΛ
0

OO

m
−
Λ

// XΛ

h
−
Λ

OO

XΛ
0

m
−
Λ // XΛ

Y Λ
0

(kΛ
0
)−

OO

nΛ

// YΛ

hΛ

OO
XΛ

mΛ // XΛ
0

YΛ

hΛ

OO

nΛ

// Y Λ
0

(kΛ
0
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OO

Согласно определению отображение nΛ является дуальным к отображению mΛ, если
для любых xΛ ∈ DommΛ ⊆ XΛ и xΛ ∈ Domm−

Λ ⊆ XΛ
0 соответственно выполняются

неравенства

kΛ0 ◦mΛ(xΛ) 6 n−
Λ ◦ h−Λ (xΛ), h−Λ ◦m−

Λ(xΛ) 6 nΛ ◦ kΛ0 (xΛ).

Отображение mΛ является дуальным к отображению nΛ, если для любых yΛ ∈ DomnΛ ⊆
Y Λ
0 и yΛ ∈ Domn−

Λ ⊆ YΛ соответственно выполняются неравенства

hΛ ◦ nΛ(yΛ) 6 m−
Λ ◦ (kΛ0 )

−(yΛ), (kΛ0 )
− ◦ n−

Λ(yΛ) 6 mΛ ◦ hΛ(yΛ).

Говорим, что вполне изотонные отображения nΛ и mΛ являются взаимно дуальными,
если

nΛ = h−Λ ◦m−
Λ ◦ (kΛ0 )

−, mΛ = (kΛ0 )
− ◦ n−

Λ ◦ h−Λ .

Если дескрипторы F0 : X
Λ
0 → X0 и G0 : X0 → XΛ

0 являются взаимно дуальными и вполне
изотонные отображения mΛ : XΛ → XΛ

0 и nΛ : Y Λ
0 → YΛ являются взаимно дуальными,

то правила описания (18) и (19) называем взаимно дуальными.

Предложение 11. Если вполне изотонные отображения mΛ : XΛ → XΛ
0 и

nΛ : Y Λ
0 → YΛ являются взаимно дуальными, то отображение mΛ является дуальным

к отображению nΛ и отображение nΛ является дуальным к отображению mΛ.

⊳ Предположим, что вполне изотонные отображения mΛ : XΛ → XΛ
0 и nΛ : Y Λ

0 → YΛ

являются взаимно дуальными. По свойству 11 вполне изотонных отображений условно
обратные отображения представляются в виде следующих композиций:

n−
Λ = kΛ0 ◦mΛ ◦ hΛ, m−

Λ = hΛ ◦ nΛ ◦ kΛ0 .

Значит, для любого xΛ ∈ DommΛ и xΛ ∈ Domm−
Λ соответственно выполняются равен-

ства
kΛ0 ◦mΛ(xΛ) = kΛ0 ◦ (kΛ0 )

− ◦ n−
Λ ◦ h−Λ(xΛ) = n−

Λ ◦ h−Λ(xΛ),

h−Λ ◦m−
Λ(xΛ) = h−Λ ◦ hΛ ◦ nΛ ◦ kΛ0 (xΛ) = nΛ ◦ kΛ0 (xΛ).

Следовательно, отображение nΛ является дуальным к отображению mΛ. С другой сто-
роны, для любых yΛ ∈ DomnΛ ⊆ Y Λ

0 и yΛ ∈ Domn−
Λ ⊆ YΛ соответственно выполняются

равенства
h−Λ ◦ n−

Λ(yΛ) = h−Λ ◦ kΛ0 ◦mΛ ◦ h−Λ(yΛ) = mΛ ◦ kΛ(yΛ),



148 Шишкин А. Б.

kΛ ◦ nΛ(yΛ) = kΛ ◦ hΛ ◦m−
Λ ◦ (kΛ0 )

−(yΛ) = m−
Λ ◦ h−Λ(yΛ).

Значит, отображение mΛ является дуальным к отображению nΛ. ⊲

Из предложения 11 вытекает справедливость следующего предложения.

Предложение 12. Если правила описания (18) и (19) являются взаимно дуальными,

то правило (18) является дуальным к правилу (19), а правило (19) является дуальным

к правилу (18).

6.5. Двусторонняя схема двойственности. Из предложений 10, 12 и теоремы 1
вытекает следующая теорема.

Теорема 2 (двусторонняя схема двойственности). Если правила описания (18) и (19)
являются взаимно дуальными, то элемент x ∈ X0 допускает инъективное описание

по правилу (18) тогда и только тогда, когда элемент y = k(x) ∈ Y0 допускает проек-

тивное описание по правилу (19).

Теорема 2 (двусторонняя схема двойственности) обобщает «схему двойственности»
из статьи [1] и теорему 1 из статьи [4]. Аналогичные теоремы есть и в статье [2] и
в монографии [3] (многомерная ситуация). Эти теоремы являются основой для решения
задач спектрального синтеза в комплексной плоскости. Они позволяют свести задачу
спектрального синтеза к двойственной задаче локального описания. Теорема 2 придает
теоремам двойственности общий вид и может быть использована при решении других
задач. Однако, эти задачи должны относиться к рефлексивному случаю (т. е. задача
должна быть сформулирована в условиях рефлексивного локально выпуклого простран-
ства). Доказанная выше теорема 1 (односторонняя схема двойственности) допускает ее
использование при решении задач в условиях нерефлексивного локально выпуклого про-
странства. Конкретного опыта в этом направлении в открытой печати пока нет.
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Abstract. The phenomenon of duality appears in all areas of mathematics and is closely related to
the phenomenon of equivalence. These phenomena complement each other and are used to transfer various
mathematical statements from one area of mathematics to another and vice versa (dual and equivalent
transitions). The main difference between duality and equivalence is the use of involution. An involution
of an object is a transformation of an object whose action is eliminated by an inverse transformation, that
is, an inverse transformation restores an object. Any involution generates its duality, which is affirmed by the
corresponding duality theorem. Duality theorems are two-sided. They allow for dual transitions to one and
the other. Weaken the conditions for involution and assume that its repeated action restores the object only
by half (instead of equality, we obtain inequality). In this case, for such a complete restoration of an object,
two such involutions are required. This article is about weakened (one-sided) involutions. As such, completely
isotonic mappings are considered (they are defined in the second section). The properties of these mappings
and their conditionally inverse mappings allow half-dual transitions — transitions in only one direction. Duality
theorems claiming the possibility of such transitions are called one-sided duality schemes. The content of the
work is an attempt to bring a unified mathematical base for all possible one-sided schemes of duality, which
allows us to reformulate each of them in accordance with a single standard. This possibility is presented
by the interpretation of dual transitions that arose under the conditions of the theory of spectral synthesis
in the complex field as transitions from an injective (internal) description of some mathematical objects to
a projective (external) description of other mathematical objects. The involutions used in one-sided schemes of
duality, in turn, are one-sided and the restrictions imposed on them are much weaker. This leads to a significant
expansion of the scope of the possible application of dual schemes in research practice.
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