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Аннотация. Исследуется двумерное нелинейное гиперболическое уравнение второго порядка с пере-
менными коэффициентами, левая часть которого содержит квадратичные нелинейности по искомой
функции и ее производным. Рассматривается множество линейных мультипликативных преобразо-
ваний неизвестной функции, сохраняющих вид исходного уравнения. Аналогично линейным урав-
нениям, инварианты Лапласа определяются как инварианты этого преобразования. Получены вы-
ражения для инвариантов Лапласа через коэффициенты уравнения и их первые производные. При
этом рассмотрен как общий случай, так и случаи, когда некоторые коэффициенты уравнения равны
нулю. Доказана основная теорема, согласно которой два нелинейных гиперболических уравнения
рассматриваемого вида могут быть связаны с помощью линейного мультипликативного преобразо-
вания искомой функции в том и только в том случае, если инварианты Лапласа для обоих этих
уравнений имеют одни и те же значения. Для рассматриваемого уравнения найдены эквивалентные
системы уравнений первого порядка, содержащие инварианты Лапласа, в общем случае и в слу-
чае, когда некоторые коэффициенты уравнения равны нулю. Получены дополнительные условия на
инварианты Лапласа и коэффициенты уравнения, при выполнении которых может быть получено
решение исходного уравнения в квадратурах.
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Введение

При исследовании свойств симметрии и классификации линейных гиперболических
уравнений с переменными коэффициентами весьма эффективным является подход, ос-
нованный на использовании инвариантов Лапласа [1, с. 66–67], [2, с. 175–180]. Как извест-
но, инварианты Лапласа — это функции коэффициентов уравнения и их производных,
которые являются инвариантными относительно линейного мультипликативного преоб-
разования, которое переводит исходное дифференциальное уравнение в уравнение того
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же вида. Первоначально эти инварианты были найдены для двумерного линейного ги-
перболического уравнения с переменными коэффициентами:

u′′xy + a(x, y)u′x + b(x, y)u′y + c(x, y)u = 0. (0.1)

Здесь и ниже приняты обозначения u′x ≡ ∂u/∂x, u′y ≡ ∂u/∂y, u′′xy ≡ ∂2u/∂x∂y и т. д. Для
данного уравнения инварианты Лапласа имеют вид

h = a′x + ab− c, k = b′y + ab− c. (0.2)

В дальнейшем инварианты Лапласа были найдены для различных типов линейных урав-
нений как второго, так и более высоких порядков [3–6]. Также в ряде работ инварианты
Лапласа и их обобщения применялись к исследованию некоторых классов нелинейных
уравнений в частных производных [7–9]. Целью данной работы является нахождение
инвариантов Лапласа для двумерного нелинейного гиперболического уравнения второго
порядка со смешанной старшей производной и переменными коэффициентами, содержа-
щего квадратичные нелинейности по искомой функции и ее первым производным.

1. Постановка задачи. Вычисление инвариантов Лапласа

Рассмотрим нелинейное гиперболическое уравнение второго порядка относительно
неизвестной функции u = u(x, y):

u′′xy + b11u
′

xu
′

y + b01uu
′

x + b02uu
′

y + b00u
2 + a1u

′

x + a2u
′

y + a0u = 0. (1.1)

Левая часть уравнения (1.1) представляет собой полином второй степени по неизвестной
функции и ее производным, причем коэффициенты полинома предполагаются заданны-
ми функциями независимых переменных ai = ai(x, y), bij = bij(x, y).

Применим к уравнению (1.1) мультипликативное преобразование искомой функции,
которое имеет вид

u(x, y) = λ(x, y)v(x, y). (1.2)

Подставив (1.2) в уравнение (1.1), после дифференцирования и элементарных преобра-
зований получаем уравнение относительно новой неизвестной функции v(x, y):

v′′xy + b̃11v
′

xv
′

y + b̃01vv
′

x + b̃02vv
′

y + b̃00v
2 + ã1v

′

x + ã2v
′

y + ã0v = 0. (1.3)

Здесь и всюду далее знаком «тильда» отмечены величины, относящиеся к преобразо-
ванному уравнению. Найдем, каким условиям должны удовлетворять коэффициенты
уравнений (1.1), (1.3), чтобы одно из этих уравнений можно было привести к другому
с помощью преобразования (1.2).

Коэффициенты преобразованного уравнения (1.3) определяются выражениями:

b̃11 = λb11, b̃01 = λb01 + λ′

yb11, b̃02 = λb02 + λ′

xb11,

b̃00 = λb00 + λ′

xb01 + λ′

yb02 +
λ′

xλ
′

y

λ
b11.

(1.4)

ã1 = a1 +
λ′

y

λ
, ã2 = a2 +

λ′

x

λ
, ã0 = a0 +

λ′

x

λ
a1 +

λ′

y

λ
a2 +

λ′′

xy

λ
. (1.5)

Из формул (1.5) получаем

λ′

x

λ
= ã2 − a2,

λ′

y

λ
= ã1 − a1. (1.6)
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Из соотношений (1.6) находим

λ′′

xy =
(

(ã2 − a2)
′

y + (ã1 − a1)(ã2 − a2)
)

λ, (1.7 a)

λ′′

yx =
(

(ã1 − a1)
′

x + (ã1 − a1)(ã2 − a2)
)

λ. (1.7 б)

На основании теоремы о равенстве смешанных производных из (1.7 а, б) следует

(ã1 − a1)
′

x = (ã2 − a2)
′

y. (1.8)

Далее, подставляя (1.6), (1.7 б) в (1.5), получаем

ã0 − a0 = (ã1 − a1)
′

x + (ã1 − a1)(ã2 − a2) + a1(ã2 − a2) + a2(ã1 − a1). (1.9)

После некоторых элементарных преобразований (1.9) приводится к виду

ã0 − a0 = (ã1 − a1)
′

x + (ã1ã2 − a1a2). (1.10)

Преобразуем (1.10) так, чтобы в левой части были только слагаемые, относящиеся к ис-
ходному уравнению, а в правой части — относящиеся только к преобразованному урав-
нению:

a1a2 − a0 + a′1x = ã1ã2 − ã0 + ã′1x. (1.11)

Из (1.11) следует, что функция

I1 = a1a2 − a0 + a′1x (1.12)

не изменяется при преобразовании (1.2) и поэтому является инвариантом уравнения (1.1)
относительно данного преобразования.

Далее, соотношение (1.9) с учетом (1.8) можно переписать в виде

ã0 − a0 = (ã2 − a2)
′

y + (ã1 − a1)(ã2 − a2) + a1(ã2 − a2) + a2(ã1 − a1). (1.13)

В результате рассуждений, аналогичных приведенным выше, (1.13) преобразуется к виду

a1a2 − a0 + a′2y = ã1ã2 − ã0 + ã′2y. (1.14)

Из (1.14) следует, что функция

I2 = a1a2 − a0 + a′2y (1.15)

также является инвариантом уравнения (1.1) относительно преобразования (1.2). Ин-
варианты I1, I2 уравнения (1.1), определяемые формулами (1.12), (1.15), с точностью
до обозначений совпадают с инвариантами (0.2) линейного гиперболического уравне-
ния (0.1).

Далее рассмотрим преобразование коэффициентов нелинейной части уравнения (1.1)
по формулам (1.4).

Случай 1. b11 6= 0.
Тогда из (1.4) получаем

b̃01

b̃11
=

b01
b11

+
λ′

y

λ
,

b̃02

b̃11
=

b02
b11

+
λ′

x

λ
. (1.16)
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Введем следующие обозначения:

βi =
b0i
b11

, β̃i =
b̃0i

b̃11
, i = 0, 1, 2. (1.17)

Учитывая (1.17), соотношения (1.16) перепишем в виде

λ′

y

λ
= β̃1 − β1,

λ′

x

λ
= β̃2 − β2. (1.18)

Разделив почленно четвертое равенство (1.4) на первое и используя обозначения (1.17),
имеем

β̃0 = β0 +
λ′

x

λ
β1 +

λ′

y

λ
β2 +

λ′

xλ
′

y

λ2
. (1.19)

Подставляя (1.18) в (1.19), после некоторых элементарных преобразований получаем

β1β2 − β0 = β̃1β̃2 − β̃0. (1.20)

С учетом (1.17), из (1.20) следует, что функция

I3 =
b01b02 − b00b11

b211
(1.21)

также является инвариантом уравнения (1.1) относительно преобразования (1.2).
Для нахождения остальных инвариантов необходимо учесть, что функция λ(x, y),

входящая в преобразование (1.2), должна удовлетворять одновременно уравнениям (1.6)
и (1.18). Сравнивая эти уравнения, находим

ã1 − a1 = β̃1 − β1, ã2 − a2 = β̃2 − β2

или
ã1 − β̃1 = a1 − β1, ã2 − β̃2 = a2 − β2. (1.22)

Из (1.22) получаем, что функции

I4 = a1 −
b01
b11

, I5 = a2 −
b02
b11

(1.23)

также являются инвариантами уравнения (1.1) относительно преобразования (1.2).

Случай 2. b11 = 0, b201 + b202 > 0.
Без ограничения общности предположим, что b01 6= 0. Тогда для коэффициентов

нелинейной части преобразованного уравнения из (1.4) находим

b̃11 = 0, b̃01 = λb01, b̃02 = λb02, b̃00 = λb00 + λ′

xb01 + λ′

yb02. (1.24)

Разделив почленно третье уравнение (1.24) на второе, получаем

b̃02

b̃01
=

b02
b01

. (1.25)

Далее, преобразуем четвертое уравнение (1.24) с учетом (1.6) и второго уравнения (1.24):

b̃00 =
b̃01
b01

{

b00 + b01(ã2 − a2) + b02(ã1 − a1)
}

. (1.26)
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Учитывая (1.25), уравнение (1.26) путем несложных преобразований приводим к виду

b̃00

b̃01
−

b̃02

b̃01
ã1 − ã2 =

b00
b01

−
b02
b01

a1 − a2. (1.27)

Из (1.25) и (1.27) следует, что функции

I
(1)
3 =

b02
b01

, I
(1)
4 =

b00
b01

−
b02
b01

a1 − a2 (1.28)

в рассматриваемом случае являются инвариантами уравнения (1.1) относительно преоб-
разования (1.2).

Используя соотношения (1.6), нетрудно выразить функцию λ(x, y), определяющую
вид преобразования (1.2), через коэффициенты уравнений (1.1), (1.3):

λ(x, y) = λ0 exp

{
∫

(

(ã2 − a2)dx+ (ã1 − a1)dy
)

}

, (1.29)

где λ0 — произвольная постоянная.
Итак, в результате проведенных рассуждений доказана следующая теорема.

Теорема 1. Уравнение (1.1) может быть приведено с помощью преобразования (1.2)
к другому уравнению (1.3) того же вида в том и только в том случае, если:

1) при b11 6= 0 инварианты I1, I2, I3, I4, I5, определяемые формулами (1.12), (1.15),
(1.21), (1.23), одинаковы для обоих уравнений;

2) при b11 = 0, b01 6= 0 инварианты I1, I2, I3, I4, определяемые формулами (1.12),
(1.15), (1.28), одинаковы для обоих уравнений.

При этом коэффициент λ(x, y) преобразования (1.2) определяется формулой (1.29),
а для коэффициента уравнения b11 справедливо преобразование b̃11 = λb11.

Замечание. В случае b11 = 0, b02 6= 0 нетрудно получить выражения для инвариан-
тов, которые аналогичны (1.28):

I
(2)
3 =

b01
b02

, I
(2)
4 =

b00
b02

− a1 − a2
b01
b02

. (1.30)

2. Эквивалентные системы уравнений

Теорема 2. 1. В случае b11 6= 0 уравнение (1.1) эквивалентно каждой из следующих

систем уравнений относительно неизвестных функций u(x, y), w(x, y):

{

u′y + a1u = w,

w′

x + (a2 + b02u+ b11u
′

x)w = I1u+ b11I4uu
′

x + (b11I3 + b02I4)u
2;

(2.1)

{

u′x + a2u = w,

w′

y +
(

a1 + b01u+ b11u
′

y

)

w = I2u+ b11I5uu
′

y + (b11I3 + b01I5)u
2.

(2.2)

2. В случае b11 = 0, b02 6= 0 уравнение (1.1) эквивалентно следующей системе:

{

u′y + a1u = w,

w′

x + (a2 + b02u)w = I1u− b02I
(2)
3 uu′x − b02

(

a2I
(2)
3 + I

(2)
4

)

u2.
(2.3)
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3. В случае b11 = 0, b01 6= 0 уравнение (1.1) эквивалентно следующей системе:

{

u′x + a2u = w,

w′

y + (a1 + b01u)w = I2u− b01I
(1)
3 uu′y − b01

(

a1I
(1)
3 + I

(1)
4

)

u2.
(2.4)

Инварианты I
(1,2)
3 , I

(1,2)
4 в правых частях систем уравнений (2.3), (2.4) определяются

формулами (1.28), (1.30).

⊳ 1. Рассмотрим нелинейный дифференциальный оператор

P1[u] =

(

∂

∂x
+ p0 + p1u+ p2u

′

x

)(

∂

∂y
+ q

)

u+ r0u+ r1uu
′

x + r2u
2, (2.5)

где p0,1,2(x, y), q(x, y), r0,1,2(x, y) — пока неопределенные коэффициенты, которые будут
определены ниже. Раскрывая скобки, преобразуем оператор (2.5):

P1[u] = u′′xy+p2u
′

xu
′

y+(r1+p2q)uu
′

x+p1uu
′

y+(r2+p1q)u
2+qu′x+p0u

′

y+(r0+p0q+q′x)u. (2.6)

Приравнивая выражение (2.6) к левой части уравнения (1.1), получаем

p0 = a2, q = a1, p1 = b02, r0 + p0q + q′x = a0, (2.7 a)

p2 = b11, r1 + p2q = b01, p1 = b02, r2 + p1q = b00. (2.7 б)

Предполагаем, что b11 6= 0. Тогда из (2.7 а, б) с учетом (1.12), (1.21), (1.23) находим

r0 = −I1, r1 = −b11I4, r2 = −b11I3 − b02I4. (2.8)

Коэффициенты p0,1,2(x, y), q(x, y), r0,1,2(x, y) найдены в предположении, что P1[u] сов-
падает с левой частью уравнения (1.1). Поэтому, если u(x, y) удовлетворяет уравне-
нию (1.1), то из (2.5), (2.7 а, б), (2.8) следует

(

∂

∂x
+ a2 + b02u+ b11u

′

x

)

(

u′y + a1u
)

= I1u+ b11I4uu
′

x + (b11I3 + b02I4)u
2. (2.9)

Далее, вводя новую неизвестную функцию

w(x, y) = u′y + a1u,

получаем из (2.9), что функции u(x, y), w(x, y) удовлетворяют системе уравнений (2.1).
Для нахождения системы (2.2) рассмотрим дифференциальный оператор

P2[u] =

(

∂

∂y
+ p0 + p1u+ p2u

′

y

)(

∂

∂x
+ q

)

u+ r0u+ r1uu
′

y + r2u
2. (2.10)

Проводя рассуждения, аналогичные приведенным выше для оператора P1[u], находим

p0 = a1, p1 = b01, p2 = b11, q = a2, (2.11)

r0 = −I2, r1 = −b11I5, r2 = −b11I3 − b01I5. (2.12)

Коэффициенты p0,1,2(x, y), q(x, y), r0,1,2(x, y) найдены в предположении, что P2[u] сов-
падает с левой частью уравнения (1.1). Поэтому, если u(x, y) удовлетворяет уравне-
нию (1.1), то из (2.10), (2.11), (2.12) следует

(

∂

∂y
+ a1 + b01u+ b11u

′

y

)

(

u′x + a2u
)

= I2u+ b11I5uu
′

y + (b11I3 + b01I5)u
2. (2.13)
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Далее, вводя новую неизвестную функцию

w(x, y) = u′x + a2u,

получаем из (2.13), что функции u(x, y), w(x, y) удовлетворяют системе уравнений (2.2).
2. Пусть b11 = 0, b02 6= 0. В этом случае используем оператор P1[u], определяемый

формулой (2.5). Тогда из (2.7 а, б) с учетом (1.30) находим

r0 = −I1, r1 = b02I
(2)
3 , r2 = b02

(

a2I
(2)
3 + I

(2)
4

)

. (2.14)

Далее, рассуждая аналогично п. 1 доказательства, из (2.6), (2.7 а, б), (2.14) получаем
систему (2.3).

3. Пусть b11 = 0, b01 6= 0. В этом случае используем оператор P2[u], определяемый
формулой (2.10). Тогда из (2.11) с учетом (1.28) находим

r0 = −I2, r1 = b01I
(1)
3 , r2 = b01

(

a1I
(1)
3 + I

(1)
4

)

. (2.15)

Рассуждая аналогично п. 1 доказательства, из (2.10), (2.11), (2.15) получаем систе-
му (2.4). ⊲

В приведенных ниже примерах с помошью систем (2.1), (2.2) получено общее решение
уравнения (1.1) в квадратурах в некоторых частных случаях.

Пример 1. I1 = I3 = I4 = 0, b02 = a1 = 0, b11 = const 6= 0. Тогда, решая второе
уравнение системы (2.1), находим

w(x, y) = V0(y) exp

(

−b11u−

∫

a2 dx

)

, (2.16)

где V0(y) — произвольная функция. Подставляя (2.16) в первое уравнение системы (2.1),
находим общее решение уравнения (1.1)

u(x, y) =
1

b11
ln

{

b11

[

U0(x) +

∫

V0(y) exp

(

−

∫

a2 dx

)

dy

]}

, (2.17)

где U0(x), V0(y) — произвольные функции.

Пример 2. I2 = I3 = I5 = 0, b01 = a2 = 0, b11 = const 6= 0. Тогда, решая второе
уравнение системы (2.2), находим

w(x, y) = U0(x) exp

(

−b11u−

∫

a1dy

)

, (2.18)

где U0(x) — произвольная функция. Подставляя (2.18) в первое уравнение системы (2.2),
находим общее решение уравнения (1.1):

u(x, y) =
1

b11
ln

{

b11

[

V0(y) +

∫

U0(x) exp

(

−

∫

a1dy

)

dx

]}

, (2.19)

где U0(x), V0(y) — произвольные функции.
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