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Аннотация. Тематика исследования данной работы находится на стыке теории показателей Ляпу-
нова и теории колеблемости. В работе исследуются различные разновидности показателей колебле-
мости (верхние или нижние, сильные или слабые) строгих знаков, нестрогих знаков, нулей, корней
и гиперкорней ненулевых решений линейных однородных дифференциальных уравнений с непре-
рывными на положительной полуоси коэффициентами. В первой части настоящей работы построен
пример линейного однородного дифференциального уравнения порядка выше второго, спектры верх-
них сильных показателей колеблемости строгих знаков, нулей и корней которого совпадают с задан-
ным суслинским множеством неотрицательной полуоси расширенной числовой прямой, содержащим
нуль. При этом все перечисленные показатели колеблемости на множестве решений построенного
уравнения являются абсолютными. При построении указанного уравнения использованы аналитиче-
ские методы качественной теории дифференциальных уравнений, в частности, авторская методика
управления фундаментальной системой решений таких уравнений в одном частном случае. Во вто-
рой части работы доказано, что на множестве решений уравнений порядка выше второго сильные
показатели колеблемости нестрогих знаков, нулей, корней и гиперкорней не обладают свойством
остаточности. В качестве следствия выводится существование функции из указанного множества,
обладающей следующими свойствами: все перечисленные показатели колеблемости являются точ-
ными, но не абсолютными. При этом все сильные показатели, как и все слабые, равны между собой.
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1. Обзор литературы и формулировка основных результатов

В работах И. Н. Сергеева [1–4] вводились и исследовались на полупрямой различные
характеристики ляпуновского типа ненулевых решений линейных дифференциальных
уравнений и систем. Эти характеристики отвечают за колеблемость и блуждаемость
решения. В статье [4] были систематизированы все введенные И. Н. Сергеевым к насто-
ящему моменту характеристики ляпуновского типа, что привело к изменению названий
некоторых из них. В частности, полные и векторные частоты переименованы соответ-
ственно в сильные и слабые показатели колеблемости. В работах [5–9] характеристиче-
ские частоты [1] стали называться частотами Сергеева.

c© 2024 Сташ А. Х.
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В настоящей работе будем рассматривать следующие разновидности показателей ко-
леблемости строгих знаков, нестрогих знаков, нулей, корней или гиперкорней:

– верхние или нижние показатели колеблемости (в случае их совпадения называемые
точными);

– сильные или слабые показатели колеблемости (в случае их совпадения называемые
абсолютными).

Подсчет последних происходит путем усреднения числа нулей (или строгих знаков,
или нестрогих знаков, или корней, или гиперкорней) проекции решения x дифференци-
альной системы на какую-либо прямую, причем эта прямая выбирается так, чтобы полу-
ченное среднее значение оказалось минимальным: если указанная минимизация произво-
дится перед усреднением, то получаются слабые показатели колеблемости, а если после,
то — сильные показатели колеблемости. При этом для вычисления этих характеристик
решения y линейного уравнения n-го порядка осуществляется переход к вектор-функции
x = (y, ẏ, . . . , y(n−1)).

Для заданного натурального n рассмотрим множество Ẽ n линейных однородных
уравнений n-го порядка

y(n) + a1(t)y
(n−1) + · · ·+ an−1(t)ẏ + an(t)y = 0, t ∈ R+ ≡ [0;+∞),

задаваемых наборами непрерывных функций

a ≡ (a1, . . . , an) : R+ → Rn,

с которыми в дальнейшем и будем отождествлять сами уравнения. Из множества Ẽ n

выделим подмножество E n уравнений с ограниченными на положительной полуоси ко-
эффициентами. Через C n обозначим подмножество множества E n, состоящее из уравне-
ний с постоянными коэффициентами. Множество всех ненулевых решений уравнения
a ∈ Ẽ n обозначим через S∗(a). Далее, звездочкой снизу будем помечать любое линейное
пространство, в котором выколот нуль. Положим

S
n =

⋃

a∈Ẽ n

S∗(a), S
n
E =

⋃

a∈E n

S∗(a).

Определение 1 [2]. Скажем, что в точке t > 0 происходит строгая (нестрогая)
смена знака функции y : R+ → R, если в любой окрестности этой точки функция y при-
нимает как положительные (неотрицательные), так и отрицательные (неположительные)
значения.

Определение 2 [3, 4]. Для момента t > 0 и функции y ∈ S n введем следующие
обозначения:

ν−(y, t) — число ее точек строгой смены знака на промежутке (0, t];
ν∼(y, t) — число ее точек нестрогой смены знака на промежутке (0, t];
ν0(y, t) — число ее нулей на промежутке (0, t];
ν+(y, t) — число ее корней (т. е. нулей с учетом их кратности) на промежутке (0, t];
ν∗(y, t) — число ее гиперкорней (т. е. нулей с учетом их кратности) на промежутке

(0, t], где в процессе подсчета этого количества каждый некратный корень берется ров-
но один раз, а любой кратный корень берется бесконечно много раз независимо от его
фактической кратности.

Далее, для вектора m ∈ Rn
∗

и вектор-функции ψny = (y, ẏ, . . . , y(n−1)) введем обозна-
чение να(y,m, t) ≡ να(〈ψny,m〉, t), где α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}, 〈·, ·〉 — скалярное произведение.
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Определение 3 [1, 2, 6]. Верхние (нижние) частоты Сергеева знаков, нулей и
корней функции y ∈ S n зададим при α ∈ {−, 0,+} соответственно равенствами

ω̂α(y) ≡ lim
t→+∞

π

t
να(y, t)

(

ω̌α(y) ≡ lim
t→+∞

π

t
να(y, t)

)

.

Определение 4 [2–4]. Верхние (нижние) сильный и слабый показатели колебле-

мости знаков, нулей и корней функции y ∈ S n при α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} соответственно
зададим формулами

ν̂α
•
(y) ≡ inf

m∈Rn

∗

lim
t→+∞

π

t
να(y,m, t)

(

ν̌α
•
(y) ≡ inf

m∈Rn

∗

lim
t→+∞

π

t
να(y,m, t)

)

,

ν̂α
◦
(y) ≡ lim

t→+∞

inf
m∈Rn

∗

π

t
να(y,m, t)

(

ν̌α
◦
(y) ≡ lim

t→+∞

inf
m∈Rn

∗

π

t
να(y,m, t)

)

.

К определению 4 при любом α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} добавим еще обозначения

να(y,m, s, t) ≡ να(y,m, t) − να(y,m, s), y ∈ S
n, m ∈ Rn

∗
, 0 6 s < t.

В случае совпадения верхнего и нижнего значений какого-либо показателя колебле-
мости κ̂(x) = κ̌(x) будем говорить, что показатель κ(x) является точным, а в случае
совпадения значений слабого и сильного показателей κ◦(x) = κ•(x) будем говорить, что
показатель κ(x) является абсолютным.

Определение 5 [10, с. 489]. Множество A ⊂ R называется суслинским множеством

прямой R, если оно либо пусто, либо является непрерывным образом множества ирра-
циональных чисел, рассматриваемого в естественной топологии, а множество A ⊂ R —
суслинское множество расширенной числовой прямой, если оно представимо в виде объ-
единения суслинского множества прямой R и некоторого (в том числе и пустого) под-
множества множества {−∞,+∞}.

В работах [5, 7, 8] доказано, что спектры верхних частот Сергеева знаков, нулей
и корней линейного дифференциального уравнения порядка выше двух являются сус-
линскими множествами неотрицательной полуоси расширенной числовой прямой. Также
в предположении, что спектры содержат точку нуль, получено обращение этого утвер-
ждения [7–9]. Последнее свойство удалось обобщить и на верхние сильные показатели
колеблемости знаков, нулей и корней.

Теорема 1. Для произвольного содержащего нуль суслинского множества A ⊂ R+

и любого n > 2 существует дифференциальное уравнение a ∈ Ẽ n, удовлетворяющее при

любом α ∈ {−,∼, 0,+} равенствам

ν̂α
•
(S∗(a)) = ω̂−(S∗(a)) = ω̂0(S∗(a)) = ω̂+(S∗(a)) = A . (1)

Важным свойством асимптотических характеристик функций из множества S n, при-
званным облегчить их исследование, является остаточность [11], т. е. инвариантность
относительно изменения решения на любом конечном участке полуоси времени.

Определение 6 [11]. Для заданных множеств M и F = {f : R+ → M} назовем
функцию λ : F → R остаточной, если для любых функций f, g ∈ F , удовлетворяющих
хотя бы для одного t0 ∈ R+ условию f(t) = g(t) при всех t > t0, имеет место равенство
λ(f) = λ(g).
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Свойство остаточности на множестве решений линейных однородных дифференци-
альных уравнений произвольного порядка сначала для характеристических частот стро-
гих знаков и нулей было установлено И. Н. Сергеевым в [1]. Слабые показатели колеб-
лемости гиперкорней любых решений, как оказалось [3], всегда совпадают с их пока-
зателями блуждаемости, которые являются остаточными. Из результатов работ [12, 13]
следует, что на множестве решений автономных систем все показатели колеблемости об-
ладают свойством остаточности. Для решений линейных однородных уравнений первого
порядка все характеристики колеблемости равны нулю, так как эти решения попросту
не имеют нулей, а для всех решений любого уравнения второго порядка все верхние
(равно как и все нижние) характеристики колеблемости (частоты Сергеева и показатели
колеблемости) равны между собой, так как нули его решений чередуются и в принципе
не могут быть кратными [2]. Следовательно, на множестве решений уравнений первого
и второго порядков наблюдается остаточность всех характеристик колеблемости.

Отсутствие свойства остаточности у всех сильных показателей колеблемости решений
дифференциальных систем доказано в работах [14, 15], а у сильных показателей колеб-
лемости нестрогих знаков, нулей, корней и гиперкорней на множестве решений урав-
нений третьего порядка — в [16, 17]. Оказалось, что сильные показатели колеблемости
на множестве решений уравнений фиксированного порядка выше второго не обладают
свойством остаточности, как показывает следующая теорема.

Теорема 2. При любом n > 2 ни одна из функций

ν̂∼
•
, ν̌∼

•
, ν̂0

•
, ν̌0

•
, ν̂+

•
, ν̌+

•
, ν̂∗

•
, ν̌∗

•
: S

n
E → R+ (2)

не является остаточной.

Следствие 1. При любом n > 2 существует вектор-функция y ∈ S n
E

, удовлетворя-

ющая соотношениям

ν∼
◦
(y) = ν0

◦
(y) = ν+

◦
(y) = ν∗

◦
(y) < ν∼

•
(y) = ν0

•
(y) = ν+

•
(y) = ν∗

•
(y). (3)

2. Вспомогательные факты

Из задачи 57 [18, с. 126] следует справедливость следующего утверждения.

Лемма 1. Если набор функций {y1, y2, . . . , yn} является фундаментальной системой

решений некоторого уравнения a ∈ Ẽ n, то при любом λ > 0 набор функций

zi(t) = yi(t) exp(exp(λt)), i = 1, . . . , n, (4)

также является фундаментальной системой решений некоторого уравнения b ∈ Ẽ n.
Имеет место следующая лемма.

Лемма 2 [9]. Для заданных функций x1, . . . , xn ∈ Cn(R+), вронскиан Wx1,...,xn
(t)

которых отличен от нуля в каждой точке неотрицательной полуоси R+, существует такая

положительная функция x ∈ C∞(R+), что

lim
t→+∞

xi(t)

x(t)
= 0, i = 1, . . . , n, Wx1,...,xn,x(t) 6= 0, t ∈ R+.

Для множества G квадратных матриц порядка n с положительными определителями
положим Br(H0) = {H ∈ G : ‖H −H0‖ 6 r} (нормы в пространствах строк, столбцов и
матриц определим как максимум модулей их элементов).

При управлении фундаментальной системой решений будем использовать следую-
щую лемму.
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Лемма 3 [19]. Для каждой пары уравнений a, b ∈ E n, произвольных 0 < t0 < t1 и

пары фундаментальных систем решений x1, . . . , xn ∈ S (a), y1, . . . , yn ∈ S (b) с образо-

ванной ими парой фундаментальных матриц X(t0), Y (t1) ∈ G найдется уравнение c ∈ E n

с фундаментальной системой решений z1, . . . , zn ∈ S (c), удовлетворяющей условиям

zi(t) =

{

xi(t), 0 6 t 6 t0,

yi(t), t > t1,
i = 1, . . . , n,

а если, кроме того, фиксирована пара матриц H0,H1 ∈ G , то существует такое δ > 0, что

указанное уравнение можно выбрать еще и для каждой пары матриц X(t0) ∈ Bδ(H0),
Y (t1) ∈ Bδ(H1) бесконечно дифференцируемым по ним (как по параметрам).

Из результатов работы [6] следует справедливость следующего утверждения.

Лемма 4. Для любой функции f ∈ C1[a, b], имеющей только простые нули a < x1 <
. . . < xk < b или вовсе не имеющей нулей (тогда считаем k = 0), существует такое δ > 0,
что для всякой функции g ∈ C1[a, b], удовлетворяющей условию

max
t∈[a,b]

(

|g(t)|+ |g′(t)|
)

< δ,

функция f + g имеет ровно k нулей, причем все они простые.

3. Доказательство основных результатов

⊳ Доказательство теоремы 1. Зафиксируем произвольное суслинское множество
A ⊂ R+, содержащее нуль. Справедливость теоремы 1 при n = 3 установлена в рабо-
те [20], а именно, в ней доказано существование уравнения a ∈ Ẽ 3 с фундаментальной си-
стемой решений {exp(exp(λt)), yA (t) exp(exp(λt)), u0(t) exp(exp(λt))}, удовлетворяющей
условию (1).

Теперь установим справедливость теоремы 1 при любом n > 3. Для этого к фун-
даментальной системе решений {1, yA (t), u0(t)} некоторого уравнения ã ∈ Ẽ 3 (см. [7, 9,
20]), на основании леммы 2, добавим набор u1, u2, . . . , un−3 ∈ C∞(R+) так, чтобы полу-
ченная система функций {1, yA (t), u0(t), u1(t), u2(t), . . . , un−3(t)} была фундаментальной
системой решений для некоторого уравнения из множества Ẽ n и выполнялись условия

lim
t→+∞

ui−1(t)

ui(t)
= 0, i = 1, . . . , n− 3. (5)

Согласно лемме 1 выберем уравнение a ∈ Ẽ n с фундаментальной системой решений
z1, z2, . . . , zn ∈ S∗(a), где

z1(t) = exp(exp(λt)), z2(t) = exp(exp(λt))yA (t),

zi(t) = exp(exp(λt))ui−3(t), i = 3, . . . , n.

Если c4 = c5 = · · · = cn = 0, то для произвольного решения

z = c1z1 + c2z2 + · · ·+ cnzn ∈ S∗(a)

повторяются рассуждения доказательства теоремы [20]. В противном случае, из усло-
вия (5) при достаточно больших t > 0 решение z отделено от нуля. Следовательно, все



О некоторых свойствах сильных показателей 127

характеристики колеблемости строгих знаков, нулей и корней решения z равны нулю.
Поэтому из принадлежности 0 ∈ A следует справедливость заключения теоремы. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 2. 1. Сначала зафиксируем нечетный порядок урав-
нения n = 2k + 1, k ∈ N. Рассмотрим такое уравнение a ≡ (a1, a2, . . . , an) ∈ C n, для ко-
торого характеристическое уравнение имеет вид (λ+1)(λ2 +1)k = 0, т. е. имеет простой
корень λ = −1 и k-кратные корни λ = ±i. Ясно, что его упорядоченные фундаменталь-
ные системы решений

x1 = e−t, x2 = cos t, x3 = sin t, . . . , xn−1 = tk−1 cos t, xn = tk−1 sin t,

y1 = − cos t, y2 = e−t, y3 = sin t, . . . , yn−1 = tk−1 cos t, yn = tk−1 sin t

имеют один и тот же определитель Вронского.
Выберем такие числа t1 и t2, что t1 < t2. В соответствии с леммой 3 построим на

участке [t1, t2] уравнение b ∈ E n (с гладкими коэффициентами), переводящее набор
(x1, x2, . . . , xn) решений, заданных на отрезке [0, t1], в набор (y1, y2, . . . , yn) решений, за-
данных на луче [t2,+∞): вне отрезка [t1, t2] уравнение b совпадает с уравнением a. Здесь
первое решение начального набора переходит в первое решение конечного набора, вто-
рое — во второе, и т. д. Обозначим полученные кусочно составленные решения этого
уравнения через z1, z2, . . . , zn соответственно, т. е.

zi(t) =

{

xi(t), t ∈ [0, t1],

yi(t), t ∈ [t2,+∞).

Теперь рассмотрим уравнение d ≡ (0, d2, 0, d4, . . . , 0, dn−1) ∈ C n−1 с характеристи-
ческим уравнением (λ2 + 1)k = 0. Тогда для вектора m1 = (dn−1, 0, dn−3, . . . , d2, 0, 1) и
произвольного решения x = c2x2+c3x3+· · ·+cnxn ∈ S∗(a) выполняется 〈ψnx(t),m1〉 ≡ 0,
так как x2, x3, . . . , xn ∈ S∗(d).

2. Рассмотрим два решения

y = y2 + y3 + · · · + yn ∈ S∗(a), z = z2 + z3 + · · ·+ zn ∈ S∗(b),

совпадающие друг с другом на луче [t2,+∞). Для вектора m1 имеем представление

〈ψny(t),m1〉 = Ae−t > 0, A = 1 + d2 + · · ·+ dn−3 + dn−1, t ∈ R+, (6)

〈ψnz(t),m1〉 =

{

0, t ∈ [0, t1],

〈ψny(t),m1〉, t ∈ [t2,+∞).

Отсюда в силу неравенства (6) имеем

ν̂α
•
(y) = ν̌α

•
(y) = 0, α ∈ {∼, 0,+, ∗}. (7)

3. Из доказательства теоремы 3 из [21] следует, что для любого j ∈ {1, . . . , k} найдется
такой вектор mj ∈ Rn

∗
, неколлинеарный m1, что справедливо представление

t−j+1〈ψnz(t),mj〉 = q1 cos t+ q2 sin t+ ϕj(t), t > t2,

где q1q2 6= 0, limt→+∞ ϕj(t) = limt→+∞ ϕ′

j(t) = 0. При этом для некоторых векторов m,
согласно [3, теорема 2], выполнено неравенство ν∗(z,m, t2) < +∞. Следовательно, на ос-
новании леммы 4 при любом α ∈ {∼, 0,+, ∗} справедливо

ν̂α
•
(z) = inf

m∈Rn

lim
t→+∞

π

t
να(z,m, t) = lim

t→+∞

π

t

[

t

π

]

= 1,

где [s] — целая часть числа s.
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Для нижних сильных показателей колеблемости решения z имеют место аналогичные
равенства, поэтому справедлива цепочка равенств

ν̂α
•
(z) = ν̌α

•
(z) = 1, α ∈ {∼, 0,+, ∗}. (8)

Несовпадение друг с другом величин (7) и (8) означает неостаточность рассматрива-
емых показателей (2).

4. Для уравнений фиксированного четного порядка n = 2k + 2, k ∈ N, проводят-
ся аналогичные рассуждения. В самом деле, для выбранных чисел τ1 и τ2 в соответ-
ствии с леммой 3 построим уравнение b ∈ E n с фундаментальной системой решений
z1, z2, . . . , zn:

zi(t) =

{

xi(t), t ∈ [0, τ1],

yi(t), t ∈ [τ2,+∞),

где системы функций

x1 = e−t cos t, x2 = e−t sin t, x3 = cos 2t, x4 = sin 2t, . . . , xn = tk−1 sin 2t,

y1 = e−t cos t, y2 = − cos 2t, y3 = e−t sin t, y4 = sin 2t, . . . , yn = tk−1 sin 2t

(с одним и тем же определителем Вронского) являются фундаментальными для уравне-
ния a ∈ C n с характеристическим уравнением (λ2 + 2λ+ 2)(λ2 + 4)k = 0.

В дальнейшем нам понадобится еще уравнение d ≡ (0, d2, 0, d4, . . . , 0, dn−2) ∈ C n−2

с характеристическим уравнением (λ2 + 4)k = 0 и соответственно фундаментальной си-
стемой решений x3, x4, . . . , xn ∈ S∗(d).

Для двух решений

y = y3 + y4 + · · · + yn ∈ S∗(a), z = z3 + z4 + · · · + zn ∈ S∗(b),

совпадающих на луче [τ2,+∞), и вектора m1 = (dn−2, 0, dn−4, . . . , d2, 0, 1, 0) справедливы
представления

〈ψnz(t),m1〉 ≡ 0, t ∈ [0, τ1],

〈ψny(t),m1〉 = Be−t sin(t+ t0), t ∈ R+,

где t0 — вспомогательный угол, а B 6= 0, поскольку y3 /∈ S∗(d).
Очевидно, что при любом m ∈ Rn

∗
имеет место включение 〈ψny(t),m〉 ∈ S∗(a). Из до-

казательства теоремы IV работы [1] вытекает, что для любого уравнения с постоянными
коэффиицентами характеристическая частота строгих знаков у любого ненулевого его
решения не меньше, чем наименьший из модулей мнимых частей корней его характери-
стического многочлена. Поэтому при любом α ∈ {∼, 0,+, ∗} для решения y имеем

1 6 ν̌α
•
(y) 6 ν̂α

•
(y) = inf

m∈Rn

lim
t→+∞

π

t
να(y,m, t) 6 lim

t→+∞

π

t
να(y,m1, t)= lim

t→+∞

π

t

[

t+ t0
π

]

= 1,

а для решения z и любого вектора m ∦ m1 при t > τ2 имеем представление

〈ψnz(t),m〉 = r1e
−t cos t+ r2e

−t sin t+ · · ·+ rn−1t
k−1 cos 2t+ rnt

k−1 sin 2t,

в котором все коэффициенты r3, r4, . . . , rn одновременно не равны нулю. Из доказатель-
ства теоремы 3 [21] следует, что для любого j ∈ {1, . . . , k} найдется такой вектор mj ∦ m1,
что функция 〈ψnz(t),mj〉 удовлетворяет условию

t−j+1
〈

ψnz(t),mj
〉

= r1 cos 2t+ r2 sin 2t+ ψj(t), t > τ2,

где r1r2 6= 0, limt→+∞ ψj(t) = limt→+∞ ψ′

j(t) = 0.
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Следовательно, на основании теоремы 2 из [3] и леммы 4 найдется такой вектор
m2 ∦ m1, что справедливо

να
•
(z) = inf

m∈Rn

lim
t→+∞

π

t
να(z,m, t) = lim

t→+∞

π

t
να(z,m2, t) = lim

t→+∞

π

t

[

2t

π

]

= 2.

Таким образом, полученные неравенства

να
•
(y) = 1 < 2 = να

•
(z), α ∈ {∼, 0,+, ∗}

завершают доказательство теоремы 2. ⊲

⊳ Доказательство следствия 1. Обратимся к доказательству теоремы 2.
1. В случае нечетности порядка уравнений при любом α ∈ {∼, 0,+, ∗} выполнено ра-

венство να(z,m1, t1) = +∞. Для любого вектора m ∈ Rn
∗

при t > t2 имеем представление

〈ψnz(t),m〉 = A1e
−t +A2 cos t+A3 sin t+ · · ·+An−1t

k−1 cos t+Ant
k−1 sin t.

Из условия m→ m1 следует A1 → A 6= 0, A2 → 0, . . . , An → 0, а значит, при любом t > t2
справедливо равенство

lim
m→m1

να(z,m, t2, t) = 0, α ∈ {∼, 0,+, ∗},

откуда с учетом оценки (см. [3, теорема 2])

lim
m→m1

ν∗(z,m, t2) < +∞,

получим

να
◦
(z) = lim

t→+∞

π

t
inf

m∈Rn

∗

να(z,m, t) = lim
t→+∞

π

t
lim

m→m1

να(z,m, t) = 0, α ∈ {∼, 0,+, ∗}. (9)

Несовпадение друг с другом величин (8) и (9) гарантирует справедливость неравен-
ства (3).

2. В случае четных порядков уравнений при любом α ∈ {∼, 0,+, ∗} выполнено ра-
венство να(z,m1, τ1) = +∞. Для любого ненулевого вектора m ∦ m1 при t > τ2 имеем
представление

〈ψnz(t),m〉 = B0e
−t sin(t+ t1) +B1 sin(2t+ t2) + · · · +Bkt

k−1 sin(2t+ tk+1),

где t1, t2, . . . , tk+1 — вспомогательные аргументы.
Если m→ m1, то B0 → B 6= 0, B1 → 0, . . . , Bk → 0 и при любом t > τ2 верно

lim
m→m1

να(z,m, τ2, t) =

[

t− τ2
π

]

, α ∈ {∼, 0,+, ∗}.

Следовательно, при любом α ∈ {∼, 0,+, ∗} получаем цепочку равенств

να
◦
(z) = lim

t→+∞

π

t
inf

m∈Rn

∗

να(z,m, t) = lim
t→+∞

π

t
lim

m→m1

να(z,m, t) = 1,

а значит, να
◦
(z) меньше чем να

•
(z). ⊲
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