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Аннотация. В данной статье решается проблема локального расширения группы параллельных пе-
реносов трехмерного пространства до локально ограниченно точно дважды транзитивной группы Ли
преобразований того же пространства. Локально ограниченно точная дважды транзитность означает
существование единственного преобразования, которое переводит произвольную пару несовпадаю-
щих точек из некоторой открытой окрестности почти в любую пару точек из той же окрестности.
Поставленная задача решается для четырех случаев, связанных с жордановыми формами матриц
третьего порядка. С помощью этих жордановых матриц записываются системы линейных дифферен-
циальных уравнений, решения которых приводят к базисным операторам шестимерного линейные
пространства. Требуя замкнутости коммутаторов базисных операторов, находим алгебры Ли. Про-
веряя условие ограниченно точной дважды транзитивности, получаем алгебры Ли искомых групп
Ли преобразований. В конце работы доказывается, что эти алгебры Ли либо разрешимы, либо пред-
ставимы в виде прямой суммы разрешимого идеала и подалгебры, изоморфной sl(2, R). При этом
разрешимые алгебры Ли разлагаются в прямую суммы нильпотентного идеала и разрешимой по-
далгебры. В конце устанавливается изоморфизм некоторых алгебр Ли из числа найденных выше.
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1. Введение

Данная статья является продолжением работы [1], в которой были найдены алгебры
Ли некоторых локально ограниченно точно дважды транзитивных групп Ли преобра-
зований пространства R3, являющимися расширениями группы параллельных перено-
сов этого пространства. Базис таких алгебр Ли состоит из операторов вида: X1 = ∂x,
X2 = ∂y, X3 = ∂z, Yi = Ai(x, y, z)∂x +Bi(x, y, z)∂y +Ci(x, y, z)∂z , i = 1, 2, 3. Для нахожде-
ния явных выражений операторов Y1, Y2, Y3 сначала по условию замкнутости коммутато-
ров [Xi, Yj ] = (αi)

k
jXk + (βi)

k
jYk, i, j, k = 1, 2, 3, записываются три системы дифференци-

альных уравнений (0.1) из [1], решая которые, находим ограничения на компоненты этих
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операторов. Исследуя на замкнутость остальные коммутаторы, получаем окончательные
выражения для Y1, Y2, Y3.

В работе [2] доказано, что матрицы T1, T2, T3 коэффициентов системы (0.1) из [1]
взаимно коммутативны и матрица T1 в подходящем базисе алгебры Ли приводится к
жордановой форме. Далее вычисляя коммутаторы [T1, T2], [T1, T3] и [T2, T3] и приравни-
вая их к нулю, получаем следующие выражения ненулевых матриц T1, T2, T3:

1.





λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3



 ,





µ1 0 0
0 µ2 0
0 0 µ3



 ,





ν1 0 0
0 ν2 0
0 0 ν3



 ;

2.





λ1 λ3 0
0 λ1 0
0 0 λ2



 ,





µ1 µ3 0
0 µ1 0
0 0 µ2



 ,





ν1 ν3 0
0 ν1 0
0 0 ν2



 , λ23 + µ23 + ν23 6= 0;

3.





λ1 λ2 λ3
0 λ1 λ2
0 0 λ1



 ,





µ1 µ2 µ3
0 µ1 µ2
0 0 µ1



 ,





ν1 ν2 ν3
0 ν1 ν2
0 0 ν1



 , λ22 + µ22 + ν22 6= 0;

4.





λ1 λ2 0
−λ2 λ1 0
0 0 λ3



 ,





µ1 µ2 0
−µ2 µ1 0
0 0 µ3



 ,





ν1 ν2 0
−ν2 ν1 0
0 0 ν3



 , λ22 + µ22 + ν22 6= 0;

5.





λ 1 0
0 λ 0
0 0 λ



 ,





µ 0 µ2
0 µ 0
0 0 µ



 ,





ν ν1 ν2
0 ν 0
0 0 ν



 , µ2 6= 0;

6.





λ 1 0
0 λ 0
0 0 λ



 ,





µ 0 µ2
0 µ 0
0 1 µ



 ,





ν ν1 µ2
0 ν 0
0 1 ν



 .

В данной статье рассматривается случай с матрицами 1–4 (случай с матрицами 5 и 6

был рассмотрен в [1]).
В последнее время актуальной является задача расширения транзитивного действия

группы Ли. Так в работе [3] приводится определение расширения транзитивной группы
Ли G, действующей в многообразии M : расширением транзитивной группы Ли G на-

зывается группа Ли G1, содержащая G в виде подгруппы Ли и тоже транзитивная

на M , причем ограничение этого транзитивного действия на G дает исходное тран-

зитивное действие группы Ли G. Классическим примером расширения группы парал-
лельных переносов пространства Rn является группа аффинных преобразований этого
же пространства.

Следуя монографии Г. Г. Михайличенко [4], можно говорить, что локально точно
транзитивная группа Ли преобразований пространства R3 задает феноменологически
симметричную геометрию двух множеств ранга (2, 2), а локально ограниченно точно
дважды транзитивная группа Ли преобразований пространства R3 задает феномено-
логически симметричную геометрию двух множеств ранга (3, 2). Первым множеством
является пространство R3, а вторым — группа Ли G.
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Результаты, получаемые в данной работе, можно применить для классификации
ограниченно точно дважды транзитивных групп Ли преобразований пространства R3

(феноменологически симметричных геометрий двух множеств [4]), поэтому требуется
поиск всех алгебр Ли групп преобразований, о которых говорилось вначале. Применяе-
мый в этой работе метод исследования апробирован в статьях [1] и [5].

Основные определения. Определения 1, 2 и 3 из статьи [1] полностью переносятся
в данную работу, поэтому их формулировки здесь не приводятся.

Теорема 1 [1, 2]. Локальное действие π : R3 × G → R3 с операторами ее алгебры

Ли (1.2) из [1] локально ограниченно точно дважды транзитивно тогда и только тогда,

когда матрица

K(b)−K(a)

невырождена, где

K(a) =





A1(xa, ya, za) B1(xa, ya, za) C1(xa, ya, za)
A2(xa, ya, za) B2(xa, ya, za) C2(xa, ya, za)
A3(xa, ya, za) B3(xa, ya, za) C3(xa, ya, za)



 ,

причем a = (xa, ya, za) ∈ U(a) ⊂W ⊂ R3.

Следствие. Действие π : R3 ×G→ R3 с операторами алгебры Ли вида
{

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z , Y1 = A1(x, y, z)∂x +B1(x, y, z)∂y ,

Y2 = B2(x, y, z)∂x +B2(x, y, z)∂y , Y3 = A3(x, y, z)∂x +B3(x, y, z)∂y

не является локально ограниченно точно дважды транзитивным.

Алгебра Ли обладает важным свойством — замкнутость относительно коммутаци-
онных соотношений, т. е. коммутаторы [Xj , Yk], где j, k = 1, 2, 3, принадлежат этой же
алгебре Ли [6]. Тогда, учитывая (1.2) из [1], приходим к системе дифференциальных
уравнений (0.1) из [1] на коэффициенты Ai, Bi, Ci.

Везде ниже используются обозначения:

(λ1, r) = λ1x+ µ1y + ν1z, (λ2, r) = λ2x+ µ2y + ν2z, (λ3, r) = λ3x+ µ3y + ν3z,

(g1, r) = g13x+ p13y + q13z, (g2, r) = g23x+ p23y + q23z, (g3, r) = g33x+ p33y + q33z,

(p1, r) = g12x+ p12y + q12z, (p2, r) = g22x+ p22y + q22z, (p3, r) = g32x+ p32y + q32z,

(q1, r) = g11x+ p11y + q11z, (q2, r) = g21x+ p21y + q21z, (q3, r) = g31x+ p31y + q31z,
−→
ξ = (1, 0, 0)T , −→η = (0, 1, 0)T ,

−→
ζ = (0, 0, 1)T ,

−→
A =

(

A1 A2 A3

)T
,
−→
B =

(

B1 B2 B3

)T
,
−→
C =

(

C1 C2 C3

)T
.

2. Алгебры Ли, определяемые матрицами 1

Предложение 1. Система дифференциальных уравнений (0.1) из [1] с одновременно

ненулевыми матрицами T1, T2 и T3, принимающих вид 1 из введения, в подходящем

базисе и с точностью до переобозначения координат имеет три решения:

при λ21 + µ21 + ν21 6= 0, λ22 + µ22 + ν22 6= 0 и λ23 + µ23 + ν23 6= 0:

−→
A = (c11e

(λ1,r) + a11)
−→
ξ + (c12e

(λ2,r) + a12)
−→η + (c13e

(λ3,r) + a13)
−→
ζ ,

−→
B = (c21e

(λ1,r) + a21)
−→
ξ + (c22e

(λ2,r) + a22)
−→η + (c23e

(λ3,r) + a23)
−→
ζ ,

−→
C = (c31e

(λ1,r) + a31)
−→
ξ + (c32e

(λ2,r) + a32)
−→η + (c33e

(λ3,r) + a33)
−→
ζ ;
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при λ21 + µ21 + ν21 6= 0, λ22 + µ22 + ν22 6= 0 и λ23 + µ23 + ν23 = 0:

−→
A = (c11e

(λ1,r) + a11)
−→
ξ + (c12e

(λ2,r) + a12)
−→η + ((g1, r) + c13)

−→
ζ ,

−→
B = (c21e

(λ1,r) + a21)
−→
ξ + (c22e

(λ2,r) + a22)
−→η + ((g2, r) + c23)

−→
ζ ,

−→
C = (c31e

(λ1,r) + a31)
−→
ξ + (c32e

(λ2,r) + a32)
−→η + ((g3, r) + c33)

−→
ζ ;

при λ21 + µ21 + ν21 6= 0, λ22 + µ22 + ν22 = 0 и λ23 + µ23 + ν23 = 0:

−→
A = (c11e

(λ1,r) + a11)
−→
ξ + ((p1, r) + c12)

−→η + ((g1, r) + c13)
−→
ζ ,

−→
B = (c21e

(λ1,r) + a21)
−→
ξ + ((p2, r) + c22)

−→η + ((g2, r) + c23)
−→
ζ ,

−→
C = (c31e

(λ1,r) + a31)
−→
ξ + ((p3, r) + c32)

−→η + ((g3, r) + c33)
−→
ζ ,

где cji , g
i
j , q

i
j , p

i
j, a

i
j — постоянные, i, j = 1, 2, 3.

⊳ Доказательство сводится к интегрированию системы дифференциальных уравне-
ний (0.1) из [1] с матрицами коэффициентов 1 из введения. ⊲

Из решений, содержащихся в предложении 1, ниже будут выделены алгебры Ли.

По решениям, найденным в предложении 1, запишем базисные операторы (1.2) из [1]
шестимерных линейных пространств, при этом операторы Y1, Y2 и Y3 комбинируем
с операторами X1, X2 и X3 так, чтобы исчезли свободные члены:

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = e(λ1,r)
(

c11∂x + c21∂y + c31∂z
)

,

Y2 = e(λ2,r)
(

c12∂x + c22∂y + c32∂z
)

, Y3 = e(λ3,r)
(

c13∂x + c23∂y + c33∂z
)

;
(1)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = e(λ1,r)
(

c11∂x + c21∂y + c31∂z
)

,

Y2 = e(λ2,r)
(

c12∂x + c22∂y + c32∂z
)

, Y3 = (g1, r)∂x + (g2, r)∂y + (g3, r)∂z;
(2)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = e(λ1,r)
(

c11∂x + c21∂y + c31∂z
)

,

Y2 = (p1, r)∂x + (p2, r)∂y + (p3, r)∂z, Y3 = (g1, r)∂x + (g2, r)∂y + (g3, r)∂z .
(3)

Запишем определитель матрицы K(b) − K(a) из теоремы 1 для базисных операто-
ров (1), (2), (3):

|K(b)−K(a)| =
(

e(λ1,rb) − e(λ1,ra)
)(

e(λ2,rb) − e(λ2,ra)
)(

e(λ3,rb) − e(λ3,ra)
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c21 c31
c12 c22 c32
c13 c23 c33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; (4)

|K(b)−K(a)| =
(

e(λ1,rb) − e(λ1,ra)
)(

e(λ2,rb) − e(λ2,ra)
)

×

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c21 c31
c12 c22 c32

g13xba + p13yba + q13zba g23xba + p23yba + q23zba g33xba + p33yba + q33zba

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

;
(5)

|K(b)−K(a)| =
(

e(λ1,rb) − e(λ1,ra)
)

×

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c21 c31
g12xba + p12yba + q12zba g22xba + p22yba + q22zba g32xba + p32yba + q32zba
g13xba + p13yba + q13zba g23xba + p23yba + q23zba g33xba + p33yba + q33zba

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,
(6)
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где xba = xb − xa, yba = yb − ya, zba = zb − za. В силу теоремы 1 матрицы коэффициентов





c11 c21 c31
c12 c22 c32
c13 c23 c33



 ,

(

c11 c21 c31
c12 c22 c32

)

,
(

c11 c21 c31
)

соответственно в операторах (1), (2) и (3) имеют ранги равные 3, 2, 1. Поэтому в этих
операторах вводим такую линейную замену координат, чтобы

c11∂x + c21∂y + c31∂z = ∂x′ , c12∂x + c22∂y + c32∂z = ∂y′ , c13∂x + c23∂y + c33∂z = ∂z′ ,

после чего комбинируем X1, X2 и X3, затем возвращаемся к прежним обозначениям ко-
ординат, операторов и постоянных (в новых обозначениях неравенства на коэффициенты
сохраняются). Записываем только операторы Y1, Y2 и Y3, помня, что в каждой системе
X1 = ∂x, X2 = ∂y и X3 = ∂z:

Y1 = e(λ1,r)∂x, Y2 = e(λ2,r)∂y, Y3 = e(λ3,r)∂z; (7)

Y1 = e(λ1,r)∂x, Y2 = e(λ2,r)∂y, Y3 = (g1, r)∂x + (g2, r)∂y + (g3, r)∂z; (8)

Y1 = e(λ1,r)∂x, Y2 = (p1, r)∂x + (p2, r)∂y + (p3, r)∂z,

Y3 = (g1, r)∂x + (g2, r)∂y + (g3, r)∂z,
(9)

где λ21 + µ21 + ν21 6= 0, λ22 + µ22 + ν22 6= 0, λ23 + µ23 + ν23 6= 0.
Далее воспользуемся условием замкнутости коммутаторов алгебры Ли, согласно ко-

торому любой коммутатор является линейной комбинацией базисных операторов X1, X2,
X3, Y1, Y2, Y3. Очевидна замкнутость коммутаторов [X1, Y1], [X1, Y2], [X1, Y3], [X2, Y1],
[X2, Y2], [X2, Y3], [X3, Y1], [X3, Y2], [X3, Y3].

В системе операторов (7) вычисляем коммутаторы [Y1, Y2], [Y1, Y3] и [Y2, Y3]:

[Y1, Y2] = λ2e
(λ1+λ2)x+(µ1+µ2)y+(ν1+ν2)z∂y − µ1e

(λ1+λ2)x+(µ1+µ2)y+(ν1+ν2)z∂x,

[Y1, Y3] = λ3e
(λ1+λ3)x+(µ1+µ3)y+(ν1+ν3)z∂z − ν1e

(λ1+λ3)x+(µ1+µ3)y+(ν1+ν3)z∂x,

[Y2, Y3] = µ3e
(λ2+λ3)x+(µ2+µ3)y+(ν2+ν3)z∂z − ν2e

(λ2+λ3)x+(µ2+µ3)y+(ν2+ν3)z∂y.

Замкнутость этих коммутаторов означает либо равенство нулю коэффициентов перед
экспонентами, либо равенство нулю показателей этих экспонент. Поэтому возможны сле-
дующие случаи:

1) Все три коммутатора не равны нулю, поэтому (λ1+λ2)x+(µ1+µ2)y+(ν1+ν2)z = 0,
(λ1 + λ3)x + (µ1 + µ3)y + (ν1 + ν3)z = 0, (λ2 + λ3)x+ (µ2 + µ3)y + (ν2 + ν3)z = 0, откуда
следует λ1 = λ2 = λ3 = µ1 = µ2 = µ3 = ν1 = ν2 = ν3 = 0, что невозможно, поскольку
тогда базисные операторы Y1, Y2, Y3 линейно выражаются через X1, X2, X3.

2) Все три коммутатора равны нулю, тогда λ2 = λ3 = µ1 = µ3 = ν1 = ν2 = 0 и
поэтому получаем систему операторов

Y1 = eλ1x∂x, Y2 = eµ2y∂y, Y3 = eν3z∂z. (10)

3) Два коммутатора равны нулю, например, [Y1, Y2] = [Y1, Y3] = 0. Тогда λ2 = λ3 =
µ1 = ν1 = 0, (µ2 + µ3)y + (ν2 + ν3)z = 0, т. е. µ2 = −µ3, ν2 = −ν3, поэтому получаем

Y1 = eλ1x∂x, Y2 = e−µ3y−ν3z∂y, Y3 = eµ3y+ν3z∂z. (11)
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Заметим, что равенство нулю остальных пар коммутаторов приводит, с точностью до
переобозначения координат и операторов, к этим же выражениям.

4) Остается рассмотреть случай равенства нулю одного, например, первого коммута-
тора, тогда λ2 = µ1 = 0, (λ1+λ3)x+µ3y+(ν1+ν3)z = 0, λ3x+(µ2+µ3)y+(ν2+ν3)z = 0,
т. е. ν1 = ν2 = −ν3, λ1 = λ2 = λ3 = µ1 = µ2 = µ3 = 0, в результате получаем операторы

Y1 = e−ν3z∂x, Y2 = e−ν3z∂y, Y3 = eν3z∂z. (12)

Как и выше, равенство нулю остальных коммутаторов приводит, с точностью до пере-
обозначения координат и операторов, к таким же выражениям.

Теперь приступаем к исследованию системы (8). Вычисляем коммутатор [Y1, Y2]:

[Y1, Y2] = λ2e
(λ1+λ2)x+(µ1+µ2)y+(ν1+ν2)z∂y − µ1e

(λ1+λ2)x+(µ1+µ2)y+(ν1+ν2)z∂x.

Сначала рассмотрим случай равенства его нулю, т. е. λ2 = µ1 = 0. Вычисляя остальные
коммутаторы, получаем

[Y1, Y3] = eλ1x+ν1z(g13∂x + g23∂y + g33∂z

− λ1(g
1
3x+ p13y + q13z)∂x − ν1(g

3
3x+ p33y + q33z)∂x) = α1Y1 + α2Y2,

[Y2, Y3] = eµ2y+ν2z(p13∂x + p23∂y + p33∂z

− µ2(g
2
3x+ p23y + q23z)∂y − ν2(g

3
3x+ p33y + q33z)∂y) = β1Y1 + β2Y2.

Сравнивая коэффициенты слева и справа, получаем соотношения

g33 = 0, p33 = 0, λ1g
1
3 = 0, λ1p

1
3 = 0,

λ1q
1
3 + ν1q

3
3 = 0, µ2g

2
3 = 0, µ2p

2
3 = 0, µ2q

2
3 + ν2q

3
3 = 0.

Из полученной системы следует, что если λ1 = 0, то ν1 6= 0 и поэтому q33 = 0, что
невозможно ввиду следствия из теоремы 1. Аналогичный вывод справедлив и при µ2 = 0.
Тогда λ1 6= 0 и µ2 6= 0, поэтому g13 = p13 = g23 = p23 = 0, q13 = −ν1q

3
3/λ1, p

2
3 = −ν2q

3
3/µ2,

следовательно получаем операторы

Y1 = eλ1x+ν1z∂x, Y2 = eµ2y+ν2z∂y, Y3 = −q33z

(

ν1
λ1
∂x +

ν2
µ2
∂y − ∂z

)

, (13)

где λ1 6= 0, µ2 6= 0. Теперь рассмотрим случай отличия от нуля коммутатора [Y1, Y2], т. е.
λ22 + µ21 6= 0, поэтому λ2 = −λ1, µ2 = −µ1, ν2 = −ν1. Вычисляя остальные коммутаторы,
имеем

[Y1, Y3] = eλ1x+µ1y+ν1z
(

g13∂x + g23∂y + g33∂z − λ1
(

g13x+ p13y + q13z
)

∂x

− µ1
(

g23x+ p23y + q23z
)

∂x − ν1
(

g33x+ p33y + q33z
)

∂x

)

,

[Y2, Y3] = e−λ1x−µ1y−ν1z
(

p13∂x + p23∂y + p33∂z + λ1
(

g13x+ p13y + q13z
)

∂y

+ µ1
(

g23x+ p23y + q23z
)

∂y + ν1
(

g33x+ p33y + q33z
)

∂y

)

.

Из условия замкнутости этих коммутаторов получаем соотношения

g33 = p33 = p13 = g23 = 0, λ1g
1
3 = 0, µ1p

2
3 = 0, λ1q

1
3 + µ1q

2
3 + ν1q

3
3 = 0.
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Полагая µ1 6= 0, находим операторы

Y1 = eλ1x+µ1y+ν1z∂x, Y2 = e−λ1x−µ1y−ν1z∂y,

Y3 =
(

g13x+ q13z
)

∂x −

(

λ1
µ1
q13 +

ν1
µ1
q33

)

z∂y + q33z∂z, q33 6= 0, µ1 6= 0.
(14)

Заметим, что если λ1 6= 0 в предыдущих равенствах, то с точностью до переобозначения
координат и коэффициентов, получаем эти же операторы.

Наконец, исследуем систему операторов (9). Для этого вычисляем коммутаторы
[Y1, Y2] и [Y1, Y3], а затем учитывая их замкнутость и отличие от нуля определителя (6),
получаем

Y1 = eλ1x+µ1y+ν1z∂x, Y2 = (p22y + q22z)

(

−
µ1
λ1
∂x + ∂y

)

+ (p32y + q32z)

(

−
ν1
λ1
∂x + ∂z

)

,

Y3 = (p23y + q23z)

(

−
µ1
λ1
∂x + ∂y

)

+ (p33y + q33z)

(

−
ν1
λ1
∂x + ∂z

)

.

Далее вводим линейную замену координат: x′ = λ1x+µ1y+ ν1z, y
′ = y, z′ = z, в резуль-

тате предыдущая система в прежних обозначениях координат принимает вид:

Y1 = ex∂x, Y2 =
(

p22y + q22z
)

∂y +
(

p32y + q32z
)

∂z, Y3 =
(

p23y + q23z
)

∂y +
(

p33y + q33z
)

∂z.

Исследуя на замкнутость коммутатор [Y2, Y3] и применяя результаты статьи [5], получаем
операторы

Y1 = ex∂x, Y2 = y∂y, Y3 = z∂z, (15)

Y1 = ex∂x, Y2 = y∂y + rz∂z, Y3 = z∂y, r 6= 0, (16)

Y1 = ex∂x, Y2 = y∂y + z∂z, Y3 = z∂y − y∂z, (17)

Y1 = ex∂x, Y2 = y∂y, Y3 = y∂z. (18)

В системах (10)–(18) делаем подходящую замену координат, переходя к новым коор-
динатам x′, y′, z′, после чего линейно комбинируем базисные операторы и возвращаемся
к прежним обозначениям координат. При этом через X1, X2, X3 обозначаем либо опера-
торы дифференцирования ∂x, ∂y, ∂z (если в системе они присутствуют), либо три взаимно
коммутативных оператора (если хотя бы один из операторов дифференцирования в си-
стеме отсутствует). Остальные операторы обозначим через Y1, Y2, Y3. Также учитываем
теорему 1, т. е. для этих операторов вычисляем определители (4)–(6).

Для системы (10) вводим замену координат x′ = e−λ1x, y′ = e−µ2y, z′ = e−ν3z, после
чего линейно комбинируя операторы, в прежних обозначениях координат и операторов
получаем

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = x∂x, Y2 = y∂y, Y3 = z∂z. (19)

Для (12) вводим замену координат x′ = x, y′ = y, z′ = e−ν3z, затем линейно комбини-
руя операторы, в прежних обозначениях координат и операторов получаем

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = z∂x, Y2 = z∂y, Y3 = z∂z . (20)

Для системы (11) осуществляем замену координат x′ = e−λ1x, y′ = eµ3y, z′ = e−ν3z,
после чего линейно комбинируя операторы, в прежних обозначениях координат и опера-
торов имеем

X1 = ∂x, X2 = y∂y, X3 = z∂z , Y1 = x∂x, Y2 = z∂y, Y3 = y∂z. (21)
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Для системы (13) вводим замену координат x′ = e−λ1x−ν1z, y′ = e−µ2y−ν2z, z′ = z,
получаем (19).

Для системы (14) вводим замену координат y′ = eλ1x+µ1y+ν1z, x′ = x, z′ = z′, после
чего оператор Y3 делим на ненулевой множитель q33 , затем переобозначаем коэффици-
енты, в результате, в прежних обозначениях координат, операторов и коэффициентов
будем иметь

Y1 = y∂x, Y2 = y∂y, Y3 =
(

g13x+ q13z
)

∂x + λ1g
1
3xy∂y + z∂z.

Вычисляя коммутаторы и исследуя их на замкнутость, получаем λ1g
1
3 = 0, следователь-

но, с точностью до переобозначения коэффициентов, имеем систему

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = y∂x, Y2 = y∂y, Y3 = (ax+ bz)∂x + z∂z . (22)

В системах (15)–(18) вводим замену координат x′ = e−x, y′ = y, z′ = y, затем пере-
обозначая координаты и операторы, получаем

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = x∂x, Y2 = y∂y + rz∂z, Y3 = z∂y, r 6= 0; (23)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = x∂x, Y2 = y∂y + z∂z, Y3 = z∂y − y∂z; (24)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = x∂x, Y2 = y∂y, Y3 = y∂z, (25)

причем система (15) совпадает с (19).

Нами доказана теорема 1.

Теорема 2. Алгебра Ли, определяемая матрицами 1, локально ограниченно точно

дважды транзитивной группы Ли преобразований пространства R3, полученной рас-

ширением группы параллельных переносов этого же пространства, изоморфна одной

из алгебр Ли из списка (19)–(25).

3. Алгебры Ли, определяемые матрицами 2

Предложение 2. Система дифференциальных уравнений (0.1) из [1] с одновременно

ненулевыми матрицами T1, T2 и T3, принимающих вид 2 из введения, в подходящем

базисе имеет четыре решения:

при λ21 + µ21 + ν21 6= 0, λ22 + µ22 + ν22 6= 0 и λ23 + µ23 + ν23 6= 0:

−→
A =

(

(

c11 + c12(λ3, r)
)

e(λ1,r) + a11

)−→
ξ +

(

c12e
(λ1,r) + a12

)

−→η +
(

c13e
(λ2,r) + a13

)−→
ζ ,

−→
B =

(

(

c21 + c22(λ3, r)
)

e(λ1,r) + a21

)−→
ξ +

(

c22e
(λ1,r) + a22

)

−→η +
(

c23e
(λ2,r) + a23

)−→
ζ ,

−→
C =

(

c31 + c32(λ3, r)
)

e(λ1,r) + a31
−→
ξ +

(

c32e
(λ1,r) + a32

)

−→η +
(

c33e
(λ2,r) + a33

)−→
ζ ;

при λ21 + µ21 + ν21 6= 0, λ22 + µ22 + ν22 = 0 и λ23 + µ23 + ν23 6= 0 :

−→
A =

(

(

c11 + c12(λ3, r)
)

e(λ1,r) + a11

)−→
ξ +

(

c12e
(λ1,r) + a12

)

−→η +
(

(g1, r) + c13

)−→
ζ ,

−→
B =

(

(

c21 + c22(λ3, r)
)

e(λ1,r) + a21

)−→
ξ +

(

c22e
(λ1,r) + a22

)

−→η +
(

(g2, r) + c23

)−→
ζ ,

−→
C =

(

(

c31 + c31(λ3, r)
)

e(λ1,r) + a31

)−→
ξ +

(

c32e
(λ1,r) + a32

)

−→η +
(

(g3, r) + c33

)−→
ζ ;
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при λ21 + µ21 + ν21 = 0, λ22 + µ22 + ν22 6= 0 и λ23 + µ23 + ν23 6= 0:

−→
A =

(

λ3g
1
2x

2/2 + µ3p
1
2y

2/2 + ν3q
1
2z

2/2 + µ3g
1
2xy + ν3g

1
2xz + ν3p

1
2yz

+ (q1, r) + c11

)−→
ξ +

(

(p1, r) + c12

)

−→η +
(

c13e
(λ2,r) + a13

)−→
ζ ,

−→
B =

(

λ3g
2
2x

2/2 + µ3p
2
2y

2/2 + ν3q
2
2z

2/2 + µ3g
2
2xy + ν3g

2
2xz + ν3p

2
2yz

+ (q2, r) + c21

)−→
ξ +

(

(p2, r) + c22

)

−→η +
(

c23e
(λ2,r) + a23

)−→
ζ ,

−→
C =

(

λ3g
3
2x

2/2 + µ3p
3
2y

2/2 + ν3q
3
2z

2/2 + µ3g
3
2xy + ν3g

3
2xz + ν3p

3
2yz

+ (q3, r) + c31

)−→
ξ +

(

(p3, r) + c32

)

−→η +
(

c33e
(λ2,r) + a33

)−→
ζ ;

при λ21 + µ21 + ν21 = 0, λ22 + µ22 + ν22 = 0 и λ23 + µ23 + ν23 6= 0 :

−→
A =

(

λ3g
1
2x

2/2 + µ3p
1
2y

2/2 + ν3q
1
2z

2/2 + µ3g
1
2xy + ν3g

1
2xz + ν3p

1
2yz

+(q1, r) + c11

)−→
ξ +

(

(p1, r) + c12

)

−→η +
(

(g1, r) + c13

)−→
ζ ,

−→
B =

(

λ3g
2
2x

2/2 + µ3p
2
2y

2/2 + ν3q
2
2z

2/2 + µ3g
2
2xy + ν3g

2
2xz + ν3p

2
2yz

+(q2, r) + c21

)−→
ξ +

(

(p2, r) + c22

)

−→η +
(

(g2, r) + c23

)−→
ζ ,

−→
C =

(

λ3g
3
2x

2/2 + µ3p
3
2y

2/2 + ν3q
3
2z

2/2 + µ3g
3
2xy + ν3g

3
2xz + ν3p

3
2yz

+(q3, r) + c31

)−→
ξ +

(

(p3, r) + c32

)

−→η +
(

(g3, r) + c33

)−→
ζ ,

где cji , g
i
j , q

i
j, p

i
j, a

i
j — постоянные, i, j = 1, 2, 3, λ3p

1
2 = µ3g

1
2 , λ3q

1
2 = ν3g

1
2 , µ3q

1
2 = ν3p

1
2,

λ3p
2
2 = µ3g

2
2 λ3q

2
2 = ν3g

2
2 , µ3q

2
2 = ν3p

2
2, λ3p

3
2 = µ3g

3
2 , λ3q

3
2 = ν3g

3
2 , µ3q

3
2 = ν3p

3
2.

Из решений, содержащихся в предложении 2, ниже будут выделены алгебры Ли.
По найденным решениям запишем базисные операторы (1.2) из [1] шестимерных линей-

ных пространств, при этом операторы Y1, Y2 и Y3 комбинируем с операторами X1, X2

и X3 так, чтобы исчезли свободные члены:

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z,

Y1 = e(λ1,r)z
(

c11∂x + c21∂y + c31∂z + (λ3, r)
(

c12∂x + c22∂y + c32∂z
))

,

Y2 = e(λ1,r)
(

c12∂x + c22∂y + c32∂z
)

, Y3 = e(λ2,r)
(

c13∂x + c23∂y + c33∂z
)

;

(26)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z,

Y1 = e(λ1,r)
(

c11∂x + c21∂y + c31∂z + (λ3, r)
(

c12∂x + c22∂y + c32∂z
))

,

Y2 = e(λ1,r)
(

c12∂x + c22∂y + c32∂z
)

, Y3 = (g1, r)∂x + (g2, r)∂y + (g3, r)∂z ;

(27)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z,

Y1 = ((λ3, r)(p1, r)/2 + (q1, r)) ∂x + ((λ3, r)(p2, r)/2 + (q2, r)) ∂y

+((λ3, r)(p3, r)/2 + (q3, r)) ∂z,

Y2 = (p1, r)∂x + (p2, r)∂y + (p3, r)∂z, Y3 = e(λ3,r)
(

c13∂x + c23∂y + c33∂z
)

;

(28)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z,

Y1 = ((λ3, r)(p1, r)/2 + (q1, r))∂x + ((λ3, r)(p2, r)/2 + (q2, r))∂y

+((λ3, r)(p3, r)/2 + (q3, r))∂z ,

Y2 = (p1, r)∂x + (p2, r)∂y + (p3, r)∂z, Y3 = (g1, r)∂x + (g2, r)∂y + (g3, r)∂z.

(29)
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Далее, как и в предыдущем случае, требование невырожденности матрицы K(b) −
K(a) приводит к упрощению систем (26)–(27), которые запишем без операторов X1 = ∂x,
X2 = ∂y, X3 = ∂z:

Y1 = e(λ1,r) (∂x + (λ3, r)∂y) , Y2 = e(λ1,r)∂y, Y3 = e(λ2,r)∂z; (30)

Y1 = e(λ1,r) (∂x + (λ3, r)∂y) , Y2 = e(λ1,r)∂y, Y3 = (g1, r)∂x + (g2, r)∂y + (g3, r)∂z ; (31)

Y1 = (x(p1, r)/2 + (q1, r)) ∂x + (x(p2, r)/2 + (q2, r)) ∂y + (x(p3, r)/2 + (q3, r)) ∂z,

Y2 = (p1, r)∂x + (p2, r)∂y + (p3, r)∂z , Y3 = e(λ2,r)
(

c13∂x + c23∂y + c33∂z
)

;
(32)

Y1 = (x(p1, r)/2 + (q11 , r))∂x + (x(p2, r)/2 + (q2, r))∂y + (x(p3, r)/2 + (q3, r))∂z ,

Y2 = (p1, r)∂x + (p2, r)∂y + (p3, r)∂z , Y3 = (g1, r)∂x + (g2, r)∂y + (g3, r)∂z,
(33)

где λ21 + µ21 + ν21 6= 0, λ22 + µ22 + ν22 6= 0, λ23 + µ23 + ν23 6= 0.
Потом воспользуемся условием замкнутости коммутаторов [X1, Y1], [X2, Y1], [X3, Y1],

[Y1, Y2], [Y1, Y3] и [Y2, Y3] и теоремой 1 для выделения нужных шестимерных алгебр Ли,
после чего переходим к подходящим координатам и линейно комбинируем оператора
X1, X2, X3, Y1, Y2, Y3. В результате в прежних обозначениях операторов, координат и
подходящих обозначений для коэффициентов, будем иметь

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = ex (∂x + (y + az)∂y) , Y2 = ex∂y, Y3 = e−x∂z; (34)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = ex (∂x + y∂y) , Y2 = ex∂y, Y3 = z∂z; (35)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = x2∂x + x∂y, Y2 = x∂x, Y3 = z∂z ; (36)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z , Y1 = x∂x + (x2 + ay)∂y, Y2 = x∂y, Y3 = z∂z ; (37)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = (x2 + ay)∂y + (bx+ cz)∂z , Y2 = x∂y,
Y3 = x∂x + 2y∂y + z∂z;

(38)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = (x2 + ay + bz)∂y + 2z∂z , Y2 = x∂y,
Y3 = x∂x + 2y∂y + 2z∂z ;

(39)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z ,
Y1 = (x2 + 2y + az)∂y + 2z∂z , Y2 = x∂y, Y3 = x∂x + (2y + bz)∂y + 2z∂z ;

(40)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = (x2 + ay)∂y + bz∂z, Y2 = x∂y,
Y3 = x∂x + 2y∂y + cz∂z ;

(41)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = x∂x + ((a+ 1)y + bz)∂y + az∂z , Y2 = x∂y,
Y3 = x2∂y + x∂z;

(42)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = x∂x + (x2 + ay + bz)∂y + cz∂z ,
Y2 = x∂y, Y3 = x∂z;

(43)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z ,
Y1 = 2x∂x + (x2 + 2ay + bz)∂y + (a+ 1)z∂z , Y2 = x∂y, Y3 = z∂y + x∂z;

(44)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = 2x∂x + (x2 + ay)∂y + 2z∂z ,
Y2 = x∂y, Y3 = (bx+ z)∂z ;

(45)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z ,
Y1 = 2x∂x + (x2 + ay + bz)∂y + (y + cz)∂z , Y2 = x∂y, Y3 = x∂z.

(46)
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Нами доказана теорема 2.

Теорема 3. Алгебра Ли, определяемая матрицами 2, локально ограниченно точно

дважды транзитивной группы Ли преобразований пространства R3, полученной расши-

рением группы параллельных переносов этого же пространства, изоморфна одной из

алгебр Ли из списка (34)–(46).

4. Алгебры Ли, определяемые матрицами 3

Предложение 3. Система дифференциальных уравнений (0.1) из [1] с одновременно

ненулевыми матрицами T1, T2 и T3, принимающих вид 3 из введения, в подходящем

базисе имеет два решения:

при λ21 + µ21 + ν21 6= 0 и λ22 + µ22 + ν22 6= 0:

−→
A =

(

(c11 + c12(λ2, r) + c13(λ3, r) + c13(λ2, r)
2/2)e(λ1,r) + a11

)−→
ξ

+
(

(c12 + c13(λ2, r))e
(λ1,r) + a12

)−→η +
(

c13e
(λ1,r) + a13

)−→
ζ ,

−→
B =

(

(c21 + c22(λ2, r) + c23(λ3, r) + c23(λ2, r)
2/2)e(λ1,r) + a21

)−→
ξ

+
(

(c22 + c23(λ2, r))e
(λ1,r) + a22

)−→η +
(

c23e
(λ1,r) + a23

)−→
ζ ,

−→
C =

(

(c31 + c32(λ2, r) + c33(λ3, r) + c33(λ2, r)
2/2)e(λ1,r) + a31

)−→
ξ

+
(

(c32 + c33(λ2, r))e
(λ1,r) + a32

)−→η +
(

c33e
(λ1,r) + a33

)−→
ζ ;

при λ21 + µ21 + ν21 = 0 и λ22 + µ22 + ν22 6= 0:

−→
A =

(

(λ2, r)
2(g1, r)/6 + (λ2, r)(p1, r)/2 + (λ3, r)(g1, r)/2 + (q1, r) + c11

)−→
ξ

+
(

(λ2, r)(g1, r)/2 + (p1, r) + c12
)−→η +

(

(g1, r) + c13
)−→
ζ ,

−→
B =

(

(λ2, r)
2(g2, r)/6 + (λ2, r)(p2, r)/2 + (λ3, r)(g2, r)/2 + (q2, r) + c21

)−→
ξ

+
(

(λ2, r)(g2, r)/2 + (p2, r) + c22
)−→η +

(

(g2, r) + c23
)−→
ζ ,

−→
C =

(

(λ2, r)
2(g3, r)/6 + (λ2, r)(p3, r)/2 + (λ3, r)(g3, r)/2 + (q3, r) + c31

)−→
ξ

+
(

(λ2, r)(g3, r)/2 + (p3, r) + c32
)−→η +

(

(g3, r) + c33
)−→
ζ ,

где cji , g
i
j, q

i
j, p

i
j , a

i
j — постоянные, i, j = 1, 2, 3, λ3p

3
2 = µ3g

3
2 , λ3q

3
2 = ν3g

3
2 , µ3q

3
2 = ν3p

3
2.

Из решений, содержащихся в предложении 3, выделяются алгебры Ли, при этом
используется метод, апробированный в предыдущих разделах. В итоге получаем

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = ex
(

∂x + y∂y + (z + y2/2)∂z
)

,
Y2 = ex (∂y + y∂z) , Y3 = ex∂z;

(47)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z,
Y1 = 6x∂x + (x3 + ay + bz)∂y + (3x2 + cx+ (a− 6)z)∂z ,

Y2 = x2∂y + 2x∂z, Y3 = x∂y;
(48)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z,
Y1 = x∂x + (x3/6 + βxz + (3− 2β)y + bz)∂y + (x2/2 + cx+ (2− β)z)∂z ,

Y2 = (x2/2 + βz)∂y + x∂z, Y3 = x∂y;
(49)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z,
Y1 = 6x2∂x + (x3 + 6xy)∂y + x∂z, Y2 = 4x∂x + (x2 + 2y)∂y, Y3 = x∂y;

(50)
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X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z,
Y1 = −(3x2 + 18y)∂x + (x3 + 6xy)∂y + (3x2 + 18y)∂z ,

Y2 = −2x∂x + (x2 + 2y)∂y + 2x∂z , Y3 = x∂y.
(51)

Полученный результат сформулируем в виде теоремы

Теорема 4. Алгебра Ли, определяемая матрицами 3, локально ограниченно точно

дважды транзитивной группы Ли преобразований пространства R3, полученной расши-

рением группы параллельных переносов этого же пространства, изоморфна одной из

алгебр Ли из списка (47)–(51).

5. Алгебры Ли, определяемые матрицами 4

Предложение 4. Система дифференциальных уравнений (0.1) из [1] с одновременно

ненулевыми матрицами T1, T2 и T3, принимающих вид 4 из введения, в подходящем

базисе имеет два решения:

при λ22 + µ22 + ν22 6= 0 и λ23 + µ23 + ν23 6= 0 :

−→
A =

(

(c11 cos(λ2, r) + c12 sin(λ2, r))e
(λ1,r) + a11

)−→
ξ

+
(

(−c11 sin(λ2, r) + c12 cos(λ2, r))e
(λ1 ,r) + a12

)−→η +
(

c13e
(λ3,r) + a13

)−→
ζ ,

−→
B =

(

(c21 cos(λ2, r) + c22 sin(λ2, r))e
(λ1,r) + a21

)−→
ξ

+
(

(−c21 sin(λ2, r) + c22 cos(λ2, r))e
(λ1 ,r) + a22

)−→η +
(

c23e
(λ3,r) + a23

)−→
ζ ,

−→
C =

(

(c31 cos(λ2, r) + c32 sin(λ2, r))e
(λ1,r) + a31

)−→
ξ

+
(

(−c31 sin(λ2, r) + c32 cos(λ2, r))e
(λ1 ,r) + a32

)−→η +
(

c33e
(λ3,r) + a33

)−→
ζ ;

при λ22 + µ22 + ν22 6= 0 и λ23 + µ23 + ν23 = 0:

−→
A =

(

(c11 cos(λ2, r) + c12 sin(λ2, r))e
(λ1,r) + a11

)−→
ξ

+
(

(−c11 sin(λ2, r) + c12 cos(λ2, r)
)

e(λ1,r) + a12)
−→η +

(

(g1, r) + c13
)−→
ζ ,

−→
B =

(

(c21 cos(λ2, r) + c22 sin(λ2, r))e
(λ1,r) + a21

)−→
ξ

+
(

(−c21 sin(λ2, r) + c22 cos(λ2, r))e
(λ1,r) + a22

)−→η +
(

(g2, r) + c23
)−→
ζ ,

−→
C =

(

(c31 cos(λ2, r) + c32 sin(λ2, r))e
(λ1,r) + a31

)−→
ξ

+
(

(−c31 sin(λ2, r) + c32 cos(λ2, r))e
(λ1,r) + a32

)−→η +
(

(g3, r) + c33
)−→
ζ ,

где cji , g
i
j , q

i
j , p

i
j, a

i
j — постоянные, i, j = 1, 2, 3.

Из решений, содержащихся в предложении 4, выделяются алгебры Ли. Для этого по
найденным решениям запишем базисные операторы (0.2) из [1] шестимерных линейных

пространств, причем операторы Y1, Y2 и Y3 комбинируем с операторами X1, X2 и X3

так, чтобы исчезли свободные члены (здесь и везде ниже записываем только операторы
Y1, Y2 и Y3 помня, что системы операторов всегда содержат X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z),
после чего исследуя на замкнутость коммутаторы этих операторов и учитывая следствие
из теоремы 1, получаем

Y1 = cos(−µ1x+ λ1y)∂x + sin(−µ1x+ λ1y)∂y,

Y2 = − sin(−µ1x+ λ1y)∂x + cos(−µ1x+ λ1y)∂y, Y3 = eν3z∂z;
(52)

Y1 = eλ1x+µ1y (cos(−µ1x+ λ1y)∂x + sin(−µ1x+ λ1y)∂y) ,

Y2 = eλ1x+µ1y (− sin(−µ1x+ λ1y)∂x + cos(−µ1x+ λ1y)∂y) , Y3 = eν3z∂z;
(53)
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Y1 = cos(−µ1x+ λ1y + ν2z)∂x + sin(−µ1x+ λ1y + ν2z)∂y,

Y2 = − sin(−µ1x+ λ1y + ν2z)∂x + cos(−µ1x+ λ1y + ν2z)∂y ,

Y3 = q13z∂x + q23z∂y + q33z∂z , −µ1q
1
3 + λ1q

2
3 + q33ν2 = 0;

(54)

Y1 = eλ1x+µ1y+ν1z (cos(−µ1x+ λ1y + ν2z)∂x + sin(−µ1x+ λ1y + ν2z)∂y) ,

Y2 = eλ1x+µ1y+ν1z (− sin(−µ1x+ λ1y + ν2z)∂x + cos(−µ1x+ λ1y + ν2z)∂y) ,

Y3 = q13z∂x + q23z∂y + q33z∂z, λ1q
1
3 + µ1q

2
3 + q33ν1 = 0, −µ1q

1
3 + λ1q

2
3 + q33ν2 = 0,

(55)

причем λ21 + µ21 6= 0.
В системах (52) и (53) вводим замену x′ = x, y′ = y, z′ = e−ν3z, в результате их

включаем соответственно в (54) и (55).
Далее в (54) и (55) при λ1 6= 0 вводим замену координат x′ = λ1x + µ1y, y

′ =
−µ1x+ λ1y + ψ, z′ = z, λ1 = R cosψ, µ1 = R sinψ, затем линейно комбинируем базисные
операторы:

Y1 = cos(y + ν2z)∂x + sin(y + ν2z)∂y,

Y2 = − sin(y + ν2z)∂x + cos(y + ν2z)∂y, Y3 = −ν1z∂x − ν2z∂y + z∂z ;
(56)

Y1 = ex+ν1z (cos(y + ν2z)∂x + sin(y + ν2z)∂y) ,

Y2 = ex+ν1z (− sin(y + ν2z)∂x + cos(y + ν2z)∂y) , Y3 = −ν1z∂x − ν2z∂y + z∂z .
(57)

Если λ1 = 0, то в (54) и (55) вводя замену x′ = µ1y, y
′ = −µ1x, z

′ = z, получаем (56)
и (57) соответственно.

И, наконец, вводя замену x′ = x + ν1z, y
′ = y + ν2z, z

′ = z, а затем в первом случае
замену — x = ln x′2

1+y′2
, y = arctg 2y′

1−y′2
, z′ = z и еще одну — x′ = 1/x, y′ = y/x, z′ = z, а во

втором случае другую замену — x′ = e−x cos y, y′ = e−x sin y, после линейной комбинации
операторов, в прежних обозначениях для координат, окончательно будем иметь

X1 = x∂y, X2 = y∂x, X3 = ∂z, Y1 = x∂x, Y2 = y∂y, Y3 = z∂z; (58)

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z, Y1 = x∂x + y∂y, Y2 = −y∂x + x∂y, Y3 = z∂z. (59)

Полученный результат сформулируем в виде теоремы

Теорема 5. Алгебра Ли, определяемая матрицами 4, локально ограниченно точно

дважды транзитивной группы Ли преобразований пространства R3, полученной расши-

рением группы параллельных переносов этого же пространства, изоморфна одной из

алгебр Ли из списка (58), (59).

6. Исследование найденных алгебр Ли

Сначала приводятся определения по работе [6]. Идеал L(1) = [L,L] называется пер-
вым коммутантом алгебры Ли L, L(2) = [L(1), L(1)] — вторым коммутантом алгебры Ли
L, а L(k+1) = [L(k), L(k)] — (k+1)-ым коммутантом алгебры Ли L. В итоге возникает ряд
коммутатнов:

L ⊃ L(1) ⊃ L(2) ⊃ · · · ⊃ L(k) ⊃ · · ·

Алгебра Ли L называется разрешимой, если ее ряд коммутатнов заканчивается нулевым
идеалом. Непосредственной проверкой убеждаемся в справедливости теоремы:

Теорема 6. Алгебры Ли (19), (20), (22), (23), (24), (25), (34), (35), (37), (38), (39),
(40), (41), (42), (43), (44), (45), (46), (47), (48), (49), (59) разрешимы, причем разлагаются
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в прямую сумму идеала N и разрешимой подалгебры S: L = N ⊕ S. При этом для (19),
(20), (22), (23), (24), (25) N = {X1,X2,X3} — коммутативный идеал, S = {Y1, Y2, Y3};
для (34), (35), (47), (59) N = {Y1, Y2, Y3} — коммутативный идеал, S = {X1,X2,X3} —

коммутативная подалгебра; для (37), (38), (39)N = {X1,X2, Y2} — нильпотентный идеал,

изоморфный алгебре Гейзенберга, S = {X3, Y1, Y3}; для (40), (41) N = {X1,X2,X3, Y2} —

нильпотентный идеал, S = {Y1, Y3} — коммутативная подалгебра; для (42), (43), (44),
(45), (46), (48), (49) N = {X1,X2,X3, Y2, Y3} — нильпотентный идеал, S = {Y1}.

Отметим, что результат теоремы 6 можно получить и иначе, воспользовавшись
полной классификацией шестимерных разрешимых вещественных алгебр Ли [7–10].
На практике это означает нахождение представлений векторными полями уже известных
разрешимых алгебра Ли. Данная задача является технически сложной и долгой.

Несложно установить, что алгебры Ли (21), (36), (50), (51) и (58) не разрешимые и
не полупростые. Следующая теорема описывает структуру этих алгебр Ли.

Теорема 7. Алгебры Ли (21), (36), (50), (51) и (58) представимы в виде прямой

суммы разрешимого идеала N и подалгебры S, изоморфной sl(2, R): L = N ⊕S, причем

для алгебр (21), (50) и (58) идеал N коммутативен, для алгебры (36) — изоморфен

алгебре Ли с образующими: e1, e2, e3, [e1, e2] = e1, для алгебры (51) — изоморфен алгебре

Ли Гейзенберга ut(3, R); для алгебр (21), (36) и (58) подалгебра S является идеалом.

При этом для (21) N = {X1, Y1,X3}, а S = {Y2, Y3,X3−X2}; для (36) N = {X3, Y3, 2X2−
Y2}, а S = {X1, Y1, 2Y2 + X2}; для (58) N = {X3, Y3, Y1 + Y2}, а S = {X1,X2, Y1 −
Y2}; для (50) N = {X2,X3, Y3}, а S = {Y1,X1 + Y3/3,X3 + 3Y2}; для (51) N = {X1 −
Y3/3,X2,X3 + 2Y3/3}, а S = {Y1, Y2, Y3}.

Заметим, что структура этих алгебр Ли описана в работе [11].

Следствие. Алгебры Ли (21) и (58) изоморфны.

Доказательство этих теорем сводится к анализу коммутаторов базисных векторных
полей исследуемых алгебр Ли.

Заключение. В данной работе решена задача локального расширения группы па-
раллельных переносов пространства R3 до локально ограниченно точно дважды транзи-
тивной группы Ли преобразований этого же пространства для случая, когда матрицы T1,
T2, T3 одновременно ненулевые и принимают вид 1–4 из введения. Следующим этапом
является нахождение действий групп Ли с выше найденными алгебрами Ли.
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