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Аннотация. В работе исследуется бесконечная система алгебраических уравнений с монотонной
и вогнутой нелинейностью. Данная система возникает в различных дискретных задачах матема-
тического естествознания. В частности системы такой структуры, при конкретных представлениях
нелинейности и соответствующей бесконечной матрицы, встречаются в теории переноса излучения,
в кинетической теории газов и в математической теории эпидемических заболеваний. При определен-
ных условиях на элементы соответствующей бесконечной матрицы и на нелинейность доказываются
теоремы существования и единственности по координатно неотрицательного нетривиального реше-
ния в пространстве ограниченных последовательностей. В ходе доказательства теоремы существова-
ния получается также равномерная оценка для соответствующих последовательных приближений.
Доказывается также, что построенное решение в бесконечности стремится к положительной непо-
движной точке функции, описывающей нелинейность данной системы, со скоростью l1. Основными
инструментами доказательства выше указанных фактов являются метод М. А. Красносельского
о построении инвариантных конусных отрезков для соответствующего нелинейного оператора, ме-
тоды теории дискретных сверточных операторов, а также некоторые геометрические неравенства
для вогнутых и монотонных функций. В конце работы приводятся конкретные частные примеры со-
ответствующей бесконечной матрицы и нелинейности удовлетворяющие всем условиям доказанных
утверждений.
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1. Введение

1.1. Постановка задачи. Рассмотрим следующую бесконечную систему нелиней-
ных алгебраических уравнений:

xi =
∞
∑

j=0

aijG(xj), i ∈ Z
+ := N ∪ {0}, (1)
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относительно искомого бесконечного вектора x = (x0, x1, . . .)
T ∈ m, координаты которой

неотрицательные числа, где m пространство ограниченных последовательностей с нор-
мой ‖x‖m = supi∈Z+ |xi|, а T — знак транспонирования. В системе (1) элементы беско-
нечной матрицы A = (aij)

∞

i,j=0 удовлетворяют следующим условиям:
a) aij = aji > 0, i, j ∈ Z

+, supi∈Z+

∑

∞

j=0 aij = 1, существует i0 ∈ Z
+ такое, что γi0 > 0,

где

γi := 1−
∞
∑

j=0

aij , i ∈ Z
+, причем γ = (γ0, γ1, . . .)

T ∈ l1;

b) существуют последовательности {bi}
∞

i=−∞
и {µj}

∞

j=0 со свойствами:

d1) bi > 0, i ∈ Z,

∞
∑

i=−∞

|i|bi < +∞, d2) µj > 1, j ∈ Z
+,

∞
∑

j=0

(µj − 1) < +∞

такие, что имеет место неравенство

aij 6 bi−jµj , i, j ∈ Z
+. (2)

Нелинейность y = G(u) обладает следующими свойствами:
I) G ∈ C(R+), G(0) = 0 и существует число η > 0 такое, что G(η) = η, где R

+ :=
[0,+∞);

II) y = G(u) монотонно возрастает и вогнута на множестве R
+;

III) существует число α ∈ (0, 1) такое, что для всех σ ∈ (0, 1) и u ∈ [0, η] имеет место
следующая оценка снизу:

G(σu) > σαG(u). (3)

Основной целью настоящей работы является доказательство конструктивной теоремы
существования и теоремы единственности в классе ограниченных последовательностей
с неотрицательными элементами, а также исследование асимптотического поведения на
бесконечности построенного решения.

1.2. Возможные применения, история вопроса. Система (1), при различных
представлениях матрицы A и нелинейности G, имеет приложения во многих отраслях
математической физики и биологии. В частности такие бесконечные системы возника-
ют в дискретных задачах в теории переноса излучения в неоднородных средах, в ки-
нетической теории газов и плазмы, а также в математической теории распространения
эпидемических заболеваний (см. [1–5]). Системы вида (1) могут иметь применения в во-
просах численного решения нелинейных псевдодифференциальных уравнений из дина-
мической теории p-адических открытых и открыто-замкнутых струн для скалярного
поля тахионов (см. [6–8]). Кроме того, ограниченные решения системы (1) могут быть
полезны в задаче построения нетривиального решения бесконечных систем нелинейных
интегральных уравнений типа Гаммерштейна на положительной полупрямой.

В том частном случае когда aij = ai−j , i, j ∈ Z
+, вопрос существования положи-

тельного и ограниченного решения системы (1) изучен в работах [9, 10]. В случае когда
aij = ai−j−ai+j, i, j ∈ Z

+, в работе [11] доказана конструктивная теорема существования
нетривиального неотрицательного решения в пространстве m и исследовано асимпто-
тическое поведение построенного решения на бесконечности. Следует также отметить,
что когда нелинейность G зависит от индекса j и при этом Gj(u) допускает следую-
щее представление: Gj(u) = u − ωj(u), j = 0, 1, . . . , где ωj(u) ↓ по u на [δ,+∞), δ > 0,
ωj(u) ∈ CM (R+)∩L1(R

+), j = 0, 1, . . . , а aij = ai−j − ai+j , i, j ∈ Z
+, в работе [12] доказа-

на существование однопараметрического семейства неотрицательных ограниченных или
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линейно растущих решений. В [12] исследованы также некоторые качественные свойства
построенных решений: монотонность по индексу и по параметру, существование предела
на бесконечности каждого решения, конструктивное описание множества параметров.

1.3. Сводка основных результатов. В настоящей работе, при условиях a), b),
I)–III), мы займемся построением покоординатно положительного и ограниченного ре-
шения системы (1), а также будем исследовать асимптотическое поведения построенного
решения на бесконечности и докажем единственность построенного решения.

Структура работы следующая. В параграфе 2 доказана основная ключевая лемма о
сходимости ряда

∑

∞

j=0(G(xj)−xj). В параграфе 3 доказывается конструктивная теорема
существования в пространстве m и исследуется асимптотическое поведение построенно-
го решения на +∞. Наконец, в параграфе 4 получается теорема единственности в клас-
се (покоординатно) неотрицательных нетривиальных и ограниченных последовательно-
стей, а также приводятся конкретные примеры бесконечной матрицы A и нелинейности
G, удовлетворяющие соответственно условиям a), b) и I)–III).

2. Основная ключевая лемма

Имеет место следующая основная лемма

Лемма 1. При условиях a), b), I), II) любое (покоординатно) неотрицательное нетри-

виальное решение x = (x0, x1, . . .)
T ∈ m обладает следующими свойствами:

p1) xi 6 η, i ∈ Z
+, p2)

∞
∑

i=0

(G(xi)− xi) < +∞.

⊳ Сперва докажем утверждение p1). Обозначим через

c0 = sup
i∈Z+

xi < +∞.

Тогда, учитывая условия a), I) и II), из системы (1) будем иметь

xi 6 G(c0)
∞
∑

j=0

aij 6 G(c0), i = 0, 1, 2, . . . , (4)

откуда в силу определения супремума следует, что c0 6 G(c0). Заметим, что из послед-
него неравенства следует, что c0 6 η. Действительно, в противном случае, принимая во
внимание условия I), II) (см. рис. 1) получим G(c0)

c0
<

G(η)
η

= 1. Последнее неравенство
противоречит оценке c0 6 G(c0). Следовательно, xi 6 c0 6 η, i ∈ Z

+. Из утверждения
p1) в частности следует, что

G(xi) > xi, i ∈ Z
+, (5)

ибо η > xi > 0, i ∈ Z
+.

Перейдем теперь к доказательству утверждения p2). Пусть N ∈ N — произвольное
число. Тогда, если учесть условия a), b), I) и II), а также утверждения p1), из (1) будем
иметь

N
∑

i=0

(η − xi) =
N
∑

i=0



ηγi + η

∞
∑

j=0

aij −
∞
∑

j=0

aijG(xj)
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6 η

∞
∑

i=0

γi +

N
∑

i=0

∞
∑

j=0

aij(η −G(xj)) 6 η

∞
∑

i=0

γi +

N
∑

i=0

N
∑

j=0

aij(η −G(xj))

+ η

N
∑

i=0

∞
∑

j=N+1

aij 6 η

∞
∑

i=0

γi +

N
∑

j=0

(η −G(xj))

∞
∑

i=0

aji + η

N
∑

i=0

∞
∑

j=N+1

bi−jµj

6 η

∞
∑

i=0

γi +
N
∑

j=0

(η −G(xj)) + η

N
∑

i=0

∞
∑

j=N+1

bi−j(µj − 1)

+ η

N
∑

i=0

∞
∑

j=N+1

bi−j 6 η

∞
∑

i=0

γi +

N
∑

j=0

(η −G(xj)) + η

∞
∑

j=0

(µj − 1)

N−j
∑

m=−j

bm

+ η

N
∑

i=0

∞
∑

m=N+1−i

b−m 6 η

∞
∑

i=0

γi +

N
∑

j=0

(η −G(xj)) + η

∞
∑

j=0

(µj − 1)

∞
∑

m=−∞

bm

+ η

N+1
∑

k=1

∞
∑

m=k

b−m 6 η

∞
∑

i=0

γi +
N
∑

j=0

(η −G(xj)) + η

∞
∑

j=0

(µj − 1)
∞
∑

m=−∞

bm

+ η

∞
∑

k=1

∞
∑

m=k

b−m = η

∞
∑

i=0

γi +

N
∑

j=0

(η −G(xj)) + η

∞
∑

j=0

(µj − 1)

∞
∑

m=−∞

bm

+ η

∞
∑

m=1

mb−m 6 η

∞
∑

i=0

γi +

N
∑

j=0

(η −G(xj)) + η

∞
∑

j=0

(µj − 1)

∞
∑

m=−∞

bm + η

∞
∑

n=−∞

|n|bn,

из которого следует, что

N
∑

i=0

(G(xi)− xi) 6 η

∞
∑

i=0

γi + η

∞
∑

j=0

(µj − 1)

∞
∑

m=−∞

bm + η

∞
∑

m=−∞

|m|bm := C < +∞. (6)

В неравенстве (6) устремив число N к бесконечности, получаем, что

∞
∑

i=0

(G(xi)− xi) 6 C < +∞. (7)

Тем самым лемма полностью доказана. ⊲

Рис. 1.
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Замечание 1. Из доказанной леммы в частности следует, что

lim
i→∞

(G(xi)− xi) = 0.

3. Существование нетривиального и ограниченного решения

Справедлива следующая

Теорема 1. При условиях a), b) и I)–III) бесконечная система нелинейных алгеб-

раических уравнений (1) в пространстве m имеет по компонентно неотрицательное и

нетривиальное решение x = (x0, x1, . . .)
T , причем

∞
∑

i=0

(η − xi) < +∞. (8)

Более того следующие последовательные приближения

x
(p+1)
i =

∞
∑

j=0

aijG
(

x
(p)
j

)

, x
(0)
i ≡ η, p = 0, 1, . . . , i = 0, 1, . . . (9)

сходятся к решению x : limp→∞ x
(p)
i = xi, i ∈ Z

+, при этом существует число σ0 ∈ (0, 1)
такое, что

∣

∣

∣
x
(p)
i − x

(p+1)
i

∣

∣

∣
6 ηαp ln

1

σ0
, i ∈ Z

+, p ∈ N. (10)

⊳ Сперва заметим, что индукцией по p несложно проверить выполнение следующих
утверждений:

1) x
(p)
i > 0, i, p ∈ Z

+,

2) x
(p)
i ↓ по p, i ∈ Z

+.

Докажем, что
3) lim

i→+∞

x
(p)
i = η, p = 0, 1, 2, . . . .

При p = 0 предельное соотношение 3) немедленно следует из (9). Пусть 3) выполняется
при некотором p ∈ N. Тогда из (9) с учетом условий I), II), a) и b) будем иметь

0 6 η − x
(p+1)
i = ηγi +

∞
∑

j=0

aij

(

η −G
(

x
(p)
j

))

6 ηγi +

∞
∑

j=0

aij

(

η − x
(p)
j

)

6 ηγi +

∞
∑

j=0

bi−jµj

(

η − x
(p)
j

)

6 ηγi + η

∞
∑

j=0

bi−j(µj − 1) +

∞
∑

j=0

bi−j

(

η − x
(p)
j

)

→ 0

при i → +∞, ибо γi → 0, i → +∞,

lim
i→+∞

∞
∑

j=0

bi−j(µj − 1) = lim
j→+∞

(µj − 1)

∞
∑

m=−∞

bm = 0,

lim
i→+∞

∞
∑

j=0

bi−j

(

η − x
(p)
j

)

= lim
j→+∞

(

η − x
(p)
j

)

∞
∑

m=−∞

bm = 0

(см. [13]).
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Рассмотрим теперь последовательность di :=
x
(2)
i

x
(1)
i

, i = 0, 1, 2, . . . Из утверждений 1),

2) и 3) немедленно следует, что

0 < di < 1, i ∈ Z
+, lim

i→+∞

di = 1, (11)

откуда заключаем, что существует i0 ∈ N такое, что при i > i0

di >
1

2
. (12)

Обозначим через ε := min{d0, d1, . . . , di0}. Тогда из (12) следует, что

di > min

{

1

2
, ε

}

> 0, i ∈ Z
+.

Следовательно,

1 > σ0 := inf
i∈Z+

di > min

{

1

2
, ε

}

> 0, i ∈ Z
+.

Итак, имеем
σ0x

(1)
i 6 x

(2)
i 6 x

(1)
i , i ∈ Z

+.

Из условия II) немедленно следует, что

G
(

σ0x
(1)
i

)

6 G
(

x
(2)
i

)

6 G
(

x
(1)
i

)

, i ∈ Z
+,

откуда, учитывая (3), получаем, что

σα
0G
(

x
(1)
j

)

6 G
(

σ0x
(1)
j

)

6 G
(

x
(2)
j

)

6 G
(

x
(1)
j

)

, j ∈ Z
+. (13)

Умножим обе части (13) на aij , i, j ∈ Z
+, и просуммируем по всем j = 0, 1, 2, . . .

Тогда, учитывая (9), получим

σα
0 x

(2)
i 6 x

(3)
i 6 x

(2)
i , i ∈ Z

+. (14)

Снова, используя условия II), III), будем иметь

σα2

0 G
(

x
(2)
j

)

6 G
(

x
(3)
j

)

6 G
(

x
(2)
j

)

, j ∈ Z
+. (15)

Опять, если умножим обе части (15) на aij , i, j ∈ Z
+ и суммируем по всем j = 0, 1, 2, . . .,

получим
σα2

0 x
(3)
i 6 x

(4)
i 6 x

(3)
i , i ∈ Z

+.

Повторяя этот процесс, на p-ом шаге приходим к оценкам

σαp−1

0 x
(p)
i 6 x

(p+1)
i 6 x

(p)
i , p = 1, 2, . . . , i ∈ Z

+. (16)

Из (16) в частности следует, что

0 6 x
(p)
i − x

(p+1)
i 6 x

(p)
i

(

1− σαp−1

0

)

6 ηαp−1 ln
1

σ0
, i ∈ Z

+, p ∈ N. (17)

Итак, в силу (17), 1) и 2) заключаем, что последовательность бесконечных векторов

x(p) := (x
(p)
0 , x

(p)
1 , . . .)T , p = 0, 1, 2, . . . , имеет предел когда p → ∞ : limp→∞ x

(p)
i = xi,
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i ∈ Z
+, причем координаты предельного вектора x := (x0, x1, . . .)

T удовлетворяют двой-
ному неравенству

0 6 xi 6 η, i ∈ Z
+. (18)

Докажем, что существует limi→∞ xi = η. Во-первых, очевидно, что

x
(N+1)
i = x

(0)
i +

N
∑

p=0

(

x
(p+1)
i − x

(p)
i

)

, i ∈ Z
+, N ∈ N, (19)

откуда следует, что

xi = lim
N→∞

x
(N+1)
i = x

(0)
i +

∞
∑

p=0

(

x
(p+1)
i − x

(p)
i

)

. (20)

Так как ряд (20) в силу (17) сходится равномерно по i ∈ Z
+, то учитывая предельное

соотношение 3), из (20) получим, что существует

lim
i→∞

xi = η +
∞
∑

p=0

(

lim
i→∞

x
(p+1)
i − lim

i→∞

x
(p)
i

)

= η. (21)

Поскольку

0 6

∞
∑

j=0

aijG
(

x
(p)
j

)

6 η

∞
∑

j=0

aij 6 η, i ∈ Z
+,

а функция G(u) непрерывна на R
+, то снова используя (17), можно утверждать, что

предельный вектор x := (x0, x1, . . .)
T удовлетворяет системе (1). Для завершения дока-

зательства теоремы осталось проверить, что ряд (8) сходиться. Из (21) и (18) немедленно
следует, что существует индекс i∗ ∈ N такой, что при i > i∗ имеет место оценка снизу:

xi >
η

2
. (22)

Следовательно, учитывая условия I), II), несложно проверить достоверность следующего
неравенства (см. рис. 2):

Рис. 2.
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η −G(xi) 6 (η − xi)

(

η −G(η2 )
η
2

)

, i = i∗, i∗ + 1, . . . (23)

Принимая во внимание ключевую лемму и (23) для всех N > i∗, получим

N
∑

i=0

(ηi − xi) =

i∗−1
∑

i=0

(ηi − xi) +

N
∑

i=i∗

(ηi − xi) 6

i∗−1
∑

i=0

(ηi − xi)

+
1

1− ρ

N
∑

i=i∗

(G(xi)− xi) 6
i∗−1
∑

i=0

(ηi − xi) +
1

1− ρ

∞
∑

i=i∗

(G(xi)− xi) =: C∗ < +∞,

(24)

где ρ :=
η−G(η

2
)

η

2
.

В неравенстве (24) устремляя число N → ∞, приходим к (8). Таким образом, теорема
доказана. ⊲

Замечание 2. Доказанная теорема существования обобщает и дополняет соответ-
ствующий результат из работы [11] в одномерном случае.

Замечание 3. Несложно проверить, что если последовательности {γi}
∞

i=0,{bi}
∞

i=−∞

и {µi}
∞

i=0 удовлетворяют следующим более сильным (по сравнению с условиями γ =
(γ0, γ1, . . .) ∈ l1, d1) и d2)) ограничениям:

∞
∑

i=0

iγi < +∞, bi > 0, i ∈ Z,

∞
∑

i=−∞

i2bi < +∞, µi > 1, i ∈ Z
+,

∞
∑

i=0

i(µi − 1) < +∞,

то для решения x := (x0, x1, . . .)
T ряд

∑

∞

i=0 i(η − xi) будет сходится.

4. Единственность решения. Примеры

Имеет место следующая теорема единственности.

Теорема 2. При условиях теоремы 1 бесконечная система нелинейных алгебраиче-

ских уравнений (1) в классе по координатно неотрицательных нетривиальных и ограни-

ченных последовательностей имеет единственное решение.

⊳ Предположим, что система (1), кроме построенного (при помощи последователь-
ных приближений (9)) решения x = (x0, x1, . . .)

T , обладает также другим решением
x̃ = (x̃0, x̃1, . . .)

T , x̃j > 0, j ∈ Z
+, существует j0 ∈ Z

+ такое, что x̃j0 > 0 в простран-
стве m. Сперва докажем, что тогда имеет место следующая оценка:

x̃i 6 xi, i ∈ Z
+. (25)

Для доказательства (25) сначала индукцией по p проверим, что

x̃i 6 x
(p)
i , i ∈ Z

+, p ∈ Z
+. (26)

Из утверждения p1) (см. ключевую лемму) немедленно следует, что x̃i 6 η = x
(0)
i , i ∈ Z

+.

Предположим, что (26) имеет место при некотором натуральном p. Тогда из (9), с учетом
условий a) и II), получим

x
(p+1)
i >

∞
∑

j=0

aijG(x̃j) = x̃i, i ∈ Z
+.
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В (26) устремляя число p → ∞, приходим к (25). Докажем теперь, что на самом деле
x̃i = xi, i ∈ Z

+. Предположим обратное: тогда в силу (25) существует индекс i1 ∈ Z
+

такой, что x̃i1 < xi1 . Обозначим через B следующее множество индексов:

B := {i ∈ Z
+ : x̃i1 < xi1}. (27)

Поскольку по предположению i1 ∈ B, то B 6= ∅. Принимая во внимание (25) из (1),
будем иметь

0 6 xi − x̃i =
∞
∑

j=0

aij(G(xj)−G(x̃j)), i ∈ Z
+. (28)

Убедимся теперь, что

∞
∑

i=0

(G(x̃i)− x̃i)
∞
∑

j=0

aij(G(xj)−G(x̃j)) < +∞. (29)

Действительно, в силу условий a), I), II), неравенств 0 6 xj 6 η, 0 6 x̃j 6 η, j ∈ Z
+, и

утверждения p2) вспомогательной леммы, имеем

∞
∑

i=0

(G(x̃i)− x̃i)

∞
∑

j=0

aij(G(xj)−G(x̃j))

6 η

∞
∑

i=0

(G(x̃i)− x̃i)
∞
∑

j=0

aij 6 η

∞
∑

i=0

(G(x̃i)− x̃i) < +∞.

Умножим обе части (28) на G(x̃i)− x̃i и в силу (29) просуммируем обе части полученного
соотношения по всем i = 0, 1, 2, . . . В результате, принимая во внимание условия a), I)
и II), имеем

0 6

∞
∑

i=0

(G(x̃i)− x̃i)(xi − x̃i) =

∞
∑

i=0

(G(x̃i)− x̃i)

∞
∑

j=0

aij(G(xj)−G(x̃j))

=

∞
∑

j=0

(G(xj)−G(x̃j))

∞
∑

i=0

aji(G(x̃i)− x̃i) =

∞
∑

j=0

(G(xj)−G(x̃j))

(

x̃j −
∞
∑

i=0

ajix̃i

)

.

Обозначим через Q(u) обратную функцию к функции G(u). Тогда полученное равенство
можно переписать в следующем виде:

0 6

∞
∑

i=0

(G(x̃i)− x̃i)(xi − x̃i) =

∞
∑

j=0

(G(xj)−G(x̃j))

(

x̃j −
∞
∑

i=0

ajiQ(G(x̃i))

)

. (30)

Поскольку

∞
∑

i=0

ajiQ(G(x̃i)) 6 η,

∞
∑

i=0

ajiG(x̃i) 6 η, 0 <

∞
∑

i=0

aji 6 1, j ∈ Z
+, (31)

то, используя неравенство Йенсена, будем иметь

∞
∑

i=0
ajiQ(G(x̃i))

∞
∑

i=0
aji

> Q









∞
∑

i=0
ajiG(x̃i)

∞
∑

i=0
aji









, j ∈ Z
+. (32)
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Используя легко проверяемое неравенство

vQ(u) > Q(uv), v ∈ [0, 1], u ∈ R
+ := [0,+∞), (33)

из (32) и (1) приходим к неравенству
∞
∑

i=0

ajiQ(G(x̃i)) > Q

(

∞
∑

i=0

ajiG(x̃i)

)

= Q(x̃j), j ∈ Z
+. (34)

Таким образом, учитывая (34) из (30), будем иметь

0 6

∞
∑

i=0

(G(x̃i)− x̃i)(xi − x̃i) 6
∞
∑

j=0

(G(xj)−G(x̃j))(x̃j −Q(x̃j)). (35)

В силу определения непустого множества B неравенство (35) можно переписать в сле-
дующем виде:

∑

i∈B

(G(x̃i)−G(Q(x̃i))(xi − x̃i)− (G(xi)−G(x̃i))(x̃i −Q(x̃i))) 6 0. (36)

Заметим теперь, что x̃i > 0, i ∈ Z
+. Действительно, поскольку существует i0 ∈ Z

+ такое,
что x̃i0 > 0, то из (1) в силу условий a), II) будем иметь

x̃i > aii0G(x̃i0) > 0, i ∈ Z
+. (37)

С другой стороны, из определения множества B и неравенства xi 6 η, i ∈ Z
+, следует,

что
x̃i < η, i ∈ B. (38)

Следовательно, учитывая (37), (38) и условия I), II), оценку (36) можно переписать в сле-
дующем виде:

∑

i∈B

(xi − x̃i)(x̃i −Q(x̃i))

(

G(x̃i)−G(Q(x̃i))

x̃i −Q(x̃i)
−

G(xi)−G(x̃i)

xi − x̃i

)

6 0. (39)

Поскольку (см. рис. 3)

G(x̃i)−G(Q(x̃i))

x̃i −Q(x̃i)
>

G(xi)−G(x̃i)

xi − x̃i
, i ∈ B,

x̃i < xi, i ∈ B, x̃i > Q(x̃i), i ∈ B,

то в (39) приходим к противоречию. Таким образом x̃i = xi, i ∈ Z
+. Теорема доказана. ⊲

Рис. 3.
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В конце работы приведем несколько наглядных примеров матрицы A и нелинейно-
стей G. Сперва рассмотрим следующие примеры для A = (aij)

∞

i,j=0 :
A1) aij = ãi−jλij , (i, j) ∈ Z

+ × Z
+, где 0 < ε0 6 λij 6 1, λij = λji, (i, j) ∈ Z

+ × Z
+,

причем

∞
∑

i=0

(

1− inf
j∈Z+

λij

)

< +∞, 0 < ã−i = ãi, i ∈ Z
+,

∞
∑

j=−∞

ãj = 1,
∞
∑

i=0

iãi < +∞;

A2) aij = λij(ãi−j − δãi+j), (i, j) ∈ Z
+ × Z

+, где {λij}
∞

i,j=0, {ãi}
∞

i=−∞
удовлетворяют

условиям примера A1), при этом дополнительно ãi+1 < ãi, i ∈ Z
+, а δ ∈ (0, 1) — числовой

параметр;
A3) aij =

qi+qj
2 (ai−j + lai+j), (i, j) ∈ Z

+ × Z
+, где l ∈ (0, 1) — числовой параметр,

{ãi}
∞

i=−∞
удовлетворяет условиям примера A2), а последовательность {qi}

∞

i=0 следующим
условиям:

0 < inf
i∈Z+

qi 6 qi 6 1, i ∈ Z
+,

∞
∑

i=0

(1− qi) < +∞.

Приведем теперь примеры функции G(u):
g1) G(u) = uα, u ∈ R

+, α ∈ (0, 1) — параметр,
g2) G(u) = uα∗+u

2 , u ∈ R
+, α∗ ∈ (0, 1) — параметр,

g3) G(u) = uα̃+uα∗

2 , u ∈ R
+, α̃, α∗ ∈ (0, 1), α∗ > α̃.

Выполнение соответствующих условий для приведенных примеров A1)–A3) и g1)–g3)
можно доказать прямой проверкой. Отметим лишь, что для примеров g2) и g3) в качестве
показателя α можно выбрать соответственно следующие величины:

для примера g2) : α = α∗+1
2 ,

для примера g3) : α = α̃+α∗

2 .

Следует отметить также, что система (1) с нелинейностью g1) возникает в теории
p-адических струн, а нелинейности g2) и g3) в теории переноса излучения и в кинетиче-
ской теории газов (см. [1–3, 6].
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Abstract. In this paper, we study an infinite system of algebraic equations with monotone and concave
nonlinearity. This system arises in various discrete problems when studying mathematical models in the
natural sciences. In particular, systems of such a structure, with specific representations of nonlinearity and
the corresponding infinite matrix, are encountered in the theory of radiative transfer, in the kinetic theory
of gases, and in the mathematical theory of epidemic diseases. Under certain conditions on the elements of
the corresponding infinite matrix and on the non-linearity, existence and uniqueness theorems with respect
to the coordinatewise non-negative non-trivial solution in the space of bounded sequences are proved. In the
course of proving the existence theorem, we also obtain a uniform estimate for the corresponding successive
approximations. It is also proved that the constructed solution tends at infinity to a positive fixed point of
the function describing the nonlinearity of the given system with the speed l1. The main tools for proving
the above facts are the method of M.A. Krasnoselsky on the construction of invariant cone segments for
the corresponding nonlinear operator, methods of the theory of discrete convolution operators, as well as
some geometric inequalities for concave and monotonic functions. At the end of the paper, concrete particular
examples of the corresponding infinite matrix and non-linearity are given that satisfy all the conditions of the
proven statements.
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