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Аннотация. В настоящей работе изучается трехмерное модельное интегральное уравнение типа
Вольтерра с граничными слабо-особыми, особыми и сильно особыми ядрами в области Ω = {(x, y, z) :
0 6 a < x < ∞, 0 6 b < y < b0, 0 6 c < z < c0}, которую назовем прямоугольной трубой. В слу-
чае, когда коэффициенты уравнения связаны между собой, решение уравнения ищется в классе
непрерывных функций в Ω, обращающихся в нуль с определенным асимптотическим поведением
на особых областях. Доказано,что при выполнении определенных условий, задача о нахождении
решения трехмерного интегрального уравнения типа Вольтерра с граничными слабо-особыми, осо-
быми и сильно особыми ядрами сводится к решению одномерных интегральных уравнений типа
Вольтерра с особыми граничными ядрами. Отметим, что при решении данного интегрального урав-
нения используются связи данных уравнений с дифференциальными уравнениями первого порядка
со слабо-сингулярными, сингулярными и сильно-сингулярными коэффициентами. Устанавливается,
что от полученного решения и правой части нет необходимости требовать дифференцируемости,
достаточно в правой части трехмерного интегрального уравнения с граничными особыми, слабо-
особыми и сильно-особыми ядрами требовать непрерывности и обращения в нуль с определенной
асимптотикой на особых областях. Доказано, что в зависимости от знака коэффициентов уравнения,
явное решение модельного трехмерного интегрального уравнения типа Вольтерра с особыми ядра-
ми может содержать от одного до трех произвольных функций двух переменных, также определен
случай, когда решение интегрального уравнения единственно.
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1. Введение

В работе изучается трехмерное модельное интегральное уравнение типа Вольтерра
с граничной слабой особенностью, особенностью и сильной особенностью в ядре.

Отметим, что работы [1, 2] посвящены изучению одномерных сингулярных инте-
гральных уравнений с ядром Коши вида:

A(t)ϕ(t) +
1

π

∫

Γ

K(t, τ)

t− τ
ϕ(τ) dτ = f(t),
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где интеграл понимается в смысле главного значения, Γ — некоторый замкнутый или
разомкнутый контур в комплексной плоскости Z, A(t),K(x, t), f(t) — заданные функции,
ϕ(t) — искомая функция.

Следует отметить, что в работах [3, 4] исследованы характеристические сингулярные
интегральные уравнения с ядром Коши в исключительном случае, получены условия
разрешимости и явная формула представления решения, изучаются вопросы фредголь-
мовой разрешимости классических сингулярных уравнений с ядром Коши на гладком
контуре Γ в пространствах Гёльдера Cµ(Γ) и C1,µ(Γ). Также рассмотрен обобщенный
оператор Коши с матричным ядром, играющий важную роль в приложениях.

Интегральные уравнения Вольтерра первого и второго рода и связь уравнений Воль-
терра с линейными обыкновенными дифференциальными уравнениями, сингулярные ин-
тегральные уравнения с ядром Коши и Гильберта изучены в работе [5].

Главным предметом исследования [6] являются сингулярные интегралы, распростра-
ненные по евклидовому пространству или по ляпуновскому многообразию без края,
а также уравнения, содержащие такие интегралы, исследование которых проводится
в функциональных пространствах Lp.

Работа [7] содержит основные сведения о современном состоянии методов численного
решения интегральных уравнений и излагаются основы вычисления определенных, син-
гулярных и гиперсингулярных одномерных и двумерных интегралов, а также численного
решения уравнений с ними.

Статья [8] посвящена решению одного класса уравнений Вольтерра I рода с пере-
менными верхним и нижним пределами и демонстрируется метод получения искомого
решения, развивающий метод шагов для одномерного случая.

В монографии [9] рассматриваются сингулярные интегральные уравнения, ядра ко-
торых имеют особенности логарифмического или степенного типа, а также одновременно
слабые и сильные особенности в различных сочетаниях. Обсуждаются некоторые про-
стые алгоритмы численного решения сингулярных интегральных уравнений, основанные
на глобальном выделении особенностей из сингулярного интеграла.

Реализация алгоритмов численного решения сингулярных интегральных уравнений
с постоянными коэффициентами и ядрами Коши, основанных на полученных спектраль-
ных соотношениях для характеристических операторов, изучено в работе [10].

Работа Н. Раджабова [11] посвящена исследованию одномерных интегральных урав-
нений типа Вольтерра с фиксированными левым, правым и внутренним сингулярными
или сверхсингулярными ядрами. В работах [12, 13] получены явные решения двумерных
и некоторых случаев многомерных интегральных уравнений типа Вольтерра с фикси-
рованными граничными особыми и сильно-особыми линиями или областями, также со
слабо-особыми ядрами на первом квадранте. Исследованию модельных и немодельных
интегральных уравнений типа Вольтерра с особыми линиями на полосе посвящены ра-
боты [14–18]. В настоящей работе получены явные решения модельного трехмерного
интегрального уравнения типа Вольтерра с особыми ядрами. В зависимости от знака
параметров уравнения, решения данного интегрального уравнения может содержать от
одного до трех произвольных функций, зависящих от двух независимых переменных и
определен случай, когда решение трехмерного интегрального уравнения типа Вольтерра
с особыми ядрами единственно.

2. Основной результат

Через Ω обозначим Ω = {(x, y, z) : 0 6 a < x <∞, 0 6 b < y < b0, 0 6 c < z < c0}.
Пусть D1 = {(x, y) : 0 6 a < x <∞, 0 6 b < y < b0, z = c}, D2 = {(x, z) : 0 6 a <



К теории модельных трехмерных интегральных уравнений типа Вольтерра 105

x < ∞, c < z < c0, y = b}, D3 = {(y, z) : 0 6 b < y < b0, c < z < c0, x = ∞},
ℑ1 = {0 6 a < x < ∞, z = c, y = b}, ℑ2 = {0 6 b < y < b0, x = ∞, z = c},
ℑ3 = {0 6 c < z < c0, x = ∞, y = b}. В области Ω рассмотрим трехмерное интегральное
уравнение:

ϕ(x, y, z) +A

∞
∫

x

ϕ(t, y, z)

(t− a)α
dt+B

y
∫

b

ϕ(x, s, z)

(s − b)β
ds+ C

z
∫

c

ϕ(x, s, τ)

τ − c
dτ

+A1

∞
∫

x

dt

(t− a)α

y
∫

b

ϕ(t, y, z)

(s− b)β
ds+B1

∞
∫

x

dt

(t− a)α

z
∫

c

ϕ(x, s, τ)

τ − c
dτ + C1

y
∫

b

ϕ(t, y, z)

(s− b)β
ds

×

z
∫

c

ϕ(x, s, τ)

τ − c
dτ +D

∞
∫

x

dt

(t− a)α

y
∫

b

ds

(s− b)β

z
∫

c

ϕ(t, s, τ)

τ − c
dτ = f(x, y, z),

(1)

где A, B, C, A1, B1, C1, D — заданные постоянные, f(x, y, z) — заданная функция,
ϕ(x, y, z) — искомая функция, 0 < α < 1, β > 1.

Решение интегрального уравнения (1) будем искать в классе функций ϕ(x, y, z) ∈
C(Ω), обращающихся в нуль при x→ ∞, y → b, z → c соответственно с асимптотиче-
скими поведениями:

ϕ(x, y, z) = o
[

x−ζ1
]

, ζ1 > 1− α,

ϕ(x, y, z) = o [(y − b)γ1 ] , γ1 > β − 1, y → b,

ϕ(x, y, z) = o [(z − c)ε] , ε > 0, z → c.

В данной работе находим решение трехмерного интегрального уравнения (1), когда
коэффициенты уравнения связаны условиями

A1 = AB, B1 = AC, C1 = BC, D = AC1. (2)

Интегральное уравнение (1) при помощи интегральных операторов представим в ви-
де [12, 13]:

ϕ+AT∞
x (ϕ) +BT

y
b (ϕ) + CT z

c (ϕ) +A1T
∞
x T

y
b (ϕ)

+B1T
∞
x T z

c (ϕ) + C1T
b
yT

c
z (ϕ) +DT∞

x T
y
b T

z
c (ϕ) = f,

(3)

где

T∞
x ϕ =

∞
∫

x

ϕ(t, y, z)

(t− a)α
dt, T

y
b ϕ =

y
∫

b

ϕ(x, s, z)

(s− b)β
ds, T z

c ϕ =

z
∫

c

ϕ(x, y, τ)

τ − c
dτ.

В случае, когда коэффициенты уравнения (3) между собой связаны равенствами (2),
уравнение (1) представим в виде

L(ϕ) = Π∞
A Πy

BΠ
z
C(ϕ) = f(x, y, z), (4)

где
Π∞

A (ϕ) = ϕ+AT∞
x ϕ, ΠB

y (ϕ) = ϕ+BT
y
b ϕ, Πz

C(ϕ) = ϕ+ CT z
c ϕ.

Если в (4) введем в рассмотрение неизвестные функции

ϕ1(x, y, z) = Πz
C(ϕ), ϕ2 = Πy

Bϕ1, Π∞
A ϕ2 = f,
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придем к решению модельного двумерного интегрального уравнения вида

Π∞
A (ϕ2) = f. (5)

Согласно [12, 13], решение уравнения (5) при A < 0 выражается равенством

ϕ2(x, y, z) = e−Aωa
α(x)ρ(y, z) + (Π∞

A )−1(f), (6)

где

(Π∞
A )−1(f) = f(x, y, z)−A

∞
∫

x

eA{ωa
α(t)−ωa

α(x)}
f(t, y, z)

(t− a)α
dt

и ρ(y, z) — произвольная функция точек области D3.
Соответственно при A > 0, решение уравнения (5) выражается равенством:

ϕ2(x, y, z) = (Π∞
A )−1(f).

В равенстве ϕ2 = Πy
Bϕ1 при A < 0 вместо функции ϕ2(x, y, z), поставляя его значение

из равенства (6), находим решение уравнения следующего вида:

Πy
Bϕ1 = e−Aωa

α(x)ρ(y, z) + (Π∞
A )−1(f). (7)

Согласно [12], решение интегрального уравнения (7) при B < 0 выражается равенством

ϕ1(x, y, z) = eBω
β

b
(y)ψ(x, z) + e−Aωa

α(x)(Π∞
A )−1ρ(y, z) + (Πy

B)
−1(Π∞

A )−1(f). (8)

В равенстве ϕ1 = Πz
Cϕ вместо функции ϕ1(x, y, z) подставляя ее значение из равен-

ства (8), находим решение уравнения вида

ϕ(x, y, z) +AT z
C = ϕ1.

При выполнении всех вышеуказанных условий, общее решение уравнения (1) при
A < 0, B < 0, C < 0 представимо в виде

ϕ(x, y, z) = (z − c)−Cν(x, y) + e−Aωa
α(x)(Πz

C)
−1(Πy

B)
−1ρ(y, z)

+ eBω
β

b
(y)(Πz

C)
−1ψ(x, z) + (Πz

C)
−1(Πy

B)
−1(Π∞

A )−1(f).
(9)

Из вышеприведенных рассуждений вытекают следующие утверждения:

Теорема 1. Пусть в интегральном уравнении (1) коэффициенты удовлетворяют

условиям (2), A < 0, B < 0, C < 0. Далее, пусть функция f(x, y, z) ∈ C(Ω),
limx→∞ f(x, y, z) = 0 с асимптотическим поведением

f(x, y, z) = o
[

e|A|ωα
a (x)x−ζ2

]

, ζ2 > 1− α, x→ ∞, (10)

limy→ b f(x, y, z) = 0 с асимптотическим поведением

f(x, y, z) = o
[

eBω
β

b
(y)(y − b)γ2

]

, γ2 > β − 1, y → b, (11)

limz→ c f(x, y, z) = 0 с асимптотическим поведением

f(x, y, z) = o [(z − c)η1 ] , η1 > |C|, z → c. (12)
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Тогда интегральное уравнение (1) в классе C(Ω), обращающееся в нуль на Di (1 6

i 6 3), всегда разрешимо, общее решение содержит три произвольные функции двух

переменных и выражается равенством (9), где ρ(y, z) ∈ C(ℑ̄1), ψ(x, z) ∈ C(ℑ̄2), ν(x, y) ∈
C(ℑ̄3) — произвольные функции точек ℑ1, ℑ2, ℑ3, причем ρ(b, c) = 0 с асимптотическим

поведением

ρ(y, z) = o
[

eBω
β

b
(y)(y − b)γ3(z − c)η2

]

, γ3 > β − 1, η2 > |C|, y → b, z → c, (13)

ψ(∞, c) = 0 с асимптотическим поведением

ψ(x, z) = o
[

e|A|ωα
a (x)x−ζ3(z − c)η3

]

, η3 > |C|, ζ3 > 1− α, x→ ∞, z → c, (14)

ν(∞, b) = 0 с асимптотическим поведением

ν(x, y) = o
[

e|A|ωα
a (x)x−ζ4eBω

β

b
(y)(y − b)γ4

]

, γ4 > β − 1, ζ4 > 1− α, x→ ∞, y → b. (15)

Следствие 1. При выполнении условий теоремы 1, любое решение уравнения (1)
из класса C(Ω) на Di (1 6 i 6 3) обращается в нуль и его поведение при x→ ∞, y → b,

z → c определяется из асимптотических формул

ϕ(x, y, z) = o
[

e|A|ωα
a (x)x−ζ5

]

, ζ5 > 1− α, (16)

ϕ(x, y, z) = o
[

eBω
β

b
(y)(y − b)γ5

]

, γ5 > β − 1, y → b, (17)

ϕ(x, y, z) = o [(z − c)η4 ] , η4 > |C|, z → c. (18)

Теорема 2. Пусть в интегральном уравнении (1) коэффициенты удовлетворяют

условиям (2), A < 0, B < 0, C > 0. Далее, пусть функция f(x, y, z) ∈ C(Ω),
limx→∞ f(x, y, z) = 0, limy→ b f(x, y, z) = 0 соответственно с асимптотическими пове-

дениями (10), (11) и limz→ c f(x, y, z) = 0 с асимптотическим поведением

f(x, y, z) = o [(z − c)ε] , ε > 0, z → c. (19)

Тогда интегральное уравнение (1) в классе C(Ω), обращающееся в нуль на Di (1 6

i 6 3), всегда разрешимо, общее решение содержит две произвольные функции двух

переменных и выражается равенством

ϕ(x, y, z) = e−Aωa
α(x)(Πz

C)
−1(Πy

B)
−1ρ(y, z)

+ eBω
β

b
(y)(Πz

C)
−1ψ(x, z) + (Πz

C)
−1(Πy

B)
−1(Π∞

A )−1(f),
(20)

где ρ(y, z) ∈ C(ℑ̄1), ψ(x, z) ∈ C(ℑ̄2) — произвольные функции точек ℑ1, ℑ2, причем

ρ(b, c) = 0, ψ(∞, c) = 0 соответственно с асимптотическими поведениями (13), (14).

Следствие 2. При выполнении условий теоремы 2, любое решение уравнения (1)
из класса C(Ω) на Di (1 6 i 6 3) обращается в нуль и его поведение при x→ ∞, y → b,

z → c определяется из асимптотических формул (16), (17),

ϕ(x, y, z) = o[(z − c)ε], ε > 0, z → c. (21)

Теорема 3. Пусть в интегральном уравнении (1) коэффициенты удовлетворяют

условиям (2), A < 0, B > 0, C < 0. Далее, пусть функция f(x, y, z) ∈ C(Ω),
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limx→∞ f(x, y, z) = 0, limz→ c f(x, y, z) = 0 соответственно с асимптотическими пове-

дениями (10), (12) и limy→ b f(x, y, z) = 0 с асимптотическим поведением

f(x, y, z) = o [(y − b)γ6 ] , γ6 > β − 1, y → b. (22)

Тогда интегральное уравнение (1) в классе C(Ω), обращающееся в нуль на Di (1 6

i 6 3), всегда разрешимо, общее решение содержит две произвольные функции двух

переменных и выражается равенством

ϕ(x, y, z) = (z − c)−Cν(x, y) + e−Aωa
α(x)(Πz

C)
−1(Πy

B)
−1ρ(y, z) + (Πz

C)
−1(Πy

B)
−1(Π∞

A )−1(f),

где ρ(y, z) ∈ C(ℑ̄1), ν(x, y) ∈ C(ℑ̄3) — произвольные функции точек ℑ1, ℑ3, причем

p(b, c) = 0, ν(∞, b) = 0 соответственно с асимптотическими поведениями (13), (14).

Следствие 3. При выполнении условий теоремы 3, любое решение уравнения (1) из

класса C(Ω) на Di (1 6 i 6 3) обращается в нуль и его поведение при x→ ∞, y → b,

z → c определяется из асимптотических формул (16), (18),

ϕ(x, y, z) = o [(y − b)γ7 ] , γ7 > β − 1, y → b. (23)

Теорема 4. Пусть в интегральном уравнении (1) коэффициенты удовлетворяют

условиям (2), A > 0, B > 0, C < 0. Далее, пусть функция f(x, y, z) ∈ C(Ω)
limx→∞ f(x, y, z) = 0, limy→ b f(x, y, z) = 0, limz→ c f(x, y, z) = 0, соответственно с асимп-

тотическими поведениями

f(x, y, z) = o
[

x−ζ6
]

, ζ6 > 1− α, x→ ∞, (24)

(22) и (12).
Тогда интегральное уравнение (1) в классе C(Ω), обращающееся в нуль на Di

(1 6 i 6 3), всегда разрешимо, общее решение содержит одну произвольную функцию и

выражается равенством

ϕ(x, y, z) = (z − c)−Cν(x, y) + (Πz
C)

−1(Πy
B)

−1(Π∞
A )−1(f),

где ν(x, y) ∈ C(ℑ̄3) — произвольные функции точек ℑ3, причем ν(∞, b) = 0 с асимпто-

тическим поведением (15).

Следствие 4. При выполнении условий теоремы 4, любое решение уравнения (1)
из класса C(Ω) на Di (1 6 i 6 3) обращается в нуль и его поведение при x→ ∞, y → b,

z → c определяется из асимптотических формул (23), (18) и

ϕ(x, y, z) = o
[

x−ζ7
]

, ζ7 > 1− α. (25)

Теорема 5. Пусть в интегральном уравнении (1) коэффициенты удовлетворяют

условиям (2), A < 0, B > 0, C > 0. Далее, пусть функция f(x, y, z) ∈ C(Ω),
limx→∞ f(x, y, z) = 0, limy→ b f(x, y, z) = 0, limz→ c f(x, y, z) = 0, соответственно с асимп-

тотическими поведениями (10), (22), (19).
Тогда интегральное уравнение (1) в классе C(Ω), обращающееся в нуль на Di

(1 6 i 6 3), всегда разрешимо, общее решение содержит одну произвольную функцию и

выражается равенством

ϕ(x, y, z) = e−Aωa
α(x)(Πz

C)
−1(Πy

B)
−1ρ(y, z) + (Πz

C)
−1(Πy

B)
−1(Π∞

A )−1(f),

где ρ(y, z) ∈ C(ℑ̄1) — произвольная функция точек ℑ1, причем p(b, c) = 0 с асимптоти-

ческим поведением (13).



К теории модельных трехмерных интегральных уравнений типа Вольтерра 109

Следствие 5. При выполнении условий теоремы 5, любое решение уравнения (1) из

класса C(Ω) на Di (1 6 i 6 3) обращается в нуль и его поведение при x→ ∞, y → b,

z → c определяется из асимптотических формул (18), (23) и (16).

Теорема 6. Пусть в интегральном уравнении (1) коэффициенты удовлетворяют

условиям (2), A > 0, B < 0, C > 0. Далее, пусть функция f(x, y, z) ∈ C(Ω)
limx→∞ f(x, y, z) = 0, limy→ b f(x, y, z) = 0, limz→ c f(x, y, z) = 0, соответственно с асимп-

тотическими поведениями (24), (22), (12). Тогда интегральное уравнение (1) в клас-

се C(Ω), обращающееся в нуль на Di (1 6 i 6 3), всегда разрешимо, общее решение

содержит одну произвольную функцию и выражается равенством

ϕ(x, y, z) = (y − b)−B(Πz
C)

−1ψ(x, z) + (Πz
C)

−1(Πy
B)

−1(Π∞
A )−1(f),

где ψ(x, z) ∈ C(ℑ̄2) — произвольная функция точек ℑ2, причем ψ(∞, c) = 0 с асимпто-

тическим поведением (14).

Следствие 6. При выполнении условий теоремы 6, любое решение уравнения (1)
из класса C(Ω) на Di (1 6 i 6 3) обращается в нуль и его поведение при x→ ∞, y → b,

z → c определяется из асимптотических формул (18), (23) и (25).

Теорема 7. Пусть в интегральном уравнении (1) коэффициенты удовлетворяют

условиям (2), A > 0, B < 0, C < 0. Далее, пусть функция f(x, y, z) ∈ C(Ω),
limx→∞ f(x, y, z) = 0, limy→ b f(x, y, z) = 0, limz→ c f(x, y, z) = 0 соответственно с асимп-

тотическими поведениями (19), (11), (12).
Тогда интегральное уравнение (1) в классе C(Ω), обращающееся в нуль на Di (1 6

i 6 3), всегда разрешимо, общее решение содержит две произвольные функции двух

переменных и выражается равенством

ϕ(x, y, z) = (z − c)−Cν(x, y) + eBω
β

b
(y)(Πz

C)
−1ψ(x, z) + (Πz

C)
−1(Πy

B)
−1(Π∞

A )−1(f),

где ν(x, y) ∈ C(ℑ̄3), ψ(x, z) ∈ C(ℑ̄2) — произвольные функции точек ℑ3, ℑ2, причем

ν(x, y)(∞, b) = 0, ψ(∞, c) = 0 соответственно с асимптотическими поведениями (15)
и (14).

Следствие 7. При выполнении условий теоремы 7 любое решение уравнения (1)
из класса C(Ω) на Di (1 6 i 6 3) обращается в нуль и его поведение при x→ ∞, y → b,

z → c определяется из асимптотических формул (25), (17) и (18).

Теорема 8. Пусть в интегральном уравнении (1) коэффициенты удовлетворяют

условиям (2), A > 0, B > 0, C > 0. Далее, пусть функция f(x, y, z) ∈ C(Ω),
limx→∞ f(x, y, z) = 0, limy→ b f(x, y, z) = 0, limz→ c f(x, y, z) = 0 соответственно с асимп-

тотическими поведениями (24), (22), (19).
Тогда интегральное уравнение (1) в классе C(Ω), обращающееся в нуль на Di (1 6

i 6 3), имеет единственное решение, которое выражается равенством

ϕ(x, y, z) = (Πz
C)

−1(Πy
B)

−1(Π∞
A )−1(f).

Следствие 8. При выполнении условий теоремы 7, любое решение уравнения (1)
из класса C(Ω) на Di (1 6 i 6 3) обращается в нуль и его поведение при x→ ∞, y → b,

z → c определяется из асимптотических формул (16), (18) и (23).
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MODEL THREE-DIMENSIONAL VOLTERRA TYPE INTEGRAL EQUATIONS WITH
BOUNDARY SINGULAR, WEAK SINGULAR

AND STRONG SINGULAR KERNELS
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Abstract. In this paper, we study a three-dimensional model Volterra type integral equation with
boundary weakly special, special and strongly special kernels in the domain Ω = {(x, y, z) : 0 6 a < x <

∞, 0 6 b < y < b0, 0 6 c < z < c0}, which we will call a rectangular pipe. In the case when the coefficients of
the equation are interconnected, the solution of the equation is sought in the class of continuous functions in Ω
vanishing with a certain asymptotic behavior on special domains. It is proved that, under certain conditions,
the problem of finding a solution to a three-dimensional integral equation of the Volterra type with boundary
weakly special, special and strongly special kernels is reduced to solving one-dimensional integral equations of
the Volterra type with special boundary kernels. Note that when solving this integral equation, connections
of these equations with first-order differential equations with weakly singular, singular and strongly singular
coefficients are used. Then it is established that there is no need to require differentiability from the obtained
solution and the right-hand side, it is sufficient that the right-hand side of the three-dimensional integral
equation with boundary special, weakly special, and strongly special kernels is continuous and vanishes with
certain asymptotics on special domains. It is proved that, depending on the sign of the coefficients of the
equation, the explicit solution of a three-dimensional Volterra-type model integral equation with special kernels
can contain from one to three arbitrary functions of two variables, and the case is also determined when the
solution of the integral equation is unique.
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arbitrary function.
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