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Аннотация. Решение задачи вложения двуметрической феноменологически симметричной геомет-
рии ранга (3, 2) с функцией g(x, y, ξ, η) = (g1, g2) = (xξ + yµ, xη + yν) в аффинную двуметрическую
феноменологически симметричную геометрию ранга (4,2) с функцией f(x, y, ξ, η, µ, ν) = (f1, f2) =
(xξ+yµ+ρ, xη+yν+τ ) приводит к проблеме установления существования у соответствующей систе-
мы f(x̄, ȳ, ξ̄, η̄, µ̄, ν̄) = χ(g(x, y, ξ, η), µ, ν) двух функциональных уравнений невырожденных решений.
Данная система решается исходя из того, что функции g и f ранее известны. В явном виде эта систе-
ма записывается так: x̄ξ̄+ ȳµ̄+ ρ̄ = χ1(xξ+yµ,xη+yν, µ, ν), x̄η̄+ ȳν̄+ τ̄ = χ2(xξ+yµ, xη+yν,µ, ν). Ос-
новная задача данной работы — нахождение общего невырожденного решения этой системы. Чтобы
решить проблему сначала дифференцируем по переменным x, y и ξ, η, µ, ν, в результате получаем
систему дифференциальных уравнений с матрицей коэффициентов A общего вида.Доказывается,
что матрицу A можно привести к жордановому виду. Затем решается система дифференциальных
уравнений с такой жордановой матрицей. Возвращаясь к исходной системе функциональных уравне-
ний, находятся дополнительные ограничения. В итоге получается невырожденное решение исходной
системы функциональных уравнений.
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1. Введение

Двуметрическая феноменологически симметричная геометрия двух множеств (ДФС
ГДМ) ранга (n+1,2), где n ∈ N, задается на двумерном и 2n-мерном дифференцируе-
мых многообразиях M и N дифференцируемой функцией (двухкомпонентной функцией)
f : M ×N → R2 с открытой и плотной областью определения в M ×N , сопоставляющей
паре точек два действительных числа [1, 2]. В координатной записи для этой функции
f = (f1, f2) имеем

f = f
(
x, y, ξ1, ξ2, . . . , ξ2n

)
,

где (x, y) и (ξ1, ξ2, . . . , ξ2n) — локальные координаты в многообразиях M и N соответ-
ственно.
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Дополнительно выполняются две аксиомы:
Аксиома 1. Координатное представление функции f невырождено относительно

двух координат x, y и 2n координат ξ1, ξ2, . . . , ξ2n.
Невырожденность функции f в ее координатном представлении выражается необра-

щением в нуль якобианов:
∂
(
f1(i, α), f2(i, α)

)

∂ (xi, yi)
6= 0,

∂
(
f1(i1, α), f

2(i1, α), . . . , f
1(in, α), f

2(in, α)
)

∂ (ξ1α, ξ
2
α, . . . , ξ

2n
α )

6= 0,

где (xi, yi) — координаты точки i ∈ M , а (ξ1α, ξ
2
α, . . . , ξ

2n
α ) — координаты точки α ∈ N.

Аксиома 2. Для плотного и открытого множества точек (i1, i2, . . . , in+1, α1, α2) ∈

Mn+1 ×N2 все 4(n+1) значений функции f связаны уравнением

Φ
(
f1(i1, α1), f

2(i1, α1), . . . , f
1(in+1, α2), f

2(in+1, α2)
)
= 0,

где Φ = (Φ1,Φ2) — двухкомпонентная регулярная функция 4(n + 1) переменных.
Двуметрические феноменологически симметричные геометрии двух множеств появи-

лись в работах Ю. И. Кулакова и Г. Г. Михайличенко [3, 4]. Г. Г. Михайличенко полу-
чена классификация этих геометрий, которую можно найти в работах [1, 2, 5–7]. Эта
классификация содержит две геометрии, которые с точностью до замены координат в
многообразиях и преобразования χ(f) → f задаются функциями:

для n = 2:
f1 = xξ1 + yξ2, f2 = xη1 + yη2;

для n = 3:
f1 = xξ1 + yξ2 + ξ3, f2 = xη1 + yη2 + η3.

Заметим, что вторая система функций задает аффинную группу преобразований,
а первая — ее подгруппу.

Пусть функция g =
(
g1, g2

)
= g(x, y; ξ1, . . . , ξ2n) задает ДФС ГДМ ранга (n + 1, 2),

а функция f = (f1, f2) = f(x′, y′; η1, . . . , η2n, η2n+1, η2n+2) задает ДФС ГДМ ранга (n +
2, 2), где n = 1, 2, 3.

Определение [5]. Будем говорить, что ДФС ГДМ ранга (n + 1, 2) вложена в ДФС

ГДМ ранга (n+ 2, 2), если выполняется функциональное соотношение

f
(
x′, y′; η1, . . . , η2n, η2n+1, η2n+2

)
= χ

(
g
(
x, y; ξ1, . . . , ξ2n

)
, ξ2n+1, ξ2n+2

)
,

где χ = χ
(
g1, g2, ξ2n+1, ξ2n+2

)
, x′ = λ1 (x, y) , y′ = λ2 (x, y) , η1 =

τ1
(
ξ1, . . . , ξ2n, ξ2n+1, ξ2n+2

)
, . . . , η2n = τ2n(ξ1, . . . , ξ2n, ξ2n+1, ξ2n+2), η2n+1 =

τ2n+1
(
ξ1, . . . , ξ2n, ξ2n+1, ξ2n+2

)
, η2n+2 = τ2n+2(ξ1, . . . , ξ2n, ξ2n+1, ξ2n+2) — диффе-

ренцируемые функции, причем выполняются неравенства:

∆ =
∂(x′, y′)

∂(x, y)
6= 0, � =

∂
(
η1, . . . , η2n+2

)

∂ (ξ1, . . . , ξ2n+2)
6= 0.

В работе [5] доказано, что в каждую ДФС ГДМ ранга (n+ 2, 2) вложена по крайней

мере одна из ДФС ГДМ ранга (n+ 1, 2), где n = 1, 2, 3.
В данной статье ставится задача о нахождении всех возможных вложений ДФС ГДМ

ранга (3, 2) с двухкомпонентной функцией

g1 = xξ + yµ, g2 = xη + yν
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в ДФС ГДМ ранга (4, 2) с двухкомпонентной функцией

f1 = xξ + yµ+ ρ, f2 = xη + yν + τ.

Решение этой задачи сводится к решению системы функциональных уравнений.
В работе [8] была решена подобная задача о вложении аддитивной ДФС ГДМ ран-

га (2, 2) с двухкомпонентной функцией

g1 = x+ ξ, g2 = y + η

в мультипликативную ДФС ГДМ ранга (3, 2) с двухкомпонентной функцией

f1 = xξ + yµ, f2 = xη + yν;

в работе [7] решена задача вложения мультипликативной ДФС ГДМ ранга (2,2)

g1 = (x+ ξ)y, g2 = (x+ ξ)η

в мультипликативную ДФС ГДМ ранга (3, 2)

f1 = xξ + yµ, f2 = xη + yν,

а в работе [9] решена задача вложения ДФС ГДМ ранга (3,2), связанных с комплексными,
двойными и дуальными числами

g1 = xξ + εyη + µ, g2 = xη + yξ + ν, ε = −1, 1, 0

в аффинную ДФС ГДМ ранга (4, 2)

f1 = xξ + yµ+ ρ, f2 = xη + yν + τ.

В последующем изложении используются более удобные обозначения для координат
и функций.

2. Постановка задачи

Выше сформулированная задача нахождения всех вложений ДФС ГДМ ранга (3,2)
с двухкомпонентной функцией g(x, y, ξ, η) = (g1, g2) = (xξ + yµ, xη + yν) (эта запись
означает, что g1 = xξ + yµ, g2 = xη + yν) в ДФС ГДМ ранга (4,2) с двухкомпонентной
функцией f(x, y, ξ, η, µ, ν, ρ, τ) = (f1, f2) = (xξ + yµ+ ρ, xη+ yν + τ) сводится к решению
системы двух функциональных уравнений

x̄ξ̄ + ȳµ̄+ ρ̄ = χ1(xξ + yµ, xη + yν, ρ, τ), x̄η̄ + ȳν̄ + τ̄ = χ2(xξ + yµ, xη + yν, ρ, τ),

где x̄ = x̄(x, y), ȳ = ȳ(x, y), ξ̄ = ξ̄(ξ, η, µ, ν, ρ, τ), η̄ = η̄(ξ, η, µ, ν, ρ, τ), µ̄ = µ̄(ξ, η, µ, ν, ρ, τ),
ν̄ = ν̄(ξ, η, µ, ν, ρ, τ), ρ̄ = ρ̄(ξ, η, µ, ν, ρ, τ), τ̄ = τ̄(ξ, η, µ, ν, ρ, τ), χ1 = χ1(u, v, ρ, τ),
χ2 = χ2(u, v, ρ, τ) — дифференцируемые функции, u = xξ + yµ, v = xη + yν.

Введем матричные обозначения, которые будут использоваться ниже:

Ξ̄ =

(
ξ̄ µ̄

η̄ ν̄

)
, Ξ =

(
ξ µ

η ν

)
, R̄ =

(
ρ̄

τ̄

)
, Λ =

(
α β

γ δ

)
, A1 =

(
a1
a2

)
,
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B1 =

(
b1
b2

)
, X =

(
x

y

)
, X̄ =

(
x̄

ȳ

)
, χ =

(
χ1

χ2

)
, Ω =

(
a11 a12
a21 a22

)
,

причем aij = aij(ρ, τ), bi = bi(ρ, τ) — дифференцируемые функции, i, j = 1, 2. С учетом
этих обозначений, исходная система функциональных уравнений принимает следующий
вид:

Ξ̄X̄ + R̄ = χ. (1)

Вложение оказывается возможным, если система (1) имеет хотя бы одно невырож-

денное решение, удовлетворяющее следующим двум условиям:

∆ =
∂(x̄, ȳ)

∂(x, y)
6= 0, � =

∂(ξ̄, η̄, µ̄, ν̄, ρ̄, τ̄)

∂(ξ, η, µ, ν, ρ, τ)
6= 0. (2)

Далее находим невырожденные решения системы (1). Отметим, что матрица Ξ̄ невы-
рождена, поскольку иначе ξ̄ν̄ − η̄µ̄ = 0, что противоречит неравенству � 6= 0 в (2).

Дифференцируем уравнения в системе (1) по переменным x, y, ξ, η, µ, ν:

Ξ̄X̄x = ξχu + ηχv, (3)

Ξ̄X̄y = µχu + νχv, (4)

Ξ̄ξX̄ + R̄ξ = xχu, Ξ̄ηX̄ + R̄η = xχv, Ξ̄µX̄ + R̄µ = yχu, Ξ̄νX̄ + R̄ν = yχv. (5)

Далее, исключая в полученных соотношениях производные χu, χv, имеем:

Ξ̄xX̄x =
(
ξΞ̄ξ + ηΞ̄η

)
X̄ + ξR̄ξ + ηR̄η , Ξ̄yX̄x =

(
ξΞ̄µ + ηΞ̄ν

)
X̄ + ξR̄µ + ηR̄ν , (6)

Ξ̄xX̄y =
(
µΞ̄ξ + νΞ̄η

)
X̄ + µR̄ξ + νR̄η, Ξ̄yX̄y =

(
µΞ̄µ + νΞ̄ν

)
X̄ + µR̄µ + νR̄ν , (7)

Основной результат этой статьи сформулируем в виде теоремы:

Теорема. Общее невырожденное решение системы (1) функциональных уравнений

может быть представлено в следующем виде:

X̄ = ΛX +A1, Ξ̄ = ΩΞΛ−1, R̄ = B1 −ΩΞΛ−1A1, χ = ΩΞX +B1, (8)

причем Λ = const, A1 = const.

⊳ Рассмотрим сначала случай X̄x = const.

Лемма. X̄x = const тогда и только тогда, когда X̄y = const.

⊳ Действительно, если X̄x = const, то дифференцируя по x первое уравнение в (7), а
затем фиксируя переменные ξ, η, µ, ν, ρ, τ , получаем X̄y = const. Аналогично доказываем
и в обратную сторону. Лемма доказана. ⊲

Итак, согласно лемме X̄x = const и X̄y = const, следовательно X̄ = ΛX + A1,
Λ = const, A1 = const, причем по первому неравенству из (2) матрица Λ невырожде-
на. Из равенств (3) и (4) тогда вытекает

χu =

(
a11
a21

)
=

(
a11(ρ, τ)
a21(ρ, τ)

)
и χv =

(
a12
a22

)
=

(
a12(ρ, τ)
a22(ρ, τ)

)
,

следовательно

χ = Ω

(
u

v

)
+B1 = ΩΞX +B1,
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причем, как несложно установить, матрица Ω невырождена. С найденным возвращаясь
в (3) и (4), получаем Ξ̄ = ΩΞΛ−1. Из (1) тогда получим R̄ = B1 − ΩΞΛ−1A1. Таким
образом, получено решение (8) исходной системы функциональных уравнений.

Далее доказываем теорему, когда X̄x 6= const.
Первое равенство в (6) можно разрешить относительно xX̄x. Фиксируя затем пере-

менные ξ, η, µ, ν, ρ, τ , получаем систему дифференциальных уравнений для функций
x̄ = x̄(x, y), ȳ = ȳ(x, y):

xX̄x =

(
a b

c d

)
X̄ +

(
α

γ

)
= ĀX̄ +

(
α

γ

)
. (9)

Заметим, что Ā = Ξ̄−1
(
ξΞ̄ξ + ηΞ̄η

)
.

Произведем допустимое структурой функциональных уравнений системы (1) преоб-
разование

X̄ ′ = UX̄ ⇒ X̄ = U−1X̄ ′,

X̄ ′

x = UX̄x = UAX̄ + U

(
α

γ

)
= UAU−1X̄ ′ + U

(
α

γ

)
= A′X̄ ′ +

(
α′

γ′

)

с невырожденной матрицей U второго порядка.
Система дифференциальных уравнений (9) в прежних обозначениях принимает сле-

дующий вид:

xX̄x = UAU−1X̄ +

(
α

γ

)
.

Хорошо известно (см. [10, с. 485],), что матрица A второго порядка с вещественны-
ми элементами преобразованием A → UAU−1 может быть приведена к одной из пяти
вещественных форм:

1)

(
0 0
0 0

)
, 2)

(
a 0
0 a

)
, 3)

(
a 0
1 a

)
, 4)

(
a 0
0 d

)
, 5)

(
a b

−b a

)
, (10)

где в том же порядке: 2) a 6= 0, 3) a — любое, 4) a 6= d, 5) b 6= 0. Решения системы
уравнений (9), связанные с формулами (10), будут следующими:

1) x̄ = α lnx+ x̂(y), ȳ = γ lnx+ ŷ(y), α2 + γ2 6= 0; (11)

2) x̄ = x̂(y)xa −
α

a
, ȳ = ŷ(y)xa −

γ

a
; (12)

3.1) x̄ = x̂(y)xa −
α

a
, ȳ = (x̂(y) lnx+ ŷ(y))xa −

γ

a
+

α

a2
; (13)

3.2) x̄ = x̂(y) + α lnx, ȳ =
α(lnx)2

2
+ γ lnx+ x̂(y) lnx+ ŷ(y); (14)

4.1) x̄ = x̂(y)xa −
α

a
, ȳ = ŷ(y)xd −

γ

d
; (15)

4.2) x̄ = x̂(y)xa −
α

a
, ȳ = γ lnx+ ŷ(y); (16)

4.3) x̄ = α lnx+ x̂(y), ȳ = ŷ(y)xd −
γ

d
; (17)

5)

{
x̄ = (x̂(y) sin(b lnx) + ŷ(y) cos(b lnx))xa − aα−bβ

a2+b2
,

ȳ = (x̂(y) cos(b lnx)− ŷ(y) sin(b lnx))xa − aβ+bα
a2+b2

.
(18)
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Далее функции (11)–(18) подставляем в уравнения из (6) и (7).
Случай 1). В матричном виде систему (11) записываем так:

X̄ = lnx

(
α

γ

)
+

(
x̂(y)
ŷ(y)

)
.

Тогда второе уравнение из (6) принимает следующий вид:

y

x

(
α

γ

)
= Ξ̄−1

(
ξΞ̄µ + ηΞ̄ν

)(
lnx

(
α

γ

)
+

(
x̂(y)
ŷ(y)

))
+ Ξ̄−1(ξR̄µ + ηR̄ν),

следовательно α = γ = 0, что недопустимо, т. е. случай 1) не дает невырожденное
решение исходной системы функциональных уравнений.

Случай 2). Рассуждаем как и выше. В матричном виде система (12) записывается
так:

X̄ = xa
(
x̂(y)
ŷ(y)

)
−

1

a

(
α

γ

)
.

Значит второе уравнение из (6) принимает следующий вид:

ayxa−1

(
x̂(y)
ŷ(y)

)
= Ξ̄−1

(
ξΞ̄µ + ηΞ̄ν

)(
xa

(
x̂(y)
ŷ(y)

)
−

1

a

(
α

γ

))
+ Ξ̄−1(ξR̄µ + ηR̄ν).

При a 6= 1 получаем x̂(y) = ŷ(y) = 0, что недопустимо ввиду первого неравенства из (2).
При a = 1 имеем

Ξ̄−1
(
ξΞ̄µ + ηΞ̄ν

)(x̂(y)
ŷ(y)

)
= 0,

следовательно последняя система принимает вид:

y

(
x̂(y)
ŷ(y)

)
= −Ξ̄−1

(
ξΞ̄µ + ηΞ̄ν

)(α
γ

)
+ Ξ̄−1(ξR̄µ + ηR̄ν).

Фиксируя далее переменные ξ, η, µ, ν, ρ, τ , получаем x̂(y) = β
y
, ŷ(y) = δ

y
, следовательно

для (12) имеем x̄ = β x
y
− α, ȳ = δ x

y
− γ. В таком случае легко заметить, что первое

неравество в (2) не выполняется. Противоречие.
Аналогичными рассуждениями получаем противоречия в случаях 3.1), 3.2), 4.1), 4.2),

4.3).
Осталось проверить случай 5). (18) записываем в матричном виде

X̄ = xa
(
sin b lnx cos b lnx
cos b lnx − sin b lnx

)(
x̂(y)
ŷ(y)

)
−

1

a2 + b2

(
a −b

b a

)(
α

γ

)
.

Значит второе уравнение из (6) принимает следующий вид:

ayxa−1

(
sin b ln x cos b lnx
cos b lnx − sin b lnx

)(
x̂(y)
ŷ(y)

)
+ byxa−1

(
cos b lnx − sin b lnx
− sin b lnx −cosb lnx

)(
x̂(y)
ŷ(y)

)

= Ξ̄−1
(
ξΞ̄µ + ηΞ̄ν

)(
xa

(
sin b lnx cos b lnx
cos b lnx − sin b lnx

)(
x̂(y)
ŷ(y)

)
−

1

a2 + b2

(
a −b

b a

)(
α

γ

))

+ Ξ̄−1(ξR̄µ + ηR̄ν).

Легко заметить, что x̂(y) = ŷ(y) = 0, что недопустимо ввиду первого неравенства из (2).
Противоречие.

Теорема доказана полностью. ⊲
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3. Заключение

Сформулированная выше задача вложения полностью решена. Можно также сфор-
мулировать и решить задачу вложения и для других вариантов геометрий двух мно-
жеств, например, для ДФС ГДМ ранга (3,2) с двухкомпонентной функцией

f1 = xξ1 + ξ2, f2 = xη1 + y(ξ1)c + η2, c 6= 0

в ДФС ГДМ ранга (4,2) с двухкомпонентной функцией

f1 = xξ1 + yξ2 + ξ3, f2 = xη1 + yη2 + η3.
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SOLUTION OF A SYSTEM OF FUNCTIONAL EQUATIONS
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Abstract. Solution of the embedding problem for a two-metric phenomenologically symmetric geometry
of rank (3, 2) with the function g(x, y, ξ, η) = (g1, g2) = (xξ + y mu, xη + yν) into an affine two-metric
phenomenologically symmetric geometry of rank (4,2) with the function f(x, y, ξ, η, µ, ν) = (f1, f2) = (xξ +
yµ + ρ, xη + yν + τ ) leads to the problem of establishing the existence of non-degenerate solutions to the
corresponding system f(x̄, ȳ, ξ̄, η̄, µ̄, ν̄) = χ(g(x, y, ξ, η), µ, ν) of two functional equations. This system is solved
based on the fact that the functions g and f are previously known. This system is written explicitly as follows:
x̄ξ̄ + ȳµ̄ + ρ̄ = χ1(xξ + yµ, xη + yν, µ, ν), x̄η̄ + ȳν̄ + τ̄ = χ2(xξ + yµ, xη + yν, µ, ν). The main goal of this
work is to find a general non-degenerate solution to this system. To solve the problem, we first differentiate
with respect to the variables x, y and ξ, η, µ, ν, as a result we obtain a system of differential equations with
a matrix of coefficients A of the general form. It is proved that the matrix A can be reduced to Jordan form.
Then a system of differential equations with such a Jordan matrix is solved. Returning to the original original
system of functional equations, we find the additional restrictions. As a result, we arrive at a non-degenerate
solution to the original system of functional equations.
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