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Аннотация. Рассматриваются алгебры целых функций экспоненциального типа, выделяемые огра-
ничениями на рост вдоль вещественной прямой: алгебра Бернштейна, алгебра Шварца, алгебра
Берлинга-Бьорка. Первая из этих алгебр образована целыми функциями экспоненциального типа,
ограниченными на вещественной прямой. Алгебра Шварца состоит из целых функций экспонен-
циального типа, растущих на вещественной прямой не быстрее многочлена, а алгебра Берлинга-
Бьорка — из целых функций экспоненциального типа, рост которых на вещественной прямой огра-
ничен специальной весовой функцией. Для алгебры Бернштейна доказывается критерий принад-
лежности целой функции множеству делителей этой алгебры в терминах так называемого «мед-
ленного убывания». Аналогичные критерии хорошо известны для важных в приложениях алгебр
Шварца и Берлинга-Бьорка. Также в работе описывается связь между множеством делителей ал-
гебры Бернштейна и классом функций типа синуса. Во второй части работы приводятся условия
на сдвиг целочисленной последовательности, при которых возмущенная последовательность явля-
ется нулевым множеством делителя каждой из рассматриваемых алгебр. Получен соответствующий
критерий для алгебры Берлинга-Бьорка. Подчеркивается, что для каждой из трех алгебр в общем
случае эти условия на допустимые сдвиги целочисленной последовательности одинаково зависят от
веса, ограничивающего рост функций вдоль вещественной прямой.
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1. Введение

Пусть ν : [0;∞) → [0;∞) — неубывающая функция, ν(x) = o(x), x→ ∞,

Pν,n =

{

ψ ∈ H(C) : ‖ψ‖ν,n := sup
z∈C

ψ(z)

exp(n(|Im z|+ ν|Re z|))
<∞

}

, n ∈ N,

— банахово пространство целых функций. Положим

Pν = lim indPν,n, n ∈ N.
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Локально-выпуклое пространство Pν является также топологической алгеброй, при
ν(x) ≡ 1 совпадающей с алгеброй Бернштейна B∞, при ν(x) = ln(1 + x) — с алгеб-

рой Шварца P(ln),∞, а при ν = ω, где ω — канонический вес (точное определение этого
понятия напомним ниже) — с алгеброй P(ω),∞, которую мы называем алгеброй Берлинга-

Бьорка.
Символом D(Pν) будем обозначать множество делителей алгебры Pν , определяемое

как совокупность всех функций ϕ ∈ Pν , для которых справедлива импликация («теоре-
ма деления»):

F ∈ Pν ,
F

ϕ
∈ H(C) =⇒

F

ϕ
∈ Pν . (1)

Отметим, что классы Bσ, σ > 0, состоящие из всех целых функций ϕ экспоненциаль-
ного типа, не превосходящего σ, таких, что

sup
x∈R

|ϕ(x)| <∞,

были введены С. Н. Бернштейном. Ясно, что
⋃

σ>0Bσ = B∞. Классы Бернштейна и их
свойства тесно связаны с вопросами аппроксимации (см., например, [1, гл. IV]).

Алгебры Шварца и Берлинга-Бьорка также хорошо известны: они представляют со-
бой аналитические реализации сильных сопряженных к пространствам E (R) = C∞(R)
и E(ω)(R), последнее есть пространство ультрадифференцируемых функций Берлинга-
Бьорка максимального типа на прямой (см., например, [2]).

Одно из характеристических свойств делителей алгебр P(ln),∞ и P(ω),∞ состоит в том,
что они являются преобразованиями Фурье — Лапласа функционалов, порождающих
сюръективные операторы свертки в исходных функциональных пространствах. Также
делители этих алгебр играют важную роль в задаче интерполяции и двойственной задаче
о представлении функций из инвариантных подпространств.

В связи с приложениями полезно исследовать поведение делителей алгебр Pν с точки
зрения теории целых функций, а именно: изучить их свойства, имеющие форму оценок
роста, а также распределение нулевых множеств этих функций. Указанным двум на-
правлениям посвящены работы различных авторов, см., например, [2–8].

Цель настоящей работы — дополнить известные, в том числе полученные нами ранее,
результаты о делителях в алгебрах Pν .

В первой части работы речь пойдет о характеризации делителей ψ алгебры Берн-
штейна, имеющей форму ограничений на поведение функции |ψ|. Для алгебр Шварца и
Берлинга-Бьорка, т. е. Pν , определяемой функцией ν, равной ln (1 + x) или канониче-
скому весу ω, такие характеризации известны. А именно, в работах [2] и [3] установлены
аналитические критерии того, что функция ψ ∈ Pν является делителем алгебры Pν

с ν = ω и ν = ln (1 + x), соответственно. Эти критерии имеют форму оценок снизу
для |ψ|:

ψ ∈ D(Pν) ⇐⇒ ∃A > 0, x0 > 0 : ∀x ∈ R, |x| > x0, ∃x
′ ∈ R :

|x− x′| 6 Aν(|x|) и ln |ψ(x′)| > −Aν(|x′|). (2)

Вместе с тем, нам не удалось обнаружить в литературе никакой информации об описании
делителей в алгебре Бернштейна Pν с ν = 1.

Обозначим символом S класс функций типа синуса, состоящий, как хорошо извест-
но (см., например, [9]), из целых функций ϕ экспоненциального типа, ограниченных на
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вещественной прямой, не равных нулю вне некоторой горизонтальной полосы и удовле-
творяющих оценке снизу

|ϕ(x + id0)| > cϕ

для некоторого d0 ∈ R и всех x ∈ R. Легко видеть, что

S ⊂ D(B∞) ( D(P(ln),∞) ( D(P(ω),∞),

причем включение S ⊂ D(B∞) является собственным; это следует из результатов ра-
бот А. М. Седлецкого [10, теоремы 2.3.1, 2.3.2], [11]. Однако, как будет показано ниже,
функциями типа синуса исчерпываются все делители алгебры B∞, мнимые части нулей
которых ограничены. Для доказательства этого факта сначала мы устанавливаем ана-
литический критерий для произвольного делителя алгебры Бернштейна, аналогичный
цитированным выше критериям для алгебр Шварца и Берлинга-Бьорка. Более точно,
в параграфе 2 мы доказываем следующие утверждения.

Предложение 1. Функция ψ ∈ B∞ является делителем этой алгебры тогда и только
тогда, когда

∃A > 0, x0 > 0 : ∀x ∈ R, |x| > x0, ∃x
′ ∈ R : |x− x′| 6 A и ln |ψ(x′)| > −A. (3)

Для целой функции ψ ее нулевое множество обозначаем символом Zψ.

Теорема 1. Совокупность делителей ψ алгебры Бернштейна, удовлетворяющих усло-
вию

Imλ = O(1), |λ| → ∞, λ ∈ Zψ, (4)

совпадает с классом S функций типа синуса.

Обратимся теперь к нулевым множествам возможных делителей алгебры Pν . Яс-
но, что функция ϕ0(z) = sinπz является делителем каждой из алгебр Pν и при этом
Zϕ0

= Z. Естественно задаться следующим вопросом: при каких условиях на последова-
тельность {αk} ⊂ R множество точек

λk = k + αk, k ∈ Z (Z \ {0}), (5)

представляет собой последовательность нулей делителя алгебры Pν? В литературе име-
ются исследования по этому вопросу для каждого из трех видов функции ν, определя-
ющих соответствующую алгебру Pν .

Основная цель второй части работы — закрыть некоторые существующие в насто-
ящий момент пробелы и попытаться дать единую трактовку результатам о сдвигах це-
лочисленной последовательности, порождающих делители каждой из трех алгебр Pν ,
определенных выше.

Из хорошо известного классического результата (см. [12, теорема 33], [13, гл. 6 и
приложение 6], [14, теорема 1.1 и следствие]) и теоремы 1 настоящей работы следует, что
только условие

αk = O(1), |k| → ∞, (6)

без каких-либо требований регулярности, не влечет включения ψ ∈ D(B∞) для функ-
ции ψ с нулевым множеством Λ = {λk}k∈Z, определяемым формулой (5). Вместе с тем,
требование (6) не является необходимым для этого включения. Действительно, в рабо-
тах [15] и [16] были рассмотрены целые функции, нули которых имеют вид

λk = k + l(|k|), k = ±1,±2, . . . , (7)

где l : [0;+∞) → [0;+∞) — неограниченная возрастающая функция.
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А. М. Седлецкий в [15] для вырожденной гипергеометрической функции

Φ(a, c; z) = 1 +

∞
∑

k=1

a(a+ 1) . . . (a+ k − 1)

c(c+ 1) . . . (c+ k − 1)

zk

k!
, a, c ∈ C, a, c, (c − a) 6∈ Z+,

показал, что, при дополнительных условиях Re c = 2Re a, c− 2a 6= 0, функция

ϕ(z) = e−iπzΦ(a, c; 2πiz)

будет целой функцией экспоненциального типа, удовлетворяющей оценкам

C1|z|
−Re aeπ|Im z|

6 |ϕ(z)| 6 C2|z|
−Re aeπ|Im z|, |Im z| > hϕ > 0,

где C1, C2 — положительные постоянные, а нули λk, k ∈ Z \ {0}, функции ϕ имеют
асимптотику

λk = k +B1 +B2ln |k|+O(1), |k| → ∞, B1 ∈ C, B2 ∈ R \ {0}

(см. [15, теорема 2]).
А. А. Юхименко в работе [16] доказал следующее утверждение.

Теорема A [16, теорема 1]. Пусть l(t) — положительная дифференцируемая вогнутая
функция на положительной полуоси такая, что

l(t) = O(tα), 0 < α < 1.

Для того чтобы последовательность (7) была множеством нулей некоторой функции типа
синуса, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

l′(t) = O

(

1

t

)

, t→ ∞. (8)

Для алгебры Шварца P(ln),∞ одним из авторов настоящей работы было установле-
но, что соотношение (6) представляет собой достаточное и, вместе с тем, неулучшаемое
на классе всех вещественных возмущений {αk} условие, при котором последователь-
ность (5) есть нулевое множество функции из D(P(ln),∞) (см. [7, теоремы 1, 3]).

С другой стороны, справедлив следующий аналог теоремы A для делителей алгебры
Шварца P(ln),∞.

Теорема B [6, теорема 2]. Пусть l — положительная вогнутая функция на положи-
тельной полуоси такая, что

l(t) = O(tα), 0 < α < 1/2.

Для того чтобы последовательность (7) была множеством нулей некоторой функции
из D(P(ln),∞), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

l′+(t) = O

(

ln t

t

)

, t→ ∞. (9)

Принимая во внимание теорему 1, теоремы A и B можно сформулировать в виде
единого утверждения:
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Теорема AB. Пусть l(t) — положительная дифференцируемая вогнутая функция
на положительной полуоси такая, что

l(t) = O(tα), 0 < α < 1/2.

Для того чтобы последовательность (7) была множеством нулей некоторой функции
из D(Pν), где ν(t) ≡ 1 или ν(t) = ln (1+t), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось
любое из двух эквивалентных условий:

l′(t) = O

(

ν(t)

t

)

, t→ ∞, (10)

l′(t) = O
(

(ν(t)ln t)′
)

, t→ ∞. (11)

Замечание 1. Из сформулированного утверждения, в частности, следует, что мак-
симальное (и достижимое) расстояние, на которое точки последовательности (7) могут
«отойти» от соответствующих целых значений k так, что эта последовательность все еще
остается нулевым множеством делителя алгебры Pν , есть O (ν(t)ln t); здесь ν(t) ≡ 1 или
ν(t) = ln (1 + t).

Напомним, что канонический вес — это четная функция ω : R → [0;∞), неубывающая
на [0;∞) и такая, что функция f(ξ) := ω(eξ) выпукла на [0;∞), и выполнены условия:

lnx = o(ω(x)), ω(2x) = O(ω(x)), x→ ∞, (12)

∞
∫

1

ω(x)

x2
dx <∞. (13)

Канонический вес ω называется строгим, если существует K > 1, для которого

lim
t→∞

ω(Kt)

ω(t)
< K (14)

(см. [17, п. 1.3.5]).
Рассмотрим алгебру Pν , определяемую функцией ν = ω, где ω — строгий канониче-

ский вес. Естественно было бы попытаться выяснить, какова роль условий вида (10) и
(или) (11) в вопросе о принадлежности классу делителей D(Pν) целой функции экспо-
ненциального типа с нулевым множеством (7)? В качестве развития теорем A и B нами
было доказано следующее утверждение о достаточном условии (см. [8, теорема 3]).

Теорема C. Пусть ω — канонический строгий вес, ω(t) = O(tα) , t→ ∞, при некото-
ром α : 0 < α < 1/2. Если функция µ : [0;+∞) → R дифференцируема при достаточно
больших t > 0 и удовлетворяет условиям

µ(t) = O(ω(t)), t→ ∞,

µ′(t) = O

(

ω(t)

t

)

, t→ ∞, (15)

а для функции l : [0;+∞) → R выполнено соотношение

l(t)− l(s) = O (µ(t)− µ(s)) , t, s→ ∞, (16)

то последовательность (7) является нулевым множеством делителя алгебры Берлинга-
Бьорка P(ω),∞.
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Здесь мы устанавливаем уточнение теоремы C для возмущающих функций l, диффе-
ренцируемых при всех достаточно больших значений аргумента t > 0; при этом, вместо
требования (16), на функцию l накладывается условие вида (10). Более того, это условие
оказываетя и необходимым для справедливости заключения теоремы C, если только l —
вогнутая функция. А именно, в параграфе 3 будет доказана

Теорема 2. Пусть ω — канонический строгий вес, при некотором α ∈ (0; 1/2) удо-
влетворяющий соотношению

ω(t) = O(tα), t→ ∞. (17)

1) Если функция l : [0;∞) → R имеет конечную производную l′(t) для всех t > t0 > 0,
причем

l′(t) = O

(

ω(t)

t

)

, t→ ∞, (18)

то последовательность

λk = k + l(|k|), k = ±1,±2, . . . ,

см. (7), является нулевым множеством делителя алгебры P(ω),∞.

2) Пусть l — положительная вогнутая функция, причем

l(t) = O(tβ), t→ ∞,

при некотором β : 0 < β < 1/2.

Для того, чтобы последовательность (7) была множеством нулей некоторой функции
из D(P(ω),∞), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

l′+(t) = O

(

ω(t)

t

)

, t→ ∞. (19)

Замечание 2. Условие (18) позволяет нулям делителя алгебры P(ω),∞ «отойти» от

целочисленного множества на расстояние O
(

∫ t

1
ω(τ) dτ

τ

)

, которое в случае, например,

ω1(t) = tα, 0 < α < 1/2, есть
O(ω1(t)) = o(ω1(t)ln t).

С другой стороны, для ω2(t) = lnp t, p > 1,

t
∫

1

ω2(t)

t
dt =

lnp+1 t

p+ 1
=
ω2(t)ln t

p+ 1
.

Относительно возможности заменить требование (19) условием вида (11) справедливо
такое утверждение:

Следствие 1. Пусть функция ω такая же, как в теореме 2. Для того чтобы после-
довательность (7) была множеством нулей некоторой функции из D(P(ω),∞) для любой
положительной вогнутой функции l, удовлетворяющей условию

l′+(t) = O
(

(ω(t)ln t)′
)

, t→ ∞, (20)
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необходимо и достаточно, чтобы для веса ω выполнялось соотношение

ω′(t)ln t = O

(

ω(t)

t

)

, t→ ∞. (21)

Следствие 1 означает, что примеры весовых функций ω1, ω2 из замечания 2 иллю-
стрируют существо дела для алгебры Берлинга-Бьорка по вопросу, затронутому в заме-
чании 1. Действительно, из теории выпуклых функций, изложенной в монографии [18],
известно, что требование (21) равносильно тому, что выпуклая функция f(s) = ω(es)
удовлетворяет ∆2-условию: f(2s) = O(f(s)), s → ∞ (см. [18, теорема 4.1]). При этом
функции, удовлетворяющие ∆2-условию, растут не быстрее степенных (см. [18, п. 4.2]),
что согласуется с рассмотренными выше примерами функций ω1 и ω2.

Таким образом, утверждение теоремы (AB) не распространяется в полной мере на
произвольные строгие веса: для них условия вида (10) и (11), вообще говоря, не являются
эквивалентными.

2. Доказательство предложения 1 и теоремы 1

⊳ Доказательство предложения 1. Достаточность. Мы применим схему рассуж-
дений, сходную с использованной, например, в работах [2, 3], и опирающуюся на теорему
об оценке снизу модуля аналитической функции в круге:

Теорема D [13, гл. I, § 8]. Пусть f — функция, аналитическая в круге |z| 6 2eR,
f(0) = 1. Тогда для любого η > 0 в круге |z| 6 R найдется множество исключительных
кружков {Cj}, сумма радиусов которых не превосходит ηR, такое, что всюду в круге
|z| 6 R, но вне объединения кружков Cj справедлива оценка

ln |f(z)| > −H(η)lnMf (2eR), H(η) = ln
15e3

η
, Mf (r) = max

|z|=r
|f(z)|. (22)

Не ограничивая общности, можем считать, что

ln |ψ(z)| 6 σ|Im z|, z ∈ C, σ тип функции ψ. (23)

Пусть функция F ∈ B∞ такова, что частное F
ψ

— целая функция и

ln |F (z)| 6 σF |Im z|+ cF , z ∈ C,

где σF — тип функции F , cF — положительная постоянная.
Так как функция F

ψ
имеет конечный тип при порядке 1, требуемое включение F

ψ
∈ B∞

будет следовать из принципа Фрагмена — Линделефа и оценки
∣

∣

∣

∣

F (x)

ψ(x)

∣

∣

∣

∣

6 const, x ∈ R. (24)

Докажем эту оценку. Для произвольной точки x ∈ R, |x| > x0, найдем точку x′, удовле-
творяющую (3), и применим теорему D к функции ψ

ψ(x′) в круге |z − x′| 6 R с R = 2A и
фиксированным η ∈ (0; 1/4). Согласно этой теореме, найдется окружность Cx с центром
в точке x′, радиус rx которой удовлетворяет неравенствам

A < rx 6 2A,
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такая, что
ln |ψ(z)| > −A1, z ∈ Cx,

при этом положительная постоянная не зависит от x. Из этой оценки и оценки сверху
для ln |F (z)| следует, что

ln

∣

∣

∣

∣

F (z)

ψ(z)

∣

∣

∣

∣

6 2AσF + cF +A1 =: A2, z ∈ Cx.

Отсюда и из принципа максимума выводим нужную оценку (24).

Необходимость. Схема рассуждений сходна с примененной Л. Эренпрайсом при до-
казательстве теоремы 2.2 в [3].

Прежде всего, убедимся в справедливости импликации:

ψ ∈ D(B∞), M ⊂ B∞ : ψM — ограниченное множество =⇒

=⇒M — ограниченное множество. (25)

Как локально-выпуклое пространство B∞ — строгий, а значит, и регулярный индук-
тивный предел, т. е. множество A ⊂ B∞ ограничено тогда и только тогда, когда для
некоторого σ > 0 это множество содержится и ограничено в банаховом пространстве
Бернштейна Bσ := P1,σ.

Пусть n0 ∈ N таково, что множество ψM содержится и ограничено в простран-
стве Bn0

. Заметим, что n0 > σψ, если только M содержит ненулевые функции, здесь
σψ — тип функции ψ. Положим

σM = sup
{

σϕ : σϕ — тип функции ϕ ∈M
}

.

Так как ψ — функция вполне регулярного роста при порядке 1 (как и все элементы рас-
сматриваемых в настоящей работе алгебр), по теореме о сложении индикаторов получим
σM 6 n0 − σψ.

Рассмотрим оператор умножения на функцию ψ, действующий из банахова простран-
ства Bn0−σψ в банахово пространство Bn0

. Нетрудно убедиться в том, что оно имеет
замкнутый график, так что ϕ 7→ ψϕ — непрерывное отображение Bn0−σψ на ψBn0−σψ ,
и, следовательно, открыто. Поэтому, если ψM ограниченно в Bn0

, то M ограниченно
в Bn0−σψ , а значит, и в B∞.

Предположим, что для делителя ψ алгебры Бернштейна условие (3) не выполнено,
т. е. для некоторой последовательности точек xN → ∞ справедливы оценки

ln |ψ(x)| 6 −N, ∀x : |x− xN | 6 N, N ∈ N, (26)

при этом xN+1 > xN +N.
Определим функции

gN (z) =

(

eN sin(π(z − xN )/N)

π(z − xN )

)N

. (27)

Легко видеть, что каждая gN — целая функция экспоненциального типа π и

gN (xN ) = eN , |gN (x)| 6 eN , x ∈ R,

следовательно, множество M0 = {gN : N ∈ N} содержится в B∞, но не является огра-
ниченным в нем.
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С другой стороны, в силу (26), будет

|ψ(x)gN (x)| 6 1, x ∈ R,

и значит, ψM0 — ограниченное множество в B∞. Полученное противоречие с установ-
ленной выше импликацией (25) завершает доказательство. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 1. Обозначим совокупность делителей алгебры Берн-
штейна, удовлетворяющих условию (4), символом D1(B∞).

Включение S ⊂ D1(B∞) очевидно. Докажем, что обратное тоже верно, т. е. любая
функция ψ ∈ D1(B∞), нулевое множество которой удовлетворяет условию

Zψ ⊂ {z : |Im z| 6 Hψ}, (28)

где Hψ — положиительная постоянная, является функцией типа синуса.
Согласно предложению 1, для функции ψ имеют место оценки (3). Фиксируем про-

извольное x ∈ R и применим рассуждения, основанные на теореме D и аналогичные
использованным нами при доказательстве предложения 1. А именно, теорему D об оцен-
ке снизу применим для круга |z−x′| 6 R, где R = max{2A, 2Hψ}, с η ∈ (0; 1/4), при этом
точка x′ определяется из условия (3). Согласно этой теореме найдется окружность Cx
с центром в точке x′ радиуса rx ∈ [3R/4;R] такая, что ln |ψ(z)| > −A1, z ∈ Cx. Отсю-
да, учитывая (28) и определение величины R, нетрудно вывести, что для функции ψ
выполнено определение функции типа синуса, т. е. ψ ∈ S . ⊲

3. Доказательство теоремы 2 и следствия 1

Для начала заметим, что в каждом из пунктов теоремы 2, 1) и 2), функция l при
некотором α ∈ (0; 1/2) удовлетворяет соотношению

l(t)− l(s) = O(tα − sα), t, s→ ∞. (29)

Действительно, в пункте 1) это соотношение нетрудно вывести из условия (18), с уче-
том (17). А в пункте 2) для вывода (29) вместо (18) и ограничений на рост ω нужно
воспользоваться тем, что l — вогнутая функция, порядок роста которой не превосходит
β < 1/2.

Для функции l, удовлетворяющей (29), справедливы все заключения леммы 1, дока-
занной нами в [6] (см. также [8]). В частности, для достаточно большого t0 > 0 функция
λ(t) := t + l(|t|) является строго возрастающей при t > t0 и при t 6 −t0, причем суще-
ствует ε0 > 0 такое, что для обратной функции λ−1 верно соотношение

λ−1(t) = t− l(|t|) +O(|t|−ε0), |t| → ∞. (30)

По функции l, как и выше в (5), определим возмущение целочисленной последова-
тельности:

λk = k + l(|k|), k ∈ Z′ = {±1,±2, . . . }, (31)

и обозначим символом n(z, t) считающую функцию этой последовательности, определя-
емую как число точек λk в замкнутом круге |λ− z| 6 t.
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В силу (29), для n(z, t) справедливы лемма 2 и замечание 3 из работы [8]. А именно,
существует положительное число δ0 < infn 6=m |λn − λm| такое, что

∞
∫

0

n(0, t)− n(z, t)

t
dt−

∞
∫

δ0

λ−1(t)− λ−1(−t)

t
dt

+

∞
∫

δ0

λ−1(x+ t∗)− λ−1(x− t∗)

t
dt = O(ln |z|), (32)

когда z → ∞, z = x+ iy ∈ E, где t∗ =
√

t2 − y2,

E =
{

z : |z − λk| = δ0, k ∈ Z′
}

⋃

{

z = x ∈ R : |x− λk| > δ0 ∀ k ∈ Z′
}

. (33)

Как и в [8, § 2], видим, что

ϕ(z) = lim
R→∞

∏

|λk|<R

(

1−
z

λk

)

, (34)

— целая функция экспоненциального типа, нулевое множество которой есть последова-
тельность {λk}, определяемая по функции l при помощи формулы (31), причем, согласно
лемме С. Ю. Фаворова из [19], имеет место представление

ln |ϕ(z)| =

∞
∫

0

n(0, t)− n(z, t)

t
dt, z ∈ C. (35)

Дальнейшие подробные рассуждения проводим для x > 0, случай x < 0 рассматри-
вается аналогично.

Принимая во внимание соотношения (30), (32), (35), выводим, что для положитель-
ных x будет

ln |ϕ(z)| = −

∞
∫

δ0

2(t∗ − t)− (l(x+ t∗)− l(|x− t∗|)

t
dt+O(lnx), |z| → ∞, z ∈ E, (36)

при z = x+iy → ∞, z ∈ E; здесь, как и в (35), t∗ =
√

t2 − y2, а множество E определяется
формулой (33).

Замечая, что
∞
∫

δ0

t∗ − t

t
dt = O(1),

из (36) получаем соотношение

ln |ϕ(z)| =

∞
∫

δ0

(l(x+ t∗)− l(|x− t∗|)

t
dt+O(lnx), |z| → ∞, z ∈ E, (37)

если z = x+ iy → ∞, z ∈ E, x > 0.
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⊳ Доказательство утверждения 1). Асимптотическое соотношение (37), с уче-
том определения алгебры P(ω),∞, критерия делителя в форме оценок снизу (2), первой
из формул (12) (свойства веса ω) и принципа максимума модуля для аналитических
функций, означает, что утверждение 1) теоремы 2 эквивалентно тому, что

∞
∫

δ0

(l(x+ t∗)− l(|x− t∗|))

t
dt = O(ω(x)) (38)

при x→ ∞, t∗ =
√

t2 − y2, где z = x+ iy ∈ E, множество E определено формулой (33).
Оценка (38) выводится по той же схеме, которая использовалась нами ранее в до-

казательстве теоремы 1 в работе [8] (см. обоснование соотношения (3.8) там). Ниже мы
воспроизводим эту схему с необходимыми изменениями.

Запишем представление интеграла из левой части (38) в виде суммы трех интегралов:

∞
∫

δ0

(l(x+ t∗)− l(|x− t∗|))

t
dt = I1 + I2 + I3

=







x
2

∫

δ0

+

2x
∫

x
2

+

∞
∫

2x







(l(x+ t∗)− l(|x− t∗|))

t
dt. (39)

Из условия (18), учитывая определение t∗ и то, что ω — неубывающая на [0;∞)
функция, для интеграла I1 при x→ ∞ выводим оценку

I1 =

x
2

∫

δ0

l(x+ t∗)− l(x− t∗)

t
dt = O(ω(x)). (40)

Оценим интеграл I3. Опять принимая во внимание условие (18) и определение t∗,
получим

I3 = O





∞
∫

2x

ω(t)x

t2
dt



 = O





∞
∫

2

ω(τx)

τ2
dτ



 = O(ω(x)), x→ ∞. (41)

Последнее равенство в (41) следует из условия строгости веса ω (см. [17, п. 1.3.5 (2)]).
Для интеграла I2 напишем представление

I2 = I21 + I22 + I23 =







x−1
∫

x
2

+

x+1
∫

x−1

+

2x
∫

x+1







l(x+ t∗)− l(|x− t∗|)

t
dt.

Нетрудно убедиться в том, что

I22 = O(ω(x)), x→ ∞. (42)
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Для I21, учитывая (18), а затем второе из соотношений в (12), имеем

I21 =

x−1
∫

x
2

l(x+ t∗)− l(x)

t
dt+

x−1
∫

x
2

l(x)− l(x− t∗)

t
dt

=

x−1
∫

x
2

l(x)− l(x− t∗)

t
dt+O(ω(x)), x→ ∞.

Далее,

x−1
∫

x
2

l(x)− l(x− t∗)

t
dt =

x−1
∫

x
2

l(x)− l(x− t)

t
dt

+

x−1
∫

x
2

l(x− t)− l(x− t∗)

t
dt =

1− 1
x

∫

1
2

l(x)− l((1− τ)x)

τ
dτ +O(1),

когда x→ ∞.
Положим x = es, δ = 1 − τ . Снова, используя условие (18) и второе из соотношений

в (12), получаем оценку

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− 1
x

∫

1
2

l(x)− l((1− τ)x)

τ
dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
2

∫

1
x

l(es)− l((es+ln δ)

1− δ
dδ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 const

1
2

∫

1
x

ω(es
∗

)es
∗

· (−ln δ)

es∗(1− δ)
dδ = O(ω(x)),

здесь s∗ ∈ [s + ln δ; s].
Таким образом, мы доказали, что

I21 = O(ω(x)), x→ ∞. (43)

Аналогично выводится оценка

I23 = O(ω(x)), x→ ∞. (44)

Из соотношений (42)–(44) следует, что

I2 = O(ω(x)), x→ ∞, (45)

а из оценок (40), (41), (45) — требуемая оценка (38). ⊲

⊳ Доказательство утверждения 2). Рассмотрим последовательность {λk}, опре-
деленную формулой (31) по положительной вогнутой функции l такой, что l(t) = O(tα),
t→ ∞, 0 < α < 1/2.

Необходимость. Пусть формула (35) определяет функцию ϕ ∈ D(P(ω),∞).
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Предположим, что условие (19) не выполнено. Тогда найдется последовательность
{xn} ⊂ R, для которой

l′+(xn) >
nω(xn)

xn
. (46)

Для определенности считаем, что

0 < x1 < x2 < · · · < xn ր ∞.

Так как l — вогнутая положительная функция, она возрастает, а ее правая произ-
водная l′+ убывает. В частности, отсюда следует, что, не нарушая предположения (46),
точки xn можно сдвинуть так, чтобы

∣

∣

∣

xn
2

− λk

∣

∣

∣
> δ0, k, n ∈ N.

Для x > 0, удовлетворяющих неравенствам

|x− λk| > δ0, k = 1, 2, . . . ,

представление (37) имеет вид

ln |ϕ(x)| =

∞
∫

δ0

(l(x+ t)− l(|x− t|))

t
dt+O(lnx), x→ ∞,

причем подынтегральная функция в правой части неотрицательна. Используя свойства
функций l и l′+, выводим соотношения

ln
∣

∣

∣ϕ
(xn

2

)∣

∣

∣ >

xn
4

∫

xn
8

l
(

xn
2 + t

)

− l
(

xn
2 − t

)

t
dt+O(lnxn)

> C0

xn
4

∫

xn
8

l′+(xn) dt+O(lnxn) n→ ∞,

где C0 — положительная постоянная. Откуда, с учетом свойств веса ω и предположе-
ния (46), следует оценка

ln
∣

∣

∣ϕ
(xn

2

)∣

∣

∣ > C1nω
(xn

2

)

, n = n0, n0 + 1, . . . ,

где C1 — положительная постоянная, а n0 ∈ N достаточно велико. Эта оценка означает,
что ϕ 6∈ P(ω),∞.

Полученное противоречие влечет справедливость условия (19).

Достаточность. Обосновывается так же, как и первый пункт настоящей теоремы.
Достаточная часть следствия 1 вытекает из первого утверждения теоремы 2 и того,

что

(ω(t)ln t)′ = ω′(t)ln t+
ω(t)

t
.

Обоснование необходимости в следствии 1 получаем, применяя второе утверждение
теоремы 2 с l = ω, предварительно заметив, что в силу свойств строгих весов (см. [17,
п. 1.3.5]), в наших рассмотрениях вес ω можно считать вогнутым. ⊲
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