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Аннотация. В предлагаемой работе исследуется задача оптимального управления стохастической
системой, динамика которой описывается стохастическим дифференциальным уравнением с част-
ными производными второго порядка гиперболического типа с краевыми условиями Гурса. Система
управляется с помощью измеримых и ограниченных управлений. Рассматривается случай, когда
двухпараметрический «белый шум» входит в правую часть управляемой системы нелинейных ги-
перболических уравнений второго порядка. Цель управления состоит в минимизации математиче-
ского ожидания функционала качества в финальной точке области. Задачи такого вида возникают,
например, при моделировании ряда процессов сушки, сорбции и других при наличии случайных
воздействий типа стандартных двухпараметрических «белых шумов» на плоскости. Используя мо-
дифицированный вариант метода приращения, установлена формула приращения критерия каче-
ства второго порядка для функционала качества, которая позволяет получить необходимые условия
оптимальности первого порядка типа линеаризованного принципа максимума Понтрягина, а так-
же исследовать квазиособые управления (т. е. случай вырождения условия оптимальности первого
порядка), в рассматриваемой стохастической задаче. Установлены необходимые условия оптималь-
ности первого и второго порядка. В конце, применяя специальную вариацию управления, получено
поточечное необходимое условие оптимальности квазиособых управлений.
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1. Введение

Для задачи оптимального управления системами Гурса — Дарбу А. И. Егоровым в [1]
было получено одно из первых в классе распределенных систем необходимых условий
оптимальности типа принципа максимума Л. С. Понтрягина. В дальнейшем вопросы
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вывода необходимых условий оптимальности типа принципа максимума, а также иссле-
дование особых случаев (т. е. случаев вырождения принцип максимума Понтрягина) для
задач оптимального управления системой Гурса — Дарбу при различных предположе-
ниях на данные задачи рассматривали многие авторы (см. напр. [2–8]). Во всех выше
перечисленных работах исследованы задачи управления детерминированными система-
ми Гурса — Дарбу. Исследованию же задач оптимального управления стохастическими
системами Гурса — Дарбу посвящены работы [9–17] и др., связанные с выводом необхо-
димых условий оптимальности первого и второго порядков при различных предположе-
ниях.

В настоящей работе для задачи оптимального управления, описываемой стохасти-
ческой системой Гурса — Дарбу, исследованы на оптимальность квазиособые управле-
ния [6–8].

Исследование рассматриваемой задачи проводится на основе схемы, являющейся
обобщением схем, предложенных и развитых в работах [6–8].

2. Постановка задачи

Пусть D = T × X = [t0, t1] × [x0, x1] — заданный прямоугольник, а поток σ-алгебр
Fy = Ftx(y = (t, x)) есть семейство σ-алгебр Fy ∈ F, определенных на основном вероят-
ностном пространстве (Ω, F, P ), причем Fy ⊂ Fy′ , если y 6 y′, т. е. t 6 t′, x 6 x′. Здесь
F = σ̄(W (τ, s), t0 6 τ 6 t, x0 6 s 6 x) — σ-алгебра, порожденная двухпараметрическим
винеровским процессом W (t, x), (t, x) ∈ D.

Рассмотрим управляемый процесс, описываемый системой стохастических диффе-
ренциальных уравнений в частных производных гиперболического типа,

ztx = f(t, x, z, zt, zx, u) + g(t, x, z)
∂2W (t, x)

∂t∂x
, (t, x) ∈ D, (2.1)

с краевыми условиями типа Гурса

z(t0, x) = a(x), x ∈ X, z(t, x0) = b(t), t ∈ T, (2.2)

в заданной области D.
Примем следующий набор предположений:
1) p = (z, zt, zx)

′ (всюду «(′)» — знак транспонирования);
2) f(t, x, p, u) — заданная n-мерная вектор функция, непрерывная по совокупности

переменных вместе с частными производными по (p, u) до второго порядка включитель-
но;

3) g(t, x, z) — заданная (n × n) матричная функция, непрерывная по совокупности
переменных вместе с частными производными по z до второго порядка;

4) заданные краевые n-мерные вектор функции a(x), b(t) удовлетворяют условию
Липшица;

5) ∂2W (t,x)
∂t∂x

есть двухпараметрический «белый шум» на плоскости [9];
6) управляющая вектор-функция u(t, x) принадлежит классу измеримых и ограни-

ченных функций и принимает значения из выпуклой области U некоторого r-мерного
линейного пространства Rr, т. е.

u(t, x) ∈ U ⊂ Rr (u(t, x) ∈ L∞(D,U)). (2.3)

Такие управляющие функции назовем допустимыми.
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Под решением задачи (2.1)–(2.2), соответствующем допустимому управлению u(t, x),
понимается случайная функция z(t, x), подчиненная потоку σ-алгебр {Ftx, (t, x) ∈ D},
для которой соотношения (2.1)–(2.2) выполняются с вероятностью 1 (см. например, [9,
18]).

Считается, что каждому допустимому управлению u(t, x) соответствует единственное
решение z(t, x) краевой задачи (2.1)–(2.2) в указанном смысле.

На решениях краевой задачи (2.1)–(2.2), порожденных всевозможными допустимыми
управлениями, определим терминальный функционал качества вида

S(u) = Eϕ(z(t1, x1)), (2.4)

где φ(z) — заданная, дважды непрерывно-дифференцируемая скалярная функция, а E —
знак математического ожидания.

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: найти такое допустимое
управление u(t, x), чтобы при этом функционал качества (2.4) принимал наименьшее
возможное значение.

Целью предлагаемой работы является получение стохастического аналога необходи-
мого условия оптимальности квазиособых управлений (т. е. управлений, вдоль которых
линеаризованный принцип максимума вырождается на [19]) для рассматриваемой зада-
чи (2.1)–(2.2).

3. Формула приращения второго порядка критерия качества

Пусть u(t, x), (t, x) ∈ D, — некоторое допустимое управление. Рассмотрим еще одно
допустимое управление ū(t, x) = u(t, x) + ∆u(t, x), (t, x) ∈ D, а через z(t, x) и z̄(t, x) =
z(t, x) + ∆z(t, x), (t, x) ∈ D, обозначим соответствующие им решения краевой задачи
(2.1)–(2.2).

Введем аналог функции Гамильтона — Понтрягина:

H(t, x, p, u, ψ) = ψ
′

f(t, x, p, u),

где случайные процессы (ψ(t, x), β(t, x)) ∈ L∞(D,Rn)×L∞(D,Rn×n) являются решения-
ми линейного двумерного стохастического интегрального сопряженного уравнения типа
Вольтерра:

ψ(t, x) = −
∂φ(z(t1, x1))

∂z
+

t1
∫

t

Hzx[τ, x] dτ +

x1
∫

x

Hzt [t, s] ds

+

t1
∫

t

x1
∫

x

Hz[τ, s] dsdτ +

t1
∫

t

x1
∫

x

β(t, s)
∂2W (τ, s)

∂τ∂s
dsdτ.

Здесь и в дальнейшем

Hp[t, x] = Hp(t, x, p(t, x), u(t, x), ψ(t, x)),

Hpp[t, x] = Hpp(t, x, p(t, x), u(t, x), ψ(t, x)),

Huu[t, x] = Huu(t, x, p(t, x), u(t, x), ψ(t, x)),

Hup[t, x] = Hup(t, x, p(t, x), u(t, x), ψ(t, x)),
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fp[t, x] = fp(t, x, p(t, x), u(t, x)).

Используя формулу Тейлора и учитывая введенные обозначения, приращение функ-
ционала (2.4), соответствующее допустимым управлениям u(t, x), ū(t, x), представляется
в виде

∆S(u) = S(ū(t, x))− S(u(t, x))

= E

{ t1
∫

t0

x1
∫

x0

H ′

u[t, x]∆u(t, x) dxdt +
1

2
∆z′(t1, x1)

∂2 ϕ(z(t1, x1))

∂z2
∆z(t1, x1)

+
1

2

t1
∫

t0

x1
∫

x0

∆p′(t, x)Hpp[t, x]∆p(t, x) dxdt +
1

2

t1
∫

t0

x1
∫

x0

∆u′(t, x)Huu[t, x]∆u(t, x) dxdt

+2

t1
∫

t0

x1
∫

x0

∆u′(t, x)Hup[t, x]∆p(t, x) dxdt

}

+ η1(∆u(t, x)),

(3.1)

где по определению

η1(∆u(t, x)) = E

{

o1
(

‖∆z(t1, x1)‖
2)+

t1
∫

t0

x1
∫

x0

o2
(

(‖∆u(t, x)‖ + ‖∆p(t, x)‖)2
)

dxdt

}

. (3.2)

Здесь ‖a‖ означает норму:

‖a‖ =

n
∑

i=1

|ai|, a ∈ Rn,

величина o(∝) определяется следующим образом: lim∝→0
o(∝)
∝

= 0, а величины o1(·),
o2(·) определяются соответственно из разложений

ϕ(z̄(t1, x1))− ϕ(z(t1, x1)) =
∂ϕ(z(t1, x1))

∂z
∆z(t1, x1)

+
1

2
∆z′(t1, x1)

∂2ϕ(z(t1, x1))

∂z2
∆z(t1, x1)+o1

(

‖∆z(t1, x1)‖
2),

H(t, x, p̄(t, x), ū(t, x), ψ(t, x)) −H(t, x, p(t, x), u(t, x), ψ(t, x))

= H ′

p[t, x]∆p(t, x) +H ′

u[t, x]∆u(t, x) +
1

2
∆p′(t, x)Hpp[t, x]∆p(t, x)

+
1

2
∆u′(t, x)Huu[t, x]∆u(t, x) + ∆u′(t, x)Hup[t, x]∆p(t, x) + o2

(

(‖∆u(t, x)‖ + ‖∆p(t, x)‖)2
)

.
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4. Об оптимальности квазиособых управлений

Известно [13], что для оптимальности допустимого управления u(t, x) в рассматри-
ваемой задаче (2.1)–(2.4) справедливы следующее утверждения.

Теорема 1 (стохастический аналог линеаризованного интегрального принципа мак-
симума). Для оптимальности допустимой пары (u(t, x), z(t, x)) в задаче (2.1)–(2.4) необ-

ходимо, чтобы неравенство

E

t1
∫

t0

x1
∫

x0

H
′

u[t, x](v(t, x) − u(t, x)) dxdt 6 0

выполнялось для всех v(t, x) ∈ U , (t, x) ∈ D.

Следствие 1 (поточечный линеаризованный принцип максимума). Для оптималь-

ности допустимой пары (u(t, x), z(t, x)) в стохастической задаче (2.1)–(2.4) необходимо,

чтобы неравенство

EH ′

u[θ, ξ ](w − u(θ, ξ)) 6 0

выполнялось для всех w ∈ U и (θ, ξ) ∈ [t0, t1)× [x0, x1).

Здесь, и в дальнейшем (θ, ξ) ∈ [t0, t1) × [x0, x1) — произвольная правильная точка
(точка Лебега) [5] управления u(t, x).

Можно показать, что эти условия оптимальности эквивалентны.

Определение. Если для всех w ∈ U и (θ, ξ) ∈ [t0, t1)× [x0, x1) выполняется соотно-
шение

EH ′

u[θ, ξ](w − u(θ, ξ)) = 0, (4.1)

то в соответствии с установившейся терминологией [8, 16] допустимое управление u(t, x)
назовем квазиособым управлением в рассматриваемой задаче.

Перейдем к изучению квазиособых управлений, т. е. управлений, для которых лине-
аризованный принципа максимума вырождается.

Пусть u(t, x) — квазиособое управление.
Поскольку по предположению множество U выпуклое, то специальное приращение

допустимого управления u(t, x), (t, x) ∈ D, можно определить по формуле

∆u(t, x;µ) = µû(t, x), (4.2)

где µ ∈ [0, 1] — произвольное число, а û(t, x) ∈ L∞(D,U) — произвольное допустимое
управление такое, что u(t, x) + µû(t, x) является допустимым управлением. Не нарушая
общности, в дальнейшем будем предполагать, что û(t, x) = v(t, x) − u(t, x), v(t, x) ∈ U.

Через ∆z(t, x;µ) обозначим специальное приращение состояния z(t, x), отвечающее
приращению (4.2) управления u(t, x).

Тогда из оценок для E‖∆z(t, x)‖, E‖∆zt(t, x)‖ и E‖∆zx(t, x)‖ (см., например, [13, 14])
следует, что

E ‖∆z(t, x;µ)‖ 6 Kµ, E ‖∆zt(t, x;µ)‖ 6 Kµ, E ‖∆zx(t, x;µ)‖ 6 Kµ, (4.3)

где K = const > 0.
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Учитывая оценки (4.3), нетрудно убедиться в том, что остаточный член
η1(∆u(t, x;µ)), определяемый формулой (3.2), является величиной o(µ2). С другой сторо-
ны, из задачи (2.1)–(2.2) ясно, что специальное приращение ∆z(t, x;µ) состояния z(t, x)
является решением краевой задачи

∆ztx(t, x;µ)=f(t, x, z +∆z(t, x;µ), zt+∆zt(t, x;µ), zx+∆zx(t, x;µ), u+∆u(t, x;µ))

− f(t, x, z, zt, zx, u) + (g(t, x, z +∆z(t, x;µ)) − g(t, x, z))
∂2W (t, x)

∂t∂x
, (t, x) ∈ D,

(4.4)

∆z(t0, x;µ) = 0, x ∈ X, ∆z(t, x0;µ) = 0, t ∈ T. (4.5)

Принимая во внимание краевую задачу (4.4)–(4.5), с помощью формулы Тейлора, по
схеме, например, аналогичной схемам работ [6, 20], доказывается справедливость следу-
ющих разложений:

∆z(t, x;µ) = µl(t, x) + o(t, x;µ),

∆zt(t, x;µ) = µlt(t, x) + o(t, x;µ),

∆zx(t, x;µ) = µlx(t, x) + o(t, x;µ).

(4.6)

Здесь l(t, x) − n-мерная вектор-функция, являющаяся решением системы линейных
неоднородных стохастических уравнений

ltx(t, x) = fz[t, x]l(t, x) + fzt[t, x]lt(t, x) + fzx[t, x]lx(t, x)

+ f ′u[t, x]û(t, x)) + gz(t, x, z(t, x))l(t, x)
∂2W (t, x)

∂t∂x

(4.7)

с краевыми условиями

l(t0, x) = 0, x ∈ [x0, x1], l(t, x0) = 0, t ∈ [t0, t1]. (4.8)

Учитывая соотношения (4.3) и принимая во внимания то, что η1(∆u(t, x;µ)) = o(µ2),
формулу приращения (3.1) критерия качества (2.4) можно записать в форме

∆Sµ(u) = S(u(t, x) + ∆u(t, x;µ)) − S(u(t, x)) = E

{

− µ

t1
∫

t0

x1
∫

x0

H
′

u[t, x]û(t, x) dxdt

+
µ2

2

[

l′(t1, x1)
∂2f(z(t1, x1))

∂z2
l(t1, x1)−

t1
∫

t0

x1
∫

x0

l′(t, x)Hzz[t, x]l(t, x) dxdt

−

t1
∫

t0

x1
∫

x0

l′(t, x)Hzzt [t, x]lt(t, x) dxdt−

t1
∫

t0

x1
∫

x0

l′t(t, x)Hztz[t, x]l(t, x) dxdt

−

t1
∫

t0

x1
∫

x0

l′(t, x)Hzzx [t, x]lx(t, x) dxdt−

t1
∫

t0

x1
∫

x0

l′x(t, x)Hzxz[t, x]l(t, x) dxdt

−

t1
∫

t0

x1
∫

x0

l′t(t, x)Hztzx [t, x]lx(t, x) dxdt −

t1
∫

t0

x1
∫

x0

l′x(t, x)Hzxzt [t, x]lt(t, x)dxdt

−

t1
∫

t0

x1
∫

x0

û′(t, x)Huu[t, x]û(t, x)dxdt− 2

t1
∫

t0

x1
∫

x0

û′(t, x)Hup[t, x]p̂(t, x)dxdt

]

}

+ o
(

µ2
)

6 0.

(4.9)
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Здесь, по определению, p̂(t, x) = (l(t, x), lt(t, x), lx(t, x)).
Далее, согласно результатам работы [21], можно утверждать, что решение l(t, x) си-

стемы линейных стохастических уравнений (4.7) с краевыми условиями (4.8) допускает
представление в виде

l(t, x) =

t
∫

t0

x
∫

x0

Q(t, x; τ, s)û(τ, s) dsdt, (4.10)

где Q(t, x; τ, s) = R(t, x; τ, s)fu[τ, s], а R(t, x; τ, s) — измеримая и ограниченная (n × n)
матричная функция (стохастический аналог матрицы Римана), являющаяся решением
стохастического интегрального уравнения Вольтерра:

R(t, x; τ, s) = I +

t
∫

t

x
∫

s

R(t, x;α, β)f z[α, β] dadβ +

t
∫

t

R(t, x;α, s)fzx [α, s] da

+

x
∫

s

R(t, x; τ, β)fzt [t, β] dβ +

t
∫

t

x
∫

s

R(t, x;α, β)gz[α, β]
∂2W (α, β)

∂α∂β
dα dβ.

(4.11)

Здесь I − (n × n) — единичная матрица. Далее, из представления (4.10) получаем,
что

lt(t, x) =

x
∫

x0

Q(t, x; τ, s)û(t, s) ds + r1(t, x), (4.12)

lx(t, x) =

t
∫

t0

Q(t, x; τ, x)û(t, x) dt + r2(t, x). (4.13)

Здесь по определению

r1(t, x) =

t
∫

t0

x
∫

x0

Qt(t, x; τ, s)û(t, s) dsdt, r2(t, x) =

t
∫

t0

x
∫

x0

Qx(t, x; τ, s)û(t, s) dsdt.

Перейдем к преобразованию некоторых слагаемых в неравенстве (4.9).
Учитывая представления (4. 12), (4.13) и применяя формулу Дирихле [8] об измене-

нии порядка интегрирования в отдельных слагаемых, доказываются следующие соотно-
шения:

t1
∫

t0

x1
∫

x0

û′(t, x)Huzt [t, x]lt(t, x) dxdt =

t1
∫

t0

x1
∫

x0

û′(t, x)Huzt [t, x]r1(t, x) dxdt

+

t1
∫

t0

x1
∫

x0

[ x1
∫

x

û′(t, s)Huzt [t, s]Q(t, s; τ, x)ds

]

û(t, x) dxdt,

(4.14)

t1
∫

t0

x1
∫

x0

û′(t, x)Huzx [t, x]lx(t, x) dxdt =

t1
∫

t0

x1
∫

x0

û′(t, x)Huzx [t, x]r2(t, x)

+

t1
∫

t0

x1
∫

x0

[ t1
∫

t

û′(t, x)Huzx [t, x]Q(τ, x; t, x) dt

]

û(t, x) dxdt.

(4.15)
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По аналогии с работами [6–8, 14], введем (n × n) матричные функции в виде

K(x, τ, s) =

t1
∫

max(t,s)

Q′(t, x; τ, x)Hzxzx [t, x]Q(t, x; s, x) dt, (4.16)

M(t, τ, s) =

x1
∫

max(t,s)

Q′(t, x; τ, t)Hztzt [t, x]Q(t, x; t, s) dx. (4.17)

Отсюда, используя формулы (4.12), (4.13), с рассуждениями, подобными рассужде-
ниям из [6–8], получаем, что

t1
∫

t0

x1
∫

x0

l′t(t, x)Hztzt
[t, x]lt(t, x) dxdt =

t1
∫

t0

x1
∫

x0

x1
∫

x0

û(t, t)M(t, t, s)û(t, s) dsdtdt

+

t1
∫

t0

x1
∫

x0

[( x
∫

x0

Q(t, x; τ, s)û(t, s)ds

)

′

Hztzt
[t, x]r1(t, x)+r

′

1(t, x)Hztzt
[t, x]δzt(t, x)

]

dxdt,

(4.18)

t1
∫

t0

x1
∫

x0

lx(t, x)
′Hzxzx [t, x]lx(t, x) dxdt =

t1
∫

t0

x1
∫

x0

t1
∫

t0

û′(t, x)K(x, t, s)û(s, x) dsdxdt

+

t1
∫

t0

x1
∫

x0

[( t
∫

t0

Q(t, x; τ, x)û(t, x)dt

)

′

Hzxzx [t, x]r2(t, x)+r
′

2(t, x)Hzxzx [t, x]lx(t, x)

]

dxdt.

(4.19)

Теперь же, принимая во внимание тождества (4.14), (4.15), (4.18), (4.19) и ранее вве-
денные обозначения (4.16), (4.17), неравенство (4.9) преобразуется к виду

E







t1
∫

t0

x1
∫

x0

x1
∫

x0

û′(t, τ)M(t, τ, s)û(t, s) dsdτdt+

t1
∫

t0

x1
∫

x0

t1
∫

t0

û′(t, x)K(x, t, s)û(s, x) dsdxdt

+2

t1
∫

t0

x1
∫

x0

[ x1
∫

x

û′(t, s)Huzt [t, s]Q(t, s; τ, x) ds

]

û(t, x) dxdt

+2

t1
∫

t0

x1
∫

x0

[ t1
∫

t

û(t, x)Huzx [t, x]Q(t, x; τ, x) dt

]

û(t, x) dxdt

+

t1
∫

t0

x1
∫

x0

û′(t, x)Huu[t, x]û(t, x)dxdt







+ η2(∆u(t, x)) 6 0,

(4.20)
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где

η2(∆u(t, x)) = E

{

l′(t1, x1)
∂2f(z(t1, x1))

∂z2
l(t1, x1)−

t1
∫

t0

x1
∫

x0

[

l′(t, x)Hzz[t, x]l(t, x)

+ l′t(t, x)Hztz[t, x]l(t, x) + l′t(t, x)Hztz[t, x]l(t, x) + l′x(t, x)Hzxz[t, x]l(t, x)

+ l′(t, x)Hzzx [t, x]lx(t, x) + l′x(t, x)Hzxzt [t, x]lt(t, x) + l′t(t, x)Hztzx [t, x]lx(t, x)
]

dxdt

−

t1
∫

t0

x1
∫

x0

[( x
∫

x0

Q(t, x; τ, s)û(t, s) ds

)

′

Hztzt
[t, x]r1(t, x) + r′1(t, x)Hztzt

[t, x]lt(t, x)

+

( t
∫

t0

Q(t, x; τ, x)û(t, x) dt

)

′

Hzxzx [t, x]r2(t, x) + r′2(t, x)Hzxzx [t, x]lx(t, x)

]

dxdt

− 2

t1
∫

t0

x1
∫

x0

[

û′(t, x)Huz[t, x]l(t, x) + û′(t, x)Huzt [t, x]r1(t, x) + û′(t, x)Huzx [t, x]r2(t, x)
]

dxdt

}

.

Таким образом, установлены формулы, которые играют существенную роль при до-
казательстве следующего утверждения.

Теорема 2. Для оптимальности квазиособого управления u(t, x) в стохастической

рассматриваемой задаче (2.1)–(2.4) необходимо, чтобы неравенство







t1
∫

t0

t1
∫

t0

(e1(τ)− u(τ, ξ))′K(ξ, τ, s)(e1(s)− u(s, ξ)) dsdτ

+2

t1
∫

t0

[ t1
∫

t

(e1(τ)− u(τ, ξ))′Huzx [τ, ξ]Q(τ, ξ; t, ξ)dt

]

(e1(t)− u(t, ξ)) dt

+

t1
∫

t0

(e1(t)− u(t, ξ))′Huu[t, ξ](e1(t)− u(t, ξ)) dt







6 0

(4.21)

выполнялось для всех ξ ∈ [x0, x1) и e1(t) ∈ L∞([t0, t1], U), а неравенство

E







x1
∫

x0

x1
∫

x0

(e2(τ)− u(θ, τ))′M(θ, t, s)(e2(s)− u(θ, s)) dsdt

+2

x1
∫

x0

[ x1
∫

x

(e2(τ)− u(θ, τ))′Huzt [θ, τ ]Q(θ, τ ; θ, x) dt

]

(e2(x)− u(θ, x)) dx

+

x1
∫

x0

(e2(x)− u(θ, x))′Huu[θ, x](e2(x)− u(θ, x)) dx







6 0

(4.22)

выполнялось для всех θ ∈ [t0, t1) и e2(x) ∈ L∞([x0, x1], U).
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⊳ С этой целью вариацию û(t, x) управления u(t, x) определим следующим специаль-
ным (линейчатым (см. например, [7, 8])) образом:

ûε(t, x) =

{

e1(t)− u(t, x), (t, x) ∈ [t0, t1]× [ξ, ξ + ε),

0, (t, x) ∈ D\[t0, t1]× [ξ, ξ + ε).
(4.23)

Иными словами, выше отмеченные функция v(t, x), (t, x) ∈ D, определим в форме

vε(t, x) =

{

e1(t), (t, x) ∈ [t0, t1]× [ξ, ξ + ε),

u(t, x), (t, x) ∈ D\[t0, t1]× [ξ, ξ + ε).

Здесь ε > 0 — достаточно малое число такое, что ξ ∈ [x0, x1), a e1(t) ∈ L∞([t0, t1], U).
Через l(t, x; ε) обозначим решение краевой задачи (4.7)–(4.8), отвечающее линейчатой

вариации (4.23) управления u(t, x). Тогда из представлений (4.6) вытекает, при почти
всех (t, x) ∈ D, справедливость следующих оценок:

l(t, x; ε) ∼ ε, (t, x) ∈ [t0, t1]× [x0, x1],

(l(t, x; ε))t ∼ e, (t, x) ∈ [t0, t1]× [x0, x1],

(l(t, x; ε))x ∼

{

ε0, (t, x) ∈ [t0, t1]× [ξ, ξ + ε],

ε, (t, x) ∈ [t0, t1]× [ξ, x1].

Принимая во внимание эти оценки, из неравенства (4.20), с учетом (4.1), имеем

E 0, 5µ2







ε

[ t1
∫

t0

t1
∫

t0

(e1(τ)− u(τ, ξ))′K(ξ, τ, s)(e1(s)− u(s, ξ)) dsdτ

+2

t1
∫

t0

[ t1
∫

t

(e(τ) − u(τ, ξ))′Huzx[τ, ξ]Q(τ, ξ; τ, ξ) dt

]

(e1(t)− u(t, ξ)) dt

+

t1
∫

t0

(e1(t)− u(t, ξ))′Huu[t, ξ](e1(t)− u(t, ξ)) dt

]

+ o(ε)







+ o
(

µ2
)

6 0.

Отсюда в силу произвольности ε > 0 следует, что вдоль квазиособого оптимального
процесса (u(t, x), z(t, x)) выполняется неравенство (4.21).

Если определить произвольное допустимое управление v(t, x) в виде

v(t, x) =

{

e2(x), (t, x) ∈ [θ, θ + ε)× [x0, x1],

u(t, x), (t, x) ∈ D\[θ, θ + ε)× [x0, x1],

то аналогичными рассуждениями получим, что вдоль квазиособого оптимального про-
цесса (u(t, x), z(t, x)) выполняется неравенство (4.22). С этим теорема 2 полностью до-
казана. ⊲

Отметим, что непосредственным следствием теоремы 2 является следующее утвер-
ждение.

Следствие 2. Для оптимальности квазиособого управления u(t, x) в стохастической

задаче (2.1)–(2.4) необходимо, чтобы неравенство

E(v − u(θ, ξ))′Huu[θ, ξ](v − u(θ, ξ)) 6 0, (4.24)
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выполнялось для всех v ∈ U и (θ, ξ) ∈ [t0, t1)× [x0, x1).

Пусть Li(θ, ξ, ci), Pi(θ, ξ, ci), i = 1, 2, являются решениями стохастических дифферен-
циальных уравнений:

∂L1(θ, ξ, c1)

∂θ
= −f ′zx[θ, ξ]L1(θ, ξ, c1)−

[

K(ξ, θ, θ) +Hzxu[θ, ξ]
]

(c1(θ)− u(θ, ξ)),

L1(t1, ξ, c1) = 0,
(4.25)

∂L2(θ, ξ, c2)

∂ξ
= −f ′zt[θ, ξ]L2(θ, ξ, c2)−

[

M(ξ, θ, θ) +Hztu[θ, ξ]
]

(c2(ξ)− u(θ, ξ)),

L2(θ, x1, c2) = 0,

(4.26)

∂P1(θ, ξ, c1)

∂θ
= −(c1(θ)− u(θ, ξ))′L1(θ, ξ, c1)− L1(θ, ξ, c1)(c1(θ)− u(θ, ξ))

− (c1(θ)− u(θ, ξ))′Huu[θ, ξ](c1(θ)− u(θ, ξ)), P1(t1, ξ, c1) = 0,
(4.27)

∂P2(θ, ξ, c2)

∂ξ
= −(c2(θ)− u(θ, ξ))

′

L2(θ, ξ, c2)− L2(θ, ξ, c2)(c2(θ)− u(θ, ξ))

− (c2(ξ)− u(θ, ξ))Huu[θ, ξ](c2(ξ)− u(θ, ξ)), P2(θ, x1, c2) = 0.

(4.28)

Отметим, что уравнения (4.25)–(4.28) являются стохастическими аналогами уравне-
ний, введенных в рассмотрения в работах [8–10] при исследовании квазиособых управ-
лений в соответствующей детерминированной задаче управления.

Теорема 3 (Поточечное необходимое условия оптимальности квазиособых управ-
лений). Пусть u(t, x) — квазиособое оптимальное управления в стохастической зада-

че (2.1)–(2.4). Тогда с необходимостью выполняются неравенства

EP1(θ, ξ, c1) 6 0, (4.29)

EP2(θ, ξ, c2) 6 0 (4.30)

для всех c1(t) ∈ L∞([t0, t1], U), c2(x) ∈ L∞([x0, x1], U) соответственно.

⊳ Сначала покажем справедливость неравенства (4.29). В неравенстве (4.21) e1(t)
определим по формуле

e1(t) =

{

u(t, ξ), t ∈ [t0, θ),

c1(t), t ∈ [θ, t1],

и введем следующие обозначения:

L1(θ, ξ, c1) =

t1
∫

θ

(

K(ξ, θ, s) +Q(s, ξ, θ, ξ)Hzxu[s, ξ]
)

(c1(s)− u(s, ξ)) ds, (4.31)
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P1(θ, ξ, c1) =

t1
∫

θ

(c1(t)− u(t, ξ))
′

Huu[t, ξ](c1(t)− u(t, ξ)) dt

+

t1
∫

θ

[ t1
∫

t

(c1(t)− u(τ, ξ))′Huzx [τ, ξ]Q(τ, ξ; t, ξ) dt

]

(c1(t)− u(t, ξ))

+

t1
∫

θ

(c1(t)− u(t, ξ))′

[ t1
∫

t

Q(τ, ξ; t, ξ)Huzx [τ, ξ](c1(t)− u(τ, ξ)) dt

]

dt

+

t1
∫

θ

t1
∫

θ

(c1(τ)− u(τ, ξ))′K(ξ, τ, s)(c1(s)− u(s, ξ)) dsdt.

(4.32)

Отсюда ясно, что для завершения доказательства (4.29) достаточно показать, что
L1(θ, ξ, c1) и P1(θ, ξ, c1), определяемые формулами (4.31), (4.32), являются соответственно
решениями задач (4.25), (4.27). В самом деле, непосредственным дифференцированием
L1(θ, ξ, c1) по θ делаем вывод:

L1(θ, ξ, c1)

∂θ
= −(K(ξ, θ, θ) +Hzxu[θ, ξ])(c1(θ)− u(θ, ξ))

+

t1
∫

θ

(

Kθ(ξ, θ, s) +Qθ(ξ, θ, ξ)Hzxu[s, ξ]
)

(c1(s)− u(s, ξ)) ds.
(4.33)

Далее, из (4.11), (4.16) находим, что

Kθ(ξ, θ, s) = −fzx [θ, ξ]K(ξ, θ, s), Qθ(s, ξ; θ, ξ) = −Qθ(s, ξ; θ, ξ)fzx [θ, ξ].

Подставляя последние тождества в (4.33), приводим это уравнение к виду (4.25),
что и требовалось показать. Используя представление (4.31), непосредственным диффе-
ренцированием находим, что P1(θ, ξ, c1) является решением задачи (4.27). Отметим, что
определяя в неравенстве (4.22) e2(x) в виде

e2(x) =

{

u(θ, x), x ∈ [x0, ξ),

c2(x), x ∈ [ξ, x1],

с симметричными рассуждениями убеждаемся в справедливости критерия оптимально-
сти (4.30). Теорема 3 доказана. ⊲

5. Заключение

Работа посвящена исследованию одной задачи оптимального управления системами
с распределенными параметрами, динамика которой описывается стохастическими урав-
нениями гиперболического типа, т. е. включающая в себя двумерный «белый шум». При-
меняя модифицированный стохастический аналог метода приращений, получена форму-
ла приращения второго порядка функционала качества в рассматриваемой стохастиче-
ской задаче оптимального управления. На основе этой формулы с помощью специальных
игольчатых и линейчатых вариаций доказываются различные необходимые условия оп-
тимальности квазиособых управлений.

Благодарность. Авторы выражают глубокую благодарность уважаемому рецензенту за
очень полезные замечания.
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Abstract. The proposed work examines the optimal control problem of a stochastic system, the dynamics
of which are described by a stochastic second-order partial differential equation of hyperbolic type with
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