
Владикавказский математический журнал

2024, Том 26, Выпуск 4, С. 121–136

УДК 517.957

DOI 10.46698/u9333-3996-3938-e

СИСТЕМА ДВУМЕРНЫХ УРАВНЕНИЙ МОНЖА — АМПЕРА:
РЕДУКЦИИ И ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ

И. В. Рахмелевич1

1 Национальный исследовательский Нижегородский
государственный университет имени Н. И. Лобачевского,

Россия, 603950, Нижний Новгород, пр. Гагарина, 23

E-mail: igor-kitpd@yandex.ru

Аннотация. Исследована система двух двумерных неоднородных уравнений Монжа — Ампера.
Такие системы находят применение в задачах гидродинамики несжимаемых двухжидкостных сред.
Получены простейшие редукции этой системы к системам обыкновенных дифференциальных урав-
нений (ОДУ) с помощью методов аддитивного разделения переменных в случае, когда правые ча-
сти системы представлены в виде произведений сомножителей, зависящих от производных искомых
функций по каждой переменной, и мультипликативного разделения переменных в случае, когда
правые части системы содержат степенные нелинейности по искомым функциям и их производным.
Также построены редукции и некоторые точные решения в случаях, когда решение имеет задан-
ную зависимость от одной из переменных. В частности, рассмотрены решения, линейные по одной
из переменных в случае, когда правые части системы линейно зависят от искомых функций и их
производных. Также рассмотрены решения, экспоненциально зависящие от одной из переменных в
случае, когда правые части системы имеют вид квадратичных полиномов от искомых функций и их
производных. Показано, что система имеет решения типа классических бегущих волн, если на этих
решениях правые части системы тождественно равны 0. Получены решения типа обобщенных бегу-
щих волн и условия их существования в случае, когда правые части системы содержат произведения
степенных нелинейностей по искомым функциям и их производным. Также получены условия су-
ществования степенных и экспоненциальных автомодельных решений. Приведены примеры точных
решений указанных типов для рассматриваемой системы.
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Введение

Уравнение Монжа — Ампера встречается в различных областях математической фи-
зики [1–7]. Интерес к этому уравнению и его различным обобщениям связан с его при-
менениями в задачах дифференциальной геометрии, газовой динамики и метеорологии
[1–5]. Системы уравнений Монжа — Ампера также представляют интерес с научной и
практической точки зрения. В частности, к таким системам сводятся некоторые задачи
гидродинамики несжимаемых двухжидкостных сред [8–10]. Так, в [10] получены частные
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решения системы уравнений Монжа — Ампера в виде линейных и квадратичных функ-
ций по одной из независимых переменных в случае, когда правые части уравнений име-
ют вид линейных функций от производных по этой переменной. Также в работах [11–13]
рассматриваются вопросы разрешимости начально-краевых задач и дифференциально-
геометрические подходы для систем Монжа — Ампера. Целью данной работы является
построение редукций и точных решений системы двух уравнений Монжа — Ампера с
двумя независимыми переменными для некоторых важных частных случаев.

1. Постановка задачи.

Аддитивное и мультипликативное разделение переменных

Рассмотрим систему двух двумерных уравнений Монжа — Ампера относительно
неизвестных функций u(x, y), v(x, y):

uxxuyy − u2xy = F1(u, v, ux, vx, uy, vy, x, y), (1.1)

vxxvyy − v2xy = F2(u, v, ux, vx, uy, vy, x, y). (1.2)

В данном разделе приводятся простейшие решения системы (1.1), (1.2), полученные ме-
тодом разделения переменных.

Теорема 1.1. Пусть правые части системы (1.1), (1.2) имеют вид

F1 = f1(ux, vx, x)g1(uy, vy, y), F2 = f2(ux, vx, x)g2(uy, vy, y). (1.3)

Тогда система (1.1), (1.2) имеет множество решений вида

u(x, y) = ϕ1(x) + ψ1(y), v(x, y) = ϕ2(x) + ψ2(y), (1.4)

где

ϕ1,2(x) =

∫

ξ1,2(x) dx, ψ1,2(y) =

∫

η1,2(y) dy, (1.5)

причем ξ1,2(x), η1,2(y) удовлетворяют системам ОДУ:

ξ′1 = λ1f1(ξ1, ξ2, x), ξ′2 = λ2f2(ξ1, ξ2, x), (1.6)

η′1 =
1

λ1
g1(η1, η2, y), η′2 =

1

λ2
g2(η1, η2, y). (1.7)

Здесь λ1, λ2 — произвольные постоянные.

⊳ В соответствии с известным методом аддитивного разделения переменных [14] ре-
шение системы (1.1), (1.2) ищем в виде (1.4). Подставляя функции (1.4) в систему (1.1),
(1.2) и учитывая (1.3), получаем

ϕ′′

1(x)ψ
′′

1 (y) = f1
(

ϕ′

1(x), ϕ
′

2(x), x
)

g1
(

ψ′

1(y), ψ
′

2(y), y
)

, (1.8)

ϕ′′

2(x)ψ
′′

2 (y) = f2
(

ϕ′

1(x), ϕ
′

2(x), x
)

g2
(

ψ′

1(y), ψ
′

2(y), y
)

. (1.9)

Разделяем переменные в уравнениях (1.8), (1.9):

ϕ′′

1(x)

f1
(

ϕ′

1(x), ϕ
′

2(x), x
) =

g1
(

ψ′

1(y), ψ
′

2(y), y
)

ψ′′

1 (y)
= λ1, (1.10)
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ϕ′′

2(x)

f2
(

ϕ′

1(x), ϕ
′

2(x), x
) =

g2
(

ψ′

1(y), ψ
′

2(y), y
)

ψ′′

2(y)
= λ2. (1.11)

Из (1.10), (1.11) получаем две независимые системы уравнений относительно функций
ϕ1,2(x) и ψ1,2(y):

ϕ′′

1 = λ1f1(ϕ
′

1, ϕ
′

2, x), ϕ′′

2(x) = λ2f2(ϕ
′

1, ϕ
′

2, x), (1.12)

ψ′′

1 =
1

λ1
g1(ψ

′

1, ψ
′

2, y), ψ′′

2 (y) =
1

λ2
g2(ψ

′

1, ψ
′

2, y). (1.13)

Системы (1.12), (1.13) допускают понижение порядка с помощью замены переменных:

ξ1,2(x) = ϕ′

1,2(x), η1,2(y) = ψ′

1,2(y). (1.14)

Используя замену (1.14), из (1.12) и (1.13) находим, что функции ξ1,2(x), η1,2(y) должны
удовлетворять системам (1.6), (1.7), а функции ϕ1,2(x), ψ1,2(y) выражаются через ξ1,2(x),
η1,2(y) по формулам (1.5). ⊲

Теорема 1.2. Пусть правые части системы (1.1), (1.2) имеют вид

F1 = −
(uxuy

u

)2
+ uα11vα12(ux)

β11(vx)
β12(uy)

γ11(vy)
γ12 . (1.15)

F2 = −
(vxvy

v

)2
+ uα21vα22(ux)

β21(vx)
β22(uy)

γ21(vy)
γ22 . (1.16)

Тогда система (1.1), (1.2) имеет множество решений вида

u(x, y) = ϕ1(x)ψ1(y), v(x, y) = ϕ2(x)ψ2(y), (1.17)

где функции ϕ1,2(x), ψ1,2(y) удовлетворяют системам ОДУ:

ϕ′′

1(x) = λ1[ϕ1(x)]
α11+γ11−1[ϕ′

1(x)]
β11 [ϕ2(x)]

α12+γ12 [ϕ′

2(x)]
β12 , (1.18)

ϕ′′

2(x) = λ2[ϕ1(x)]
α21+γ21 [ϕ′

1(x)]
β21 [ϕ2(x)]

α22+γ22−1[ϕ′

2(x)]
β22 , (1.19)

ψ′′

1 (y) =
1

λ1
[ψ1(y)]

α11+β11−1[ψ′

1(y)]
γ11 [ψ2(y)]

α12+β12 [ψ′

2(y)]
γ12 , (1.20)

ψ′′

2 (y) =
1

λ2
[ψ1(y)]

α21+β21 [ψ′

1(y)]
γ21 [ψ2(y)]

α22+β22−1[ψ′

2(y)]
γ22 . (1.21)

⊳ Доказательство проводится с помощью мультипликативного разделения перемен-
ных [14] аналогично доказательству теоремы 1.1. ⊲

Следствие. 1. Если кроме условий теоремы 1.2, выполнены также условия

α11 + γ11 − 1 = 0, α12 + γ12 = 0, α21 + γ21 = 0, α22 + γ22 − 1 = 0, (1.22)

то функции ϕ1,2(x) определяются первой формулой (1.5), а функции ξ1,2(x) удовлетво-

ряют системе уравнений

ξ′1(x) = λ1[ξ1(x)]
β11 [ξ2(x)]

β12 , (1.23)

ξ′2(x) = λ2[ξ1(x)]
β21 [ξ2(x)]

β22 . (1.24)

2. Если кроме условий теоремы 1.2, выполнены также условия

α11 + β11 − 1 = 0, α12 + β12 = 0, α21 + β21 = 0, α22 + β22 − 1 = 0, (1.25)



124 Рахмелевич И. В.

то функции ψ1,2(y) определяются второй формулой (1.5), а функции η1,2(y) удовлетво-

ряют системе уравнений

η′1(y) =
1

λ1
[η1(y)]

γ11 [η2(y)]
γ12 , (1.26)

η′2(y) =
1

λ2
[η1(y)]

γ21 [η2(y)]
γ22 . (1.27)

⊳ Если выполнены условия (1.22), то выполнив в системе (1.18), (1.19) замену
ξ1,2(x) = ϕ′

1,2(x), получаем систему (1.23), (1.24). Аналогично, если выполнены усло-
вия (1.25), то выполнив в системе (1.20), (1.21) замену η1,2(x) = ψ′

1,2(x), получаем систе-
му (1.26), (1.27). ⊲

Система (1.23), (1.24) является частным случаем следующей системы:

ξ′1(x) = f1(ξ1)g1(ξ2)Φ(ξ1, ξ2, x), (1.28)

ξ′2(x) = f2(ξ1)g2(ξ2)Φ(ξ1, ξ2, x), (1.29)

где f1, f2, g1, g2, Φ — некоторые заданные функции. Первый интеграл системы (1.28),
(1.29) имеет вид [15, с. 1109]

∫

f2(ξ1)

f1(ξ1)
dξ1 −

∫

g1(ξ2)

g2(ξ2)
dξ2 = C0, (1.30)

где C0 — произвольная постоянная. Для системы (1.23), (1.24) f1(ξ1) = λ1ξ
β11

1 ,
f2(ξ1) = ξβ21

1 , g1(ξ2) = ξβ12

2 , g2(ξ2) = λ2ξ
β22

2 , Φ(ξ1, ξ2, x) ≡ 1, поэтому (1.30) сводится к виду

1

λ1

∫

ξβ21−β11

1 dξ1 −
1

λ2

∫

ξβ12−β22

2 dξ2 = C0. (1.31)

Из (1.31) можно выразить одну из неизвестных функций через другую, и, подставив
полученное выражение в (1.23), (1.24), свести эту систему к одному уравнению первого
порядка. Рассмотрим следующие частные случаи.

Случай 1. β21 − β11 6= −1, β12 − β22 6= −1.
Тогда (1.31) преобразуется к виду

ξβ21−β11+1
1

λ1(β21 − β11 + 1)
−

ξβ12−β22+1
2

λ2(β12 − β22 + 1)
= C0. (1.32)

Из (1.32) выразим ξ2 через ξ1:

ξ2 =
(

A1ξ
β21−β11+1
1 + C

)ν
, (1.33)

где

ν =
1

β12 − β22 + 1
, A1 =

λ2(β12 − β22 + 1)

λ1(β21 − β11 + 1)
, C = −λ2(β12 − β22 + 1)C0.

Подставив (1.33) в (1.23), нетрудно получить решение в неявном виде для функции ξ1(x):

x− x0 =
1

λ1

∫

dξ1

ξβ11

1 (A1ξ
β21−β11+1
1 + C)νβ12

, (1.34)

где x0 — произвольная постоянная.
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Случай 2. β21 − β11 = −1, β12 − β22 = −1.
Тогда, переопределив произвольную постоянную C0, из (1.31) получаем

1

λ1
ln ξ1 −

1

λ2
ln ξ2 = −

1

λ1
lnC0. (1.35)

Из (1.35) выражаем ξ2 через ξ1
ξ2 = Cξ

λ2/λ1

1 , (1.36)

где C = C
λ2/λ1

0 .
Подставляя (1.36) в (1.23) и решая полученное уравнение относительно ξ1(x), находим

ξ1(x) = (Ax+B)1/(1−θ), (1.37)

где θ = β11 + β12λ2/λ1 6= 1. В случае θ = 1 ξ1(x) определяется выражением

ξ1(x) = ξ0 exp(Dx). (1.38)

В формулах (1.37), (1.38) A, B, D, ξ0 — произвольные постоянные.
Следующая теорема определяет достаточные условия, при которых возможна ре-

дукция системы (1.1), (1.2) к двум переопределенным системам уравнений, каждая из
которых содержит только одну неизвестную функцию.

Теорема 1.3. 1. Пусть правые части системы (1.1), (1.2) можно представить в виде

F1 = f1(u, ux, uy, x, y)+g1(v, vx, vy, x, y), F2 = f2(u, ux, uy, x, y)+g2(v, vx, vy, x, y). (1.39)

Пусть также функция u(x, y) удовлетворяет переопределенной системе уравнений

uxxuyy − u2xy = f1(u, ux, uy, x, y) + C, (1.40)

f2(u, ux, uy, x, y) = D, (1.41)

а функция v(x, y) удовлетворяет переопределенной системе уравнений

vxxvyy − v2xy = g2(v, vx, vy, x, y) +D, (1.42)

g1(v, vx, vy, x, y) = C, (1.43)

где C, D — произвольные постоянные. Тогда пара функций (u.v) является решением

системы (1.1), (1.2).
2. Пусть правые части системы (1.1), (1.2) можно представить в виде

F1 = f1(u, ux, uy, x, y)g1(v, vx, vy, x, y), F2 = f2(u, ux, uy, x, y)g2(v, vx, vy, x, y). (1.44)

Пусть также функция u(x, y) удовлетворяет переопределенной системе уравнений

uxxuyy − u2xy = Cf1(u, ux, uy, x, y), (1.45)

f2(u, ux, uy, x, y) = D, (1.46)

а функция v(x, y) удовлетворяет переопределенной системе уравнений

vxxvyy − v2xy = Dg2(v, vx, vy, x, y), (1.47)

g1(v, vx, vy, x, y) = C, (1.48)
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где C, D — произвольные постоянные. Тогда пара функций (u.v) является решением

системы (1.1), (1.2).

⊳ 1. Поскольку функция u(x, y) удовлетворяет уравнению (1.40), а функция v(x, y)
удовлетворяет уравнению (1.43), то подставляя (1.43) в правую часть (1.40) и учитывая
первую формулу (1.39), получаем, что данная пара функций (u.v) удовлетворяет уравне-
нию (1.1). Аналогично, так как функция u(x, y) удовлетворяет уравнению (1.41), а функ-
ция v(x, y) удовлетворяет уравнению (1.42), то подставляя (1.41) в правую часть (1.42) и
учитывая вторую формулу (1.39), получаем, что данная пара функций (u.v) удовлетво-
ряет уравнению (1.2). Следовательно, пара функций (u.v), удовлетворяющая условиям
теоремы, является решением системы (1.1), (1.2).

2. В случае, когда правые части системы (1.1), (1.2) представлены в виде произве-
дения (1.44), проводя рассуждения, аналогичные п.1, также получаем, что пара функ-
ций (u.v), удовлетворяющих системам (1.45), (1.46) и (1.47), (1.48), является решением
системы (1.1), (1.2). ⊲

Пример. Пусть правые части системы (1.1), (1.2) имеют вид

F1 = b1vx + b2vy + b10x+ b20y, F2 = a1ux + a2uy + a10x+ a20y. (1.49)

Решение системы (1.1), (1.2) будем искать в виде

u = Φ(ξ) + p1x
2 + p2y

2 + r1x+ r2y, v = Ψ(η) + q1x
2 + q2y

2 + s1x+ s2y, (1.50)

ξ = c1x+ c2y, η = d1x+ d2y. (1.51)

В формулах (1.50), (1.51) p1, p2, r1, r2, q1, q2, s1, s2, c1, c2, d1, d2 — неизвестные коэффи-
циенты, Φ(ξ), Ψ(η) — неизвестные функции.

Подставив функции (1.50) в систему (1.1), (1.2) и учитывая (1.49), (1.51), получаем

2
(

p1c
2
2 + p2c

2
1

)

Φ′′(ξ) + 4p1p2

= (b1d1 + b2d2)Ψ
′(η) + (2q1b1 + b10)x+ (2q2b2 + b20) y + b1s1 + b2s2, (1.52)

2
(

q1d
2
2 + q2d

2
1

)

Ψ′′(η) + 4q1q2

= (a1c1 + a2c2)Φ
′(ξ) + (2p1a1 + a10)x+ (2p2a2 + a20) y + a1r1 + a2r2. (1.53)

Из (1.52), (1.53) следует, что функции u, v, определяемые выражениями (1.50), удовле-
творяют переопределенным системам (1.40), (1.41) и (1.42), (1.43) при произвольных
Φ(ξ),Ψ(η), если неизвестные коэффициенты удовлетворяют соотношениям

p1c
2
2 + p2c

2
1 = 0, a1c1 + a2c2 = 0, 2p1a1 + a10 = 0, 2p2a2 + a20 = 0, (1.54)

q1d
2
2 + q2d

2
1 = 0, b1d1 + b2d2 = 0, 2q1b1 + b10 = 0, 2q2b2 + b20 = 0, (1.55)

b1s1 + b2s2 = 4p1p2, a1r1 + a2r2 = 4q1q2. (1.56)

Из 3-го и 4-го уравнений (1.54) и из 3-го и 4-го уравнений (1.55) находим

p1 = −a10/(2a1), p2 = −a20/(2a2), q1 = −b10/(2b1), q2 = −b20/(2b2). (1.57)

Подставляя первые два выражения (1.57) в первые два уравнения (1.54), получаем

c2 = −(a1/a2)c1, a1a10 + a2a20 = 0. (1.58)
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Далее, подставляя 3-е и 4-е выражения (1.57) в первые два уравнения (1.55), получаем

d2 = −(b1/b2)d1, b1b10 + b2b20 = 0. (1.59)

Наконец, подставляя (1.57) в (1.56), выражаем коэффициенты r2, s2 через r1, s1:

r2 = −(a1/a2)r1 + (b10b20)/(b1b2a2), s2 = −(b1/b2)s1 + (a10a20)/(a1a2b2). (1.60)

Таким образом, на основании 1-й части теоремы 1.3 приходим к выводу, что функции
u, v, определяемые выражениями (1.50), удовлетворяют системе (1.1), (1.2) с правыми
частями вида (1.49), если коэффициенты a1, a10, a2, a20, b1, b10, b2, b20 удовлетворяют
2-му уравнению (1.58) и 2-му уравнению (1.59). При этом p1, p2, q1, q2 определяются
выражениями (1.57), функции Φ(ξ), Ψ(η) и коэффициенты r1, s1, c1, d1 являются про-
извольными, а коэффициенты r2, s2, c2, d2 выражаются через них по формулам (1.58),
(1.59), (1.60).

2. Решения с заданной зависимостью от одной из переменных

В данном параграфе будем искать решения, содержащие заданные функции от одной
из независимых переменных (для определенности будем предполагать заданной зависи-
мость от переменной y).

Теорема 2.1. Пусть правые части системы (1.1), (1.2) имеют вид

F1 = f10u+ f20v + f11ux + f21vx + f12uy + f22vy + a0 + a1y, (2.1)

F2 = g10u+ g20v + g11ux + g21vx + g12uy + g22vy + b0 + b1y, (2.2)

где fij = fij(x), gij = gij(x), ai = ai(x), bi = bi(x) — заданные функции. Тогда систе-

ма (1.1), (1.2) имеет множество решений в виде линейных функций по y:

u(x, y) = ϕ0(x) + ϕ1(x)y, v(x, y) = ψ0(x) + ψ1(x)y, (2.3)

причем функции ϕ0(x), ϕ1(x), ψ0(x), ψ1(x) удовлетворяют системе ОДУ:

f10ϕ0 + f20ψ0 + f11ϕ
′

0 + f21ψ
′

0 + f12ϕ1 + f22ψ1 + (ϕ′

1)
2 + a0 = 0, (2.4)

g10ϕ0 + g20ψ0 + g11ϕ
′

0 + g21ψ
′

0 + g12ϕ1 + g22ψ1 + (ψ′

1)
2 + b0 = 0, (2.5)

f10ϕ1 + f20ψ1 + f11ϕ
′

1 + f21ψ
′

1 + a1 = 0, (2.6)

g10ϕ1 + g20ψ1 + g11ϕ
′

1 + g21ψ
′

1 + b1 = 0. (2.7)

⊳ Подставляя функции (2.3) в систему (1.1), (1.2), получаем

−
(

ϕ′

1

)2
= f10ϕ0 + f20ψ0 + f11ϕ

′

0 + f21ψ
′

0 + f12ϕ1

+ f22ψ1 + a0 + y
(

f10ϕ1 + f20ψ1 + f11ϕ
′

1 + f21ψ
′

1 + a1
)

, (2.8)

−
(

ψ′

1

)2
= g10ϕ0 + g20ψ0 + g11ϕ

′

0 + g21ψ
′

0 + g12ϕ1

+ g22ψ1 + b0 + y
(

g10ϕ1 + g20ψ1 + g11ϕ
′

1 + g21ψ
′

1 + b1
)

. (2.9)

Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях y в левых и правых частях урав-
нений (2.8), (2.9). Отсюда находим, что функции ϕ0(x), ϕ1(x), ψ0(x), ψ1(x) должны удо-
влетворять системе уравнений (2.4)–(2.7). ⊲
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Замечание. Уравнения (2.6), (2.7) не содержат функций ϕ0(x), ψ0(x) и их производ-
ных. Поэтому их можно решать независимо относительно функций ϕ1(x), ψ1(x). Затем,
подставив полученное решение в уравнения (2.4), (2.5), найти функции ϕ0(x), ψ0(x).

Система (2.4)–(2.7) может быть записана в виде

G0Φ0 +G1Φ
′

0 +G2Φ1 +Ψ+A0 = 0, (2.10)

G0Φ1 +G1Φ
′

1 +A1 = 0, (2.11)

Здесь введены матрицы

Gi =

(

f1i f2i
g1i g2i

)

, (2.12)

где i = 0, 1, 2. Также в системе (2.10), (2.11) используются векторы

Φi =
(

ϕi, ψi

)T
, Ai = (ai, bi)

T , Ψ =
((

ϕ′

1

)2
,
(

ψ′

1

)2)T
, (2.13)

где i = 0, 1.
Рассмотрим некоторые частные случаи для системы (2.10), (2.11).
Случай 1. Rang(G0) = 2, G1 = 0.
Тогда (2.11) является алгебраической системой, решая которую, находим

Φ1 = −G
−1
0 A1. (2.14)

Далее, аналогично решая (2.10) относительно Φ0 и учитывая (2.12), (2.13), находим

Φ0 = −G
−1
0 (G2Φ1 +Ψ+A0) . (2.15)

где Φ1, Ψ определяются выражениями (2.14), (2.13) соответственно.

Случай 2. G0 = 0, G1 = 0, A1 = 0.
Тогда (2.11) удовлетворяется автоматически при любом Φ1, а (2.10) сводится к виду

G2Φ1 +Ψ+A0 = 0. (2.16)

Случай 3. Rang(G0) = 2, Rang(G1) = 2.
Тогда, решая (2.11), находим Φ1 и подставляем в систему (2.10), которую решаем

относительно Φ0 .

Пример 2.1. Пусть f10 = f11 = g20 = g21 = f12 = f22 = g12 = g22 = 0,
a0 = b0 = a1 = b1 = 0. Тогда система (2.4)–(2.7) принимает вид

f20ψ0 + f21ψ
′

0 + (ϕ′

1)
2 = 0, (2.17)

g10ϕ0 + g11ϕ
′

0 + (ψ′

1)
2 = 0, (2.18)

f20ψ1 + f21ψ
′

1 = 0, (2.19)

g10ϕ1 + g11ϕ
′

1 = 0. (2.20)

Решая уравнения (2.19), (2.20), находим

ϕ1(x) = C1 exp

(

−

∫

g10(x)

g11(x)
dx

)

, ψ1(x) = D1 exp

(

−

∫

f20(x)

f21(x)
dx

)

. (2.21)
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Подставляя (2.21) в уравнения (2.17), (2.18) и решая их методом вариации произвольных
постоянных, получаем

ϕ0(x) = exp

(

−

∫

g10(x)

g11(x)
dx

){
∫

dx
q1(x)

g11(x)
exp

(
∫

dx
g10(x)

g11(x)

)

+ C0

}

, (2.22)

ψ0(x) = exp

(

−

∫

f20(x)

f21(x)
dx

){
∫

dx
p1(x)

f21(x)
exp

(
∫

dx
f20(x)

f21(x)

)

+D0

}

, (2.23)

где p1(x), q1(x) определяются выражениями:

p1(x) = −

(

C1
g10(x)

g11(x)

)2

exp

(

−

∫

g10(x)

g11(x)
dx

)

,

q1(x) = −

(

D1
f20(x)

f21(x)

)2

exp

(

−

∫

f20(x)

f21(x)
dx

)

.

(2.24)

В формулах (2.21)–(2.24) C0, D0, C1, D1 — произвольные постоянные. Подставляя (2.21),
(2.22), (2.23) в (2.3), получаем решение системы (1.1), (1.2).

Теорема 2.2. Пусть правые части системы (1.1), (1.2) F1,2(u, v, ux, vx, uy, vy) пред-

ставляют собой полиномы второй степени от указанных аргументов. Тогда система (1.1),
(1.2) имеет множество решений вида

u(x, y) = ϕ0(x) + ϕ1(x) exp(λy), v(x, y) = ψ0(x) + ψ1(x) exp(λy), (2.25)

причем функции ϕ0(x), ϕ1(x), ψ0(x), ψ1(x) удовлетворяют системе ОДУ:

λ2
[

ϕ′′

1(x)ϕ1(x)− (ϕ′

1(x))
2
]

= P12, λ2
[

ψ′′

1 (x)ψ1(x)− (ψ′

1(x))
2
]

= P22, (2.26)

λ2ϕ′′

0(x)ϕ1(x) = P11, λ2ψ′′

0 (x)ψ1(x) = P21, (2.27)

P10 = 0, P20 = 0. (2.28)

Здесь Pij = Pij(ϕ0(x), ϕ1(x), ψ0(x), ψ1(x), ϕ
′

0(x), ϕ
′

1(x), ψ
′

0(x), ψ
′

1(x)) — коэффициенты раз-

ложения правых частей системы (1.1), (1.2) по степеням exp(λy):

F1 = P10 + P11 exp(λy) + P12 exp(2λy), F2 = P20 + P21 exp(λy) + P22 exp(2λy). (2.29)

⊳ Подставляя функции (2.25) в левые части уравнений (1.1), (1.2), получаем

uxxuyy − u2xy = λ2
[

ϕ′′

1(x)ϕ1(x)− (ϕ′

1(x))
2
]

exp(2λy) + λ2ϕ′′

0(x)ϕ1(x) exp(λy), (2.30)

vxxvyy − v2xy = λ2
[

ψ′′

1 (x)ψ1(x)− (ψ′

1(x))
2
]

exp(2λy) + λ2ψ′′

0 (x)ψ1(x) exp(λy). (2.31)

Так как по условию теоремы правые части уравнений (1.1), (1.2) представляют собой
полиномы 2-й степени от искомых функций и их первых производных, то для функций
u(x, y), v(x, y) вида (2.25) эти правые части могут быть представлены в виде (2.29).
Тогда из (2.29) и (2.30), (2.31) следует, что функции ϕ0(x), ϕ1(x), ψ0(x), ψ1(x) должны
удовлетворять системе (2.26)–(2.28). ⊲

Пример 2.2. Пусть

F1 = a1(x)(uy)
2 + b1(x)vy , F2 = a2(x)(vy)

2 + b2(x)uy. (2.32)
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Тогда, подставляя (2.25) в (2.32), получаем

F1 = λ2a1(x)(ϕ1(x))
2 exp(2λy) + λb1(x)ψ1(x) exp(λy), (2.33)

F2 = λ2a2(x)(ψ1(x))
2 exp(2λy) + λb2(x)ϕ1(x) exp(λy). (2.34)

C учетом (2.30), (2.31) и (2.33), (2.34) систему (2.26)–(2.28) приводим к виду

ϕ′′

1(x)ϕ1(x)− (ϕ′

1(x))
2 = a1(x)(ϕ1(x))

2, ψ′′

1 (x)ψ1(x)− (ψ′

1(x))
2 = a2(x)(ψ1(x))

2, (2.35)

ϕ′′

0(x)ϕ1(x) =
b1(x)

λ
ψ1(x), ψ′′

0 (x)ψ1(x) =
b2(x)

λ
ϕ1(x). (2.36)

Каждое из уравнений (2.35) содержит только одну из неизвестных функций; поэтому,
решая эти уравнения независимо, находим

ϕ1(x) = C2 exp

(

C1x+

∫

dx

∫

a1(x) dx

)

,

ψ1(x) = D2 exp

(

D1x+

∫

dx

∫

a2(x) dx

)

.

(2.37)

Подставляя выражения (2.37) в уравнения (2.36) и решая эти уравнения относитель-
но ϕ0(x), ψ0(x), получаем

ϕ0(x) =
D2

λC2

∫

dx

∫

b1(x)

× exp

(

(D1 − C1)x+

∫

dx

∫

(a2(x)− a1(x)) dx

)

dx+A1x+A2, (2.38)

ψ0(x) =
C2

λD2

∫

dx

∫

b2(x)

× exp

(

(C1 −D1)x+

∫

dx

∫

(a1(x)− a2(x))dx

)

dx+B1x+B2, (2.39)

Здесь A1,2, B1,2, C1,2, D1,2 — произвольные постоянные. Таким образом, выраже-
ния (2.37), (2.38), (2.39) вместе с (2.25) определяют множество решений системы (1.1),
(1.2) с правыми частями вида (2.32).

3. Решения типа бегущей волны и автомодельные решения

Теорема, приведенная ниже, определяет условия существования у системы (1.1), (1.2)
решений типа бегущей волны, которые имеют вид

u = U(z), v = V (z), z = c1x+ c2y, (3.1)

где c1, c2 — некоторые постоянные.

Теорема 3.1. Пусть функции u(x, y), v(x, y) вида (3.1) удовлетворяют системе урав-

нений

F1(u, v, ux, vx, uy, vy, x, y) = 0, (3.2)

F2(u, v, ux, vx, uy, vy, x, y) = 0. (3.3)
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Тогда эти функции удовлетворяют системе уравнений (1.1), (1.2).

⊳ Подставляя функции (3.1) в левые части уравнений (1.1), (1.2), получаем, что при
любых c1, c2 они удовлетворяют однородным уравнениям Монжа — Ампера с нулевой
правой частью. Тогда, если те же функции удовлетворяют уравнениям (3.2), (3.3), то
они удовлетворяют и системе уравнений (1.1), (1.2). ⊲

Рассмотрим теперь решения типа обобщенных бегущих волн:

u = U(z), v = V (z), z = ϕ(x) + cy, (3.4)

где ϕ(x), U(z), V (z) — некоторые пока неизвестные функции, которые подлежат опре-
делению в дальнейшем. Уравнения для указанных функций и условия существования
решений вида (3.4) в случае, когда правые части системы (1.1), (1.2) имеют вид произве-
дения степеней от искомых функций и их производных, определяются следующей далее
теоремой.

Теорема 3.2. Пусть правые части системы (1.1), (1.2) имеют вид

F1 = a1(x)u
α11vα12(ux)

β11(vx)
β12(uy)

γ11(vy)
γ12 , (3.5)

F2 = a2(x)u
α21vα22(ux)

β21(vx)
β22(uy)

γ21(vy)
γ22 , (3.6)

где a1(x), a2(x) — заданные функции. Тогда система (1.1), (1.2) имеет множество решений

вида (3.4), причем функции U(z), V (z) удовлетворяют системе ОДУ:

U ′′(z) = λ1
[

U(z)
]α11

[

V (z)
]α12

[

U ′(z)
]β11+γ11−1[

V ′(z)
]β12+γ12 , (3.7)

V ′′(z) = λ2
[

U(z)
]α21

[

V (z)
]α22

[

U ′(z)
]β21+γ21[V ′(z)

]β22+γ22−1
, (3.8)

а функция ϕ(x) должна удовлетворять переопределенной системе уравнений:

ϕ′′(x)
[

ϕ′(x)
]β11+β12

=
cγ11+γ12−2

λ1
a1(x),

ϕ′′(x)
[

ϕ′(x)
]β21+β22

=
cγ21+γ22−2

λ2
a2(x). (3.9)

Здесь λ1, λ2 — произвольные постоянные.

⊳ Решение системы уравнений (1.1), (1.2) ищем в виде (3.4). Подставляя выраже-
ния (3.4) в систему (1.1), (1.2), после некоторых элементарных преобразований получаем

U ′′(z) = cγ11+γ12−2a1(x)

[

ϕ′(x)
]β11+β12

ϕ′′(x)

×
[

U(z)
]α11

[

V (z)
]α12

[

U ′(z)
]β11+γ11−1[

V ′(z)
]β12+γ12 , (3.10)

V ′′(z) = cγ21+γ22−2a2(x)

[

ϕ′(x)
]β21+β22

ϕ′′(x)

×
[

U(z)
]α21

[

V (z)
]α22

[

U ′(z)
]β21+γ21[V ′(z)

]β22+γ22−1
. (3.11)

Для того чтобы система уравнений (3.10), (3.11) могла быть редуцирована к ОДУ отно-
сительно функций U(z), V (z), функция ϕ(x) должна удовлетворять условиям:

cγ11+γ12−2a1(x)
[ϕ′(x)]β11+β12

ϕ′′(x)
= λ1, (3.12)



132 Рахмелевич И. В.

cγ21+γ22−2a2(x)
[ϕ′(x)]β21+β22

ϕ′′(x)
= λ2. (3.13)

Подставляя в уравнения (3.10), (3.11) постоянные λ1, λ2 вместо выражений, содержа-
щихся в левых частях уравнений (3.12), (3.13), получаем систему (3.7), (3.8). Также
из (3.12), (3.13) непосредственно следует переопределенная система уравнений (3.9) для
функции ϕ(x). ⊲

Далее рассмотрим автомодельные решения системы (1.1), (1.2), которые имеют вид

u = xαU(z), v = xαV (z), z = yxβ, (3.14)

где α, β — некоторые вещественные постоянные.

Теорема 3.3. Пусть правые части системы уравнений (1.1), (1.2) могут быть пред-

ставлены в виде

F1,2 = x2(α+β−1)Φ1,2

(

yxβ,
u

xα
,
ux
xα−1

,
uy
xα+β

,
v

xα
,
vx
xα−1

,
vy
xα+β

)

. (3.15)

Тогда система уравнений (1.1), (1.2) имеет автомодельное решение вида (3.14), причем

функции U(z), V (z) удовлетворяют системе ОДУ:

α(α− 1)U(z)U ′′(z) − (α+ β)(U ′(z))2 +
(

α+ β + 1− 2β(α + β)
)

βzU ′(z)U ′′(z)

= Φ1

(

z, U(z), αU(z) + βzU ′(z), U ′(z), V (z), αV (z) + βzV ′(z), V ′(z)
)

,
(3.16)

α(α − 1)V (z)V ′′(z)−
(

α+ β)(V ′(z)
)2

+
(

α+ β + 1− 2β(α+ β)
)

βzV ′(z)V ′′(z)

= Φ2

(

z, U(z), αU(z) + βzU ′(z), U ′(z), V (z), αV (z) + βzV ′(z), V ′(z)
)

.
(3.17)

⊳ Решение системы уравнений (1.1), (1.2) ищем в виде (3.14). Нетрудно видеть, что
для функции u(x, y), имеющей вид (3.14), справедливы следующие соотношения:

u

xα
= U(z),

ux
xα−1

= αU(z) + βzU ′(z),
uy
xα+β

= U ′(z), (3.18)

и аналогичные соотношения для функции v(x, y), имеющей вид (3.14). Тогда, подстав-
ляя (3.18) в правые части системы (1.1), (1.2), представленные в виде (3.15), преобразуем
их к виду

F1,2 = x2(α+β−1)Φ1,2

(

z, U(z), αU(z)+βzU ′(z), U ′(z), V (z), αV (z)+βzV ′(z), V ′(z)
)

. (3.19)

Далее, подставляя функции (3.14) в левые части уравнений (1.1), (1.2), получаем

uxxuyy − u2xy = x2(α+β−1)
{

νU(z)U ′′(z) − µ(U ′(z))2 + κβzU ′(z)U ′′(z)
}

, (3.20)

vxxvyy − v2xy = x2(α+β−1)
{

νV (z)V ′′(z)− µ(V ′(z))2 + κβzV ′(z)V ′′(z)
}

, (3.21)

где введены обозначения:

ν = α(α− 1), µ = α+ β, κ = α+ β + 1− 2β(α+ β). (3.22)

Сравнивая между собой (3.19) и (3.20), (3.21) с учетом (3.22), получаем, что функции
U(z), V (z) должны удовлетворять системе (3.16), (3.17). ⊲
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Следствие. 1. Если правые части системы уравнений (1.1), (1.2) могут быть пред-

ставлены в виде

F1,2 = Φ1,2

(

yx, u, xux,
uy
x
, v, xvx,

vy
x

)

, (3.23)

то автомодельное решение имеет вид u = U(xy), v = V (xy), а функции U(z), V (z)
удовлетворяют системе уравнений

Φ1

(

z, U(z), zU ′(z), U ′(z), V (z), zV ′(z), V ′(z)
)

+ (U ′(z))2 = 0, (3.24)

Φ2

(

z, U(z), zU ′(z), U ′(z), V (z), zV ′(z), V ′(z)
)

+ (V ′(z))2 = 0. (3.25)

2. Если правые части системы уравнений (1.1), (1.2) могут быть представлены в виде

F1,2 = x−2Φ1,2

(y

x
,
u

x
, ux, uy,

v

x
, vx, vy

)

, (3.26)

то α = 1, β = −1, автомодельное решение имеет вид u = xU(y/x), v = xV (y/x), а

функции U(z), V (z) удовлетворяют системе уравнений

Φ1

(

z, U(z), U(z) − zU ′(z), U ′(z), V (z), V (z) − zV ′(z), V ′(z)
)

+ zU ′(z)U ′′(z) = 0, (3.27)

Φ2

(

z, U(z), U(z) − zU ′(z), U ′(z), V (z), V (z)− zV ′(z), V ′(z)
)

+ zV ′(z)V ′′(z) = 0. (3.28)

⊳ 1. Выражение (3.23) для правых частей системы (1.1), (1.2) является частным
случаем выражения (3.15) при α = 0, β = 1. Тогда из (3.14) следует, что решение имеет
вид u = U(xy), v = V (xy). Подставляя указанные значения α, β в (3.7), (3.8), получаем
систему (3.24), (3.25).

2. Аналогично, (3.26) является частным случаем выражения (3.15) при α = 1, β = −1.
Тогда из (3.14) следует, что решение имеет вид u = xU(y/x), v = xV (y/x). Подставляя
указанные значения α, β в (3.16), (3.17), получаем систему (3.27), (3.28). ⊲

Пример 3.1. Пусть правые части уравнений (1.1), (1.2) заданы в виде

F1 = −a1uy/(vx), F2 = −a2vy/(ux). (3.29)

Выражения (3.29) являются частным случаем (3.23), поэтому α = 0, β = 1, и реше-
ние ищем в виде u = U(xy), v = V (xy). На основании (3.24), (3.25) запишем систему
уравнений для функций U(z), V (z):

(U ′(z))2 = a1U
′(z)/V (z), (V ′(z))2 = a2V

′(z)/U(z). (3.30)

Исключив из рассмотрения тривиальное решение U(z) = const, V (z) = const, можно
сократить первое уравнение системы (3.30) на U ′(z), второе уравнение — на V ′(z), и
тогда переписать систему в виде

U ′(z) = a1/V (z), V ′(z) = a2/U(z). (3.31)

Решая систему (3.31) и подставляя в полученное решение z = xy, находим
а) при a2 6= −a1:

u(x, y) =

(

a1 + a2
c

xy + d

)a1/(a1+a2)

, v(x, y) = c

(

a1 + a2
c

xy + d

)a2/(a1+a2)

, (3.32)
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а) при a2 = −a1:

u(x, y) = d exp
(a1
c
xy

)

, v(x, y) =
c

d
exp

(

−
a1
c
xy

)

. (3.33)

В выражениях (3.32), (3.33) c, d — произвольные постоянные.
Следующая далее теорема определяет условия существования у системы (1.1), (1.2)

экспоненциально-автомодельных решений вида

u = exp(αx)U(z), v = exp(αx)V (z), z = y exp(βx), (3.34)

где α, β — некоторые вещественные постоянные.

Теорема 3.4. Пусть правые части системы уравнений (1.1), (1.2) могут быть пред-

ставлены в виде

F1,2 = e2(α+β)xΦ1,2

(

yeβx, ue−αx, uxe
−αx, uye

−(α+β)x, ve−αx, vxe
−αx, vye

−(α+β)x
)

. (3.35)

Тогда система уравнений (1.1), (1.2) имеет автомодельное решение вида (3.34), причем

функции U(z), V (z) удовлетворяют системе ОДУ:

α2U(z)U ′′(z)− (α+ β)2(U ′(z))2 − β2zU ′(z)U ′′(z)

= Φ1(z, U(z), αU(z) + βzU ′(z), U ′(z), V (z), αV (z) + βzV ′(z), V ′(z)),
(3.36)

α2V (z)V ′′(z)− (α+ β)2(V ′(z))2 − β2zV ′(z)V ′′(z)

= Φ2(z, U(z), αU(z) + βzU ′(z), U ′(z), V (z), αV (z) + βzV ′(z), V ′(z)).
(3.37)

⊳ Решение системы уравнений (1.1), (1.2) ищем в виде (3.34). Для функции u(x, y),
имеющей вид (3.34), справедливы следующие соотношения:

ue−αx = U(z), uxe
−αx = αU(z) + βzU ′(z), uye

−(α+β)x = U ′(z), (3.38)

и аналогичные соотношения для функции v(x, y), имеющей вид (3.34). Тогда, подстав-
ляя (3.38) в правые части системы (1.1), (1.2), представленные в виде (3.35), преобразуем
их к виду

F1,2 = e2(α+β)xΦ1,2(z, U(z), αU(z) + βzU ′(z), U ′(z), V (z), αV (z) + βzV ′(z), V ′(z)). (3.39)

Далее, подставляя функции (3.34) в левые части уравнений (1.1), (1.2), получаем

uxxuyy − u2xy = e2(α+β)x
{

α2U(z)U ′′(z)− (α+ β)2(U ′(z))2 − β2zU ′(z)U ′′(z)
}

, (3.40)

vxxvyy − v2xy = e2(α+β)x
{

α2V (z)V ′′(z) − (α+ β)2(V ′(z))2 − β2zV ′(z)V ′′(z)
}

. (3.41)

Сравнивая между собой (3.39) и (3.40), (3.41), получаем, что функции U(z), V (z) должны
удовлетворять системе (3.36), (3.37). ⊲
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Abstract. We study the system of two two-dimensional nonhomogeneous Monge–Ampere equations.
Such systems are applied in the problems of hydrodynamics of incompressible two-fluid media. We receive the
simplest reductions of this system to the systems of ordinary differential equations (ODE) using the method
of additive separation of variables in the case when the right-hand sides of the system are represented as
products of multipliers depending on the derivatives of the desired functions for each variable. Also we receive
the reduction of the considered system to the systems of ODE by the method of multiplicative separation of
variables in the case when the right-hand sides of the system contain power-law nonlinearities with respect to
the desired functions and their derivatives. We also constructed reductions and some exact solutions in cases
where the solution has a given dependence on one of the variables. In particular, solutions linear in one of the
variables are considered in the case when the right parts of the system linearly depend on the desired functions
and their derivatives. Solutions exponentially dependent on one of the variables are also considered in the
case when the right-hand sides of the system have the form of quadratic polynomials of the desired functions
and their derivatives. It is shown that the system has solutions of the classical traveling wave type if the right-
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hand sides of the system are identically equal to 0 on these solutions. Solutions of the type of generalized
traveling waves and the conditions of their existence are obtained in the case when the right parts of the
system contain products of power-law nonlinearities with respect to the desired functions and their derivatives.
Conditions for the existence of power-law and exponential self-similar solutions are also obtained. Examples
of exact solutions of these types for the system under consideration are given.

Keywords: system of partial differential equations, Monge–Ampere equation, separation of variables,
self-similar solution.
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