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Аннотация. Настоящая работа относится к теории интегральной геометрии в евклидовом простран-
стве. Объектом поиска является информация о подынтегральной функции по некоторому заданно-
му набору интегралов. Подобные постановки востребованы в теории дифференциальных уравнений.
Такие исследования содержатся, например, в работах Д. Радона, Р. Куранта, Ф. Йона, И. М. Гель-
фанда. Более позднее использование интегральной геометрии связано с исследованием обратных
задач для дифференциальных уравнений. В частности, некоторые постановки обратных задач сов-
падали с проблемами интегральной геометрии. Это обстоятельство широко использовалось в трудах
математической школы М. М. Лаврентьева и В. Г. Романова. Из смежных областей исследований
отметим прежде всего зондирование сред физическими сигналами. Вероятно, в настоящее время
наиболее известным направлением является рентгеновская томография для потребностей медици-
ны и техники. Более конкретно, имеется в виду теория классического и обобщенного преобразований
Радона. В этой области получены многочисленные результаты для обращения преобразований Радо-
на. Причем часть теорем единственности доказаны для довольно слабых ограничений. Но формулы
обращения доказаны только для гладких функций, что несколько снижает их прикладную ценность.
Это побудило авторов настоящей работы исследовать именно случаи разрывных подынтегральных
функций. Существенным элементом предлагаемого авторского исследования является введение по-
нятия псевдовыпуклых множеств, на которых определены неизвестные разрывные функции. Такие
множества оказались, с одной стороны, не обременительными для теории зондирования, а, с дру-
гой стороны, удобными для исследований. Пока удалось исследовать только случай нечетномерного
евклидова пространства.
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1. Обозначения и определения

Рассматривается нечетномерное евклидово пространство En, n = 2m+ 1, m = 1, . . . ,
с заданной в нем декартовой системой координат, использующей орты координат-
ных осей Θ1, . . . ,Θn. Для этой системы координат будем использовать обозначения:
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B(x, δ) = {y : y = (y1, . . . , yn) ∈ En, |y − x| < δ}, x ∈ En; ∆x — оператор Лапласа по пе-
ременной x; x = (x1, . . . , xn); const — положительное число; Ω — единичная сфера в En;
s — элемент сферы Ω; ∂T — граница множества T ; µk(T ) — мера Лебега множества T
в пространстве Ek; µΩ(Q) — мера Лебега множества Q, Q ⊂ Ω, по мере, определенной
на Ω; Λ(s, p) = {y : y ∈ En, y · s = p} — гиперплоскость в En, p ∈ R1.

Пусть в En задана область G, содержащая непересекающиеся подобласти Gi,
i = 1, . . . , N , причем для их объединения G0 верно равенство G0 = G. Предполагает-
ся, что каждая граница ∂Gi является (n− 1)-мерной непрерывной поверхностью. Ясно,
что ∂G0 = ∂G1 ∪ . . .∪ ∂GN . Для удобства оформления используем открытые множества
GN+1 = En \G, G+ = G0 ∪GN+1.

Назовем G0 псевдовыпуклым множеством, если существует множество Ω∗, Ω∗ ⊂ Ω,
со следующими свойствами.

1. Меры множеств Ω и Ω∗ совпадают, т. е. µΩ(Ω \ Ω∗) = 0.
2. Для всех s ∈ Ω∗ и для всех p пересечение Λ(s, p) ∩ G+ является множеством,

открытым в Λ(s, p) в смысле наследственной топологии, граница которого имеет нулевую
меру по мере пространства En−1, т. е. µn−1∂(Λ(s, p) ∩G+) = 0.

В качестве иллюстрации данного определения приведем следующий пример.

Пример. Пусть n = 3, δ > 0, G = E3, G1 = B(0, δ), G2 = {y : y ∈ E3, 2δ < yi < 3δ,
i = 1, 2, 3}, G3 = G\G1 ∪G2. Тогда из сферы Ω достаточно убрать вектора, коллинеарные
координатным осям, чтобы получить Ω∗ и псевдовыпуклое множество G0 = G1∪G2∪G3.

Вообще, затруднительно привести пример невыполнения условий для псевдовыпук-
лых множеств, оставаясь в рамках теории зондирования.

Определим класс V разрывных функций v(y), y ∈ En, удовлетворяющих условиям:

|v(y)− v(ỹ)| 6 const |y − ỹ|α, y, ỹ ∈ Gi, i = 1, . . . , N, 0 < α 6 1;

|v(y)| 6 const
(

1 + |y|n+β
)

−1
, β > 0; v(y) = 0, y /∈ G.

Отметим, что условие убывания функции v(y) на бесконечности гарантирует суще-
ствование интеграла от этой функции по области G и по гиперплоскости Λ(s, p).

Рассмотрим следующий поверхностный интеграл первого рода по гиперплоскости
Λ(s, p):

[Rv](s, p) =

∫

y·s=p

v(y) dyσ, s ∈ Ω, −∞ < p < ∞. (1)

Ясно, что если v ∈ V , G0 — псевдовыпуклое множество, то интеграл в правой части
равенства (1) существует. Именно он и называется преобразованием Радона функции v.

Не ставя себе задачу дать обзор теории преобразований Радона, укажем только на
некоторые публикации, которые либо используются в этой работе, либо дают некото-
рое представление о состоянии исследований в этой теме. В первую очередь отметим
монографии [1–4], где теоретические результаты в области интегральной геометрии при-
менены для решения дифференциальных уравнений или для проблем зондирования,
особенно в томографии. Кроме того, можно упомянуть работы [5–10], содержащие раз-
личные аспекты исследований, включая численные эксперименты.

2. Основные результаты

Для проблемы единственности обращения классического и обобщенного преобразова-
ний Радона доказаны теоремы, использующие довольно общие ограничения [2]. Однако
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конструктивные формулы имеются только для гладких подынтегральных функций, что
несколько ограничивает их применение в теории зондирования, где разрывные функ-
ции более естественны. Возможно, наименьшие ограничения для формулы обращения
используются в [1], где рассматривается ограниченная область G и функции v(y) клас-
са C1. Ввиду сказанного, настоящую работу можно считать обобщением ранее получен-
ных результатов других авторов.

Теорема. Предположим, что v ∈ V , G0 — псевдовыпуклое множество. Тогда верно

равенство

(∆x)
m

∫

Ω

[Rv](s, x · s) ds = (−1)m 2(2π)2m v(x), x /∈ ∂G0. (2)

⊳ Сначала докажем одно интересное свойство преобразования Радона. Именно, до-
кажем, что несмотря на возможность разрыва подынтегральной функции, функция
[Rv](s, p) непрерывна по p при почти всех s ∈ Ω. Подчеркнем, что здесь будет суще-
ственно использоваться условие псевдовыпуклости.

Возьмем произвольный элемент s ∈ Ω∗. Нам удобно записать преобразование Радона
в декартовой системе координат с ортами координатных осей a1, . . . , an, an = s. В этом
случае функция [Rv](s, p) представляется в следующем виде:

[Rv](s, p) =

∫

En−1

v(η1, . . . , ηn−1, p) dη1, . . . , dηn−1.

Для произвольного значения p рассмотрим сечение Λ(s, p) ∩ G+. Для любой точки
η = (η1, . . . , ηn−1, p) из этого сечения существует шар B(η, δ) ⊂ G+, в котором функ-
ция v непрерывна. Пусть {pk} — произвольная числовая последовательность, сходя-
щаяся к p. Начиная с некоторого номера, все точки (η1, . . . , ηn−1, pk) ∈ B(η, δ). По-
этому v(η1, . . . , ηn−1, pk) → v(η1, . . . , ηn−1, p). Поскольку G0 — псевдовыпуклое множе-
ство, то в силу выбора точки (η1, . . . , ηn−1, p), такая сходимость имеется для почти всех
(η1, . . . , ηn−1), соответствующих сечению Λ(s, p) ∩G+. Отсюда, по теореме Лебега о пре-
дельном переходе под знаком интеграла, получаем

lim
k→∞

∫

En−1

v(η1, . . . , ηn−1, pk) dη1, . . . , dηn−1 =

∫

En−1

v(η1, . . . , ηn−1, p) dη1, . . . , dηn−1,

что и означает непрерывность функции [Rv](s, p) по p.
Далее мы следуем схеме рассуждений, использованной, в частности, в [1] для гладких

функций и ограниченных областей.
Рассмотрим выражение

U(x) =

∫

G

∫

Ω

v(y) |(y − x) · s| ds dy, s ∈ Ω′, (3)

и, используя теорему Фубини после замены порядка интегрирования, выразим его через
преобразование Радона:

U(x) =

∫

Ω

∫

G

v(y) |(y − x) · s| dy ds =

∫

Ω

∞
∫

−∞

|p| [Rv] (s, p + x · s) dp ds.
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Обратим внимание на внутренний интеграл по переменной p. Как уже доказано,
подынтегральная функция непрерывна по p. Этого свойства оказывается достаточно
для доказательства следующего равенства:

∆x

∞
∫

−∞

|p| [Rv] (s, p + x · s) dpds = 2 [Rv](s, x · s).

Следовательно,

∆xU(x) = 2

∫

Ω

[Rv](s, x · s) ds. (4)

Для выражения ∆xU(x) можно получить и другое представление. Для этого нам
понадобятся известные свойства:

∫

Ω

|ξ · s)| ds =
2(πm)

m!
|ξ|, ξ ∈ En, ∆x|y − x| = 2m|y − x|−1.

Тогда нетрудно убедиться в том, что

U(x) =
2(πm)

m!

∫

G

v(y)|y − x| dy, ∆xU(x) =
4m(πm)

m!

∫

G

v(y) |y − x|−1 dy. (5)

Сравнивая выражения для ∆xU(x) в (4) и в (5), получаем равенство
∫

Ω

[Rv](s, x · s) ds = γ1

∫

G

v(y)

|y − x|
dy, γ1 =

2mπm

m!
,

которое можно записать также в виде
∫

Ω

[Rv](s, x · s) ds =
γ1
2m

∫

G

∆xv(y)|y − x| dy. (6)

Теперь используем следующие тождества, приведенные, например, в [1]:

(∆x)
m |y − x| = γ2 |y − x|2−n, γ2 =

(−1)m2nΓ(1, 5)Γ(m + 1)Γ
(

n
2

)

π(2− n)
, (7)

∆x

∫

G

v(y)

|y − x|n−2
dy = γ3v(x), γ3 =

2π
n

2 (2− n)

Γ
(

n
2

) . (8)

Применяя к обеим частям равенства (6) оператор (∆x)
m и используя тожде-

ства (7), (8), получаем

(∆x)
m

∫

Ω

[Rv](s, x · s) ds =
γ1
2m

(∆x)
m

∫

G

(∆x)
v(y)

|y − x|
dy

=
γ1
2m

∆x

∫

G

γ2
v(y)

|y − x|n−2
dy =

γ1γ2γ3
2m

v(x).

Нетрудно проверить, что (γ1γ2γ3)/2m = (−1)m2(2π)2m, откуда следует справедли-
вость равенства (2). Теорема доказана. ⊲
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3. Заключение

В заключение отметим, что формула (2) отличается от формулы обращения в [1] толь-
ко тем, что она справедлива не для всех, а для почти всех точек в En, и это несколько
снижает ее ценность. Однако в [1] требуется принадлежность функции v(y) простран-
ству C1(En) с носителем в ограниченной области G, а в нашей работе допускаются
и неограниченные области, и разрывные подынтегральные функции. Такой результат
стал возможен за счет введения нового определения псевдовыпуклого множества. Мож-
но надеяться, что формула (2) послужит основанием для новых алгоритмов в теории
зондирования, где разрывные характеристики являются естественными.
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Abstract. This work relates to the theory of integral geometry in Euclidean space. The object to be
searched is an information about the integrand for some given set of integrals. Similar settings are in demand
in the theory of differential equations. Such investigations have been presented, for example, in the works
of D. Radon, R. Courant, F. Jon, I. M. Gelfand. Later the use of integral geometry was associated with
the study of inverse problems for differential equations. In particular, some formulations of inverse problems
coincided with the problems of integral geometry. This circumstance has been widely used in works of the
mathematical school of M. M. Lavrentiev and V. G. Romanov. From related areas of research, we note first of all
probing environment with physical signals. Probably currently the most well-known area is X-ray tomography
for needs of medicine and technology. More specifically, we mean theory of classical and generalized Radon
transformations. In this area numerous results are received for Radon transformations. Moreover, some of
the uniqueness theorems have been proven for fairly weak constraints. But the inversion formulas have been
proven only for smooth functions. This circumstance somewhat reduces their applied value. This prompted
the authors of this work to study specifically the cases of discontinuous integrands. An essential element of the
proposed research is to introduce the concept of pseudoconvex sets on which unknown discontinuous functions
are defined. Such sets turned out to be, on the one hand, not burdensome for the theory of probing, and on
the other hand, convenient for research. So far it has been possible to study only the case of odd-dimensional
Euclidean space.

Keywords: Radon transform, pseudoconvex sets, integral geometry, probing, tomography, discontinuous
functions, inversion formula.
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