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70-летию В. А. Койбаева посвящается

Аннотация. Граф Грюнберга — Кегеля Γ(G) (или граф простых чисел) конечной группы G —
это граф, в котором вершинами служат все простые делители порядка группы G, и две различные
вершины p и q смежны тогда и только тогда, когда G содержит элемент порядка pq. Одним из попу-
лярных направлений исследований в теории конечных групп является изучение групп c заданными
свойствами их графов Грюнберга — Кегеля. В 2012–2013 гг. первый автор описал конечные группы
с графом Грюнберга — Кегеля как для группы Aut(J2), так и для группы A10. Графы Грюнберга —
Кегеля этих групп изоморфны (как абстрактные графы) графу «балалайка». Граф «балалайка» —
это граф на четырех вершинах, степени которых равны 1, 2, 2 и 3. Обобщая упомянутые результаты
А. С. Кондратьева, мы рассматриваем проблему описания конечных групп, графы Грюнберга —
Кегеля которых изоморфны графу «балалайка». В 2018 г. А. С. Кондратьев и Н. А. Минигулов до-
казали, что если G — конечная неразрешимая группа и граф Γ(G) изоморфен графу «балалайка»,
то фактор-группа G/S(G) группы G по ее разрешимому радикалу S(G) почти проста. Кроме того,
были класcифицированы все конечные почти простые группы, графы Грюнберга — Кегеля которых
изоморфны подграфам графа «балалайка». В двух работах 2022 г. А. С. Кондратьев и Н. А. Ми-
нигулов описали все конечные разрешимые группы с графом Грюнберга — Кегеля, изоморфным
графу «балалайка». Кроме того, были классифицированы конечные неразрешимые группы G, гра-
фы Грюнберга — Кегеля которых изоморфны графу «балалайка», в следующих двух случаях: (1)
группа G не содержит элементов порядка 6; (2) группа G содержит элемент порядка 6 и вершина
степени 1 графа Γ(G) делит |S(G)|. В этой работе продолжается исследование проблемы и изучается
ее важный новый случай, когда в конечной неразрешимой группе G с графом Грюнберга — Кегеля,
изоморфным графу «балалайка», вершина степени 1 графа Γ(G) не превосходит 3.
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1. Введение

Пусть G — конечная группа. Через π(G) обозначается множество всех различных
простых делителей порядка группы G, а через ω(G) — множество порядков элементов
из G. Графом Грюнберга — Кегеля (или графом простых чисел) Γ(G) конечной группы G
называется граф, в котором множеством вершин является множество всех простых де-
лителей порядка группы G и две различные вершины p и q смежны тогда и только тогда,
когда в группе G существует элемент порядка pq. «Балалайка» — граф на 4 вершинах,
степени которых равны 1, 2, 2 и 3.

Первый автор описал конечные группы с графом Грюнберга — Кегеля как у группы
Aut(J2) (см. [1]) и как у группы A10 (см. [2]). Графы Грюнбергa — Кегеля этих групп
изоморфны (как абстрактные графы) графу «балалайка».

В [3] была поставлена более общая проблема: описать конечные группы, графы Грюн-
берга — Кегеля которых изоморфны графу «балалайка».

В [3] А. С. Кондратьев и Н. А. Минигулов доказали, что если G — конечная нераз-
решимая группа и граф Γ(G) изоморфен графу «балалайка», то фактор-группа G/S(G)
группы G по ее разрешимому радикалу S(G) почти проста, и класифицировали все ко-
нечные почти простые группы G, графы Γ(G) которых изоморфны подграфам графа
«балалайка». В [4] А. С. Кондратьев и Н. А. Минигулов описали все конечные разреши-
мые группы, графы Грюнберга — Кегеля которых изоморфны графу «балалайка». Так-
же в [5] они классифицировали конечные неразрешимые группы G, графы Γ(G) которых
изоморфны графу «балалайка» в следующих двух случаях: (1) группа G не содержит
элементов порядка 6; (2) группа G содержит элемент порядка 6 и вершина q графа Γ(G)
делит |S(G)|.

В данной работе мы продолжаем исследование проблемы. Пусть G — конечная нераз-
решимая группа, граф Γ(G) изоморфен графу «балалайка», т. е. граф Γ(G) имеет вид

❝✚
✚

❝

❩
❩ ❝ ❝

r

s p q ,

где r, s, p и q — некоторые попарно различные простые числа. Положим S = S(G)
и G = G/S. Ввиду [3] группа G почти проста известного вида. Положим L = Soc(G).
Предположим далее также, что S(G) 6= 1, G содержит элемент порядка 6 и q не делит |S|.
Поскольку группа G неразрешима, имеем 2 ∈ π(G)) и |π(G)| ∈ {3, 4}. Если 3 /∈ π(G)),
то ввиду [6–8] имеем G ∈ {Sz(8), Sz(32),Aut(Sz(32))} и, следовательно, π(G) = π(G);
противоречие с тем, что 3 ∈ π(G). Поэтому 3 ∈ π(G)).

Мы доказываем следующую теорему.

Теорема. Пусть G — конечная неразрешимая группа, G := G/S(G), граф Γ(G) как

абстрактный граф изоморфен графу «балалайка» с q 6 3. Если G содержит элемент

порядка 6 и q не делит |S(G)|, то p = 2, q = 3, G ∼= A5 или S5, {r, s} = {t, 5} для

некоторого простого числа t > 5 и t ∈ π(S(G)) ⊆ {2, 5, t}.
Замечание. Утверждение теоремы реализуется. Пусть G = Z × ((V1 × V2) ⋊ L),

где Z ∼= Z2, L ∼= SL2(5), V1 — любой точный 2-мерный GF (t)(
√
5 )L-модуль для лю-

бого простого числа t > 5 (V1L — группа Фробениуса с ядром V1 и дополнением L) и
V2 — естественный 2-мерный GF (5)L-модуль. Тогда граф Γ(G) изоморфен «балалайке»,
и имеет вид
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Можно доказать, что случай G ∼= S5 утверждения теоремы также реализуется.

2. Обозначения и вспомогательные результаты

Наши обозначения и терминология в основном стандартны, их можно найти в [9–15].
Если группа G действует на группе H, то будем говорить, что неединичный элемент

g ∈ G действует на H свободно (или без неподвижных точек), если CH(g) = 1.
Рассмотрим некоторые результаты, которые используются в доказательстве наших

результатов.
Следующее утверждение хорошо известно и легко доказывается.

Лемма 1. Пусть G— конечная квазипростая группа, F — поле характеристики p > 0,
V — абсолютно неприводимый FG-модуль и β — характер Брауэра модуля V . Если g —

элемент простого порядка, отличного от p, из G, то

dimCV (g) =
(
β |〈g〉, 1 |〈g〉

)
=

1

|g|
∑

x∈〈g〉

β(x).

Лемма 2 [14, теорема VII.1.16]. Пусть G — конечная группа, F = GF (pm) — по-

ле определения характеристики p > 0 для абсолютно неприводимого FG-модуля V ,

〈σ〉 = Aut(F ), V0 обозначает модуль V , рассматриваемый как GF (p)G-модуль, и

W = V0 ⊗GF (p) F . Тогда

(1)W =
⊕m

i=1 V
σi

, где V σi

— модуль, алгебраически сопряженный с V посредством σi;
(2) V0 является неприводимым GF (p)G-модулем и, в частности, W реализуется как

неприводимый GF (p)G-модуль V0;
(3) с точностью до изоморфизма модулей неприводимые GF (p)G-модули находятся

во взаимно однозначном соответствии с классами алгебраической сопряженности непри-

водимых GF (p)G-модулей.

Лемма 3 [12, теорема 5.3.11]. Пусть p — простое число и P — конечная p-группа. То-

гда P обладает характеристической подгруппой C, называемой критической подгруппой

в P , со следующими свойствами:

(a) группа C/Z(C) элементарная абелева;

(b) [P,C] 6 Z(C);
(c) CP (C) = Z(C);

(d) каждый нетривиальный p′-автоморфизм группы P индуцирует на C нетривиаль-

ный автоморфизм.

Лемма 4 [5, лемма 11]. Пусть p, q и r — попарно различные простые числа и G —

конечная группа вида G = P ⋊ (T ⋊ 〈x〉), где P — нетривиальная p-группа, T — q-группа,

|x| = r и CG(P ) = Z(P ). Пусть C — критическая подгруппа в T и [T, 〈x〉] 6= 1. Тогда

либо CP (x) 6= 1, либо Z(T ) 6 Z(C) 6 CT (x), q = 2, r = 1 + 2n — простое число Ферма и

[C, 〈x〉] — экстраспециальная группа порядка 22n+1.

Лемма 5 [16, лемма 1]. Пусть G — конечная группа, N — нормальная подгруппа в G,

G/N — группа Фробениуса с ядром F и циклическим дополнением C. Если (|F |, |N |) = 1
и F не содержится в NCG(N)/N , то s|C| ∈ ω(G) для некоторого s ∈ π(N).
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Лемма 6 [17, предложение 3.2]. Пусть G — конечная группа, H �G, G/H ∼= L2(q),
где q нечетно, q > 5, и CH(t) = 1 для некоторого элемента t порядка 3 из G. Тогда H = 1.

Лемма 7 [17, предложение 4.2; 18, теорема 8.2]. Пусть G — конечная группа,

1 6= H �G и G/H ∼= L2(2
n), где n > 2. Предположим, что CH(t) = 1 для некоторого

элемента t порядка 3 из G. Тогда H = O2(G) и H является прямым произведением ми-

нимальных нормальных подгрупп порядка 22n в G, каждая из которых как G/H-модуль

изоморфна естественному GF (2n)SL2(2
n)-модулю.

Пусть p — простое число, q = pl, P — алгебраическое замыкание поля GF (q),
n > 2, L = SLn(q) — специальная линейная группа степени n > 2 над полем GF (q)
и L = SLn(P ). Пусть ω1, . . . , ωn−1 — фундаментальные веса группы L. Каждый непри-
водимый PL-модуль имеет старший вес ω = a1ω1+ . . .+an−1ωn−1 для некоторых неотри-
цательных целых чисел a1, . . . , an−1. Этот старший вес называется q-ограниченным, если
ai < q для i = 1, . . . , n−1. Ввиду известной теоремы Стейнберга [9, § 13, теорема 43] огра-
ничение на L неприводимого PL-модуля с q-ограниченным старшим весом неприводимо,
и совокупность таких ограничений образует полный набор неприводимых PL-модулей.
Далее M(ω) обозначает ограничение на L неприводимого PL-модуля со старшим весом ω
из этой совокупности.

Лемма 8. Пусть n = 2, h — полупростой элемент нечетного порядка k из L и M(ω) —

неприводимый PL-модуль со старшим весом ω = aω1, где 1 6 a < q. Предположим, что

a =
∑l−1

j=0 ajp
j — p-адическое разложение числа a. Тогда

(1) если p нечетно, то Z(L) лежит в ядре представления группы L, соответствующего

модулю M(ω), тогда и только тогда, когда число a четно;

(2) элемент h имеет ненулевую неподвижную точку в M(ω) тогда и только тогда,

когда существует такое неотрицательное целое число b, что bk 6 a, a − bk четно и

(a− bk)/2 =
∑l−1

j=0 bjp
j , где 0 6 bj 6 aj для всех j = 0, . . . , l − 1.

⊳ Утверждение (1) хорошо известно (см., например, [19, лемма 7]).
Утверждение (2) следует из [20, теорема 3]. ⊲
Нам понадобится также следующий фрагмент таблицы комплексных неприводимых

характеров группы SL2(t), где t нечетно, z — единственная инволюция из SL2(t), a и b —
элементы порядков t− 1 и t+ 1 из SL2(t) соответственно и ǫ = (−1)(t−1)/2 (см. [21, § 38]
или [22, табл. 4]).

Таблица 1

Фрагмент таблицы характеров группы SL2(t) при нечетном t

1 z am bn

(1 6 m 6 (t− 3)/2) (1 6 n 6 (t− 1)/2)

1 1 1 1 1

ψ t t 1 −1

χk t+ 1 (−1)k(t+ 1) 2 cos 2kmπ
t−1

0

(1 6 k 6 (t− 3)/2)

θl t− 1 (−1)l(t− 1) 0 −2 cos 2lmπ
t+1

(1 6 l 6 (t− 1)/2)

ξ1 (t+ 1)/2 ε(t+ 1)/2 (−1)m 0

ξ2 (t+ 1)/2 ε(t+ 1)/2 (−1)m 0

η1 (t− 1)/2 −ε(t− 1)/2 0 (−1)n+1

η2 (t− 1)/2 −ε(t− 1)/2 0 (−1)n+1
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3. Доказательство теоремы

Пусть G — группа, удовлетворяющая условиям теоремы, и S = S(G).
Предположим, что q = 2. Тогда p = 3 и S = O(G). Поскольку в G есть четверная

подгруппа, ввиду [12, теорема 5.3.16] имеем S = O3(G) и, следовательно, |π(G)| = 4. Но
числа r и s больше 3, поэтому они делят |G|, смежны в графе Γ(G) и не смежны с 2 в
этом графе. Если граф Γ(G) несвязен, то это противоречит [7, 8]. Если граф Γ(G) связен,
то это противоречит [23].

Итак, q = 3, следовательно, p = 2 и r, s > 3. Если r и s не делят |S|, то S = O2(G), сле-
довательно, π(G) = π(G) и вершины r и s смежны в графе Γ(G), что противоречит [7]
или [23]. Поэтому без ограничения общности можно считать, что r делит |S|. Пусть
Q ∈ Syl3(G). Разрешимая группа SQ содержит {r, s, 3}-холлову подгруппу U . Так как
граф Γ(U) несвязен, а W := U ∩ S является нормальным 3-дополнением в U , на котором
неединичные элементы из Q действуют без неподвижных точек, по теореме Грюнбер-
га — Кегеля [24, теорема A] подгруппа U является группой Фробениуса с ядром W и
дополнением Q. По свойствам группы Фробениуса (см., например, [12, теорема 10.3.1])
W = F (U) = Or(W ) × Os(W ) и Q — циклическая 3-группа. Отсюда ввиду [3, 6–8, 23]
следует, что цоколь L группы G изоморфен одной из групп L3(5), L3(17), U3(7) или L2(t),
где либо t ∈ {8, 25, 49}, либо t > 5 — простое число такое, что |π(t2−1)| 6 3. Поскольку W
является {r, s}-холловой подгруппой в S, а все такие подгруппы в разрешимой группе S
сопряжены, имеем G = SNG(W ) и, следовательно, G = SNG(W )/S ∼= NG(W )/NS(W ).

Пусть N = NG(W ). Тогда S(N) = NS(W ) =W ⋊ P , где P ∈ Syl2(S(N)). Ясно, что

Or′(S(N)) = Os(W )CP (Or(W )) и Or′,r(S(N)) = Or′(S(N))Or(W ).

Ввиду [12, теорема 6.3.2] имеем CS(N)(Or(W ))6Or′,r(S(N)). Положим Ñ=N/Or′(S(N)).
Тогда

S
(
Ñ
)
= ˜Or(W )P = Or(Ñ)⋊ P̃ и CÑ

(
Or

(
Ñ
))

6 Or

(
Ñ
)
.

Если L ∼= L2(5), то утверждение теоремы выполняется. Поэтому в дальнейшем будем
считать, что L ≇ L2(5).

Предположим, что L ∼= L2(7). Тогда можно считать, что r не делит |L2(7)|. Поскольку
ввиду [11] группа L2(7) содержит группу Фробениуса F порядка 21, группа Ñ содержит
подгруппу вида Or(Ñ )⋊F . Но тогда ввиду леммы 5 группа Ñ содержит элемент поряд-
ка 3r. Получили противоречие. Поэтому L ≇ L2(7).

Пусть x — элемент порядка 3 из Q̃. Можно считать, что x нормализует подгруппу P̃ .
Рассмотрим подгруппу Or(Ñ)⋊ (P̃ ⋊ 〈x〉).

Покажем сначала, что [P̃ , 〈x〉] = 1. Предположим противное, т. е. [P̃ , 〈x〉] 6= 1.
Пусть C — критическая подгруппа в 2-группе P̃ (см. лемму 3). Применим леммы 3

и 4 к подгруппе Or(Ñ ) ⋊ (P̃ ⋊ 〈x〉). Тогда C — характеристическая подгруппа в P̃ ,
[P̃ , C], Z(P̃ ),Φ(C) 6 Z(C) 6 CP̃ (x) и [C, 〈x〉] ∼= Q8. Подгруппы Or(ÑC) иOr(ÑZ(C)) нор-

мальны в группе Ñ . Положим H = Ñ/Or(ÑZ(C)), V = Or(ÑC)/Or(ÑZ(C)). Тогда V —
нормальная элементарная абелева 2-подгруппа в H, CH(V ) = O2(H) и H/O2(H) ∼= G.
В частности, V есть точный GF (2)L-модуль такой, что |[V, 〈x〉]| = 4 для 〈x〉 = Ω1(Q).
Ясно, что циклическая 3-группа Q точно действует на четверной группе [V, 〈x〉], поэто-
му |Q| = 3. Отсюда следует, что группа L не изоморфна группам L2(8), L2(17) и L3(17),
силовские 3-подгруппы которых циклические порядка 9. Ясно, что модуль V имеет ком-
позиционный фактор V0 размерности, не меньшей 2. Пусть K — алгебраическое замыка-
ние поля GF (2). По лемме 2 для точного неприводимого GF (2)L-модуля V0 существует
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класс {W1, . . . ,Wm} алгебраической сопряженности точных (абсолютно) неприводимых
KL-модулей с полем определения GF (2m) такой, что V0⊗GF (2)K =

⊕m
i=1Wi. Обозначим

через W0 модуль W1, рассматриваемый как GF (2m)L-модуль. Тогда модуль V0 можно
отождествить с модулем W0, рассматриваемым как GF (2)L-модуль. Поэтому мы имеем
dimV0 = m dimW0 и dimCV0

(x) = m dimCW0
(x). Следовательно,

dim[V0, 〈x〉] = dimV0 − dimCV0
(x) = m(dimW0 − dimCW0

(x)) = 2.

По таблицам 2-модулярных брауэровых характеров групп L3(5) и U3(7) (см. [15]) и лем-
ме 1 легко получаем, что эти соотношения в случае, когда группа L изоморфна L3(5)
или U3(7), не выполняются. Поэтому L ∼= L2(t), где либо t ∈ {25, 49}, либо t — простое
число такое, что t > 7 и |π(t2 − 1)| = 3. Применяя нашу таблицу 1, 2-модулярную матри-
цу разложения группы L2(t) из [25, раздел VIII] и лемму 1, приходим к противоречию
с доказанным выше соотношением dim[V0, 〈x〉] = 2.

Итак, [P̃ , 〈x〉] = 1. Поэтому цоколь почти простой группы Ñ/S(Ñ ) централизу-
ет фактор-группу S(Ñ)/Or(Ñ). Пусть E — последний член ряда коммутантов груп-
пы Ñ/Or(Ñ), т. е. E — слой этой группы. Тогда E — квазипростая группа такая, что
E/Z(E) ∼= L, и F ∗(Ñ)/Or(Ñ) = (S(Ñ)/Or(Ñ )) ◦ E. Ввиду [11, таблица 5] группа E изо-
морфна L3(5), L3(17), U3(7), L2(t) или SL2(t). Если группа E изоморфна L3(5), L3(17)
или U3(7), то по [10, таблицы 8.3, 8.5] имеем A4 < E, откуда ввиду леммы 5 группа Ñ
содержит элемент порядка 3r. Получили противоречие. Если E ∼= L2(t), то ввиду лемм 6
и 7 в группе G есть элемент порядка 3r. Получили противоречие. Поэтому E ∼= SL2(t)
и t нечетно.

Предположим, что r не делит t. Ясно, что 3 делит t2 − 1. Если 3 делит t − 1, то E
содержит группу Фробениуса вида T : 3, где T — силовская подгруппа порядка t в E,
откуда ввиду леммы 5 группа Ñ содержит элемент порядка 3r. Получили противоречие.
Поэтому 3 делит t + 1 и, следовательно, t > 7 — простое число и r либо не делит |E|,
либо делит t − 1 (поскольку группа E имеет точно один класс циклических подгрупп
порядка t+ 1, а вершины r и 3 не смежны).

Предположим, что r делит |E|. Тогда r делит t − 1 и s = t > 7. Пусть R ∈ Sylr(E).
Можно считать, что CE(R) = 〈a〉. Поэтому каждый r-блок B характеров группы E имеет
циклическую дефектную группу D(B), лежащую в R, и, следовательно, порядок груп-
пы NE(D(B))/CE(D(B)) не превосходит 2. По теореме Дейда [26, теорема 68.1] число
вершин дерева Брауэра каждого r-блока характеров группы E равно 1 или 3 и, следова-
тельно, каждый неприводимый r-модулярный брауэров характер группы E совпадает с
ограничением некоторого комплексного неприводимого характера группы E на множе-
ство E|r′ всех r′-элементов этой группы. Пусть Vβ — абсолютно неприводимый E-модуль
c r-модулярным брауэровым характером β, на котором элемент x действует свободно.
Тогда ввиду леммы 1 имеем

dim CVβ
(x) =

β(1) + 2β(x)

3
= 0.

Отсюда β(1) + 2β(x) = 0. Но β = χ|E|r′
для некоторого χ ∈ Irr(E). Можно считать,

что x = b(t+1)/3. Из таблицы 1 легко видеть, что 1E(x) = 1, ψ(x) = −1, χk(x) = 0
для всех k, θl(x) равно 1 при l ≡ ±1(mod 3) и −2 при l ≡ 0 (mod 3), ξ1/2(x) = 0,
η1/2(x) = (−1)(t+1)/3 + 1. Поскольку β(1) + 2β(x) = 0, получаем, что t = 5 = r; про-
тиворечие.

Таким образом, r не делит |E|. Тогда |π(E)| = 3 и, следовательно, ввиду [6] имеем
t = s = 17. Каждый неприводимый r-модулярный брауэров характер β группы E совпа-
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дает с некоторым комплексным неприводимым характером группы E. Рассуждая, как в
предыдущем абзаце, получим противоречие.

Итак, можно считать, что r делит t и s не делит |S|. Поэтому |π(E)| = 4. Имеем t = rl,
где l = 1 при t = r и l = 2 при t ∈ {25, 49}. Применим лемму 8 при k = 3. Пусть K —
алгебраическое замыкание поля GF (r) и M(ω) — точный неприводимый KE-модуль со
старшим весом ω = aω1 (1 6 a < t), на котором элемент x порядка 3 из E действует
свободно. Предположим, что a =

∑l−1
j=0 ajr

j — r-адическое разложение числа a. Покажем,
что a = 1 при t = r и a ∈ {1, r} при t ∈ {25, 49}. Предположим противное. Тогда
1 6= a 6= r. По п. (1) леммы 8 число a нечетно. Покажем, что выполняется условие п. (2)
леммы 8 о существовании для x ненулевой неподвижной точки в M(ω). Если t ∈ {25, 49},
то выполнимость этого условия проверяется непосредственным перебором. Пусть t = r.
Тогда a = a0 и 1 < a < r. Пусть d — остаток от деления числа a на 3, т. е. a = 3c + d
для некоторых неотрицательных целых чисел c и d, где 0 6 d < 3. Если d = 0, то при
b = c получаем, что 3b = a, a − 3b = 0 четно и (a − 3b)/2 = 0/2 = 0 < a0 = a, т.
е. проверяемое условие выполняется. Если d = 2, то при b = c получаем, что 3b < a,
a− 3b = 2 четно и (a− 3b)/2 = 2/2 = 1 < a0 = a, т. е. проверяемое условие выполняется.
Итак, d = 1. Поскольку a > 1 нечетно, положительное число c четно и, следовательно,
c > 1. Тогда a = 3c+1 = 3(c−1)+4 и при b = c−1 получаем, что 3b < a, a−3b = 4 четно
и (a − 3b)/2 = 4/2 = 2 6 a0 = a, т. е. проверяемое условие выполняется. Полученное
противоречие показывает, что a = 1 при t = r и a ∈ {1, r} при t ∈ {25, 49}. Хорошо
известно, что модуль M(ω1) является естественным 2-мерным KE-модулем, а модуль
M(rω1) в случае t ∈ {25, 49} алгебраически сопряжен с M(ω1) посредством скручивания
Фробениуса. Ввиду [27, предложение 4.7] все эти модули являются r′-полурегулярными,
т. е. все нетривиальные r′-элементы из E действуют на них свободно. Отсюда следует,
что вершины r и s не смежны в графе Γ(G). Получили противоречие.

Теорема доказана.
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FINITE NON-SOLVABLE GROUPS WHOSE GRUENBERG–KEGEL GRAPHS
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Abstract. The Gruenberg–Kegel graph Γ(G) (or the prime graph) of a finite group G is the graph such
that the vertex set is the set of all prime divisors of the order of G and two different vertices p and q are
adjacent if and only if there exists an element of order pq in G. One of popular directions of researches in finite
group theory is the study of finite groups with given properties of their Gruenberg–Kegel graphs. In 2012–2013
the first author described finite groups with the Gruenberg–Kegel graph as for the group Aut(J2) and as for
the group A10. The Gruenberg–Kegel graphs of groups A10 and Aut(J2) are isomorphic (as abstract graphs)
to the paw. The paw is the graph with four vertices whose degrees are 1, 2, 2, and 3. Generalizing these results,
we consider the problem of describing finite groups such that the Gruenberg–Kegel graphs of these groups
are isomorphic to the paw. In 2018 Kondrat’ev and Minigulov proved that if G is a finite non-solvable group
and the graph Γ(G) is isomorphic to the paw, then the quotion group G/S(G) of the group G by its solvable
radical S(G) is almost simple. Moreover, they classified all finite almost simple groups G such that the graphs
Γ(G) of these groups are isomorphic to subgraphs of the paw. In 2022 Kondrat’ev and Minigulov described all
finite solvable groups such that the Gruenberg–Kegel graph is isomorphic to the paw. Moreover, they classified
finite non-solvable groups G, where the Gruenberg–Kegel graphs of these groups are isomorphic to the paw, in
the following cases: (1) G does not contain elements of order 6; (2) G has an element of order 6 and the vertex
of degree 1 of the graph Γ(G) divides |S(G)|. In this manuscript we continue the investigation of this problem
and study its important new case of a finite non-solvable group G such that the Gruenberg–Kegel graph of
this group is isomorphic to the paw, where the vertex of degree 1 of the graph Γ(G) does not exceed 3.
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