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Аннотация. Группу, порожденную тремя инволюциями, две их которых перестановочны, назовем
(2×2, 2)-порожденной. Известно, что специальная линейная группа SLn(Z+ iZ) над кольцом целых
гауссовых чисел Z+iZ (соответственно ее фактор-группа по центру PSLn(Z+iZ)) является (2×2, 2)-
порожденной тогда и только тогда, когда n > 5 и n 6= 6 (соответственно когда n > 5). Ясно, что общая
линейная группа GLn(Z + iZ) не является (2× 2, 2)-порожденной, поскольку в ней есть матрицы с
определителем, отличным от ±1, а определитель любой ее инволюции равен ±1. Известно также,
что группа PGLn(Z + iZ) является (2 × 2, 2)-порожденной тогда и только тогда, когда n > 5 и 4
не делит n. В данной статье задача о (2× 2, 2)-порожденности рассматривается для группы матриц
GL±1

n
(Z+iZ) с определителем ±1 над кольцом целых гауссовых чисел и ее фактор-группы по центру

PGL±1
n

(Z+ iZ).
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1. Введение

Группу, порожденную тремя инволюциями, две их которых перестановочны, будем
называть (2 × 2, 2)-порожденной. Класс таких групп замкнут относительно гомоморф-
ных образов, если по определению единичную группу считаем таковой и не исключаем
совпадения двух или всех трех инволюций.

В работах [1, 2] доказана (2×2, 2)-порожденность проективной специальной линейной
группы PSLn(Z+ iZ) над кольцом целых гауссовых чисел Z+ iZ при n > 7. Размерности
n 6 6 рассмотрены в [3, 4]. Оказалось, что специальная линейная группа SLn(Z + iZ)
(соответственно PSLn(Z + iZ)) тогда и только тогда является (2 × 2, 2)-порожденной,
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когда n > 5 и n 6= 6 (соответственно когда n > 5). Ясно, что общая линейная группа
GLn(Z+ iZ) не является (2×2, 2)-порожденной, поскольку в ней есть матрицы с опреде-
лителем, отличным от ±1, а определитель любой ее инволюции равен ±1. В [5] доказано,
что группа PGLn(Z+ iZ) тогда и только тогда порождается тремя инволюциями, две из
которых перестановочны, когда n > 5 и 4 не делит n. В данной статье задача о (2×2, 2)-
порожденности рассматривается для группы матриц GL±1

n (Z + iZ) с определителем ±1
над кольцом целых гауссовых чисел и ее фактор-группы по центру PGL±1

n (Z+ iZ). До-
казана теорема.

Теорема. а) При n = 2, 3, 4 группы GL±1
n (Z + iZ) и PGL±1

n (Z + iZ) не являются

(2× 2, 2)-порожденными.

б) При n > 5, исключая GL±1
6

(Z+iZ), группы GL±1
n (Z+iZ) и PGL±1

n (Z+iZ) являются

(2× 2, 2)-порожденными.

Вопрос о (2×2, 2)-порожденности группы GL±1
6

(Z+iZ) остается открытым. Отметим
также, что из доказательства теоремы можно получить порождающие тройки инволю-
ций, две из которых перестановочны, для группы PSLn(Z + iZ) при n = 4k + 2 > 10 и
для группы SLn(Z+ iZ) при n = 4k > 8, см. замечание в конце статьи.

2. Обозначения и предварительные результаты

Зафиксируем в виде леммы утверждение, которое непосредственно следует из опре-
деления (2× 2, 2)-порожденной группы, указанного во введении.

Лемма 1. Класс (2× 2, 2)-порожденных групп замкнут относительно гомоморфных

образов.

Далее используем следующие обозначения и сокращения: K — коммутативное кольцо
с единицей 1, 〈M〉 — подгруппа, порожденная непустым множеством M из какой-либо
группы, Z + iZ — кольцо целых гауссовых чисел, En — единичная матрица степени n,
а ers — (n× n)-матрица с 1 на позиции (r, s) и нулями в остальных местах. Матрицы

trs(x) = En + xers, r, s = 1, 2, . . . , n, r 6= s, x ∈ K,

называются элементарными трансвекциями, которые мы будем называть просто транс-
векциями.

Для сопряженного элемента и коммутатора любых двух элементов из группы, ис-
пользуем сокращения ab = bab−1 и соответственно [a, b] = aba−1b−1.

Положим

trs(K) =
{

trs(k) : k ∈ K
}

, r, s = 1, 2, . . . , n, r 6= s,

и зафиксируем матрицы-перестановки:

µ =



















0 0 · · · 0 0 1
1 0 · · · 0 0 0
0 1 · · · 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 · · · 1 0 0
0 0 · · · 0 1 0



















,
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τ =



















0 0 · · · 0 0 1
0 0 · · · 0 1 0
0 0 · · · 1 0 0
...

... . .
. ...

...
...

0 1 · · · 0 0 0
1 0 · · · 0 0 0



















, τ ′ =



















0 0 · · · 0 1 0
0 0 · · · 1 0 0
...

... . .
. ...

...
...

0 1 · · · 0 0 0
1 0 · · · 0 0 0
0 0 · · · 0 0 1



















.

Лемма 2 [5]. Пусть d — диагональный элемент группы GLn(Z + iZ), µ — матрица-

перестановка, соответствующая циклу (1 2 . . . n). Тогда для любого j = 1, 2, . . . , n − 1
подгруппа M , порожденная двумя трансвекциями tj+1j(1), tj+1j(i) и мономиальным эле-

ментом dµ, содержит SLn(Z+ iZ).

3. Доказательство основной теоремы

Случай n = 2. Существует гомоморфизм группы GL2(Z + iZ) на группу PSL2(9)
[5, с. 147]. Поскольку индекс подгруппы GL±1

2
(Z + iZ) в группе GL2(Z + iZ) равен 2,

а группа PSL2(9) простая, то существует гомоморфизм группы GL±1

2
(Z+ iZ) на группу

PSL2(9), причем центр группы GL±1
2

(Z+iZ) лежит в ядре этого гомоморфизма. Поэтому
PSL2(9) также является гомоморфным образом группы PGL±1

2
(Z+iZ). Группа PSL2(9)

не является (2× 2, 2)-порожденной [6]. Следовательно, по лемме 1, группы GL±1
2

(Z+ iZ)
и PGL±1

2
(Z+ iZ) не будут (2× 2, 2)-порожденными.

Случай n = 3. Фактор-кольцо (Z+iZ)/I по идеалу I, порожденному элементом 1+i,
изоморфно полю порядка 2. Поэтому существует гомоморфизм ϕI группы GL3(Z+iZ) на
группу SL3(2). Следовательно, и ϕI(GL±1

3
(Z + iZ)) = SL3(2). Поскольку центр группы

GL±1
3

(Z+ iZ) лежит в ядре гомоморфизма ϕI , то SL3(2) также является гомоморфным
образом группы PGL±1

3
(Z + iZ). Группа SL3(2) не является (2 × 2, 2)-порожденной [6].

Поэтому, в силу леммы 1, не будут (2 × 2, 2)-порожденными группы GL±1

3
(Z + iZ) и

PGL±1

3
(Z+ iZ).

Случай n = 4. Так как группа SL4(2) не является (2 × 2, 2)-порожденной [6], до-
казательство того, что группы GL±1

4
(Z + iZ) и PGL±1

4
(Z + iZ) не являются (2 × 2, 2)-

порожденными, аналогично как и при n = 3.

Случай n = 6. Группы PGL±1
6

(Z+iZ) и PSL±1
6

(Z+iZ) изоморфны в силу равенства

GL±1

6
(Z+ iZ) = SL6(Z+ iZ)

〈

diag(i, i, i, i, i, i)
〉

.

В работе [4] установлена (2 × 2, 2)-порожденность группы PSL±1

6
(Z + iZ), значит такой

будет и группа PGL±1

6
(Z + iZ).

Случай нечетного n > 3. В силу [4] группа SLn(Z + iZ) является (2 × 2, 2)-по-
рожденной. Пусть группа SLn(Z + iZ) порождается инволюциями α, β, γ, первые две
из которых перестановочны. Так как SLn(Z + iZ) совпадает со своим коммутантом,
то по лемме 2 из [6] она порождается парой элементов — инволюцией α и произведе-
нием βγ. Индекс SLn(Z + iZ) в GL±1

n (Z + iZ) равен 2. Поэтому GL±1
n (Z + iZ) порож-

дается инволюциями α, −β, −γ, первые две из которых перестановочны. Действитель-
но, SLn(Z + iZ) = 〈α, βγ〉 < 〈α,−β,−γ〉 и det(−β) = det(−γ) = −1 в силу нечетно-
сти n. Поэтому GL±1

n (Z + iZ) = 〈α,−β,−γ〉. Таким образом, подгруппа GL±1
n (Z + iZ)

является (2 × 2, 2)-порожденной. Следовательно, (2 × 2, 2)-порожденной будет и группа
PGL±1

n (Z+ iZ), по лемме 1.
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Случай n = 4k. Покажем, что матрицы α, β, γ, первые две из которых перестано-
вочны, порождают группу GL±1

n (Z+ iZ). Пусть M = 〈α, β, γ〉, где

α =































1 0 0 0 · · · 0 0 0 0
1 −1 0 0 · · · 0 0 0 0
0 0 −1 0 · · · 0 0 0 0
0 0 0 1 · · · 0 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · 1 0 0 0
0 0 0 0 · · · 0 −1 0 0
0 0 0 0 · · · 0 0 −1 1
0 0 0 0 · · · 0 0 0 1































,

β =



















0 0 · · · 0 0 −i
0 0 · · · 0 −i 0
0 0 · · · −i 0 0
...

...
. . .

...
...

...
0 1 · · · 0 0 0
1 0 · · · 0 0 0



















,

γ =



















0 0 · · · 0 1 0
0 0 · · · 1 0 0
...

... . .
. ...

...
...

0 1 · · · 0 0 0
1 0 · · · 0 0 0
0 0 · · · 0 0 1



















.

Представим матрицы α, β, γ в компактном виде и в дальнейшем будем использовать
это представление матриц:

α = t21(1)t78(1) diag(1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1, 1),

β = diag(1, . . . , 1,−i, . . . ,−i)τ,

γ = τµ,

где матрицы τ и µ такие же, как в параграфе 2. Положим также

eta = βγ = diag(−i, . . . ,−i, 1, . . . , 1)µ.

Тогда

αη = tn1(i)t32(1) diag(1, 1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1),

αη2 = t43(1)t12(1) diag(−1, 1, 1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1),

[α,αη ] = t31(−1)tn−1 1(i),
(

[α,αη ]αη2
)2

= t32(−i)t41(1)t42(i)tn−1 2(−1),

θ =

(

(

[α,αη ]αη2
)2
)η

= t43(−i)t52(i)t53(1)tn3(−i),
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[θ, [α,αη ]] = t41(i)t51(−1)tn1(i),

[α, [θ, [α,αη ]]] = tn−1 1(i),

[α, [θ, [α,αη ]]]β = t2n(1),

ξ =
[

[θ, [α,αη ]] , [α, [θ, [α,αη ]]]β
]

= t21(−i),

ξη = t32(−i),

(t32(−i))η = t43(−i),

(t43(−i))η = t54(1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(tn−1n−2(1))
η = tnn−1(1).

Коммутируя последовательно полученные выше трансвекции и учитывая нечетность
числа (n

2
− 1), получаем

[. . . [t21(−i), t32(−i)], t43(−i)], . . . , tn

2
n

2
−1 (i)], tn

2
+1

n

2
(1)], tn

2
+2

n

2
+1 (1)], . . . , tnn−1(1)] = tn1(i).

Так как ((tnn−1(1))
η)β = tn 1(1), то обе трансвекции tn1(1) и tn1(i) и мономиальный

элемент η лежат в M. По лемме 2, они все вместе порождают группу SLn(Z + iZ).
А поскольку определитель матрицы γ равен −1, то M = GL±1

n (Z+ iZ).

Случай n = 4k+ 2 > 10. Рассмотрим сначала случай n = 10. Пусть матрицы µ, τ ,
τ ′ такие же, как в параграфе 2 и

α = t21(i)t910(i) diag(1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1, 1),

β = τ,

γ = τ ′ diag(1, 1, . . . , 1,−1)t510(1),

η = βγ = µ diag(1, 1, . . . , 1,−1)t510(1).

Положим M = 〈α, β, γ〉. Вычисления показывают, что

αη = t32(i)t101(−i) diag(1, 1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1),

[α,αη ] = t31(1)t91(1),

[α,αη ]η = t42(1)t102(1),

[α,αη ]η
2

= t13(−1)t53(1)t63(1),
(

α[α,αη ]η
2
)2

= t23(i),

(

(

α[α,αη ]η
2
)2
)η−1

= t12(i),

(

(

(

α[α,αη ]η
2
)2
)η−1

)η

= t34(i),

((

(

(

α[α,αη ]η
2
)2
)η−1

)η)η

= t45(i).
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Далее,
[t23(i), t31(1)t91(1)] = t21(i),

(t21(i))
β = t910(i),

(t910(i))
η−1

= t89(i),

(t89(i))
η−1

= t78(i),

(t78(i))
η−1

= t67(i),

(t67(i))
η−1

= t56(i).

Итак, мы получили трансвекции tj j+1(i), j = 1, . . . , 9, а следовательно, и
t10−j+1 10−j(i), j = 1, . . . , 9. Таким образом, в подгруппе M лежат все трансвекции
tj j+1(i), tj+1 j(i), j = 1, . . . , 9, а следовательно, и все мономиальные матрицы

nj(i) = En + i(ej j+1 + ej+1 j)− (ejj + ej+1 j+1), j = 1, . . . , 9.

Например, при j = 1 имеем

n1(i) =



















0 i 0 · · · 0 0
i 0 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 · · · 0 1



















.

Далее, (t45(i))
η = t56(i)t51(i). Так как трансвекция t56(i) ∈ M , то и t51(i) ∈ M . С дру-

гой стороны, число
(

10

2
− 1
)

четно, поэтому, коммутируя последовательно лежащие в M
трансвекции t21(i), t32(i), t43(i), t54(i), получаем

[t21(i), t32(i)] = t31(−1),

[t31(−1), t43(i)] = t41(−i),

[t41(i), t54(i)] = t51(−1).

Включения t51(1), t51(i) ∈ M приводят к тому, что вся подгруппа t51(Z + iZ) лежит
в M . Подгруппа, порожденная мономиальными матрицами nj(i), j = 1, . . . , 9, содержит
мономиальный элемент dµ как в лемме 2. По этой лемме SL10(Z+ iZ) 6 M . Поскольку
определители матриц β и γ равны −1, то мы получаем равенство M = GL±1

10
(Z + iZ) и,

следовательно, группа GL±1
10

(Z + iZ) является (2 × 2, 2)-порожденной. В силу леммы 1
группа PGL±1

10
(Z+iZ) также является (2×2, 2)-порожденной. Таким образом, для n = 10

теорема доказана.

В общем случае для n = 4k + 2 > 10

α = t21(i)tn−1n(i) diag(1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1, 1),

β = τ,

γ = τ ′ diag(1, 1, . . . , 1,−1)tn

2
n(1),

η = βγ = µ diag(1, 1, . . . , 1,−1)tn

2
n(1).
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Дальнейшие вычисления показывают, что

αη = t32(i)tn 1(−i) diag(1, 1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1),

[α,αη ] = t31(1)tn−1 1(1),

[α,αη ]η = t42(1)tn 2(1),

и так далее, как в случае n = 10, мы получим трансвекции tj j+1(i), j = 1, . . . , n − 1,
а следовательно, и tn−j n−j+1(i), j = 1, . . . , n − 1. Таким образом, в подгруппе M лежат
все трансвекции tj j+1(i), tj+1 j(i), j = 1, . . . , n− 1, а следовательно, и все мономиальные
матрицы

nj(i) = En + i(ej j+1 + ej+1 j)− (ejj + ej+1 j+1)

при j = 1, . . . , n− 1, и
(

tn

2
−1

n

2
(i)
)η

= tn

2
n

2
+1(i)tn

2
n

2
−1(i).

Далее доказательство завершается также, как и при n = 10. Таким образом, теорема
доказана.

Замечание. Отметим, что из указанного выше доказательства при n = 4k+2 можно
получить порождающие тройки инволюций, две из которых перестановочны, для груп-
пы PSLn(Z + iZ) при n = 4k + 2 > 10 и для группы SLn(Z + iZ) при n = 4k > 8.
Действительно, при n = 4k > 8 группа SLn(Z + iZ) порождается инволюциями

α = t21(i)tn−1n(i) diag(1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1, 1),

β = τ,

γ = τ ′ diag(1, 1, . . . , 1,−1)tn

2
n(i),

а при n = 4k + 2 > 10 группа PSLn(Z+ iZ) порождается инволюциями

α = t21(i)tn−1n(i) diag(1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1, 1),

β = diag(−1, . . . ,−1, 1, . . . , 1)τ,

γ = diag(i, . . . , i,−i)τ ′tn

2
n(i).

⊳ Доказательство этого утверждение подобно приведенному выше доказательству
при n = 4k + 2. ⊲
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