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Аннотация. Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра d. Для i ∈ {1, 2, . . . , d}
граф Γi определен на множестве вершин графа Γ и две вершины u, w смежны в Γi тогда и только
тогда, когда dΓ(u, w) = i. Графом Шилла называется дистанционно регулярный граф диаметра 3 с
собственным значением θ1 = a3. Для графа Шилла число a = a3 делит k и полагают b = b(Γ) = k/a.
Граф Шилла имеет массив пересечений {ab, (a+1)(b−1), b2; c1, c2, a(b−1)}. А. Юришич и Я. Видали
нашли массивы пересечений дистанционно регулярных графов диаметра 3, содержащих максималь-
ный локально регулярный 1-код, совершенный относительно последней окрестности. Оказалось, что
такой граф Γ имеет массив пересечений {a(p+1), cp, a+1; 1, c, ap} (и сильно регулярный граф Γ3) или
{a(p+1), (a+1)p, c; 1, c, ap} (и является графом Шилла). В работе изучаются графы Γ, содержащие
максимальный локально регулярный 1-код. Для дистанционно регулярного графа c массивом пере-
сечений {a2, a2−1, c; 1, c, a(a−1)} и a < 1000, c < 1000 кратности собственных значений целые только
в случаях (a, c) = (3, 4) (и q113 < 0), (a, c) = (5, 3), (a, c) = (9, 18) (и q333 < 0), (a, c) = (21, 49) (и q333 < 0),
(a, c) = (21, 9). Таким образом, остались только массивы {25, 24, 3; 1, 3, 20} и {441, 440, 9; 1, 9, 420)}.
При этом дистанционно регулярный граф c массивом пересечений {a2, a2−1, c; 1, c, a(a−1)} не суще-
ствует. Как следствие, дистанционно регулярные графы c массивами пересечений {25, 24, 3; 1, 3, 20}
и {441, 440, 9; 1, 9, 420)} также не существуют.
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Введение

Рассматриваются неориентированные графы без петель и кратных ребер. Если a,
b — вершины графа Γ, то через d(a, b) обозначается расстояние между a и b, а через
Γi(a) — подграф графа Γ, индуцированный множеством вершин, которые находятся на
расстоянии i в Γ от вершины a. Подграф Γ1(a) называется окрестностью вершины a и
обозначается через [a]. Через a⊥ обозначается подграф, являющийся шаром радиуса 1
с центром a.

Граф Γ называется регулярным графом степени k, если [a] содержит точно k вершин
для любой вершины a из Γ. Граф Γ называется реберно регулярным графом с парамет-

рами (v, k, λ), если Γ содержит v вершин, является регулярным степени k, и каждое
ребро из Γ лежит в λ треугольниках. Граф Γ называется вполне регулярным графом с

параметрами (v, k, λ, µ), если Γ реберно регулярен с соответствующими параметрами и
подграф [a] ∩ [b] содержит µ вершин в случае d(a, b) = 2. Вполне регулярный граф диа-
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метра 2 называется сильно регулярным графом. Число вершин в [a]∩ [b] обозначим через
λ(a, b) (через µ(a, b)), если d(a, b) = 1 (если d(a, b) = 2), а соответствующий подграф
назовем (µ-) λ-подграфом.

Если вершины u, w находятся на расстоянии i в Γ, то через bi(u,w) (через
ci(u,w)) обозначим число вершин в пересечении Γi+1(u) (в пересечении Γi−1(u))
с [w]. Граф диаметра d называется дистанционно регулярным с массивом пересечений

{b0, . . . , bd−1; c1, . . . , cd}, если значения bi = bi(u,w) и ci = ci(u,w) не зависят от выбора
вершин u, w на расстоянии i. Положим ai = k − bi − ci и ki = |Γi(u)| (значение ki не
зависит от выбора вершины u). Числа пересечений графа plij и параметры Крейна qlij
определены в [2] (с. 43 и 48 соответственно).

Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра d. Для i ∈ {1, 2, . . . , d}
граф Γi определен на множестве вершин графа Γ и две вершины u,w смежны в Γi тогда
и только тогда, когда dΓ(u,w) = i.

Графом Шилла называется дистанционно регулярный граф диаметра 3 с собствен-
ным значением θ1 = a3 [1]. Для графа Шилла число a = a3 делит k и полагают
b = b(Γ) = k/a. Граф Шилла имеет массив пересечений {ab, (a+1)(b−1), b2 ; c1, c2, a(b−1)}.

Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра d = 2e + 1. Подмно-
жество вершин, попарно находящихся на расстоянии d, называется e-кодом.

Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра d = 2e+1, содержащим
e-код C. Тогда |C| 6 pddd+2. Если равенство достигается, то C называется максимальным

кодом. Далее, в случае равенства v = |C|(k + 1) код C называется совершенным.

Аналогично, |C| − 1 6 kd/
∑e

i=0 p
d
id. Если равенство достигается в этой границе, то

код C называется совершенным относительно последней окрестности.

Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра d = 2e+1, содержащим
максимальный e-код C. Тогда cd 6 adp

d
dd. Если равенство достигается, то C называется

локально регулярным кодом.

Юришич и Видали нашли массивы пересечений дистанционно регулярных графов
диаметра 3, содержащих максимальный локально регулярный 1-код, совершенный от-
носительно последней окрестности [3]. Оказалось, что такой граф Γ имеет массив пере-
сечений {a(p + 1), cp, a + 1; 1, c, ap} (и сильно регулярный граф Γ3) или {a(p + 1), (a +
1)p, c; 1, c, ap} (и Γ — граф Шилла), где a = a3, p = p333, c = c2.

Мы изучим вопрос, что надо добавить к сильной регулярности Γ3 (или к тому, что Γ
является графом Шилла), чтобы выполнялось заключение теоремы Юришича — Вида-
ли.

Сначала изучаются графы Γ, содержащие локально регулярный 1-код, для кото-
рых Γ3 является сильно регулярным графом.

Теорема 1. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф диаметра 3, содержащий

локально регулярный 1-код C. Если Γ3 является сильно регулярным графом, p = p333, то

c3 = a3p и Γ имеет массив пересечений {a3(p + 1), c2t, a3 + 1; 1, c2, a3p}.

Следствие 1. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф диаметра 3, содержащий

максимальный совершенный локально регулярный 1-код C. Если Γ3 является сильно ре-

гулярным графом, p = p333, то Γ имеет массив пересечений {a3(p+1), c2p, a3+1; 1, c2, a3p}.

Дистанционно регулярный граф Γ диаметра 3 с сильно регулярными графами Γ2 и
Γ3 имеет массив пересечений {r(c2 + 1) + a3, rc2, a3 + 1; 1, c2, r(c2 + 1)} [4].

Теорема 2. Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра 3 с сильно

регулярными графами Γ2 и Γ3. Если Γ содержит максимальный 1-код, p = p333, то r = p,
a3 = c2 + 1 и Γ имеет массив пересечений {(p + 1)(c2 + 1), pc2, c2 + 2; 1, c2, p(c2 + 1)}.
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Если Γ — граф из заключения теоремы 2, то Γ3 — псевдогеометрический граф для
GQ(p+1, c2+1), Γ̄2 — псевдогеометрический граф для pG2(p+1, 2c2+2). Если c2 6 4, то Γ
имеет массив пересечений {44, 30, 5; 1, 3, 40} и не существует ввиду границы Кулена —
Пака [1].

Гипотеза 1. Дистанционно регулярный граф с массивом пересечений {(p + 1)(c2 +
1), pc2, c2 + 2; 1, c2, p(c2 + 1)} не существует.

Теперь изучим графы Шилла, содержащие локально регулярный 1-код.

Теорема 3. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф Шилла, содержащий ло-

кально регулярный 1-код C, p = p333. Тогда p = b − 1 и Γ имеет массив пересечений

{a(p + 1), (a + 1)p, c; 1, c, ap}.

Имеется два способа сделать массив пересечений {a(p + 1), (a+ 1)p, c; 1, c, ap} двупа-
раметрическим. Если граф Шилла Γ с b2 = c2 имеет собственное значение θ2 = 0, то он
имеет массив пересечений {b(b + 1)s, (bs + s + 1)(b − 1), bs; 1, bs, (b2 − 1)s}. Аналогично,
если граф Шилла Γ с b2 = c2 не имеет треугольников, то он имеет массив пересечений
{a2, a2 − 1, c; 1, c, a(a − 1)}.

Рассмотрим дистанционно регулярный граф c массивом пересечений {xy + yz, yz −
y, xy− x; 1, x+ z, yz}, где x+ z = xy−x. Тогда Γ имеет неглавные собственные значения
xy + y − 1, 0, −x(y − 2) кратностей m1 = (xy − 2x− 1)(y2 − 2)x(y − 1)y/((2x+ 1)(y − 2)),
m2 = (xy2 − 2xy − y + 1)(xy − 2x − 1)(y2 − 2)y/(xy + y − 1)(y − 2)2), m3 = (xy2 − 2xy −
y + 1)(y − 1)y2/((2x + 1)(y − 2)2).

Далее, k2 = y2(xy− 2x− 1), k3 = xy(z− 1)(y− 1)/z, поэтому z делит xy(y− 1). Ввиду
целочисленности m3 число (y − 2)2 делит y2(y − 1)2 и y ∈ {3, 4}. Отсюда Γ имеет массив
пересечений {6x, 3x− 3, 2x; 1, 2x, 3x} или {12x, 4x − 4, 3x; 1, 3x, 8x}.

Если Γ имеет массив пересечений {6x, 3x − 3, 2x; 1, 2x, 3x}, то Γ имеет неглавные
собственные значения 3x+2, 0, −x кратностей 42(x−1)x/(2x+1), 21(3x−2)(x−1)/(3x+2),
18(3x− 2)/(2x+ 1). Отсюда (2x+ 1) делит 63, (3x+ 2) делит 140 и x = 4. Противоречие
с тем, что граф с массивом {24, 9, 8; 1, 8, 12} не существует.

Итак, дистанционно регулярный граф c b2 = c2 и собственным значением θ2 = 0 не
существует.

Далее изучаются графы Шилла Γ с b2 = c2, не имеющие треугольников.

В [5] доказано, что граф Шилла с b2 = sc2 без треугольников имеет собственные
значения

θ2 = (−c2s− c2 +
√

c22s
2 + 4b2 + c22 − 2(2bc2 − c22)s− 4c2/2,

θ3 = −(c2s+ c2 +
√

c22s
2 + 4b2 + c22 − 2(2bc2 − c22)s− 4c2/2.

Для дистанционно регулярного графа c массивом пересечений {a2, a2− 1, c; 1, c, a(a−
1)} и a < 1000, c < 1000 кратности собственных значений целые только в случаях
(a, c) = (3, 4) (и q113 < 0), (a, c) = (5, 3), (a, c) = (9, 18) (и q333 < 0), (a, c) = (21, 49)
(и q333 < 0), (a, c) = (21, 9). Таким образом, остались только массивы {25, 24, 3; 1, 3, 20} и
{441, 440, 9; 1, 9, 420}.

Теорема 4. Дистанционно регулярный граф c массивом пересечений {a2, a2 −
1, c; 1, c, a(a − 1)} не существует.

Следствие 2. Дистанционно регулярные графы c массивами пересечений

{25, 24, 3; 1, 3, 20} и {441, 440, 9; 1, 9, 420} не существуют.
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1. Доказательство теоремы 1 и следствия 1

Пусть Γ — дистанционно регулярный граф диаметра 3, содержащий локально регу-
лярный 1-код C. Тогда c3 = a3p.

Если Γ3 является сильно регулярным графом, то по [6] имеем b2 = a3+1, b1 = c2t и Γ̄3

является псевдогеометрическим графом для pGc3(k, t). В частности, v = (k+1)(1+kt/c3)
и 1 + kt/c3 = p+ 2. Отсюда kt = a3p(p+ 1).

Итак, k = a3(p+1), k2 = kt = a3p(p+1), v = (p+2)(k+1), k3 = (p+1)t(a3 +1)/p и Γ
имеет массив пересечений {a3(p+ 1), c2t, a3 + 1; 1, c2, a3p}. Для чисел пересечений имеем
равенства

p111 = a3p−c2t+a3−1, p112 = c2t, p122 = (a3p−c2−1)t, p123 = (a3+1)t, p133 = (a3+1)t/p;

p211 = c2, p212 = a3p− c2 − 1, p213 = a3 + 1, p222 = a3pt− a3p+ a3 + c2 − t+ 1,

p223 = (a3 + 1)(t− 1), p233 = (a3 + 1)t/p;

p312 = a3p, p313 = a3, p322 = a3p(t−1), p323 = a3t, p333 = −(a3p−a3t−pt+p− t)/p = p.

Поэтому −a3p+ a3t+ pt− p+ t = p2 и t = p. Теорема 1 доказана.

2. Доказательство теорем 2 и 3

⊳ Доказательство теоремы 2. Пусть Γ является дистанционно регулярным гра-
фом диаметра 3 с сильно регулярными графами Γ2 и Γ3. Тогда Γ имеет массив пересече-
ний {r(c2+1)+a3, rc2, a3+1; 1, c2, r(c2+1)} [4]. Далее, Γ̄3 является псевдогеометрическим
графом для pGr(c2+1)(r(c2 + 1) + a3, r).

Если Γ содержит максимальный 1-код C, p = p333, то |C| = p + 2. Ввиду границы
Дельсарта для коклик графа Γ̄3 имеем |C| = p + 2 = 1 + (r(c2 + 1) + a3)r/(r(c2 + 1)).
Отсюда p+ 1 = (r(c2 + 1) + a3)/(c2 + 1), c2 + 1 делит a3 и p+ 1 = r + a3/(c2 + 1).

Положим a3 = m(c2 + 1). Тогда

p111 = c2m+m+ r − 1, p112 = c2r, p122 = (c2 + 1)(r − 1)r,

p123 = (c2m+m+ 1)r, p133 = (c2m+m+ 1)m;

p211 = c2, p212 = (c2 + 1)(r − 1), p213 = c2m+m+ 1,

p222 = c2r
2 + c2m− c2r + r2 + c2 +m− 2r + 1,

p223 = (c2m+m+ 1)(r − 1), p233 = (c2m+m+ 1)m;

p312 = (c2 + 1)r, p313 = (c2 + 1)m, p322 = (c2 + 1)(r − 1)r,

p323 = (c2 + 1)mr, p333 = c2m
2 − c2m+m2 + r − 1.

Так как p333 + 1 = r +m, то c2m
2 − c2m+m2 −m = 0 и a3 = c2 + 1. Теперь r = p и Γ

имеет массив пересечений {p(c2 + 1) + c2 + 1, pc2, c2 + 2; 1, c2, p(c2 + 1)}. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 3. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф Шилла
с b2 = c2. Тогда Γ имеет массив пересечений {ab, (a+ 1)(b − 1), c2; 1, c2, a(b− 1)}.

Если Γ содержит локально регулярный 1-код C, то c3 = a3p
3
33 и p = b− 1. Отсюда Γ

имеет массив пересечений {a(p + 1), (a + 1)p, c; 1, c, ap}. ⊲

3. Тройные числа пересечений

В доказательстве теорем используются тройные числа пересечений [7].
Пусть Γ — дистанционно регулярный граф диаметра d. Если u1, u2, u3 — вершины

графа Γ, r1, r2, r3 — неотрицательные целые числа, не большие d, то
{

u1u2u3

r1r2r3

}

— множе-
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ство вершин w ∈ Γ таких, что d(w, ui) = ri,
[

u1u2u3

r1r2r3

]

=
∣

∣

∣

{

u1u2u3

r1r2r3

}∣

∣

∣
. Числа

[

u1u2u3

r1r2r3

]

назы-

ваются тройными числами пересечений. Для фиксированной тройки вершин u1, u2, u3

вместо
[

u1u2u3

r1r2r3

]

будем писать [r1r2r3].

Пусть u, v, w — вершины графа Γ, W = d(u, v), U = d(v,w), V = d(u,w). Так как
имеется точно одна вершина x = u такая, что d(x, u) = 0, то число [0jh] равно 0 или 1.
Отсюда [0jh] = δjW δhV . Аналогично, [i0h] = δiW δhU и [ij0] = δiUδjV .

Другое множество уравнений можно получить, фиксируя расстояние между двумя
вершинами из {u, v, w}, и сосчитав число вершин всех расстояний от третьей, получим:

d
∑

l=1

[ljh] = pUjh − [0jh],

d
∑

l=1

[ilh] = pVih − [i0h],

d
∑

l=1

[ijl] = pWij − [ij0]. (+)

При этом некоторые тройки исчезают. При |i−j| > W или i+j < W имеем pWij = 0, по-

этому [ijh] = 0 для всех h ∈ {0, . . . , d}. Положим Sijh(u, v, w) =
∑d

r,s,t=0QriQsjQth

[

uvw
rst

]

.

Если параметр Крейна qhij = 0, то Sijh(u, v, w) = 0.
Зафиксируем вершины u, v, w дистанционно регулярного графа Γ диаметра 3 и по-

ложим {ijh} =
{

uvw
ijh

}

, [ijh] =
[

uvw
ijh

]

, [ijh]′ =
[

uwv
ihj

]

, [ijh]∗ =
[

vuw
jih

]

и [ijh]∼ =
[

wvu
hji

]

.

В случаях d(u, v) = d(u,w) = d(v,w) = 2 или d(u, v) = d(u,w) = d(v,w) = 3 вычисление

чисел [ijh]′ =
[

uwv
ihj

]

, [ijh]∗ =
[

vuw
jih

]

и [ijh]∼ =
[

wvu
hji

]

(симметризация массива тройных

чисел пересечений) может дать новые соотношения, позволяющие доказать несущество-
вание графа.

4. Доказательство теоремы 4

В этом разделе Γ — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений {a2, a2−
1, c; 1, c, a(a − 1)}. Тогда Γ имеет 1 + (p + 1)(c2 + 1) + p(p + 1)(c2 + 1) + (p + 1)(c2 + 2) =
(p+ 2)((p+ 1)(c2 + 1) + 1) вершин, спектр ((p+ 1)(c2 + 1))1, 1455,−1220,−699 и дуальную
матрицу собственных значений

Q =









1 55 220 99
1 35/2 −5 −27/2
1 −5/4 −5 21/4
1 −15/2 20 −27/2









.

Из [6] граф Γ3 сильно регулярен.

Лемма 1. Числа пересечений графа Γ равны:

(1) p111 = p+ c2, p
1
12 = pc2, p

1
22 = (p2 − p)(c2 + 1), p123 = p(c2 + 2), p133 = c2 + 2;

(2) p211 = c2, p
2
12 = (p− 1)(c2 +1), p213 = p(c2 + 1), p222 = p2(c2 +1)− p(c2 + 2) + 2c2 + 2,

p223 = (p− 1)(c2 + 2), p233 = c2 + 2;
(3) p312 = p(c2 + 1), p313 = c2 + 1, p322 = (p2 − p)(c2 + 1), p323 = p(c2 + 1), p333 = p.

⊳ Прямые вычисления. ⊲

Пусть u, v, w — вершины графа Γ, {rst} =
{

uvw
rst

}

и [rst] =
[

uvw
rst

]

. Положим Σ = Γ3(u),
Λ = Σ2. Тогда Λ является регулярным графом степени p323 = p(c2+1) на k3 = (p+1)(c2+2)
вершинах.

Лемма 2. Пусть d(u, v) = d(u,w) = 3, d(v,w) = 1. Тогда выполняются следующие

утверждения:

1) [122] = c2p− c2 + p+ r13 − 1, [123] = [132] = c2 − r13 + 1, [133] = r13;
2) [211] = c2 + p − r12, [212] = [221] = c2p − c2 + r12, [222] = r14, [223] = [232] =

c2p
2 − 2c2p + p2 + c2 − p − r12 − r14, [223] = [232] = c2p − 2c2 + 2p + r5 − r6 − r7 − 4,

[233] = −c2p
2 + 3c2p− p2 − c2 + 2p − r12 − r14;
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3) [311] = r12, [312] = [321] = c2 − r12, [322] = c2p
2 − 2c2p+ p2 + c2 − 2p− r13 − r14 + 1,

[323] = [332] = −c2p
2 + 3c2p− p2 − 2c2 + 3p+ r12 + r13 + r14 − 1, [333] = c2p

2 − 3c2p+ p2 +
2c2 − 2p − r12 − r13 − r14 + 1, где 0 6 r13 6 c2 + 1, r12 6 c2.

⊳ Упрощения формул (+). ⊲

По лемме 2 имеем [322] = c2p
2 − 2c2p + p2 + c2 − 2p − r13 − r14 + 1. Так как {u,w} ∪

Λ(u) ∪ Λ(w) содержит 2p(c2 + 1) + 2− [322] вершин, то pc2 − c2 6 [322] 6 p(c2 + 1).

Лемма 3. Пусть d(u, v) = d(u,w) = d(v,w) = 3. Тогда выполняются следующие

утверждения:

1) [122] = c2p
2 − 2c2p+ p2 + c2 − 2p+ r35 − r36 − r37 +1, [123] = [132] = −c2p

2 + 3c2p−
p2 − c2 + 3p− r35 + r36 + r37 − 1, [133] = c2p

2 − 3c2p+ p2 + 2c2 − 3p + r35 − r36 − r37 + 2;

2) [212] = c2p − c2 + p + r37 − 1, [213] = c2 − r37 + 1, [221] = c2p − c2 + p + r34 + 1,
[222] = r36, [223] = c2p

2 − 2c2p + p2 + c2 − 2p − r34 − r36 + 1, [231] = c2 − r34 + 1, [232] =
c2p

2−2c2p+p2+c2−2p−r36−r37+1, [233] = −c2p
2+3c2p−p2−2c2+3p+r34+r36+r37−2;

3) [312] = c2− r37+1, [313] = r37, [321] = c2− r34+1, [322] = c2p− c2+p− r35+ r37−1,
[323] = r34 + r35 − r37, [331] = r34, [332] = r35, [333] = p− r34 − r35 − 1,
где r34, r37 6 c2 + 1, r37 6 r34 + r35 6 p− 1.

⊳ Упрощения формул (+). ⊲

По лемме 3 имеем [322] = c2p− c2 + p− r35 + r37 − 1. Как и выше, pc2 − c2 6 [322] 6
p(c2 + 1).

Найдем число ребер d между Λ(v) и Λ2(v). Так как p313 = c2 + 1, p323 = p(c2 + 1),
p333 = p, то (c2 + 1 + p)(pc2 − c2) 6 d 6 (c2 + 1 + p)p(c2 + 1).

С другой стороны, d = p(c2+1)(pc2+p−1−λ), поэтому (c2+1+p)(pc2−c2)/(p(c2+1)) 6
pc2+p−1−λ 6 c2+1+p и pc2− c2−2 6 λ 6 pc2+p−1− (c2+1+p)(pc2− c2)/(p(c2+1)),
где λ — среднее значение параметра λ(Λ).

Лемма 4. Пусть d(u, v) = d(u,w) = 3, d(v,w) = 2. Тогда выполняются следующие

утверждения:

1) [122] = c2p+ p− r32, [123] = [132] = r32, [133] = c2 − r32 + 1;

2) [211] = c2 − r39, [212] = c2p
2 − 2c2p + p2 + c2 − 2p − r30 − r31 + r33 + 2, [213] =

−c2p
2 + 3c2p− p2 − 2c2 +3p+ r29 + r30 + r31 − r33 − 2, [221] = c2p− 2c2 + p+ r29 + r31 − 2,

[222] = r30, [223] = c2p
2 − 2c2p + p2 + 2c2 − 2p − r29 − r30 − r31 + 2, [231] = c2 − r31 + 2,

[232] = −c2p− c2 + p+ r31 − r33 − 2, [233] = r33;

3) [311] = r29, [312] = −c2p
2 + 3c2p − p2 − 2c2 + 3p + r30 + r31 − r33 − 3, [313] =

c2p
2 − 3c2p + p2 + 3c2 − 3p − r29 − r30 − r31 + r33 + 4, [321] = c2 − r29 − r31 + 1, [322] =

c2p
2−2c2p+p2+2c2−3p−r30+r32+2, [323] = −c2p

2+3c2p−p2−3c2+4p+r29+r30+r31−r32−4,
[331] = r31, [332] = p− r31 − r32 + r33, [333] = r32 − r33,
где r32 6 c2 + 1, r39 6 c2, r29 + r31 6 c2 + 1, r33 6 r32, r31 + r32 − r33 6 p.

⊳ Упрощения формул (+). ⊲

По лемме 4 имеем [322] = c2p
2 − 2c2p+ p2 + 2c2 − 3p − r30 + r32 + 2.

Симметризация [123] = [132] = r32 = r′32, [222] = r30 = r′30, [233] = r33 = r′33, [311] =
r29 = r′29, [313] = c2p

2−3c2p+p2+3c2−3p− r29− r30− r31+ r33+4 = [331]′ = r′31, поэтому
c2p

2 − 3c2p+ p2 + 3c2 − 3p+ 4 = r29 + r30 + r31 − r33 + r′31.

⊳ Доказательство теоремы 4. Пусть d(u, v) = 3.

Подсчитаем число f1 пар вершин y, z на расстоянии 1 в графе Γ, где y ∈
{

uv
31

}

и
z ∈

{

uv
32

}

. С одной стороны, по лемме 2 имеем [321] = c2 − r12, где r12 6 c2, поэтому
0 6 f1 6 (c2 + 1)c2. С другой стороны, по лемме 4 имеем [311] = r29, поэтому 0 6 f1 =
∑

i r
i
29 6 (c2 + 1)c2 и 0 6

∑

i r
i
29/(p(c2 + 1)) 6 c2/p.
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Подсчитаем число f2 пар вершин y, z на расстоянии 2 в графе Γ, где y ∈
{

uv
31

}

и
z ∈

{

uv
32

}

. С одной стороны, по лемме 2 имеем pc2 − c2 6 [322] 6 p(c2 + 1), поэтому
(c2+1)c2(p−1) 6 f2 6 (c2+1)p(c2+1). С другой стороны, по лемме 4 имеем [312] = [321]′ =
c2− r′29− r′31+1, поэтому (c2 +1)c2(p− 1) 6 f2 = −

∑

i((r
′
29)

i+(r′31)
i)+ (c2 +1)p(c2+1) 6

(c2+1)p(c2+1), 0 6
∑

i((r
′
29)

i+(r′31)
i) 6 (c2+1)(p+c2) и 0 6

∑

i((r
′
29)

i+(r′31)
i)/(p(c2+1)) 6

(p + c2)/p.
Подсчитаем число g1 пар вершин y, z на расстоянии 1 в графе Γ, где y ∈

{

uv
33

}

и
z ∈

{

uv
32

}

. С одной стороны, по лемме 3 имеем [321] = c2 − r34 + 1, где r34 6 c2 + 1,
поэтому 0 6 g1 6 p(c2 + 1). С другой стороны, по лемме 4 имеем [331] = r31, поэтому
0 6 g1 =

∑

i r
i
31 6 p(c2 + 1) и 0 6

∑

i r
i
31/(p(c2 + 1)) 6 1.

Если r31 = 0, то равенство [232] = −c2p−c2+p+r31−r33−2 влечет c2p+c2+r33+2 6 p.
Аналогично, если r31 = 1, то c2p+c2+r33+1 6 p. В любом случае имеем противоречие. ⊲
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ON CODES IN DISTANCE-REGULAR GRAPHS OF DIAMETER 3
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Abstract. Let Γ be a distance-regular graph of diameter d. For i ∈ {1, 2, . . . , d} the graph Γi is defined
on the vertex set of Γ and two vertices u, w are adjacent in Γi if and only if dΓ(u,w) = i. The Shilla graph is
a distance-regular graph of diameter 3 with the eigenvalue θ1 = a3. For the Shilla graph the number a = a3
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divides k and we set b = b(Γ) = k/a. The Shilla graph has intersection array {ab, (a+1)(b−1), b2; c1, c2, a(b−1)}.
Jurisic and Vidali found intersection arrays of distance-regular graphs of diameter 3 containing the maximal
locally regular 1-code perfect with respect to the last neighborhood. Moreover, such graph Γ has intersection
arrays {a(p + 1), cp, a + 1; 1, c, ap} (and is a strongly regular graph Γ3) or {a(p + 1), (a + 1)p, c; 1, c, ap}
(and is a Shilla graph). In this manuscript we study graphs Γ such that it contains the maximal locally
regular 1-code. For a distance-regular graph with intersection array {a2, a2 − 1, c; 1, c, a(a− 1)} and a < 1000,
c < 1000, the multiplicities of the eigenvalues are integer only in the cases (a, c) = (3, 4) (and q113 < 0),
(a, c) = (5, 3), (a, c) = (9, 18) (and q333 < 0), (a, c) = (21, 49) (and q333 < 0), (a, c) = (21, 9). Thus, only arrays
{25, 24, 3; 1, 3, 20} and {(441, 440, 9; 1, 9, 420)} remain. Moreover, a distance-regular graph with intersection
array {a2, a2 − 1, c; 1, c, a(a− 1)} does not exist. As a consequence, distance-regular graphs with intersection
arrays {25, 24, 3; 1, 3, 20} and {(441, 440, 9; 1, 9, 420)} do not exist.

Keywords: distance-regular graph, strongly regular graph, Shilla graph.
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