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Аннотация. Спектром ω(G) конечной группы G называется множество порядков элементов груп-
пы G. Это множество замкнуто относительно делимости его элементов, поэтому оно однозначно
восстанавливается по своему подмножеству µ(G), состоящему из максимальных по делимости эле-
ментов ω(G). Две группы называются изоспектральными, если их спектры совпадают. Конечная
группа G называется распознаваемой по спектру в классе конечных групп (распознаваемой), ес-
ли любая конечная группа, спектр которой совпадает с ω(G), изоморфна G. В недавнем обзоре,
посвященном распознаваемости конечных групп, в частности, отмечен нерешенный вопрос о рас-
познаваемости симметрической группы S10 всех подстановок степени 10. Трудность исследования
этого вопроса объясняется, в частности, обилием конечных простых групп, субспектральных S10,
т. е. простых групп, спектры которых являются подмножествами ω(S10). В настоящей работе изла-
гается методика нахождения групп, субспектральных данной группе, и для каждой знакопеременной
группы L перечисляются субспектральные S10 накрытия L, основания которых являются неприво-
димыми модулями представлений L над конечными полями.
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Введение

Спектром ω(G) конечной группы G называется множество порядков элементов груп-
пы G. Это множество замкнуто относительно делимости его элементов, поэтому оно од-
нозначно восстанавливается по своему подмножеству µ(G), состоящему из максималь-
ных по делимости элементов ω(G). Две группы называются изоспектральными, если их
спектры совпадают. Конечная группа G называется распознаваемой по спектру в классе
конечных групп (для краткости: распознаваемой), если любая конечная группа, спектр
которой совпадает с ω(G), изоморфна G.

#Работа второго и третьего автора выполнена за счет Российского научного фонда, проект № 23-41-
10003.
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Вопросам распознаваемости конечных групп посвящен недавний обзор [1]. В нем,
в частности, отмечен нерешенный вопрос о распознаваемости симметрической груп-
пы S10 всех подстановок степени 10. Трудность исследования этого вопроса объясня-
ется, в частности, обилием конечных простых групп, субспектральных S10, т. е. простых
групп, спектры которых являются подмножествами ω(S10).

В настоящей работе излагается методика нахождения групп, субспектральных дан-
ной группе, и для каждой знакопеременной группы L перечисляются субспектраль-
ные S10 накрытия L, основания которых являются неприводимыми модулями представ-
лений L над конечными полями.

Теорема 1. Пусть G — конечная группа, субспектральная S10, N — ее нормальная

элементарная абелева p-подгруппа порядка pm, на которой G действует неприводимо

при сопряжении. Если G/N изоморфна простой знакопеременной группе An, то G изо-

морфна одной из групп L таблицы 1. В этой таблице символ pm.An, где p — конкретное

простое число, означает такое расширение элементарной абелевой группы N порядка pm

посредством знакопеременной группы An, при котором сопрягающее действие G на N
является неприводимым.

1. Предварительные факты

Лемма 1. Если L — почти простая группа, субспектральная симметрической группы

степени 10, то L находится в таблице 2.

⊳ Множество π = {2, 3, 5, 7} состоит из всех простых делителей порядка группы
S10 ≃ Aut(A10). В работе А. В. Заварницина [2] перечислены все простые группы G, для
которых π(G) ⊆ π. Это A5, A6, L2(7), U4(2), L2(8), U3(3), A7, U3(5), L3(4), A8, A9, J2, A10,
U4(3), S6(2), O

+

8
(2), L2(49), S4(7). Две последние группы этого списка содержат элемент

порядка 25 6∈ ω(S10). Множество µ(L) для перечисленных групп G можно извлечь из
таблиц характеров групп AutG [3], доказав тем самым справедливость леммы. ⊲

Лемма 2. Пусть G — конечная группа, V — ее неприводимый модуль над полем

характеристики p > 0, ϕ — соответствующий брауэров характер, a — элемент из G, по-

рядок n которого взаимно прост с p. Тогда размерность d подпространства неподвижных

точек a в V равна

d =
1

n

∑

x∈〈a〉

ϕ(x).

⊳ Поскольку порядок a не делится на p, ограничение ϕ на 〈a〉 является обыкновен-
ным (комплексным) характером группы A = 〈a〉, и скалярное произведение (ϕ|A, 1|A)
равно числу тривиальных композиционных факторов пространства V , рассматриваемо-
го в качестве A-модуля (см. [4, §§ 81–83] о связи брауэровых характеров с обыкновенными
характерами). Так как число (ϕ|A, 1|A) равно d, то лемма доказана. ⊲

Лемма 3. Пусть H = V 〈a〉 — полупрямое произведение элементарной абелевой

p-подгруппы V на циклическую группу 〈a〉 порядка m. Полупрямое произведение H то-

гда и только тогда содержит элемент порядка pm, когда ām+ ām−1 + · · ·+ ā 6= 0, где ā —

линейное преобразование подгруппы V , рассматриваемой как векторное пространство

над полем порядка p, определенное равенством

vā = va = a−1va

для любого v ∈ V .
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⊳ Пусть v ∈ V . Тогда

(va)m = a−m(va)(va) . . . (va)
︸ ︷︷ ︸

m сомножителей

= va
m

+ va
m−1

+ . . . + va

= vām + vām−1 + . . .+ vā = v(ām + ām−1 + . . .+ ā).

Если порядок va равен m для любого v ∈ V , то (ām + ām−1 + · · · + ā) — нулевое
преобразование пространства V . С другой стороны, если это преобразование ненулевое,
то найдется v из подгруппы V , для которого (va)m 6= 1, т. е. порядок элемента va ∈ H
равен pm. ⊲

Таблица 1

Неприводимые накрытия простых знакопеременных групп подстановок,

субспектральные симметрической группе S10 степени 10 µ(S10) = {8, 9, 12, 14, 15, 20, 21, 30}

L µ(L) Примечание

A5 {2, 3, 5}
2.A5 {4, 6, 10} Нерасщепляемое расширение группы порядка 2 посредством A5 (на-

крывающая группа для A5)
2× A5 {6, 10}
241.A5 {3, 4, 5} Расширение естественного модуля группы L2(4) ≃ A5 посредством A5

242.A5 {4, 5, 6}
3× A5 {6, 15}
34.A5 {5, 9, 12}
36.A5 {6, 9, 15}
5× A5 {10, 15}
53.A5 {10, 15}
74.A5 {5, 14, 21}
A6 {3, 4, 5}
2.A6 {6, 8, 10} Накрывающая группа для A6

2× A6 {4, 6, 10}
24.A6 {5, 6, 8}
216.A6 {6, 8, 10}
3× A6 {12, 15}
34.A6 {4, 9, 15}
36.A6 {9, 12, 15}
5× A6 {15, 20}
A7 {4, 5, 6, 7}
2.A7 {8, 10, 12, 14} Факторгруппа накрывающей группы A7

2× A7 {4, 6, 10, 14}
26.A7 {7, 8, 10, 12}
214.A7 {8, 10, 12, 14}
220.A7 {8, 10, 12, 14}
3.A7 {12, 15, 21}
3× A7 {12, 15, 21}
A8 {4, 6, 7, 15}
2.A8 {8, 12, 14, 30} Накрывающая группа A8

2× A8 {4, 12, 14, 30}
24.A8 {8, 12, 14, 15}
26.A8 {6, 7, 8, 10, 15}
214.A8 {8, 12, 14, 30}
220.A8 {8, 12, 14, 15}
264.A8 {8, 12, 14, 30}
3× A8 {12, 15, 21}
A9 {7, 9, 10, 12, 15}
28.A9 {8, 9, 12, 14, 30}
3× A9 {9, 12, 21, 30}
A10 {8, 9, 10, 12, 15, 21}



О конечных группах, субспектральных конечным почти простым группам 71

Таблица 2

Почти простые группы, субспектральные S10

L µ(L)

A5 ≃ L2(4) {2, 3, 5}
A5.2 ≃ S5 {4, 5, 6}
A6 {3, 4, 5}
A6.21 ≃ S6 {4, 5, 6}
A6.22 {3, 8, 10}
A6.23 {3, 5, 8}
A6.2

2 {6, 8, 10}
L2(7) {3, 4, 7}
L2(7).2 {6, 7, 8}
U4(2) ≃ S4(3) {5, 9, 12}
U4(2).2 {9, 10, 12}
L2(8) {2, 7, 9}
L2(8).3 {6, 7, 9}
U3(3) {7, 8, 12}
U3(3).2 {7, 8, 12}
A7 {4, 5, 6, 7}
A7.2 ≃ S7 {7, 10, 12}
U3(5).2 {7, 8, 12, 20}
L3(4) {3, 4, 5, 7}
L3(4).3 {4, 6, 15, 21}
L3(4).6 {8, 12, 15, 21}
A8 {4, 6, 7, 15}
A8.2 ≃ S8 {7, 8, 10, 12, 15}
A9 {7, 9, 10, 12, 15}
A9.2 ≃ S9 {8, 9, 12, 14, 15, 20}
J2 {6, 7, 8, 10, 12, 15}
A10 {8, 9, 10, 12, 15, 21}
A10.2 ≃ S10 {8, 9, 12, 14, 20, 21, 30}
U4(3).2 {8, 9, 10, 12, 14}
S6(2) {7, 8, 9, 10, 12, 15}
28.S6(2) {8, 9, 10, 12, 14, 15}
O+

8 (2) {7, 8, 9, 10, 12, 15}

2. Доказательство теоремы 1

⊳ Нас интересует спектр группы pd.L, где p ∈ {2, 3, 5, 7}, d — степень неприводимого
представления простой группы L из таблицы 2 над полем характеристики p, при условии,
что pd.L субспектральна S10. Для этой цели используем таблицы брауэровых характеров
группы L [5] и, в некоторых случаях, непосредственно сами представления из [6].

Алгоритм наших действий объясним на следующем примере. Пусть L ≃ S6(2) ≃
AutL. По [3] µ(L) = {7, 8, 9, 10, 12, 15}. Пусть вначале p 6= 2.

Если p = 3, то лемма 2 и соответствующая таблица в [5] показывает, что в любом
неприводимом модуле V группы S6(2) над полем характеристики 3 один из элементов по-
рядка 8 имеет неподвижную точку, и поэтому расширение V посредством S6(2) содержит
элемент порядка 24, не принадлежащий спектру S10.

Если p = 5, то аналогично для любого V в V.S6(2) есть элемент порядка 35, т. е.
V.S6(2) не субспектральна S10.

Если p = 7, то в V.S6(2) есть элемент порядка 35, поскольку силовская 5-подгруппа
в S6(2) нециклическая.
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Пусть теперь p = 2. Таблица характеров Брауэра группы S6(2) и леммы 2 и 3 пока-
зывают, что ω(2s.S6(2)) не содержится в ω(AutS10) для s 6= 6 и 8.

С помощью информации из [6] о представлении S6(2) степени 6 над полем порядка 2
и леммы 3 нетрудно подсчитать, что 26.S6(2) содержит элемент порядка 24 6∈ ω(S10), а

µ
(
28.S6(2)

)
= {8, 9, 10, 12, 14, 15} ⊆ µ(AutA10).

Аналогичные рассуждения доказывают теорему 1. ⊲
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Abstract. Spectrum ω(G) of a finite group G is the set of element orders of G. This set is closed under
divisibility of its elements, therefore it can be uniquely defined by its subset µ(G) consisting of maximal under
divisibility elements of ω(G). Two groups are said to be isospectral, if their spectra coincide. A finite group G

is called recognizable by spectrum in the class of finite groups (or recognaizable), if every finite group whose
spectrum coincides with ω(G) is isomorphic to G. In a recent survey dedicated to recognizability of finite
groups, an unsolved question is mentioned about recognizability of symmetric group S10 of all permutations
of degree 10. Difficulty of this problem is, in particular, due to a wast number of finite simple groups, which
are subspectral to S10, i. e. simple groups whose spectra are subsets of ω(S10). This paper gives a method of
finding all groups subspectral to a given group, and for every alternating group L the list of subspectral to S10

covers of L are given, whose basements are irreducible modules of representations of L over finite fields.
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