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Аннотация. В 2002 г. второй автор данной статьи записал в Коуровской тетради следующую задачу
(вопрос 15.67). А) Какие присоединенные группы Шевалле (нормального типа) над кольцом целых
чисел порождаются тремя инволюциями, две из которых перестановочны? К настоящему времени
эта задача решена только для групп Шевалле типа An (случай PSLn+1), En и G2. Конечно, зада-
чу А) можно рассматривать и для других однопорожденных колец, и не только для присоединенных
групп Шевалле. Так, аналог задачи А) решен для групп PSLn(Z + iZ) и SLn(Z + iZ) над кольцом
целых гауссовых чисел Z + iZ, причем для некоторых малых размерностей n 6 6 ответ оказался
отрицательный. В данной статье доказывается, что группа Шевалле G2(Z+ iZ) над кольцом целых
гауссовых чисел порождается тремя инволюциями, две из которых перестановочны. В качестве след-
ствия получается, что для нее минимальное число порождающих инволюций, произведение которых
равно 1, совпадает с 5.
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1. Введение

Коммутативное кольцо K с единицей будем называть d-порожденным, если для неко-
торых его элементов k1, . . . , kd кольцо целочисленных полиномов Z[k1, . . . , kd] совпадает
с K. Ясно, что число порождающих элементов с определенными свойствами какой-либо
матричной группы над d-порожденным кольцом должно зависеть от d. Так, например,
в [1] доказана порождаемость тремя инволюциями, две из которых перестановочны, неко-
торых матричных групп над d-порожденной коммутативной областью целостности, при
условии, что их размерность больше некоторой константы, зависящей от d. Конечно,
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наиболее простой и важный случай d = 1. Для таких колец зависимость становится
минимальной. К ним относятся конечные поля, кольцо целых чисел Z и кольцо целых
гауссовых чисел Z + iZ, где i2 = −1. Конечное поле порождается своим примитивным
элементом, кольцо Z порождается единицей 1, а кольцо Z+ iZ — элементом i.

В 2002 г. второй автор данной статьи записал в Коуровской тетради [2] следующую
задачу.

А) Какие присоединенные группы Шевалле (нормального типа) над кольцом целых

чисел порождаются тремя инволюциями, две из которых перестановочны? (См. [2, во-
прос 15.67].)

К настоящему времени эта задача решена только для групп Шевалле типа An (слу-
чай PSLn+1) [3], En [4] и G2 [5]. Конечно, задачу А) можно рассматривать и для других
однопорожденных колец, и не только для присоединенных групп Шевалле. Так, в рабо-
тах [6–9] аналог задачи А) решен для групп PSLn(Z+ iZ) и SLn(Z+ iZ).

Основным результатом данной статьи является

Теорема. Группа G2(Z + iZ) порождается тремя инволюциями, две из которых пе-

рестановочны.

Пусть n(G) — минимальное число порождающих инволюций группы G, произведение
которых равно 1.

Следствие. n(G2(Z+ iZ)) = 5.

2. Обозначения и предварительные результаты

Далее всюду Φ — система корней типа G2. Пусть {a, b} — ее фундаментальные корни,
причем a — короткий корень. Тогда

Φ =
{

± a, ±b, ±(a+ b), ±(2a+ b), ±(3a+ b), ±(3a+ 2b)
}

.

Кольцо целых гауссовых чисел Z+ iZ является евклидовым (см., например, [10, с. 439]).
Универсальная и присоединенная группы Шевалле типа G2 над евклидовым кольцом K
совпадают и согласно [11, c. 107] порождаются корневыми подгруппами

Xr =
{

xr(k) : k ∈ K
}

, r ∈ Φ.

Для обратимых элементов t кольца K определены мономиальные

nr(t) = xr(t)x−r

(

− t−1
)

xr(t)

и диагональные
hr(t) = nr(t)nr(−1)

элементы группы G2(K). Для краткости положим

nr = nr(1).

Пусть (r, s) — скалярное произведение векторов, wr — отражение относительно ги-
перплоскости, ортогональной корню r. Между корневыми, мономиальными и диагональ-
ными элементами выполняются хорошо известные соотношения:

xr(t)xr(u) = xr(t+ u),

hr(t)hr(u) = hr(tu),
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nr xs(t)n
−1
r = xwr(s)(±t), r, s ∈ Φ,

nr hs(t)n
−1
r = hwr(s)(t), r, s ∈ Φ,

hr(t)xs(u)h
−1
r (t) = xs

(

ut
2(r,s)
(r,r)

)

, r, s ∈ Φ.

Далее будем использовать эти соотношения без упоминания. Отметим, также существен-
ный в дальнейших вычислениях факт. Для любых двух неортогональных и неколинеар-
ных корней r, s ∈ Φ число 2(r,s)

(r,r) равно ±1 или ±3.

В статье приняты такие сокращения: 〈M〉 — подгруппа, порожденная подмноже-
ством M из некоторой группы G,

xy = yxy−1,

[x, y] = xyx−1y−1.

Лемма 1. Для любого r ∈ Φ группа, порожденная двумя противоположными кор-

невыми подгруппами Xr и X−r группы G2(Z+ iZ), изоморфна SL2(Z+ iZ).

⊳ В силу [11, с. 45] для любого r ∈ Φ группа, порожденная двумя противополож-
ными корневыми подгруппами Xr и X−r, изоморфна SL2(Z + iZ) или PSL2(Z + iZ),
а поскольку ее центр нетривиален и порождается инволюцией hr(−1), то она изоморф-
на SL2(Z+ iZ). ⊲

Лемма 2. Группа G2(Z + iZ) порождается двумя любыми корневыми подгруппами

Xr, Xs, индексированными корнями r и s разной длины, и мономиальными элемента-

ми na, nb.

⊳ Группа, порожденная мономиальными элементами na, nb, действует сопряжениями
транзитивно на корневых подгруппах, индексированных корнями одной длины. Поэтому
вместе с любой парой корневых подгрупп Xr, Xs, индексированными корнями r и s
разной длины, они порождают группу G2(Z+ iZ), поскольку любая группа Шевалле над
евклидовым кольцом порождается корневыми подгруппами [11, с. 107]. ⊲

Лемма 3. (а) Группа, порожденная корневыми подгруппами Xa, X−a, X3a+2b и

X−3a−2b группы G2(Z + iZ), совпадает с центральным произведением групп 〈Xa, X−a〉
и 〈X3a+2b, X−3a−2b〉 с объединенной подгруппой, порожденной диагональным элементом

ha(−1), причем

ha(−1) = h3a+2b(−1). (1)

(б) Все диагональные инволюции hr(−1), r ∈ Φ, сопряжены, и, если корни r и s
ортогональны, то

hr(−1) = hs(−1). (2)

(в) Справедливы равенства

ha(i)h3a+2b(i) = ha+b(−1) = ha(−1)hb(−1). (3)

⊳ (а) Подгруппы 〈Xa,X−a〉 и 〈X3a+2b,X−3a−2b〉 перестановочны и их центры порожда-
ются инволюциями ha(−1) и соответственно h3a+2b(−1). Так как центр группы G2(Z+iZ)
тривиален, а инволюции ha(−1) и h3a+2b(−1) действуют сопряжениями одинаково на обе-
их подгруппах 〈Xa,X−a〉 и 〈Xb,X−b〉, которые в силу леммы 2 порождают G2(Z + iZ),
то ha(−1) = h3a+2b(−1). Таким образом, утверждение (а) справедливо.
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(б) Равенство (2) и сопряженность диагональных инволюций hr(−1), r ∈ Φ, следует
из (1) равенства

nw hr(t)n
−1
w = hw(r)(t), r ∈ Φ, w ∈ W,

и транзитивного действия группы Вейля W на множествах корней одной длины.
(в) Доказательство первого равенства из (3) распишем подробно. Имеем

ha+b(−1)x±a(t)ha+b(−1)−1 = x±a

(

(−1)
2(a+b,±a)
(a+b,a+b) t

)

= x±a

(

(−1)
±2(a+b,a)
(a+b,a+b) t

)

= x±a

(

(−1)−±1 t
)

= x±a(−t),

ha+b(−1)x±b(t)ha+b(−1)−1 = x±b

(

(−1)
2(a+b,±b)
(a+b,a+b) t

)

= x±b

(

(−1)
±2(a+b,b)
(a+b,a+b) t

)

= x±b

(

(−1)±1 t
)

= x±b(−t),

(

ha(i)h3a+2b(i)
)

x±a(t)
(

ha(i)h3a+2b(i)
)−1

= (ha(i))x±a(t)(ha(i))
−1

= x±a

(

i
2(a,±a)
(a,a) t

)

= x±a

(

i±2 t
)

= x±a(−t),

(

ha(i)h3a+2b(i)
)

x±b(t)
(

ha(i)h3a+2b(i)
)−1

= x±b

(

i

(

2(a,±b)
(a,a)

+
2(3a+2b,±b)

(3a+2b,3a+2b)

)

t
)

= x±b

(

i
±

(

2(a,b)
(a,a)

+
2(3a+2b,b)

(3a+2b,3a+2b)

)

t
)

= x±b

(

i±(−3+1) t
)

= x±b(−t).

Таким образом, равенство ha(i)h3a+2b(i) = ha+b(−1) установлено. Аналогично проверя-
ется равенство ha+b(−1) = ha(−1)hb(−1). ⊲

Доказательство следующей леммы можно найти, например, в монографиях [12, п. 5.2]
или [13, п. 33.3].

Лемма 4. Если сумма двух корней r и s не является корнем и r 6= ±s, то

[xs(u), xr(t)] = 1. Если r, s, r + s ∈ Φ, то возможны пять следующих случаев для комму-

таторной формулы:

1) [xs(u), xr(t)] = xr+s(±tu), если r, s — длинные корни.

2) [xs(u), xr(t)] = xr+s(±tu)x2r+s(±t2u)x3r+s(±t3u)x3r+2s(±t3u2), если |r| < |s|.

3) [xs(u), xr(t)] = xr+s(±tu)xr+2s(±tu2)xr+3s(±tu3)x2r+3s(±2t2u3), если |s| < |r|.

4) [xs(u), xr(t)] = xr+s(±2tu)xr+2s(±3tu2)x2r+s(±3t2u), если |s| = |r| = |r + s|.

5) [xs(u), xr(t)] = xr+s(±3tu), если |s| = |r| < |r + s|.

3. Доказательство теоремы

⊳ Покажем, что группа G2(Z + iZ) порождается следующими тремя инволюциями,
первые две из которых перестановочны:

α = ha(−1)x−b(1),

β = hb(−1)xa(1),

γ = na(−1)n3a+2b ha(i).
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Очевидно, α и β — перестановочные инволюции. Элемент γ также является инволюцией,
поскольку

γ2 = ha(−i)ha(−1)h3a+2b(−1)ha(i) = 1

в силу равенства (1) из леммы 3.
Положим

M = 〈α, β, γ〉.

Далее знак ± при коэффициентах у корневых элементов означает, что этот корневой
элемент входит в произведение либо с положительным, либо с отрицательным коэффи-
циентом. Вычисления показывают, что

αγ = ha(−1)xb(±i), βγ = hb(−1)x−a(1), [γ, β] = x−a(−1)xa(1),

[[γ, β], α] = x−a(−1)xa(1)ha(−1)x−b(1)xa(−1)x−a(1)ha(−1)x−b(1)

= x−a(−1)x−b(−1)x−a(1)x−b(1) = [x−a(−1), x−b(−1)]

= x−a−b(±1)x−2a−b(±1)x−3a−b(±1)x−3a−2b(±2).

Последнее равенство получается в силу коммутаторной формулы 3) из леммы 4. Далее,

[γ, β] γ = xa(−1)n3a+2bha(i), α[γ,β]γ = ha(−1)x3a+b(±i),

[α, [γ, β] γ] = x−b(−1)x3a+b(±i), δ := [γ, β]2 γ = x−a(−1)n3a+2b ha(i),

(αγ)δ = ha(−1)x−3a−b(±1), α(αγ)δ = x−b(−1)x−3a−b(±1).

Поскольку сомножитель x−3a−b(±1) элемента α(αγ)δ перестановочен с каждым сомно-
жителем элемента [[γ, β], α], а другой его сомножитель x−b(−1) не является перестано-
вочным только с сомножителем x−3a−b(±1) элемента [[γ, β], α], то в силу коммутаторной
формулы 1) из леммы 4 получаем включение

[

α(αγ)δ , [[γ, β], α]
]

= x−3a−2b(±1) ∈ M.

Следовательно,
[

α(αγ)δ, [[γ, β], α]
]γ

= x3a+2b(±1) ∈ M.

Таким образом, в M лежат элементы n3a+2b и (n3a+2b)
2 = h3a+2b(−1) = ha(−1). Так как

уже известны включения ha(−1)x−b(1), ha(−1)xb(i) ∈ M , то x−b(1), xb(i) ∈ M . Далее,

δn−1
3a+2b = x−a(−1)ha(i),

(xb(i))
x−a(−1)ha(i) = xb(±1).

Отсюда nb ∈ M и, следовательно, Xb,X−b < M , в частности, hb(−1), hb(i) ∈ M . Учиты-
вая ранее полученные включения элементов hb(−1)xa(1) и x−a(−1)xa(1) в подгруппу M ,
получаем xa(1), x−a(1) ∈ M , поэтому na ∈ M . Наконец,

hb(i)xa(1)h
−1
b (i) = xa(±i).

Следовательно, Xa < M . Итак, в M лежат мономиальные элементы na, nb и корневые
подгруппы Xa и Xb. По лемме 2 получаем равенство M = G2(Z+ iZ).

Теорема доказана. ⊲
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Замечание. Если в приведенной выше тройке инволюций заменить у инволюции γ
коэффициент i на 1, то получим порождающую тройку инволюций, две из которых пе-
рестановочны, для группы G2(Z). Причем приведенное выше доказательство проходит
и в этом случае с очевидными упрощениями. Ранее аналогичный результат был получен
в [5] с использованием семимерного матричного представления группы G2(Z).

4. Доказательство следствия

Для доказательства следствия потребуется

Лемма 5 [14, лемма 4]. Пусть n(G) — минимальное число порождающих инволюций

группы G, произведение которых равно 1. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) n(G) = 2 тогда и только тогда, когда |G| = 2;
2) n(G) = 3 тогда и только тогда, когда G — четверная группа Клейна;

3) если n(G) = 4, то в G найдется неединичная циклическая нормальная подгруппа.

В частности, если группа G простая, то n(G) > 5;
4) если G — гомоморфный образ группы G, то n(G) 6 n(G).

⊳ Пусть I — идеал кольца Z + iZ, порожденный элементом 3, тогда фактор-кольцо
(Z + iZ)/I изоморфно полю F9. Каждый кольцевой гомоморфизм, переводящий едини-
цу в единицу, индуцирует гомоморфизм матричных групп, и при таком гомоморфизме
корневые элементы групп Шевалле переходят в корневые. Так как группы G2(Z + iZ)
и G2(9) порождаются своими корневыми элементами, то группы ϕI(G2(Z+ iZ)) и G2(9)
изоморфны, где ϕI — гомоморфизм матричных групп, индуцированный кольцевым го-
моморфизмом ρI : Z+ iZ → F9. Сейчас по лемме 5, применяя ее пп. 3) и 4), и пользуясь
простотой группы G2(9), получаем неравенство n(G2(Z+ iZ)) > 5.

С другой стороны, по основной теореме данной статьи группа G2(Z + iZ) порож-
дается тремя инволюциями α, β, γ, первые две из которых перестановочны. Так как
α · β · (βα) · γ · γ = 1, то G2(Z+ iZ) порождается пятеркой инволюций, произведение ко-
торых равно 1 и, следовательно, n(G2(Z+ iZ)) 6 5.

Объединяя установленные выше два неравенства, получаем искомое равенство
n(G2(Z+ iZ)) = 5.

Следствие доказано. ⊲
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Abstract. In 2002, the second author of this paper wrote down the following problem in the Kourovka
notebook (question 15.67). A) What adjoint Chevalley groups (of normal type) over the ring of integers are
generated by three involutions, two of which commute? This problem solved only for the Chevalley groups
of type An (the case PSLn+1), En, and G2. Of course, problem A) can be consider for other one-generated
rings, and not only for the adjoint Chevalley groups. The analogue of problem A) is solved for the groups
PSLn(Z+ iZ) and SLn(Z+ iZ) over the ring of the Gaussian integers Z+ iZ, and for some small dimensions
n 6 6 the answer is negative. In this article we prove that the Chevalley group G2(Z+ iZ) over the ring of the
Gaussian integers is generated by three involutions, two of which commute. As a consequence, the minimal
number of generating involutions, whose product is equal to 1, coincides with 5.
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