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Аннотация. В работе рассматриваются множества банаховых пределов, инвариантных относитель-
но операторов растяжения. Известно, что множество таких пределов является непустым и выпук-
лым подмножеством множества банаховых пределов. Однако объединение всех таких подмножеств
невыпукло. В данной работе приводится необходимое и достаточное условие выпуклости конечных
объединений таких подмножеств. Полученный критерий дает полный ответ на вопрос о выпуклости
конечных объединений множеств банаховых пределов, инвариантных относительно операторов рас-
тяжения. В то же время вопрос об аналогичном критерии для бесконечных объединений остается
открытым: авторами найдены лишь необходимые и, отдельно, достаточные условия выпуклости.
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1. Введение

Через ℓ∞ обозначается пространство ограниченных последовательностей x =
(x1, x2, . . .) с нормой

‖x‖ℓ∞ = sup
n∈N

|xn|

и стандартной полуупорядоченностью, где N — множество натуральных чисел. Линей-
ный функционал B ∈ ℓ∗

∞
называется банаховым пределом, если

1. B > 0, т. е. Bx > 0 для всех x > 0;
2. Bx = BTx для всех x ∈ ℓ∞, где T — оператор сдвига в ℓ∞;
3. B1 = 1, где 1 = (1, 1, . . . ).

Существование банаховых пределов было анонсировано С. Мазуром [1], а доказа-
тельство приведено в книге С. Банаха [2]. Банахов предел B называется инвариантным
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относительно действующего в ℓ∞ оператора H, если Bx = BHx для всех x ∈ ℓ∞. Суще-
ствование инвариантных банаховых пределов было доказано У. Эберлейном [3]. Подход
У. Эберлейна был развит в [4]. Там было доказано, что множество инвариантных отно-
сительно оператора H банаховых пределов B(H) непусто, если

1. H > 0 и H1 = 1;
2. Hc0 ⊂ c0;
3. lim supj→∞

(A(I − T )x)j > 0 для всех x ∈ ℓ∞, A ∈ R(H), где R(H) = conv{Hk, k ∈
N}.

Условиям 1–3 удовлетворяет оператор Чезаро

(Cx)n =
1

n

n∑

k=1

xk, n ∈ N,

и операторы растяжения

σn x =
(
x1, x1, . . . , x1
︸ ︷︷ ︸

n

, x2, x2, . . . , x2
︸ ︷︷ ︸

n

, . . .
)
, n ∈ N, n > 2,

где x = (x1, x2, . . .). Поэтому множества B(σn) непусты и выпуклы для всех n ∈ N, n > 2,
и, более того, диаметр и радиус каждого множества B(σn) совпадают с диаметром и
радиусом множества B в ℓ∗

∞
и равны 2. Если банахов предел B инвариантен относительно

оператора σn, то B инвариантен относительно (σn)
2 = σn2 . Это означает, что

B(σn) ⊂ B(σnk) (1)

для любых k, n ∈ N, k, n > 2. Более подробно о банаховых пределах см. обзор [5]. Насто-
ящая работа посвящена изучению множеств B(σn), n ∈ N, n > 2.

Банаховы пределы, инвариантные относительно операторов σn, n ∈ N, n > 2, рас-
сматривались в работах [6, 7] и других.

2. Основные результаты

Всякая строго возрастающая последовательность натуральных чисел M =
(m1,m2, . . . ,mr), r ∈ N, r > 2, m1 > 2, определяет множество

B(M) =
r⋃

i=1

B(σmi
),

которое является подмножеством B. Отметим, что в силу (1) мы можем полагать mk
s 6=

mt для всех s, t ∈ (1, 2, . . . , r−1), s < t, и всех k ∈ N. Дальнейшие рассуждения мы будем
проводить исходя из этого предположения.

Теорема 1. Для того чтобы множество B(M) было выпукло необходимо и достаточ-

но, чтобы mki
i = mr для всех i ∈ (1, 2, . . . , r − 1) и для некоторых ki ∈ N, ki > 1.

⊳ Необходимость докажем от противного примерно по той же схеме, что и [6, тео-
рема 13]. Предположим, что mk

j 6= mr для некоторого j ∈ (1, 2, . . . , r − 1) и всех k ∈ N.

Так как mr > mj , то mk
r 6= mj для всех k ∈ N. В силу [6, теорема 14] существуют такие

B2 ∈ B(σmj
) и B3 ∈ B(σmr ), что

‖B2 −B‖ℓ∗
∞

= 2 (2)
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для любого B ∈ B(σα) и
‖B3 −B‖ℓ∗

∞

= 2 (3)

для любого B ∈ B(σβ), где

α ∈ N \{1,mj ,m
2

j ,m
3

j , . . .},

β ∈ N \{1,mr ,m
2

r,m
3

r , . . .}.

В частности,
B2 /∈ B(σmr ), B3 /∈ B(σmj

). (4)

Рассмотрим банахов предел

B1 =
1

2
(B2 +B3)

и докажем, что B1 /∈ B(σn) для любого n ∈ (m1,m2, . . . ,mr). Доказательство проведем
отдельно для 3 различных подмножеств N.

1. Пусть n = mj и предположим, что B1 ∈ B(σmj
). Так как B3 = 2B1 − B2, то

инвариантность B1 и B2 относительно σmj
влечет инвариантность B3 относительно σmj

.
Отсюда и из B3 ∈ B следует B3 ∈ B(σmj

), что противоречит (4).
2. Если n = mr и B1 ∈ B(σmr ), то те же самые аргументы приводят к противоречию

с (4).
3. Пусть n 6= mj, n 6= mr. В силу (2), (3) имеем

‖B2 −B1‖ℓ∗
∞

= ‖B3 −B1‖ℓ∗
∞

= 2.

Так как B1 −B2 = B3 −B1, то

‖B3 −B2‖ℓ∗
∞

= ‖B3 −B1 +B1 −B2‖ℓ∗
∞

= 2‖B3 −B1‖ℓ∗
∞

= 4.

Доказанное равенство противоречит отмеченному в § 1 факту, что диаметр B равен 2.
Полученное во всех трех случаях противоречие доказывает необходимость — первую
часть теоремы.

Если mr = mki
i , то в силу (1) получаем

B(σmi
) ⊂ B(σmr ).

Отсюда B(M) = B(σmr ) и выпуклость B(σmr) влечет выпуклость B(M). ⊲

Теорема 1 была анонсирована в [8, теорема 2]. Возникает естественный вопрос: вы-
полняется ли теорема 1, если M — бесконечное объединение множеств B(σmi

)? Этот
вопрос остается открытым.
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Abstract. This paper considers sets of Banach limits invariant under dilation operators. It is known that
the set of these limits is a non-empty and convex subset of the set of Banach limits. However, the union of
all such subsets is non-convex. This paper provides a necessary and sufficient condition for the convexity of
finite unions of such subsets. The obtained criterion provides a complete answer to the question regarding the
convexity of finite unions of sets of Banach limits invariant under dilation operators. At the same time, the
question of a similar criterion for infinite unions remains open: the authors have found only necessary and,
separately, sufficient conditions for convexity.
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