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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ О ПОПЕРЕЧНОЙ
НЕЛИНЕЙНОЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЕ

В. А. Гетман1, Т. Ф. Долгих1, М. Ю. Жуков1,2

1 Южный федеральный университет,
Россия, 344090, Ростов-на-Дону, ул. Мильчакова, 8 а;
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Аннотация. Построено асимптотическое решение краевой задачи для двух квазилинейных уравне-
ний гиперболического типа, описывающих поведение поперечной электромагнитной волны (TEM-
волны) в нелинейной сплошной среде, когда зависимость поляризации P от напряженности элек-
трического поля E (физическая нелинейность) имеет вид P = ε0(χ1E + χ2E

2 + χ3E
3), где χ1, χ2,

χ3 — диэлектрические восприимчивости, ε0 — диэлектрическая проницаемость вакуума. Главный
член асимптотики построен в двух случаях: (i) χ1 = O(1), χ2 → 0, χ3 = 0 (анизотропная сплошная
среда), (ii) χ1 = O(1), χ2 = 0, χ3 → 0 (изотропная сплошная среда), хотя один из использованных
методов построения асимптотики без труда переносится и на случай (iii) χ1 = O(1), χ2 → 0, χ3 → 0.
В случае (i) асимптотика при χ2 → 0 строится двумя способами. В первом варианте используется
непосредственное разложение в ряд по малому параметру точного неявного решения краевой задачи
с последующим численным построением явного решения на линиях уровня неявного решения (глав-
ного члена асимптотики неявного решения). Во втором варианте разложения в ряды по параметру
проводятся на всех этапах, предшествующих построению точного неявного решения, что приводит
к неявному решению, отличному от точного, но главный член асимптотики нового и прежнего реше-
ния совпадают. Эквивалентность двух указанных вариантов далеко неочевидна, в частности, точное
неявное решение содержит гипергеометрическую функцию Гаусса, а асимптотическое неявное реше-
ние — функцию Бесселя. В случае (ii) асимптотику при χ3 → 0 возможно построить лишь вторым
способом, проводя разложение по параметру на всех этапах построения неявного решения. Первый
вариант конструирования асимптотики непремени́м, ввиду того, что точное неявное решение не уда-
ется построить. Для построения решения краевой задачи о поведении TEM-волн, как точного, так и
асимптотического, использован метод годографа на основе закона сохранения для системы двух ква-
зилинейных гиперболических уравнений типа 1+1 в частных производных первого порядка. Метод
позволяет преобразовать систему квазилинейных уравнений в одно линейное уравнение в частных
производных второго порядка с переменными коэффициентами. Эффективность метода зависит от
наличия явных соотношений, связывающих исходные переменные с инвариантами Римана, а также
от наличия явного выражения для функции Римана — Грина линейного дифференциального урав-
нения. В случаях (i), (ii) указанные условия выполняются. Представленные результаты позволяют
детально проследить эволюцию TEM-волн в нелинейных средах, например, коаксиальных волно-
водах или в распределенных идеальных линиях передач, в частности, определить момент времени
(и пространственную координату) при котором возможно возникновение ударных электромагнит-
ных волн.

Ключевые слова: системы квазилинейных гиперболических уравнений, инварианты Римана,
функция Римана — Грина, метод годографа, асимптотические разложения.

AMS Subject Classification: 35F15, 35L40, 41A58.

Образец цитирования: Гетман В. А., Долгих Т. Ф., Жуков М. Ю. Асимптотика решения краевой
задачи о поперечной нелинейной электромагнитной волне // Владикавк. мат. журн.—2025.—Т. 27,
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1. Введение

Построен главный член асимптотики решения краевой задачи об эволюции
нелинейной поперечной электромагнитной волны (TEM-волны). В представленной
работе рассмотрены два случая: (i) P = ε0(χ1E + χ2E

2) (анизотропная среда) и
(ii) P = ε0(χ1E + χ3E

3) (изотропная среда). Выбор указанных определяющих соотно-
шений не является случайным. Напомним, что отклик любого диэлектрика (в волокон-
ном световоде) на световое воздействие становится нелинейным в сильном электромаг-
нитном поле. Для центросимметричных оптических кристаллов (кристаллов, обладаю-
щих центром симметрии — инверсией относительно центра симметрии) вытекает, что
при изменении направления электрического поля E → −E поляризация также изменя-
ет знак P → −P (случай (ii)). Однако при больших напряженностях электрического
поля оптический материал теряет центросимметричность ввиду волновых нелинейных
(трехфотонных) взаимодействий, и основной вклад в его нелинейную поляризованность
вносят квадратичные члены (случай (i)). Укажем также, что при рассмотрении задач
нелинейной оптики исторически принято оперировать с поляризацией среды P , а не с
электрической индукцией D, которая связана с P соотношением D = ε0E + P . Более
естественно, при использовании уравнений Максвелла использовать именно электриче-
скую индукцию D взамен поляризации P . Подробнее о связи между P и D, с оценкой
величин параметров χ1, χ2, χ3 и других, см. текст после формулы (40).

Необходимость в построении асимптотики (соответственно при χ1 = O(1), χ2 → 0
и/или χ1 = O(1), χ3 → 0), помимо чисто математического интереса, возникает, по край-
ней мере, по двум причинам. Во-первых, асимптотическое решение (главные члены) бо-
лее «обозримо», чем точное решение, и позволяет легко проводить анализ решения и его
свойств. При этом, как показали результаты сравнения, в некоторой области параметров
асимптотическое решение мало отличается от точного. Во-вторых, и это более важно, ес-
ли в случае (i) можно построить точное неявное решение, то в случае (ii) точное решение
отсутствует (по крайней мере, его не удается построить) и можно указать лишь главные
члены асимптотики.

Для конструирования решения, как точного, так и асимптотического, использует-
ся метод годографа на основе закона сохранения (см., например, [1, 2]). Это позволяет
систему двух квазилинейных уравнений в частных производных первого порядка, за-
писанных в инвариантах Римана, трансформировать к одному линейному уравнению в
частных производных второго порядка с переменными коэффициентами. Именно такое
линейное уравнение играет ключевую роль в эффективности применяемого метода. Если
удается указать явную форму решения линейного уравнения, например, построив функ-
цию Римана — Грина, то неявное решение исходной задачи также представимо в виде
явного соотношения. Немаловажную роль играет и наличие явных соотношений, взаи-
мосвязывающих исходные переменные и инварианты Римана. Несмотря на то что для
двух квазилинейных уравнений инварианты Римана всегда существуют, далеко не все-
гда удается построить явные формулы. Это связано как с построением явных решений
обыкновенных дифференциальных уравнений, так и с построением обратных функций.
В случае (i), когда указанный способ построения решения осуществим, имеется точное
неявное решение, и процедура построения главных членов асимптотики сводится к про-
стому разложению в ряд по малому параметру. Напротив, в случае (ii) не удается указать
явные соотношения между исходными переменными и инвариантами Римана и, в связи
с этим, не удается даже построить в явном виде соответствующее линейное уравнение
метода годографа. Для построения главного члена асимптотического решения в слу-
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чае (ii) разложение в ряды по малому параметру проводится на всех этапах метода —
при построении взаимосвязи между исходными переменными и инвариантами Римана,
при построении зависимости характеристических направлений от инвариантов Римана,
при вычислении коэффициентов линейного дифференциального уравнения в частных
производных второго порядка. В конечном итоге, это позволяет указать явное решение
соответствующего линейного уравнения (функцию Римана — Грина) и окончательно по-
лучить главный член асимптотического разложения решения. Аналогичная процедура
проведена и в случае (i), что, как показала проверка, приводит к совпадению с результа-
тами, полученными непосредственным разложением в ряд по параметру, имеющегося в
случае (i), точного решения. Отметим, что это далеко нетривиальный результат. В част-
ности, в случае (i) соотношение для функции Римана — Грина в точном решении содер-
жит гипергеометричскую функцию Гаусса, тогда как для асимптотического варианта
соответствующая функции Римана — Грина выражается через функцию Бесселя.

Представленные результаты позволяют детально проследить, разумеется при малых
значениях параметров, эволюцию нелинейных поперечных электромагнитных волн в за-
висимости от краевых или начальных данных (принципиальное различие между краевой
и начальной задачей для квазилинейных уравнений в частных производных отсутствует
[3, § 6, с. 43–47]). Несмотря на то, что параметр (диэлектрическая восприимчивость χ2

или χ3) считается малым (в пределе параметр равен нулю, что соответствует обычной
линейной волне), все типичные для нелинейных волн эффекты — искажение профиля
напряженностей электрического и магнитного полей, возможность возникновения удар-
ных электромагнитных волн (см., например, [4–8]) и т. п., сохраняются. Кроме этого, воз-
можно вычисление момента времени опрокидывания решения (возникновение ударной
волны), что и продемонстрировано примером для некоторого начального распределения.

Следует также сказать, что для построения линейного дифференциального уравне-
ния в частных производных второго порядка, которое, в конечном итоге, определяет
характер поведения решения, вовсе не обязательно использовать метод годографа на ос-
нове закона сохранения [1, 2]. Можно применять и другие методы годографа, например,
классический вариант (см., например, [3, с. 33, 34]) или обобщенный метод годографа
(см., например, [9]), эквивалентность которых показана в [10].

2. Основные уравнения и инварианты Римана

Для описания поведения поперечной электромагнитной волны (TEM-волны) исполь-
зуем уравнения Максвелла в среде при отсутствии электрических токов и свободных
зарядов (см., например, [11, гл. IX])

Dt − rotH = 0, Bt + rotE = 0, divD = 0, divB = 0, (1)

с определяющими соотношениями

D = D(E), B = B(H). (2)

Здесь E, H — напряженности электрического и магнитного полей, D, B — электриче-
ская и магнитная индукции.

Для поперечной электромагнитной волны решение (1), (2) ищем в виде

D = (D(z, t), 0, 0), B = (0, B(z, t), 0),

E = (E(z, t), 0, 0), H = (0,H(z, t), 0).
(3)
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Здесь z — направление распространения плоской волны, E, D, H, B — соответствующие
компоненты векторных полей E, D, H , B.

В случае (3) уравнения (1) с определяющими соотношениями (2) представляют собой
систему двух квазилинейных уравнений в частных производных первого порядка

Dt(E) +Hz = 0, Bt(H) + Ez = 0, (4)

которые дополняем краевыми условиями

E
∣∣
z=0

= E0(t), H
∣∣
z=0

= H0(t), (5)

где E0(t), H0(t) — известные функции.
Ввиду того, что различие между начальной и краевой задачами для квазилинейных

гиперболических уравнений отсутствует (обе задачи принято называть задачей Коши,
см., например, [3, § 6, с. 43–47]), произведем замены

t = X, z = T, (6)

приводя (4), (5) к «привычному» виду

HT +DE(E)EX = 0, ET +BH(H)HX = 0, (7)

E
∣∣
T=0

= E0(X), H
∣∣
T=0

= H0(X). (8)

Здесь T — «время», X — «координата», DE , BH — производные функций D, B.
Задача (7), (8) записывается в инвариантах Римана (см. [12], а также [3, § 3, c. 27–31])

R1
T + λ1R1

X = 0, R2
T + λ2R2

X = 0, (9)

R1
∣∣
T=0

= R1
0(X), R2

∣∣
T=0

= R2
0(X). (10)

Здесь R1(X,T ), R2(X,T ), R1
0(X), R1

0(X) — инварианты Римана и их начальные значения
при T = 0, λ1(R1, R2), λ2(R1, R2) — характеристические направления.

Функции λ1, λ2 и связь исходных переменных E, H с инвариантами Римана R1, R2

определяются соотношениями

λ1 = −
√
DE(E)BH (H), λ2 =

√
DE(E)BH (H), (11)

R1 = F (H)−G(E), R2 = F (H) +G(E), (12)

F (H) =

∫ √
BH(H) dH, G(E) =

∫ √
DE(E) dE, (13)

где F , G — вспомогательные функции.
Далее рассматриваем два вида определяющих соотношений.

(i) Анизотропная сплошная среда

D(E) = E +
1

2
ηE2, B(H) = H. (14)

(ii) Изотропная сплошная среда

D(E) = E +
1

3
ηE3, B(H) = H. (15)

Обратим внимание на то, что соотношения (1)–(3) справедливы как для размерных,
так и безразмерных величин, в то время как (14), (15) записаны для безразмерных вели-
чин. Связь между размерными и безразмерными величинами, позволяющая сохранять
в задаче лишь один параметр η, указана далее в разделе с демонстрацией результатов
для конкретного примера (см. соотношения (40)).
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3. Точное решение в случае соотношений (14)

Детально способ построения решения задачи (9)–(14) описан в [1, 2, 10, 13–20]. Здесь
ограничимся лишь изложением основных результатов и соотношений.

Решение задачи (9)–(14) на линии уровня T∗ = T (a, b) точного неявного решения
T (a, b) имеет вид

R1(X,T∗) = R1
0(b(τ)), R2(X,T∗) = R2

0(a(τ)),

T∗ = T (a∗, b∗), X = Y (τ).
(16)

Считается, что линия уровня параметризована при помощи параметра τ , т. е.
T∗ = T (a(τ), b(τ)), и функции a(τ), b(τ), Y (τ) определяются путем интегрирования (чис-
ленного) задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений

aτ (τ) = −Tb(a(τ), b(τ)),
bτ (τ) = Ta(a(τ), b(τ)),

Yτ (τ) = J(a(τ), b(τ)),

(17)

a
∣∣
τ=0

= a∗, b
∣∣
τ=0

= b∗, Y
∣∣
τ=0

= Y∗,

J(a, b) =
(
λ2
(
r1, r2

)
− λ1

(
r1, r2

))∣∣∣r1=r1(b)
r2=r2(a)

TaTb,

r1(b) = R1
0(b), r2(a) = R2

0(a).

(18)

Здесь a∗, b∗ — некоторая точка на линии уровня T∗ = T (a∗, b∗), Y∗ — координата X,
соответствующая параметру τ = 0, J(a, b) — якобиан преобразования (a, b) ⇄ (X,T ).
Подробно способ конструирования задачи (17), (18) и определения начальных значений
a∗, b∗, Y∗ описан в [1, с. 48–51].

Функция T (a, b) — это неявное двухпараметрическое решение задачи (9)–(13), кото-
рое имеет вид

T (a, b) =
1

2

b∫

a

ϕ
(
R1

0(τ), R
2
0(τ)

∣∣ r1(b), r2(a)
)
dτ, (19)

ϕ
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
=

2Φ(R1, R2 | r1, r2)
λ2(r1, r2)− λ2(r1, r2) . (20)

Здесь функция Φ(R1, R2|r1, r2) — функция Римана — Грина уравнения

ϕR1R2 +A(R1, R2)ϕR1 +B(R1, R2)ϕR2 = 0, (21)

A =
λ1R2

λ1 − λ2 , B = − λ2R1

λ1 − λ2 . (22)

По переменным r1, r2 функция Φ(R1, R2|r1, r2) удовлетворяет уравнению, сопряженному
к (21), а по переменным R1, R2 — уравнению (21) и дополнительным условиям

(ψ − λ1ϕ)
∣∣
R1=r1

= 1, (ψ − λ2ϕ)
∣∣
R2=r2

= −1, (23)

где ψ удовлетворяет уравнениям

ψR1 = λ1ϕR1 , ψR2 = λ2ϕR2 . (24)
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Собственно говоря, уравнение (21) является условием совместности (разрешимости)
уравнений (24).

Анализ приведенных соотношений (16)–(24) показывает, что ключевую роль игра-
ют формулы (19), (20) для функции T (a, b), которая определяется решением зада-
чи (21)–(24) или построением функции Римана — Грина уравнения (21). Требуется кон-
кретизировать уравнение (21), вычислив коэффициенты (22). В свою очередь, при по-
мощи (11)–(13) следует определить зависимость характеристических направлений λ1, λ2

от инвариантов Римана R1, R2. Заметим, что формулы (11), (12) задают зависимости λ1,
λ2 от E и H, но не инвариантов Римана. Для вывода зависимостей λ1(R1, R2), λ2(R1, R2)
необходимо построение явных функций, обратных к F (H), G(E), т. е. H = H(R1, R2),
E = E(R1, R2), что не всегда возможно. В частности, в случае определяющих соот-
ношений (14) это удается сделать, но для (15) явных формул вида H = H(R1, R2),
E = E(R1, R2) не существует.

Задачу (21)–(24) можно заменить задачей для определения функций Римана —
Грина Φ(R1, R2 | r1, r2) уравнения (21) или ввиду симметрии относительно замен
(R1, R2) ⇌ (r1, r2) (см., например, [21, гл. V, § 5, с. 451, 452]) задачей

ΦR1R2 +A
(
R1, R2

)
ΦR1 +B

(
R1, R2

)
ΦR2 = 0,

(ΦR2 +AΦ)
∣∣
R1=r1

= 0, (ΦR1 +BΦ)
∣∣
R2=r2

= 0,
(25)

Φ
(
r1, r2

∣∣ r1, r2
)
= 1. (26)

которая, как правило, легче решается, чем (21)–(24).
Соотношения (11)–(13), (22) в случае (14) принимают вид

λ1 = − (1 + ηE)1/2 , λ2 = (1 + ηE)1/2 ,

λ2 = −λ1 =
(
1 +

3

4

(
R2 −R1

)
η

)1/3

,

R1 = H −G, R2 = H +G,

G =
2

3η

(
(1 + ηE)3/2 − 1

)
, H =

1

2

(
R1 +R2

)
,

E =
1

η

(
1 +

3η(R2 −R1)

4

)2/3

− 1

η
,

(27)

A =
λ1R2

λ1 − λ2 =
η

8 + 6(R2 −R1)η
,

B = − λ2R1

λ1 − λ2 = − η

8 + 6(R2 −R1)η
.

(28)

Функция Римана — Грина Φ(R1, R2|r1, r2) уравнения (21) (или по переменным R1,
R2 решение задачи (21)–(23)) в случае коэффициентов, определяемых (28), имеет вид

Φ
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
=

(r + s)γ

(R+ S)γ
2F1(1− γ, γ; 1,−z0), (29)

z0 =
(R− r)(S − s)
(R+ S)(r + s)

, γ =
1

6
,

R = 2− 3ηR1, S = 2 + 3ηR2, r = 2− 3ηr1, s = 2 + 3ηr2.
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Кажущаяся громоздкость соотношений (16)–(29) компенсируется тем, что, в некото-
ром смысле, построенное решение является точным. Погрешность возникает лишь на эта-
пе численного решения системы обыкновенных дифференциальных уравнений (17), (18)
и вычисления интегралов (19). При этом никакие аппроксимации исходной задачи (7),
(8) или (9), (10), типичные для метода конечных разностей, методов конечных элементов
и конечных объемов не используются.

4. Главный член асимптотики в случае (14)

При наличии точного решения построение асимптотики (не только главного члена)
не представляет трудностей — следует использовать разложение в ряд по параметру
η → 0, считая, что E = O(1), H = O(1). Такое разложение достаточно указать лишь для
функции (20), которая требуется для вычисления T (a, b) по формуле (19). Заметим, что
если имеется точное решение, то построение асимптотики может потребоваться по двум
причинам. Во-первых, это приводит к упрощению вычислений и анализа результатов.
Во-вторых, появляется возможность сравнения различных методов построения асимп-
тотического решения.

Приведем лишь окончательный результат, опуская громоздкие выкладки:

ϕ
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
= 1− η(r2 − r1)

8
− η(R2 −R1)

8
+O

(
η2
)
,

T (a, b) = (b− a)
(
1

2
− η(r2(a)− r1(b))

16

)
− η

16

b∫

a

(
R2

0(τ)−R1
0(τ)

)
dτ +O

(
η2
)
.

(30)

Функцию T (a, b), используя (27), можно записать и в терминах E0, H0 (см. (5)
или (8)). В частности,

R2
0(τ)−R1

0(τ) = 2E0(τ) +O(η),

r2(a)− r1(b) = H0(a)−H0(b) + E0(a) + E0(b) +O(η).

5. Построение асимптотики в общем случае

В случае определяющих соотношений (15), как и во многих других, точного решения
задачи (9), (10) построить не удается. Однако главный член асимптотики решения можно
построить, проводя процедуру разложения в ряды по малому параметру на всех этапах
метода годографа при получении соотношений (11)–(13), (19)–(26).

Как уже говорилось, основную роль в построении решения в форме (16)–(20) играет
функция Φ(R1, R2|r1, r2), т. е. решение задачи (25)–(26) с конкретными коэффициентами
A(R1, R2), B(R1, R2).

Предположим, что

A
(
R1, R2

)
= ηA1

(
R1, R2

)
+ η2A2

(
R1, R2

)
+ . . . , η → 0, (31)

B(R1, R2) = ηB1
(
R1, R2

)
+ η2B2

(
R1, R2

)
+ . . . , η → 0.

Далее показано, что это справедливо, по-крайней мере, в случае определяющих соотно-
шений (14), (15).
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Решение задачи (25)–(26) ищем в виде

Φ
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
= Φ0

(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
+ ηΦ1

(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
+ . . . . (32)

Подставляя (32) в задачу (25)–(26), приравнивая члены при одинаковых степенях η,
с учетом (31) получим серию задач для определения Φ0, Φ1 и т. д.

Для Φ0(R1, R2|r1, r2) имеем

Φ0
R1R2 = 0, Φ0

R2

∣∣
R1=r1

= 0, Φ0
R1

∣∣
R2=r2

= 0.

Очевидно, что
Φ0
(
r1, r2

∣∣ r1, r2
)
= 1. (33)

Для Φ1(R1, R2|r1, r2) с учетом (33) получим

Φ1
R1R2

(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
= 0,

Φ1
R2

(
r1, R2

∣∣ r1, r2
)
+A1

(
r1, R2

)
= 0,

Φ1
R1

(
R1, r2

∣∣ r1, r2
)
+B1

(
R1, r2

)
= 0,

Φ1
(
r1, r2

∣∣ r1, r2
)
= 0.

Легко убедиться, что

Φ1
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
= −

R2∫

r2

A1
(
r1, τ

)
dτ −

R1∫

r1

B1
(
τ, r2

)
dτ. (34)

Таким образом, если ограничиваться главными членами асимптотики, то достаточно
указать A1(R1, R2), B1(R1, R2), используя (11)–(13), (22).

Например, в случае определяющих соотношений (14) с учетом (27), (28) имеем

λ2 = −λ1 = 1 +
η(R2 −R1)η

4
+O

(
η2
)
, (35)

A =
η

8
+O

(
η2
)
, A1 =

1

8
, B = −η

8
+O

(
η2
)
, B1 = −1

8
. (36)

Осуществляя подстановку (36) в (34), а затем используя (35), (20), имеем для
ϕ1(r1, r2|r1, r2) ранее полученную при помощи точного решения формулу (30), что кос-
венно указывает на корректность подхода к построению асимптотики.

В случае определяющих соотношений (14) возможен некоторый «промежуточный»
вариант. Дело в том, что если пренебречь членами порядка O(η2) в коэффициентах, то
уравнение (21) (или (25)) принимает вид

ϕR1R2 +
η

8
ϕR1 − η

8
ϕR2 = 0,

для которого функция Римана — Грина хорошо известна (см., например, [22–26],
[27, с. 116–124]). Это позволяет не проводить дальнейшие разложения в ряд по парамет-
ру η, ограничившись таким разложением лишь для коэффициентов A, B. Этот прием,
в частности, был успешно использован в [28] для построения задачи о течении идеальной
жидкости по внешней поверхности цилиндра.
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Вид «промежуточного» варианта асимптотики решения

ϕ
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
=

4exp
(η(r2−r1)−η(R2−R1)

8

)

4 + η(r2 − r1) J0(z5),

z5 =
η

4

((
R1 − r1

)(
R2 − r2

))1/2
,

где J0 — функция Бесселя.

6. Главный член асимптотики в случае (15)

В случае определяющих соотношений (15) точное решение построить не удается.
Разыскивая главный член асимптотического решения, удобнее рассматривать более об-
щий вариант определяющих соотношений

D(E) =

(
E +

1

m
ηEm

)
, B(H) = H, (37)

который, в частности, объединяет (14), (15).
Нетрудно показать, что в случае (37) из (11)–(13), (22) следует (сравни с (27), (28) и

при m = 2 с (35), (36))

λ2 = −λ1 = 1 + 2−mη
(
R2 −R1

)m−1
+O

(
η2
)
,

R1 = H − E +O(η), R2 = H +G+O(η),

E =
1

2

(
R2 −R1

)
+O(η), H =

1

2

(
R2 +R1

)
+O(η),

A
(
R1, R2

)
= 2−m−1η(m− 1)

(
R2 −R1

)m−2
+O

(
η2
)
,

B
(
R1, R2

)
= −2−m−1η(m− 1)

(
R2 −R1

)m−2
+O

(
η2
)
.

Окончательно (сравни при m = 2 с (30))

ϕ
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
= 1− η θm

(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
.

θm
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
= 2−m−1

((
R2 − r1

)m−1
+
(
r2 −R1

)m−1)
+O

(
η2
)
.

Здесь θm(R1, R2 | r1, r2) — вспомогательное обозначение.
Отметим, что вместо (37), очевидно, можно рассматривать определяющие соотноше-

ния, содержащие два параметра

D(E) =

(
E +

1

2
η2E

2 +
1

3
η3E

3

)
, B(H) = H.

В этом случае главный член асимптотики имеет вид

ϕ
(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
= 1− η2θ2

(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
− η3θ3

(
R1, R2

∣∣ r1, r2
)
.
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7. Пример решения в случае (14)

В случае определяющих соотношений (14) приведем результаты сравнения одной
из важных характеристик — момента опрокидывания T0 решения (образования удар-
ной волны), вычисленного при помощи точного и асимптотического решений. Момент T0
определяется как (подробнее см. [19, формулы (5.8), (5.9)])

T0 = T (a0, b0).

Здесь (a0, b0) — точка на линии уровня T0, в которой возникает ударная волна, опреде-
ляемая решением системы уравнений

J(a0, b0) = 0, Taa(a0, b0)Tbb(a0, b0) = 0. (38)

Для «начальных» данных

E0(X) =
h(X)

1 +X4
=

h(t)

1 + t4
, H0(X) = 0, η = 0, 2, (39)

где h(X) — функция Хевисайда, точное значение T0 ≈ 19, 022, а вычисленное при помощи
асимптотических формул T0 ≈ 17, 597.

Таким образом, даже для сравнительно большого значения параметра η разница точ-
ного и асимптотического значений не превышает 8, 1%. Вычислительный эксперимент по-
казал, что и для других начальных данных различие между точным и асимптотическим
значениями достаточно мало и, естественно, уменьшается с уменьшением параметра η.
Заметим, что одним из вариантов использования асимптотических формул является на-
хождение начальных приближений для решения системы нелинейных уравнений (38),
позволяющих вычислять такой важный параметр, как момент возникновения ударной
электромагнитной волны.

Напомним, что решается краевая задача (4), (5) и X = t (см. (6)). Иными словами,
(39) — это краевое условие при z = 0 (например, на торце оптического волновода), пред-
ставляющее временно́й затухающий сглаженный импульс, а T0 является координатой z,
в которой возникает ударная волна.

Связь размерных (отмечены «шапочкой» и звездочками) и безразмерных величин
задается соотношениями

Ê = E∗E, Ĥ = E∗

√
ε∗
µ∗

H, ẑ = L∗z, t̂ = T∗t,
L∗
T∗

=
1√
ε∗µ∗

м/с,

ε̂0 = 8, 85 · 10−12 Кл/В/м, µ̂0 = 1, 26 · 10−6 В c/А/м, ε∗ = εε̂0, µ∗ = µµ̂0.

Здесь E∗, L∗, T∗ — характерные значения напряженности электрического поля, длины и
времени, ε, µ — относительные диэлектрические и магнитные проницамости.

В нелинейной оптике, как правило, взамен электрической индукции D принято ис-
пользовать поляризацию среды P , которая задается соотношением

D̂ = ε̂0Ê + P̂ , P̂ = ε̂0
(
χ̂1Ê + χ̂2Ê

2 + χ̂3Ê
3 + . . .

)
,

ε = 1 + χ̂1, η =
2χ̂2E∗
(1 + χ̂1)

,
(40)

где χ̂k — диэлектрические восприимчивости, имеющие, например, значения [29, с. 18]

χ̂1 ≈ 1− 10, χ̂2 ≈
(
10−13 − 10−11

)
м/В, χ̂3 ≈

(
10−23 − 10−21

)
м2/В2.
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Выбирая E∗ = 2 · 1010 В/м (импульсный лазер [29, с. 34]) для параметров χ̂1 = 1,
χ̂2 = 10−11 м/В, χ̂3 = 10−23 м2/В2, получим

χ̂3E
3
∗

χ̂2E2∗
= 0,02, η =

2χ̂2E∗
1 + χ̂1

= 0,2.

Это, в частности, означает, что кубическими нелинейностями можно пренебрегать по
сравнению с квадратичными, и выбор определяющего соотношения в виде (14) при неко-
торых значениях величины напряженности электрического поля и восприимчивостей
достаточно оправдан.

Заметим, что главные успехи прикладной нелинейной оптики связаны с использо-
ванием нелинейных эффектов, описываемых квадратичной нелинейной восприимчиво-
стью. Соответствующие волновые нелинейные взаимодействия принято называть трех-
фотонными. Как уже говорилось во введении, для центросимметричных оптических кри-
сталлов при инверсии относительно центра симметрии следует, что замена E → −E вле-
чет замену P → −P . Если оптический материал не является центросимметричным, то
он обладает ненулевой квадратичной восприимчивостью, в частности, к таким средам
относятся пьезоэлектрики. Более подробно о изотропных и анизотропных оптических
средах, см. в [30, с. 17–20], [31, с. 7, 23].

8. Заключение

С точки зрения авторов, наиболее важным результатом работы является подтвер-
ждение возможности построения асимптотического решения путем замены асимптоти-
ческими соотношениями переменных коэффициентов линейного уравнения в частных
производных второго порядка, возникающих при использовании метода годографа. Ко-
нечно, это не единственная возможность. В частности, в серии статей [32] для построения
асимптотических решений задач об бозе-эйнштеновском конденсате применялись идеи
работы [33] (об уравнениях газовой динамики) — анализ поведения функции Римана–
Грина и замена ее асимптотическим приближением.

Наконец, укажем, что TEM-волна (поперечная электромагнитная волна) на прак-
тике реализуется либо между двумя плоскими поверхностями (имеющими бесконечную
проводимость), либо в коаксиальных линиях передач (волноводах). Возможно также
рассматривать, так называемые, эквивалентные распределенные линии передач, состав-
ленные из емкостей и индуктивностей (см., например, [34]). Наличие асимптотических
(и точных) решений позволит детально анализировать прохождение сигналов по линиям
передач.
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Abstract. An asymptotic solution of the boundary value problem for two quasi-linear hyperbolic equations
describing the behavior of a transverse electromagnetic wave (TEM wave) in a nonlinear continuous medium
is constructed when the dependence of polarization P on the electric field strength E (physical nonlinearity)
has the form P = ε0(χ1E + χ2E

2 + χ3E
3), where χ1, χ2, χ3 are dielectric susceptibility and ε0 is the

dielectric constant of vacuum. The main term of the asymptotics is constructed in two cases: (i) χ1 = O(1),
χ2 → 0, χ3 = 0 (anisotropic continuous medium), (ii) χ1 = O(1), χ2 = 0, χ3 → 0 (isotropic continuous
medium), although one of the methods used to construct the asymptotics is easily transferred to the case
(iii) χ1 = O(1), χ2 → 0, χ3 → 0. In the case of (i), the asymptotics for χ2 → 0 is constructed in two ways.



18 Гетман В. А., Долгих Т. Ф., Жуков М. Ю.

In the first variant, the direct expansion in a series by a small parameter of the exact implicit solution of the
boundary value problem is used with the subsequent numerical construction of the explicit solution on the
lines of the level of the implicit solution (the main term of the asymptotics of the implicit solution). In the
second variant, the expansion into series by parameter is carried out at all stages preceding the construction
of an exact implicit solution, which leads to an implicit solution different from the exact one, but the main
term of the asymptotics of the new and previous solutions coincide. The equivalence of these two options is far
from obvious, in particular, the exact implicit solution contains the hypergeometric Gauss function, and the
asymptotic implicit solution contains the Bessel function. In the case of (ii), the asymptotics at χ3 → 0 can be
constructed only in the second way, by performing parameter decomposition at all stages of constructing an
implicit solution. The first variant of constructing the asymptotics is indispensable to them, due to the fact
that an exact implicit solution cannot be constructed. The hodograph method, based on the conservation law
for a system of two quasi-linear hyperbolic equations of type 1+ 1 in partial derivatives of the first order, was
used to construct a solution to the problem of the behavior of TEM waves , both exact and asymptotic. The
method allows to transform a system of quasi-linear equations into one linear partial differential equation of
the second order with variable coefficients. The effectiveness of the method depends on the presence of explicit
relations connecting the initial variables with the Riemann invariants, as well as on the presence of an explicit
expression for the Riemann–Green function of a linear differential equation. In cases (i), (ii) the specified
conditions are valid. The presented results allow us to trace in detail the evolution of TEM waves in nonlinear
media, for example, in coaxial waveguides or distributed ideal transmission lines, in particular, to determine
the time (and spatial coordinate) at which the occurrence of shock electromagnetic waves is possible.

Keywords: systems of quasi-linear hyperbolic equations, Riemann invariants, Riemann–Green function,
hodograph method, asymptotic expansions.
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Abstract. This paper contributes to the theory of positive summing operators between Banach lattices
by exploring the interplay between specialized sequence spaces, operator ideals, and tensor product
techniques. We focus on the spaces of positive strongly p-summable sequences ℓπp (X) and positive
unconditionally p-summable sequences ℓup,|ω|(X), utilizing them alongside the Banach lattice of positive
weakly p-summable sequences ℓp,|ω|(X) . These tools are employed to present and characterize three
central classes: positive strongly (p, q)-summing operators, positive (p, q)-summing operators, and positive
Cohen (p, q)-nuclear operators. Our investigation yields new properties, including the characterization of
positive (p, q)-summing operators as those which map positive unconditionally p-summable sequences into
q-summable sequences, and the identification of the positive strongly (p, q)-summing class with the class
of (p, q)-majorizing operators. A central achievement of this work is the unified characterization of these
operator classes via tensor product continuity, a method well-established for linear operator ideals that we
now extend to the context of Banach lattices. We characterize each class by the continuity of an associated
tensor operator I ⊗T : ℓp ⊗α X → ℓq ⊗β Y for appropriate tensor norms α and β. This approach provides
a powerful and cohesive framework that deepens the connections between summability, the order structure
of Banach lattices, and tensor norms.

Keywords: lattice sequence spaces, positive (p; q)-summing operators, positive strongly (p; q)-summing
operators.
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1. Introduction and Background

The spaces of sequences with values in the Banach lattice are intimately related to the
summability of operators between Banach lattices. For example, the positive (p, q)-summing
operators, introduced by Blasco [1], are the continuous operators which take positive weakly
p-summable sequences ℓp,|ω|(X) into q-summable sequences ℓq(E) (see also [2]). In [3], Achour-
Belacel introduced the notion of positive strongly (p, q)-summing operators to characterize
those operators whose adjoints are positive (q∗, p∗)-summing operators.

In [4] and [5] the authors defined the space of positive strongly p-summable sequences
ℓπp (X) (initially introduced by Cohen for the Banach spaces [6]), as well as the space of
positive unconditionally p-summable sequences ℓup,|ω|(X).

c© 2025 Dahmane, A. and Toufik, T.
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Tensor products have proved to be a useful tool for the theory of operator ideals. Indeed,
the excellent monograph [7] deals with the theory of the tensor product point of view and
provides many applications to the study of the structure of several spaces of summing linear
operators.

The following characterizations provide nice examples of how tensor products come into
the theory of summing operators:

• An operator T : X → Y is absolutely p-summing (see [8]) if and only if I⊗T : ℓp⊗εX →
ℓp ⊗∆p Y is continuous, where ∆p satisfies ∆p

(∑n
i=1 ei ⊗ xi

)
=
(∑n

i=1 ‖xi‖p
)1/p

and ε is the
injective tensor norm (see [7]).
• Let 1 < p < ∞. An operator T : X → Y is the Cohen p-nuclear (p-dominated) if and

only if I ⊗ T : ℓp⊗εX → ℓp⊗π Y is continuous and π is the projective norm (see [6] and [7]).
• An operator T : X → Y is strongly p-summing if and only if I⊗T : ℓp⊗∆pX → ℓp⊗π Y

is continuous (see [9]).
The interplay between tensor products and positive summing operators have not been

explored yet. In this paper, first we utilize sequences in Banach lattice spaces to define and
characterize certain classes of positive summing operators. Then we describe these classes in
terms of the continuity of the canonically defined tensor product operator I ⊗ T : ℓp⊗αX →
ℓp ⊗β Y for adequate p and tensor norms α and β.

Our results are presented as follows. After this introductory section, Section 2 is devoted
to providing new properties of the positive (p, q)-summing operators. Particularly, we prove
that these operators are continuous operators transforming positive lattice unconditionally
p-summable sequences ℓup,|ω|(X) into q-summable sequences ℓq(E). In Section 3, utilizing the
Banach lattice of positive strongly p-summable sequences, we present a novel characterization
of positive strongly (p, q)-summing operators. Furthermore, we demonstrate that this class
is equivalent to the class of (p, q)-majorizing operators introduced in [10]. In Section 4, we
study the notion of the positive Cohen (p, q)-nuclear operators. We explore the summability
properties of these operators by defining their corresponding operators between spaces of
positive weakly p-summable sequences ℓp,|ω|(X) and strongly positive strongly p-summable
sequences ℓπp (Y ). In the final section, we describe these classes in terms of the continuity of
an associated tensor operator that is defined between tensor products of sequences spaces.

We use standard notation for the Banach lattices (see [11, 12]). If X is an ordered set, the
usual order on XN∗

is defined by x = (xn)n∈N∗ > 0⇔ xn > 0 for each n ∈ N
∗. Recall that the

Banach lattice X is an ordered vector space equipped with a lattice structure and the Banach
space norm satisfying the following conditions: ‖x‖ 6 ‖y‖ whenever |x| 6 |y| for all x, y ∈ X,
where |x| = x∨ (−x). Note that this implies obviously that for any x ∈ X the elements x and
|x| have the same norm. We denote by X+ = {x ∈ X, x > 0} . An element x of X is positive
if x ∈ X+. For x ∈ X let x+ := x ∨ 0, x− := (−x) ∨ 0 be the positive part and the negative
part of x, respectively. For any x ∈ X, we have the following properties x = x+ − x− and
|x| = x+ + x−.

The dual X∗ of a Banach lattice X is a complete Banach lattice endowed with the natural
order

x∗1 6 x∗2 ⇐⇒ 〈x∗1, x〉 6 〈x∗2, x〉 for all x ∈ X+,

where 〈·, ·〉 denotes the bracket of duality.
By a sublattice of a Banach lattice X we mean a linear subspace A of X so that

sup {x, y} = x ∨ y belongs to A whenever x, y ∈ A. The canonical embedding iE : X → X∗∗

such that 〈iE (x) , x∗〉 = 〈x∗, x〉 of X into its second dual X∗∗ is an order isometry from X
into a sublattice of X∗∗, see [11, Proposition 1.a.2]. If we consider X as a sublattice of X∗∗
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we have for x1, x2 ∈ X

x1 6 x2 ⇐⇒ 〈x1, x∗〉 6 〈x2, x∗〉 for all x∗ ∈ X∗+.

Throughout this paper X and Y are Banach lattices, E and F are Banach spaces. We say
h : X → Y is a vector lattice homomorphism if it is a linear operator such that h(x1 ∨ x2) =
h(x1) ∨ h(x2) for all x1, x2 ∈ X. An one-to-one, surjective vector lattice homomorphism is
called vector lattice isomorphism. A linear operator S : X → Y is called positive, if S(x) > 0
for any x > 0. A map T : X+ → Y+ is called additive if for every x, y ∈ X+ we have
T (x + y) = T (x) + T (y). We call T positively homogeneous if for each λ ∈ R+ and every
x ∈ X+, we have T (λx) = λT (x). The space of all bounded linear operators from E to
F is denoted by L (E,F ) and it is the Banach space with the usual supremum norm. The
continuous dual space L (E,K) of E is denoted by E∗, whereas BE denotes the closed unit
ball of E. The symbol E ≡ F means that E and F are isometrically isomorphic.

Let 1 6 p 6∞, we write p∗ the conjugate index of p, that is 1/p+1/p∗ = 1. As usual ℓp (E)
denotes the vector space of all absolutely p-summable sequences, with the usual norm ‖·‖p
and ℓp,ω (E) the space of all weakly p-summable sequences with the norm ‖(xn)n∈N∗‖p,ω =
supx∗∈BE∗ ‖(〈xn, x∗〉)n∈N∗‖p. The closure in ℓp,ω (E) of the set of all sequences in E which
have only a finite number of non-zero terms, is a Banach space with respect to the norm
‖·‖p,ω. We denote this space by ℓup(E). Let c0 be the space of scalar sequences (λn)n∈N∗ , such
that λn −→ 0. The space

(c0)ω (E) :=
{
(xn)n∈N∗ ⊂ E : (〈xn, ξ〉)n∈N∗ ∈ c0 ∀ ξ ∈ E∗

}

is a closed subspace of ℓ∞,ω (E) = ℓ∞ (E) (see [13, § 19.4]). It is well known that ℓp,ω (E)
is an isometrically isomorphic to L (ℓp∗ , E) for 1 < p 6 ∞ and ℓ1,ω (E) is an isometrically
isomorphic to L (c0, E). We denote by ℓp 〈E〉 the space of all strongly p-summable sequences
(Cohen strongly p-summable sequences, see [6]), that is the space of all sequences (xn)n∈N∗

in E, such that (x∗n(xn))n∈N∗ ∈ ℓ1, for any (x∗n)n∈N∗ ∈ ℓp∗,ω(E
∗), which is a Banach space

with the norm

‖(xn)n∈N∗‖ℓp〈E〉 := sup
‖(x∗

n)n∈N∗‖p∗,ω61

∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣∣ = sup
‖(x∗

n)n∈N∗‖p∗,ω61

∞∑

n=1

|x∗n(xn)| .

The following fact, discussed in [14], is well-known

ℓp∗,ω(E
∗) ≡ [ℓp 〈E〉]∗ and [ℓp∗ 〈E∗〉] ≡ [ℓp,ω(E)]∗ . (1.1)

Moreover, it is well-known that

[ℓp(E)]∗ ≡ ℓp∗(E∗) for 1 6 p <∞ and [c0(E)]∗ ≡ ℓ1 (E∗) . (1.2)

Sequences in Banach lattice spaces. Consider the case where E is replaced by a Banach
lattice X. The space of positive weakly p-summable sequences was introduced in [4] by

ℓp,|ω|(X) =

{
(xn)n∈N∗ ∈ XN∗

:
∞∑

n=1

〈x∗, |xn|〉p <∞ ∀x∗ ∈ X∗+

}
,

endowed with the norm

‖(xn)n∈N∗‖p,|ω| = sup
x∗∈BX∗

+

( ∞∑

n=1

〈x∗, |xn|〉p
) 1

p

.
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Also, (c0)|ω| (X) is a closed vector lattice subspace of ℓ∞,|ω| (X). Then (ℓp,|ω|(X), ‖ · ‖p,|ω|) is
a Banach lattice (see [4, 5]). Moreover, we have (I0) ‖(xn)n∈N∗‖p,ω 6 ‖(xn)n∈N∗‖p,|ω| for all
(xn)n∈N∗ ∈ ℓp,|ω| (X).

(I1) If (xn)n∈N∗ > 0, we have

‖(xn)n∈N∗‖p,|ω| = ‖(xn)n∈N∗‖p,ω . (1.3)

We define

ℓp,|ω|(X
∗) =

{
(x∗n)n∈N∗ ∈ (X∗)N

∗
:

∞∑

n=1

〈x, |x∗n|〉p <∞ ∀x ∈ X+

}

and

‖(x∗n)n∈N∗‖p,|ω| = sup
x∈BX+

( ∞∑

n=1

〈|x∗n|, x〉p
) 1

p

. (1.4)

Then ℓp,|ω|(X
∗) with this norm is a Banach lattice (see [4, 5]).

Let ℓup,|ω|(X) denote the closed sublattice of ℓp,|ω|(X) defined by

ℓup,|ω|(X) =
{
(xn)n∈N∗ ∈ XN∗

: lim
n
‖(xk)∞k=n+1‖p,|ω| = 0

}
.

In this case we say that (xn)n∈N∗ is positive unconditionally p-summable sequences.
Let

ℓπp (X) =

{
(xn)n∈N∗ ∈ XN∗

:

∞∑

n=1

|〈x∗n, |xn|〉| <∞ ∀ (x∗n)n∈N∗ ∈ (ℓp∗,|ω|(X
∗))+

}

and

‖(xn)n∈N∗‖ℓπp (X) = sup
(x∗

n)n∈N∗∈B[ℓp∗,|ω|(X∗)]+

∞∑

n=1

〈x∗n, |xn|〉. (1.5)

In this case we say that (xn)n∈N∗ is positive strongly p-summable sequences. Then ℓπp (X) with
this norm is a Banach lattice [5]. For convenience let us denote ℓ1〈X〉 = ℓπ1 (X) = ℓ1(X).

By (I0) and (I1), we have (I ′0) ‖(xn)n∈N∗‖ℓπp (X) 6 ‖(xn)n∈N∗‖ℓp〈X〉 for all (xn)n∈N∗ ∈ ℓp 〈X〉.
(I ′1) If (xn)n∈N∗ > 0, then (xn)n∈N∗ ∈ ℓπp (X) if and only if (xn)n∈N∗ ∈ ℓp 〈X〉, and

‖(xn)n∈N∗‖ℓπp (X) = ‖(xn)n∈N∗‖ℓp〈X〉 . (1.6)

Moreover, we have the following results due to [4, 15].

Proposition 1.1 [15, Proposition 3.1 and Proposition 3.2]. Let X be a Banach lattice
and 1 < p <∞. Then

(a)

ℓπp (X
∗) =

{
(x∗n)n∈N∗ ∈ (X∗)N

∗
:

∞∑

n=1

|〈xn, |x∗n|〉| <∞,∀ (xn)n∈N∗ ∈ (ℓp∗,|ω|(X))+

}

and for each (x∗n)n∈N∗ ∈ ℓπp (X∗),

‖(x∗n)n∈N∗‖ℓπp (X∗) = sup
(xn)n∈N∗∈B[ℓp∗,|ω|(X)]+

∞∑

n=1

〈xn, |x∗n|〉.
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(b)

ℓπp (X
∗) =

{
(x∗n)n∈N∗ ∈ (X∗)N

∗
:

∞∑

n=1

|〈xn, |x∗n|〉| <∞ ∀ (xn)n∈N∗ ∈ (ℓup∗,|ω|(X))+

}

and for each (x∗n)n∈N∗ ∈ ℓπp (X∗),

‖(x∗n)n∈N∗‖ℓπp (X∗) = sup
(xn)n∈N∗∈B[ℓu

p∗,ω(X)]+

∞∑

n=1

〈xn, |x∗n|〉.

Lemma 1.2 [4]. Let X be a vector lattice, (Y,C) be an ordered vector space, such that
Y = C − C and T : X+ −→ C be a positive, homogeneous and additive bijection. Then Y
is a lattice space and T can be uniquely extended to a lattice isomorphism from X onto Y .

Theorem 1.3. Let X be a Banach lattice and 1 < p <∞.
(i) The Banach lattice ℓp∗,|ω|(X

∗) is lattice and isometrically isomorphic to
[
ℓπp (X)

]∗
.

(ii) The Banach lattice
[
ℓπp∗(X

∗)
]

is lattice and isometrically isomorphic to
[
ℓup,|ω|(X)

]∗

[15, Corollary 3.3 and Corollary 3.4].

⊳ (i) Let 1 < p <∞, we define the mapping

T : ℓp∗,|ω|(X
∗) −→

[
ℓπp(X)

]∗
, x∗ = (x∗n)n∈N∗ 7−→ T (x∗) = Tx∗ ,

where Tx∗ is the linear functional defined by

Tx∗ : ℓπp (X) −→ K, (xn)n∈N∗ 7−→ Tx∗((xn)n∈N∗) =
∞∑

n=1

x∗n(xn).

The map T is clearly a positive map from
(
ℓp∗,|ω|(X

∗)
)
+

to
[
ℓπp (X)

]∗
+
, and it is homogeneous,

additive and injective. To see that it is surjective, note that if S ∈
[
ℓπp (X)

]∗
+

and

In : X −→ ℓp〈X〉, x 7−→ (0, . . . , x, 0, . . .),

x∗n = S ◦ In ∈ X∗+ for all n ∈ N
∗.

Then

T(S◦In)n∈N∗ ((xn)n∈N∗) =

∞∑

n=1

(S ◦ In)(xn) =
∞∑

n=1

S(In(xn)) = S(I1(x1)) + · · ·+ S(In(xn)) + · · ·

= S((x1, 0, . . .)) + · · ·+ S((0, . . . , xn, . . .)) + · · · = S((xn)n∈N∗).

For x ∈ B+
X , we get

( ∞∑

n=1

〈x∗n, x〉|p
∗

) 1
p∗

=

( ∞∑

n=1

|S ◦ In)(x)|p
∗

) 1
p∗

= sup
(αn)n∈N∗∈B+

ℓp

∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

αnS ◦ In(x)
∣∣∣∣∣

= sup
(αn)n∈N∗∈B+

ℓp

|S((αnx)n∈N∗)| 6 ‖S‖ sup
(αn)n∈N∗∈B+

ℓp

‖(αnx)n∈N∗‖ℓp〈X〉.
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We need to estimate the latter expression. Note that

‖(αnx)n∈N∗‖ℓp〈X〉 = sup
(x∗

n)n∈N∗∈B[ℓp∗,|ω|(X∗)]+

∞∑

n=1

〈x∗n, |αnxn|〉

= sup
(x∗

n)n∈N∗∈B[ℓp∗,|ω|(X∗)]+

∞∑

n=1

|αn|〈x∗n, |xn|〉

6 ‖(αn)n∈N∗‖p sup
(x∗

n)n∈N∗∈B[ℓp∗,|ω|(X∗)]+
‖(xn)n∈N∗‖p∗,|ω| 6 ‖(αn)n∈N∗‖p.

Then ( ∞∑

n=1

|S ◦ In)(x)|p
∗

) 1
p∗

6 ‖S‖ sup
(αn)n∈N∗∈B+

ℓp

‖(αn)n∈N∗‖p = ‖S‖.

Hence, by (1.4), (x∗n)n∈N∗ ∈ (ℓp∗,|ω|(X
∗))+.

Since ℓp∗,|ω|(X
∗) is the Riesz space and

[
ℓπp (X)

]∗
=
[
ℓπp (X)

]∗
+
−
[
ℓπp (X)

]∗
+
, it follows from

Lemma 1.2 that
[
ℓπp (X)

]∗
is a lattice space and that T is a lattice isomorphism from ℓp∗,|ω|(X

∗)

onto
[
ℓπp (X)

]∗
.

For (x∗n)n∈N∗ ∈ ℓp∗,|ω|(X∗), we have

‖T ((x∗n)n∈N∗)‖[ℓπp (X)]
∗ = ‖T ((x∗n)n∈N∗)‖L (ℓπp (X),K) = ‖|T ((x∗n)n∈N∗)|‖[ℓπp (X)]

∗

= ‖T (|(x∗n)n∈N∗ |)‖[ℓπp (X)]
∗ = ‖(|x∗n|)n∈N∗‖p∗,|ω| = ‖(x∗n)n∈N∗‖p∗,|ω|.

This means that T is an isometry from ℓp∗,|ω|(X
∗) onto

[
ℓπp (X)

]∗
. ⊲

2. Positive (p, q)-Summing Operators Generated by ℓup,|ω|(X)

Let 1 6 q 6 p < ∞. Following [1, Definition 1] and [3, Proposition 3.2 (1)], an operator
T : X −→ F is said to be positive (p, q)-summing if there exists a constant C > 0, such that
for every x1, . . . , xn ∈ X, we have

‖(T (xi))ni=1‖p 6 C ‖(xi)ni=1‖q,|ω| . (2.1)

For q < p =∞, we get
sup

16i6n
‖T (xi)‖ 6 C ‖(xi)ni=1‖q,|ω| .

We shall denote by Λp,q(X,F ) the space of positive (p, q)-summing operators. This space
becomes a Banach space with the norm ‖ · ‖Λp,q given by the infimum of the constants
verifying (2.1). For p = ∞ and 1 6 q < ∞ we consider Λ∞,q(X,Y ) = L (X,F ) and
‖T‖Λ∞,q = ‖T‖.

Now, we give characterizations of these classes in terms of transformations of lattice vector-
valued sequences.

Proposition 2.1 [1, Proposition 2]. Let T : X −→ F be an operator and 1 6 q 6 p 6∞.
The following properties are equivalent.

(1) T ∈ Λp,q(X,F ).

(2) The associated operator T̂ : ℓq,|ω|(X) −→ ℓp(F ) given by T̂ ((xi)i∈N∗) = (T (xi))i∈N∗ ,
(xi)i∈N∗ ∈ ℓq,|ω|(X) is well-defined and continuous.

In this case ‖T‖Λp,q = ‖T̂‖.
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Theorem 2.2. For a continuous linear T ∈ L (X,F ) and 1 6 q 6 p 6∞ , the following
conditions are equivalent.

(i) T ∈ Λp,q(X,F ).

(ii) The sequence (T (xi))i∈N∗ ∈ ℓp(F ) whenever (xi)i∈N∗ ∈ ℓuq,|ω|(X).

(iii) The induced map

T̂ : ℓuq,|ω|(X)→ ℓp (F ) , T̂ ((xi)i∈N∗) = (T (xi))i∈N∗ ,

is a well-defined continuous linear operator and ‖T‖Λp,q = ‖T̂‖.
⊳ (i) ⇒ (ii) Let x = (xi)i∈N∗ ∈ ℓuq,|ω|(X). We have

‖(T (xi))ni=1‖p 6 C ‖(xi)ni=1‖q,|ω| ,

for all n ∈ N
∗. So, if m1 > m2, then

‖(T (xi))m1
i=1 − (T (xi))

m2
i=1‖p =

∥∥(T (xi))m1
i=m2+1

∥∥
p
6 C

∥∥(xi)m1
i=m2+1

∥∥
q,|ω| .

We conclude that (yn)n∈N∗ with yn = (T (xi))
n
i=1 is the Cauchy sequence in ℓp(F ) and so

converges to some (zi)i∈N∗ ∈ ℓp(F ).
Given ε > 0, we can find N0 ∈ N

∗ so that n > N0 ⇒ ‖(T (xi))ni=1 − (zi)i∈N∗‖p < ε.
So, for a fixed i0 ∈ N

∗, we have ‖T (xi0) − zi0‖ < ε. We conclude that T (xi0) = zi0 . Hence
(T (xi))i∈N∗ = (zi)i∈N∗ ∈ ℓp(F ).

(ii)⇒ (iii) Is it clear that T is linear implies that T̂ is linear, for show that T̂ is continuous
we showing that T̂ has a closed graph. Suppose that the sequence (T (xi))i∈N∗ ∈ ℓp(F )

whenever (xi)i∈N∗ ∈ ℓuq,|ω|(X) and let
(
(xk, T̂ (xk))

)
k∈N∗ be a convergent sequence in the

Cartesian product ℓuq,|ω|(X) × ℓp(F ) that is, ((xki )i∈N∗ , T̂ ((xki )i∈N∗) −→ (x, y) . So

xk −→ x = (xn)n∈N∗ ∈ ℓuq,|ω|(X), (2.2)

and
T̂ (xk) −→ y = (yn)n∈N∗ ∈ ℓp(F ). (2.3)

From (2.2), for all ε > 0 there exist k0 > 0, such that

|x∗(xki − xi)|q 6
(
|x∗||(xki − xi)|

)q
6

∞∑

i=1

(
x∗|(xki − xi)|

)q

6 sup
x∗∈BX∗

+

( ∞∑

i=1

(
x∗|(xki − xi)|

)q
)

6 ‖xk − x‖qq,|ω| 6 εq

whenever k > k0, x∗ ∈ BX∗
+

and for all i ∈ N
∗. In this way, by the Hanh–Banach theorem, we

get
‖xki − xi‖q = sup

x∗∈BX∗
|x∗(xki − xi)|q 6 2q sup

x∗∈BX∗
+

|x∗(xki − xi)|q 6 2qεq, (2.4)

whenever k > k0 and for all i ∈ N
∗, then we have xki −→ xi ∈ X for all k −→ ∞. How T is

continuous, we find
lim
k
T (xki ) = T (xi) for all i ∈ N

∗.
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From (2.3), for all ε > 0 there exist k
′
0 > 0, such that

∥∥∥T
(
xk

′

i

)
− yi

∥∥∥
p
6

∞∑

i=1

∥∥∥T (xk
′

i )− yi
∥∥∥
p
6

∥∥∥(T (xk
′

i ))i∈N∗ − (yi)i∈N∗

∥∥∥
p

p
=
∥∥∥T̂ (xk

′
)− y

∥∥∥
p

p
6 εp,

whenever k
′
> k

′
0 and for all i ∈ N

∗, we find

lim
k
T (xk

′

i ) = yi for all i ∈ N
∗. (2.5)

From (2.4), (2.5) and uniqueness of the limit, it follows that

T̂ (x) = (T (xi))i∈N∗ = (yi)i∈N∗ = y.

This implies that the linear mapping T̂ has a closed graph.
(iii) ⇒ (i) is straightforward. ⊲

3. Positive Strongly (p, q)-Summing Operators Generated by ℓπp (Y )

Let 1 6 q 6 p 6 ∞. Recall that an operator T ∈ L (E,Y ) is called positive strongly
(p, q)-summing [3, Remark 4.2] if there exists a constant C > 0, such that for all finite sets,
(xi)

n
i=1 ⊂ E and (y∗i )

n
i=1 ⊂ (Y ∗)+, we have

n∑

i=1

|〈T (xi), y∗i 〉| 6 C‖(xi)ni=1‖q‖(y∗i )ni=1‖p∗,ω. (3.1)

We shall denote by D+
p,q(E,Y ) the space of positive strongly (p, q)-summing operators or

D+
p (E,Y ) if p = q, the space of positive strongly p-summing operators. This space becomes

a Banach space with the norm ‖ · ‖
D

+
p,q

given by the infimum of the constants verifying (3.1).

Lemma 3.1. The operator T ∈ D+
p,q(E,Y ) if and only if there exists a constant C > 0,

such that for all finite sets, (xi)
n
i=1 ⊂ E and (y∗i )

n
i=1 ⊂ (Y ∗)+, we have

‖(T (xi)ni=1‖ℓπp (Y ) 6 C‖(xi)ni=1‖q. (3.2)

⊳ Let T ∈ D+
p,q(E,Y ), then there exists a constant C > 0, such that for all finite sets,

(xi)
n
i=1 ⊂ E and (y∗i )

n
i=1 ⊂ (Y ∗)+, we have

n∑

i=1

|〈T (xi), y∗i 〉| 6 C‖(xi)ni=1‖q‖(y∗i )ni=1‖p∗,ω.

For each z ∈ Y and z∗ ∈ Y ∗,

|z∗|(|z|) = sup {|g∗(z)| : |g∗| 6 |z∗|} . (3.3)

Now let (y∗i )
n
i=1 ∈ (ℓp∗,|ω|(Y

∗))+ and let ε > 0. From (3.3), there exists, for each 1 6 i 6 n,
an element g∗i ∈ Y ∗, such that |g∗i | 6 |y∗i |, and

|y∗i |(|T (xi)|) 6 |g∗i (T (xi))|+
ε

n
.
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Note that (g∗i )
n
i=1 ∈ (ℓnp∗,|ω|(Y

∗))+. Then

n∑

i=1

〈|T (xi)|, y∗i 〉 =
n∑

i=1

〈|T (xi)|, |y∗i |〉 6
n∑

i=1

|〈T (xi), g∗i 〉|+ ε

6 C [‖(xi)ni=1‖q‖(g∗i )ni=1‖p∗,ω] + ε 6 C [‖(xi)ni=1‖q‖(y∗i )ni=1‖p∗,ω] + ε.

Then
‖(T (xi)ni=1‖ℓπp (Y ) 6 C‖(xi)ni=1‖q + ε.

Conversely, directly by |〈T (xi), y∗i 〉| 6 〈|T (xi)|, y∗i 〉 for every i. ⊲

As in classical cases, the natural approach to presenting the summability properties of
positive strongly (p, q)-summing operators by defining the corresponding operator between
appropriate lattice sequence spaces.

Proposition 3.2. Let T : E −→ Y be an operator and 1 6 q 6 p 6 ∞. The following
properties are equivalent:

(1) T ∈ D+
p,q(E,Y ).

(2) The associated operator T̂ : ℓq(E) −→ ℓπp (Y ) given by T̂ ((xi)i∈N∗) = (T (xi))i∈N∗ ,
(xi)i∈N∗ ∈ ℓq(E) is well-defined and continuous.

In this case ‖T‖
D

+
p,q

= ‖T̂ ‖.
⊳ For the necessity, let T ∈ D+

p,q(E,Y ), (xi)i∈N∗ ∈ ℓq(E) and (y∗i )i∈N∗ ∈ (ℓp∗,|ω|(Y
∗))+.

Then by Lemma 3.1, we have
∞∑

i=1

〈|T (xi)|, y∗i 〉 = sup
n

n∑

i=1

〈|T (xi)|, y∗i 〉 6 ‖T‖D+
p,q

sup
n
‖(xi)ni=1‖q‖(y∗i )ni=1‖p∗,ω

6 ‖T‖
D

+
p,q
‖(xi)i∈N∗‖q‖(y∗i )i∈N∗‖p∗,ω,

which implies

sup
(y∗i )i∈N∗∈B[ℓp∗,|ω|(Y ∗]+

∞∑

i=1

〈|T (xi)|, y∗i 〉 6 ‖T‖D+
p,q
‖(xi)i∈N∗‖q .

Consequently, we obtain

‖(T (xi))i∈N∗‖ℓπp (Y ) = sup
(y∗i )i∈N∗∈B[ℓp∗,|ω|(Y ∗]+

∞∑

i=1

〈|T (xi)|, y∗i 〉 6 ‖T‖D+
p,q
‖(xi)i∈N∗‖q ,

and therefore T̂ is continuous with norm 6 ‖T‖
D

+
p,q

.

In order to prove sufficiency, suppose T̂ is well-defined and continuous and assume that
T /∈ D+

p,q(E,Y ). Then for each n ∈ N
∗, we may choose a finite sequence (xi,n)

mn

i=1 ⊂ E, such
that

∥∥(xi,n)mn

i=1

∥∥
q
6 1 and ‖(T (xi,n))mn

i=1‖ℓπp (Y ) > 2n, which implies

mn∑

i=1

〈|T (xi,n)|, y∗i,n〉 > 22n (3.4)

for some (y∗i,n)
mn
i=1 ∈ (ℓp∗,|ω|(Y

∗))+, such that ‖(y∗i,n)mn
i=1‖p∗,ω 6 1. Let (zj)j∈N∗ be the sequence

((xi,1
21

)m1

i=1
,
(xi,2
22

)m2

i=1
, . . . ,

(xi,n
2n

)mn

i=1
, . . .

)

=
(x1,1

21
,
x2,1
21

, . . . ,
xm1,1

21
,
x1,2
22

,
x2,2
22

, . . . ,
xm2,2

22
, . . . ,

x1,n
2n

,
x2,n
2n

, . . . ,
xmn,n

2n
, . . .

)
.



30 Dahmane, A. and Toufik, T.

We have

‖(zj)j∈N∗‖q =



∞∑

j=1

mj∑

i=1

∥∥∥xi,j
2j

∥∥∥
q




1
q

=



∞∑

j=1

1

2jq
∥∥(xi,j)mj

i=1

∥∥q
q




1
q

6



∞∑

j=1

1

2jq




1
q

6 1.

Then, (zj)j∈N∗ ∈ ℓq(E). However, T̂ ((zj)j∈N∗) /∈ ℓπp (Y ). In order to see this, consider the
sequences

(ϕj)j∈N∗ =

((
y∗i,1
21

)m1

i=1

,

(
y∗i,2
22

)m2

i=1

, . . . ,

(
y∗i,n
2n

)mn

i=1

, . . .

)
.

Clearly (ϕj)j∈N∗ ∈ B(ℓp∗,|ω|(Y ∗))+ . Then

‖(ϕj)j∈N∗‖p∗,|ω| = sup
y∈BY+



∞∑

j=1

mj∑

i=1

〈
x,
y∗i,j
2j

〉p∗



1
p∗

= sup
y∈BY+



∞∑

j=1

1

2jp∗

mj∑

i=1

〈x, y∗i,j〉p
∗




1
p∗

6



∞∑

j=1

1

2jp∗




1
p∗

6 1.

By (3.4) it turns out that

‖T̂ ((zj)j∈N∗)‖ℓπp (Y ) = ‖(T (zj))j∈N∗‖ℓπp (Y ) = sup
‖(ξj)j∈N∗‖p∗,ω61

∞∑

j=1

〈|T (zj)|, ξj〉

>

∞∑

j=1

〈|T (zj)|, ϕj〉 =
∞∑

j=1

1

22j

mj∑

i=1

〈|T (xi,j)|, y∗i,j〉 =∞,

which according (1.5) is a contradiction with the fact that T̂ maps ℓq(X) (continuously)
into ℓπp(Y ). Since

‖(T (xi))i∈N∗)‖ℓπp (Y ) = ‖T̂ ((xi)i∈N∗)‖ℓπp (Y ) 6 ‖T̂‖ ‖(xi)i∈N∗‖q ,

we have ‖T‖
D

+
p,q

6 ‖T̂ ‖. ⊲
In the following result, we characterize the class of positive summing linear operators and

positive strongly summing linear operators by utilizing the adjoint operator. For the proof of
this result, we will utilize the duality of lattice sequence spaces. Theorem 3.3 was established in
[3, Theorem 4.6], and the proof provided there is direct. Using Theorem 1.3, the formula (1.2),
Proposition 3.2 and taking into account that the adjoint of the T̂ : ℓq(E) −→ ℓπp(Y ) can be

identified with the operator T̂ ∗ : ℓp∗,|ω|(Y
∗) −→ ℓq∗(E

∗); T̂ ∗((y∗i )i∈N∗) = (T ∗(y∗i ))i∈N∗ , we
provide an alternative proof of the results in Theorem 3.3.

Theorem 3.3. Let T : E −→ Y be an operator and 1 6 q 6 p 6∞.
(1) The operator T belongs to Λp,q(X,F ) if and only if its adjoint T ∗ belongs to

D
+
q∗,p∗(F

∗,X∗). Furthermore, ‖T‖Λp,q = ‖T ∗‖
D

+
q∗,p∗

.

(2) The operator T belongs to D+
p,q(E,Y ) if and only if its adjoint T ∗ belongs to

Λq∗,p∗(Y
∗, E∗). Furthermore, ‖T‖

D
+
p,q

= ‖T ∗‖Λq∗,p∗ .
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⊳ (1) Let T ∈ L (X,F ) and T ∗ ∈ L (F ∗,X∗) its adjoint. Suppose that T ∈ Λp,q(X,F ),

then by Theorem 2.2 T̂ : ℓuq,|ω|(X) −→ ℓp(F ) is continuous with ‖T‖Λp,q = ‖T̂ ‖. By (1.2) and
Theorem 1.3, the following diagram commutes

ℓp (F )
∗ T̂ ∗
−→ ℓuq,|ω|(X)∗

J1 ↑ ↑ J2
ℓp∗(F

∗)
T̂ ∗
−→ ℓπq∗(X

∗)

i. e., T̂ ∗ ◦ J1 = J2 ◦ T̂ ∗, where J1 is an isometric isomorphism and J2 is an isometric lattice
isomorphism, such that Ji((z∗n)n∈N∗)((zn)n∈N∗) = f((zn)n∈N∗) =

∑∞
n=1 〈zn, z∗n〉, i = 1, 2, with

the inverse Ii, defined by Ii (f) = (f ◦ In)n∈N∗ = (z∗n)n∈N∗ . In fact, the map T̂ ∗, defined by
(y∗n)n∈N∗ 7→ (T ∗ (y∗n))n∈N∗ , let (y∗n)n∈N∗ ∈ ℓp∗(F ∗), then for all (xn)n∈N∗ ∈ ℓuq,|ω|(X),

(T̂ ∗ ◦ J1)((y∗n)n∈N∗) ((xn)n∈N∗) = J1((y
∗
n)n∈N∗)

(
T̂ ((xn)n∈N∗)

)

= J1((y
∗
n)n∈N∗) ((T (xn))n∈N∗)

∞∑

n=1

〈y∗n, T (xn)〉
∞∑

n=1

〈T ∗(y∗n), xn〉 = J2((T
∗(y∗n))n∈N∗) ((xn)n∈N∗)

= J2(T̂ ∗ ((y
∗
n)n∈N∗)) ((xn)n∈N∗) = (J2 ◦ T̂ ∗) ((y∗n)n∈N∗) ((xn)n∈N∗) ,

i. e., T̂ ∗ ◦ J1 = J2 ◦ T̂ ∗. Then, T̂ is well-defined and continuous if and only if T̂ ∗ is well-
defined and continuous. Consequently, from Proposition 3.2, it follows that T is positive
(p, q)-summing, if and only if its adjoint T ∗ ∈ L (F ∗,X∗) is strongly positive (q∗, p∗)-summing.
Furthermore, ‖T‖Λp,q = ‖T ∗‖

D
+
q∗,p∗

= ‖T̂‖.
(2) Let T ∈ D+

p,q(E,Y ). Then, by Proposition 3.2, the operator T̂ : ℓq(E) −→ ℓπp (Y ) is

continuous with ‖T‖
D

+
p,q

= ‖T̂ ‖. Using Theorem 1.3, and taking into account that the adjoint

of the operator T̂ : ℓq(E) −→ ℓπp (Y ) can be identified with the operator

T̂ ∗ : ℓp∗,|ω|(Y
∗) −→ ℓq∗(E

∗) given by T̂ ∗((y∗i )i∈N∗) = (T ∗(y∗i ))i∈N∗ ,

we obtain T̂ and T̂ ∗ are well-defined and continuous. Therefore, it follows from Proposition 2.1
that T is positive strongly (p, q)-summing if and only if its adjoint T ∗ is positive (q∗, p∗)-
summing, and ‖T‖

D
+
p,q

= ‖T ∗‖Λq∗,p∗ = ‖T̂ ‖. ⊲
Corollary 3.4. Let 1 6 q 6 p 6∞.
(1) The operator T ∈ L (E,Y ) belongs to D+

p,q(E,Y ) if and only if T ∗∗ belongs to
D+

p,q(E
∗∗, Y ∗∗). Furthermore,

‖T‖
D

+
p,q

= ‖T ∗∗‖
D

+
p,q
.

(2) The operator T ∈ L (X,F ) belongs to Λp,q(X,F ) if and only if T ∗∗ belongs to
Λp,q(X

∗∗, F ∗∗). Furthermore,
‖T‖Λp,q = ‖T ∗∗‖Λp,q .

We say that an operator T : E −→ Y is called positive (p, q)-majorizing (see [10] for
p = q) if there exists a constant C > 0, such that

(
n∑

i=1

|〈T (zi), y∗i 〉|q
∗

) 1
q∗

6 C‖(y∗i )ni=1‖p∗,ω (3.5)
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for all (zi)ni=1 in BE and (y∗i )
n
i=1 in (Y ∗)+. The space of all positive (p, q)-majorizing from E to

Y is denoted by Υp,q(E,Y ). This space becomes a Banach space with the norm ‖ · ‖Υp,q given
by the infimum of the constants C satisfying (3.5). In [10], the authors proved the duality
relationships between positive p-summing operators and positive p-majorizing operators. It
was known [3] that an operator T : X −→ F is positive p-summing if and only if T ∗ is positive
strongly p∗-summing. Similarly, an operator T : E −→ Y is positive strongly p-summing if
and only if T ∗ is positive p∗-summing. In the following, we directly prove that the concept of
positive strongly p-summing and the concept of positive p-majorizing are equivalent.

Theorem 3.5. Let T : E −→ Y be an operator. The following conditions are equivalent:
(1) T is positive (p, q)-majorizing.
(2) T is positive strongly (p, q)-summing.

⊳ Suppose that T is positive (p, q)-majorizing, given any finite sequence (xi)
n
i=1 in E and

(y∗i )
n
i=1 in (Y ∗)+, we get

n∑

i=1

|〈T (xi), y∗i 〉| =
n∑

i=1

‖xi‖
∣∣∣∣
〈
T

(
xi
‖xi‖

)
, y∗i

〉∣∣∣∣

6

(
n∑

i=1

‖xi‖q
) 1

q
(

n∑

i=1

∣∣∣∣
〈
T

(
xi
‖xi‖

)
, y∗i

〉∣∣∣∣
q∗
) 1

q∗

6 ‖T‖Υp‖(xi)ni=1‖q‖(y∗i )ni=1‖p∗,|ω|.

This implies that T is positive strongly (p, q)-summing and ‖T‖D+
p,q

6 ‖T‖Υp,q .

Conversely, assume that T is positive strongly (p, q)-summing. Let (zi)ni=1 be a finite sequence
in BE and (y∗i )

n
i=1 in (Y ∗)+, we have

(
n∑

i=1

|〈T (zi), y∗i 〉|q
∗

) 1
q∗

= sup
(λi)ni=1∈Bℓq

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

λi〈T (zi), y∗i 〉
∣∣∣∣∣

= sup
(λi)ni=1∈Bℓq

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

〈
T (λizi), y

∗
i

〉
∣∣∣∣∣ 6 ‖T‖D+

p,q
sup

(λi)ni=1∈Bℓq

‖(λizi)ni=1‖q‖(y∗i )ni=1‖p∗,|ω|

6 ‖T‖D+
p,q

sup
(λi)ni=1∈Bℓq

‖(λi)ni=1‖q‖(y∗i )ni=1‖p∗,|ω| = ‖T‖D+
p,q
‖(y∗i )ni=1‖p∗,|ω|.

This means that T is positive (p, q)-majorizing and ‖T‖Υp,q 6 ‖T‖D+
p,q
. ⊲

Corollary 3.6. T ∈ L (E,Y ) is positive p-majorizing if and only if T is positive strongly
p-summing.

4. Positive Cohen (p, q)-Nuclear Operators

Cohen [6] introduced the concept of p-nuclear operators, which was extended to the Cohen
(p, q)-nuclear operators by Apiola [14]. Let 1 < p, q 6∞. An operator T ∈ L (E,F ) is Cohen
(p, q)-nuclear if (T (xn))n∈N∗ ∈ ℓp 〈F 〉 whenever (xn)n∈N∗ ∈ ℓq,ω (E). We denote the space of
Cohen (p, q)-nuclear operators by CN p,q (E,F ). According to [6, 14], the following conditions
are equivalent for a linear operator T ∈ L (E,F ):

T ∈ C N p,q (E,F )⇐⇒ T̂ ∈ L (ℓq,ω (E) , ℓp 〈F 〉) , (4.1)

where T̂ ((xn)n∈N∗) = (T (xn))n∈N∗ for every (xn)n∈N∗ ∈ ℓq,ω (E) .
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In this section, we introduce the positive Cohen (p, q)-nuclear operators. For p = q, these
operators are closely linked to positive strongly p-summing and positive p-summing operators,
as stated in Kwapien’s Factorization Theorem (see [16, Proposition 2]). Here, we distinguish
three cases.

Definition 4.1. Let 1 6 q 6 p < ∞ and X, Y be Banach lattices, E and F be Banach
spaces.

(a) An operator T from a Banach lattice X to a Banach space F is left positive Cohen
(p, q)-nuclear if there exists a constant C > 0, such that for all (xi)ni=1 ⊂ X+, we have (see [17])

‖(T (xi))ni=1‖ℓp〈F 〉 6 C‖(xi)ni=1‖q,|ω|. (4.2)

(b) An operator T from a Banach space E to a Banach lattice Y is right positive Cohen
(p, q)-nuclear if there exists a constant C > 0, such that for all (xi)ni=1 ⊂ E, we have

‖(T (xi))ni=1‖ℓπp (Y ) 6 C‖(xi)ni=1‖q,ω. (4.3)

(c) An operator T from a Banach lattice X to a Banach lattice Y is positive Cohen (p, q)-
nuclear if there exists a constant C > 0, such that for all (xi)ni=1 ⊂ X, we have

‖(T (xi))ni=1‖ℓπp (Y ) 6 C‖(xi)ni=1‖q,|ω|,

see [10, Definition 3.1] for r = 1.

The class of all positive Cohen (p, q)-nuclear operators from X to Y (respectively X
to F and E to Y ) is denoted by C N

+
p,q(X,Y ) (respectively C N

left,+
p,q (X,F ) and

C N
right,+
p,q (E,Y )).

We put ‖T‖
C N

+
p,q

= inf C.

The proof of the following results follows similar lines as in Proposition 3.2 and
Proposition 3.22 in [17] and is omitted.

Proposition 4.2. Let 1 6 q 6 p <∞ and X, Y be Banach lattices, E and F be Banach
spaces.

(1) T ∈ C N
left,+
p,q (X,F ) if and only if T̂ : ℓq,|ω|(X) −→ ℓp〈F 〉 is a well-defined continuous

linear operator [17, Proposition 3.22].
(2) T ∈ C N

right,+
p,q (E,Y ) if and only if T̂ : ℓq,ω(E) −→ ℓπp (Y ) is a well-defined continuous

linear operator.

(3) T ∈ C N
+
p,q(X,Y ) if and only if T̂ : ℓq,|ω|(X) −→ ℓπp(Y ) is a well-defined continuous

linear operator.

A result by Apiola states that the adjoint of a Cohen (p, q)-nuclear linear operator is
Cohen (q∗, p∗)-nuclear linear operator. When p = q, this result appears in [6]. Utilizing
Theorem 1.3, (1.1) and (1.2) and taking into account that the adjoint of the operators
T̂ : ℓq,|ω|(X) −→ ℓp〈F 〉, T̂ : ℓq,ω(E) −→ ℓπp (Y ) and T̂ : ℓq,|ω|(X) −→ ℓπp (Y ) can be identified
with the operators

T̂ ∗ : ℓp∗,ω (F
∗) −→ ℓπq∗(X

∗), T̂ ∗ : ℓq,|ω| (Y
∗) −→ ℓq∗ 〈E∗〉 and T̂ ∗ : ℓp∗,|ω| (Y

∗) −→ ℓπq∗(X
∗),

defined as T̂ ∗((x∗n)n∈N∗) = (T ∗(x∗n))n∈N∗ , we extend this to positive Cohen (p, q)-nuclear
operators.

Theorem 4.3. Let 1 6 q 6 p < ∞ and X, Y be Banach lattices, E and F be Banach
spaces.
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(1) The operator T belongs to C N
left,+
p,q (X,F ) if and only if its adjoint T ∗ belongs to

C N
right,+
q∗,p∗ (F ∗,X∗). Furthermore,

‖T‖
C N

left,+
p,q

= ‖T ∗‖
C N

right,+
q∗,p∗

.

(2) The operator T belongs to C N
right,+
p,q (E,Y ) if and only if its adjoint T ∗ belongs to

C N
left,+
q∗,p∗ (Y ∗, E∗). Furthermore,

‖T‖
C N

right,+
p,q

= ‖T ∗‖
C N

left,+
q∗,p∗

.

(3) The operator T belongs to C N
+
p,q(X,Y ) if and only if its adjoint T ∗ belongs to

C N
+
q∗,p∗(Y

∗,X∗). Furthermore,

‖T‖
C N +

p,q
= ‖T ∗‖

C N
+
q∗,p∗

.

Remark 4.4. In a recent paper [10, Definition 3.1], the authors introduced the concept of
positive (p, q)-dominated, where 1/p+1/q = 1/r, defined between Banach lattices. Within this
framework, both the Pietsch Domination Theorem and the Kwapien Factorization Theorem
are established. This concept precisely aligns with the positive Cohen p-nuclear concept
presented here when r = 1. Thus, by referring the reader to the papers [10, Theorem 3.3
and Theorem 3.7], we can also derive the well-known theorems, namely Pietsch’s Domination
Theorem and Kwapien’s Factorization Theorem, for the other two concepts proposed here
(for left and right positive Cohen p-nuclear). Notice that Kwapien’s Factorization Theorem
ensures that positive Cohen p-nuclear are closely related to positive strongly p-summing and
positive p-summing operators.

5. Tensor Characterizations

Now we are interested to characterize the aforementioned classes using abstract
summability properties linked to the continuity of tensor product operators defined within
vector-valued sequence spaces.

The Wittstock injective tensor product and Fremlin projective tensor product. For Banach
lattices X and Y , let X ⊗ Y denote the algebraic tensor product of X and Y . For each
u =

∑n
i=1 xi ⊗ yi ∈ X ⊗ Y , define Tu : X∗ → Y by Tu(x∗) =

∑n
i=1 x

∗(xi)yi for each x∗ ∈ X∗.
The injective cone on X ⊗ Y is defined to be

Ci =

{
u =

n∑

i=1

xi ⊗ yi ∈ X ⊗ Y : Tu(x
∗) ∈ Y+ ∀x∗ ∈ X∗+

}
.

Wittstock [18, 19] introduced the positive injective tensor norm on X ⊗ Y as follows:

‖u‖i = inf
{
sup

{
‖Tv(x∗)‖ : x∗ ∈ BX∗

+

}
: v ∈ Ci, u± u ∈ Ci

}
.

Let X⊗̃iY denote the completion of X ⊗ Y with respect to ‖·‖i. Then X⊗̃iY with Ci as its
positive cone is a Banach lattice (also see [20, Section 3.8 ]), called the Wittstock injective
tensor product of X and Y . The projective cone on X ⊗ Y is defined to be

Cp =

{
n∑

i=1

xi ⊗ yi : xi ∈ X+, yi ∈ Y+, n ∈ N

}
.
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Fremlin [21, 22] introduced the positive projective tensor norm on X ⊗ Y as follows:

‖u‖|π| = sup

{∣∣∣∣∣
n∑

i=1

φ(xi, yi)

∣∣∣∣∣ : u =
n∑

i=1

xi ⊗ yi ∈ X ⊗ Y, φ ∈M
}
,

where M is the set of all positive bilinear functional φ on X × Y with ‖φ‖ 6 1. Let X⊗̂FY
denote the completion of X ⊗ Y with respect to ‖·‖|π|. Then X⊗̂FY with Cp as its positive
cone is a Banach lattice (also see [20, Sect. 3.8 ]), called the Fremlin projective tensor product
of X and Y . Let p be real numbers, such that 1 < p <∞, then, due to [5, 4] we have

(P1) ℓ
u
p,|ω|(X) is isometrically lattice isomorphic to ℓp⊗̃iX.

(P2) ℓ
π
p (X) is isometrically lattice isomorphic to ℓp⊗̂FX.

Let ℓp⊗̂ǫE and ℓp⊗̂πE denote the Grothendieck injective and projective tensor product of
ℓp with a Banach space E, respectively (see Ryan [23]). It is well known that the space ℓup,ω(E)

is isometrically isomorphic to ℓp⊗̂ǫE whereas ℓp(X) is isometrically isomorphic to ℓp ⊗∆p

X (see [7, 12.9] and ℓp 〈E〉 is isometrically isomorphic to ℓp⊗̂πE (see [6, Proposition 2.2.5
and Proposition 2.2.6], [24, Corrolary 3.9] and [25]). Given a linear operator T : X → Y , its
associated tensor product operator I ⊗ T : ℓp ⊗X → ℓp ⊗ Y is defined by

I ⊗ T
(

n∑

i=1

ei ⊗ xi
)

:=

n∑

i=1

ei ⊗ T (xi),

and this map is clearly linear.
We apply now Theorem 2.2 and (P1) to the class of positive (p, q)-summing operators to

get new characterizations in terms of tensor product transformations.
Corollary 5.1. Let 1 < p <∞ and T ∈ L (X,F ). The following conditions are equivalent:
(1) T is positive (p, q)-summing operator.
(2) The induced linear operator I ⊗ T : ℓq⊗̃iX → ℓp⊗̂πF is continuous.
In this case ‖T‖Λp,q = ‖I ⊗ T‖.
According to (P1) and Theorem 3.2, we obtain characterizations in terms of tensor product

transformations for the class of positive strongly (p, q)-summing operators.

Corollary 5.2. Let 1 < p 6∞ and T ∈ L (E,Y ). The following properties are equivalent:
(1) T is positive strongly p-summing.
(2) The induced linear operator I ⊗ T : ℓp⊗̂∆pE → ℓp⊗̂FY is continuous.
In this case ‖T‖

D
+
p,q

= ‖I ⊗ T‖.
It is known from [6, Theorem 2.1.3] that T ∈ L (E,F ) is Cohen p-nuclear if and only if

the mapping I ⊗ T : ℓp⊗̂ǫE → ℓp⊗̂πF is continuous. Utilizing Proposition 4.2, (P1) and (P2),
we extend this result as follows.

Corollary 5.3. Let 1 6 q 6 p < ∞ and X, Y be Banach lattices, E and F be Banach
spaces.

(a1) T ∈ L (X,F ) is left positive Cohen (p, q)-nuclear if and only if the mapping I ⊗ T :
ℓq⊗̃iX → ℓp⊗̂πF is continuous.

(a2) T ∈ L (E,Y ) is positive right Cohen (p, q)-nuclear if and only if the mapping I⊗T :
ℓq⊗̂ǫE → ℓp⊗̂FY is continuous.

(a3) = T ∈ L (X,Y ) is positive Cohen (p, q) -nuclear if and only if the mapping I ⊗ T :
ℓq⊗̃iX → ℓp⊗̂FY is continuous.
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Высший колледж пищевых наук и пищевой промышленности, М’Сила, Алжир
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Аннотация. Данная работа относится к теории положительных суммирующих операторов меж-
ду банаховыми решетками, исследуя взаимодействие между специализированными пространствами по-
следовательностей, операторными идеалами и методами тензорного произведения. Мы фокусируемся
на пространствах положительных сильно p-суммируемых последовательностей ℓπp (X) и положительных
безусловно p-суммируемых последовательностей ℓup,|ω|(X), используя их наряду с банаховой решеткой по-
ложительных слабо p-суммируемых последовательностей ℓp,|ω|(X). Эти инструменты применяются для
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тельных (p, q)-суммирующих операторов как тех, которые отображают положительные безусловно p-
суммируемые последовательности в q-суммируемые последовательности, а также идентификацию поло-
жительного класса сильно (p, q)-суммирующих операторов с классом (p, q)-мажоризирующих операто-
ров. Центральным достижением этой работы является унифицированная характеристика этих классов
операторов посредством непрерывности тензорного произведения — метода, хорошо зарекомендовавше-
го себя для линейных операторных идеалов, который мы теперь распространяем на контекст банаховых
решеток. Мы характеризуем каждый класс непрерывностью ассоциированного тензорного оператора
I ⊗ T : ℓp ⊗α X → ℓq ⊗β Y для соответствующих тензорных норм α и β. Этот подход углубляет связи
между суммируемостью, структурой порядка банаховых решеток и тензорными нормами.
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Аннотация. В работе [1] было показано, что верхняя плотность дискретного множества Λ, для ко-
торого система Габора GΛ полна в пространстве L2(R), не может быть меньше 1

3π
. Из более ранних

работ известно также, что при регулярности распределения показателей верхняя плотность не ме-
нее 2

π
. В данной статье мы уточняем оценку при отсутствии условия регулярности распределения:

верхняя плотность дискретного множества Λ, для которого система Габора GΛ полна в простран-
стве L2(R), не может быть меньше

√
3

4π
. Улучшение оценок достигнуто за счет более методичного

применения симметризации данного множества показателей системы Габора с использованием из-
вестного эффекта уменьшения роста модуля целой функции при более симметричном расположении
ее нулей. На конкретных примерах обсуждается также возможность улучшения полученной оценки
в пределах предлагаемого метода.

Ключевые слова: целые функции, система Габора, гильбертовы пространства, полнота, минималь-
ность, множества единственности.
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1. Введение

Для функции ϕ(x) = 2
1
4 e−πx

2
и для множества Λ = {(t, w) ∈ R

2} рассмотрим систему
Габора GΛ, состоящую из функций

ρt,wϕ(x) = e2iπwxϕ(x− t), (t, w) ∈ Λ.

Подробный обзор исследований по теме систем Габора приведен, например, в работе [2].
Далее мы будем отождествлять R

2 с комплексной плоскостью C. Верхней плотностью

(Бьерлинга — Ландау) дискретного множества Λ ⊂ C называется величина

D+(Λ) = lim
r−→∞

card(Λ ∩B(0, r))

πr2
,

#Исследование первых двух авторов выполнено в рамках реализации программы развития Научно-
образовательного математического центра Приволжского федерального округа, соглашение № 075-02-
2025-1637. Исследование третьего автора выполнено за счет гранта Российского научного фонда, проект
№ 25-21-00044, https://rscf.ru/project/25-21-00044/.

c© 2025 Исаев К. П., Фазуллин З. Ю., Юлмухаметов Р. С.
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где через B(a, r) обозначен круг радиуса r с центром в точке a. Соответственно, величина

D−(Λ) = limr−→∞
card(Λ ∩B(0, r))

πr2

называется нижней плотностью. В работе [3] показано, что если система GΛ полна
и минимальна в пространстве L2(R) и множество Λ имеет регулярное распределение,
то плотность множества находится между числами 2

π и 1. Регулярность распределения
множества Λ означает, что за исключением, возможно, счетного множества точек θ1, θ2
существует угловая плотность

lim
r−→∞

card(Λ ∩ {λ : |λ| < r, θ1 < arg λ < θ2})
πr2

и существует конечный предел

lim
r−→∞

∑

|λ|<r,λ∈Λ

1

λ2
.

Условие регулярности распределения, таким образом, является серьезным ограничением.
В работе [1] авторы рассматривают вопрос об оценке плотностей в случае отказа от

условия регулярности распределения множества Λ. Доказана следующая теорема.

Теорема. (a) Существует дискретное подмножество Λ ⊂ C такое, что D+(Λ) =
1
π и

система GΛ полна и минимальна в L2(R).
(b) Если подмножество Λ ⊂ C таково, что система GΛ полна в L2(R), то D+(Λ) >

1
3π .

В данной заметке, мы намерены показать, что нижняя оценка D+(Λ) >
1
3π допускает

уточнение.

2. Основные результаты

Мы намерены доказать следующую теорему.

Теорема 1. Если подмножество Λ ⊂ C таково, что система GΛ полна в L2(R), то

D+(Λ) >
√
3

4π .

Так же, как в работе [1] мы эквивалентным образом переформулируем теорему 1
в виде утверждения о множествах единственности для классических пространств Фока
F :

F :=

{
F ∈ H(C) : ‖F‖2 :=

∫
|F (z)|2e−π|z|2 dm(z) <∞

}
,

где dm(z) — плоская мера Лебега. Множество Λ называется множеством единственности
для пространства Фока, если

(F ∈ F , F (λ) = 0, λ ∈ Λ)⇒ (F (z) = 0, z ∈ C).

В пространстве Фока точечные функционалы F −→ f(z) непрерывны, поэтому в нем
существует порождающее ядро kλ(z):

(F, kλ) = F (λ), λ ∈ C, F ∈ F .

Теорема 2. Если множество Λ ⊂ C является множеством единственности для про-

странства Фока, то D+(Λ) >
√
3

4π .
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Эквивалентность этих двух теорем обосновывется с помощью преобразования Барг-
мана

Bf(x) = e−iπxy+
π|z|2

2

∫

R

f(t)ρx,−yϕ(t) dt = 2
1
4

∫

R

f(t)e−πt
2
e2πtze−

z2

2 dt,

где z = x + iy. Это преобразование изометрически отображает пространство L2(R) на

пространство Фока, причем Bρ(Reλ,−Imλ)ϕ = e−
π|λ|2

2 kλ (см. [4]). Поэтому полнота систе-
мы GΛ в пространстве L2(R) равносильна полноте системы kλ, λ ∈ Λ, в пространстве
Фока. А полнота системы из воспризводящих ядер, в свою очередь, очевидным образом
эквивалентна тому, что Λ является множеством единственности.

Как известно, чем больше нулей у многочлена, тем больше его рост. Эта простая связь
нарушается для трансцендентных целых функций. Например, целая функция 1

Γ(z) , где
Γ(z) — Гамма-функция Эйлера, с нулями в точках πn, n ∈ N, имеет бесконечный экс-
поненциальный тип, а функция sin z — конечный. В рассматриваемой задаче заданное
множество Λ характеризируется только плотностью, о его распределении ничего не из-
вестно. Поэтому представляется возможным лишь конструировать большее множество
Λ′ ⊇ Λ таким образом, чтобы целая функция с множеством нулей Λ′ имела как можно
меньший рост. В работе [1] эта идея реализована с помощью множества Λ′ = Λ∪ iΛ. Мы
воспользуемся множеством Λ∪αΛ∪αΛ, где α3 = 1, α 6= 1, и покажем, что такой вариант
оптимальный при данном подходе.

3. Доказательство теоремы 2

Пусть Λ = {λj , j ∈ N} — множество единственности для пространства Фока и
D+(Λ) < C для некоторого C > 0. Через δλ обозначим единичную атомарную меру
в точке λ и положим

µ =
∑

λ∈Λ
δλ,

µ(t) := µ(B(0, t)) = card(Λ ∩B(0, r)).

Поскольку нас будет интересовать лишь верхняя плотность множества Λ, то не уменьшая
общности можем считать, что µ(1) = 0 и для некоторого C ′ < C имеет место соотношение

µ(t) 6 C ′πt2, t > 0. (1)

Лемма 1. Пусть p > 0 и α ∈ C определено из уравнений

α+ α = −p,

α2 + α2 = −p. (2)

Положим
vp(w) = p ln |1− w|+ ln |1− αw| + ln |1− αw|, w ∈ C.

Тогда функция

u(z) =

∞∑

j=1

vp

(
z

λj

)
, z ∈ C,

субгармонична на всей плоскости и при некоторой постоянной C(p), зависящей от p,
удовлетворяет оценке

u(z) 6 C ′πC(p)|z|2, z ∈ C.
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⊳ В ходе доказательства не уменьшая общности будем считать, что µ(1) = 0.
При |w| 6 q < min

(
1

|Reα| , 1
)

функция vp по соотношению (2) представляется в виде
ряда

vp(w) = Re

∞∑

j=3

p+ 2(Reα)n

n
wn.

По определению Reα = −p
2 , значит, при |w| 6 q < min

(
2
p , 1
)

выполняется оценка

vp(w) 6 |w|3
∞∑

j=1

(
p+ 2

(p
2

)n) |w|n
n

6 C(p, q)|w|3,

где C(p, q) = −p ln(1 − q) − 2 ln
(
1− pq

2

)
. Пусть z ∈ C и |z| 6 R для некоторого R > 0.

Тогда для всех T > R
q

∑

|λj |>T

vp

(
z

λj

)
6 C(p, q)

∑

|λj |>T

|z|3
|λj |3

= |z|3
∞∫

T

dµ(t)

t3
.

Отсюда, интегрируя по частям, для z ∈ B(0, R), учитывая предположение (1), получим

∑

|λj |>T

vp

(
z

λj

)
6 3C(p, q)R3

∞∫

T

µ(t)d(t)

t4
6

3C(p, q)R3

T
.

Значит,
∑

|λj |>T

vp

(
z

λj

)
−→ 0

равномерно по |z| 6 R при T −→∞. Полагая в этой оценке T = 2|z|
q , имеем

∑

|λj |> 2|z|
q

vp

(
z

λj

)
6

3

2
C ′C(p, q)|z|2. (3)

Для оценки суммы по |λj | 6 T положим

a(t) = (1 + t)p
(
1 + pt+ |α|2

)
t2.

Тогда, как легко проверить,

vp(w) 6 ln a(|w|), w ∈ C,

и с учетом предположения µ(1) = 0 имеем

∑

|λj |<T

vp

(
z

λj

)
6

T∫

1

ln a

( |z|
t

)
dµ(t).

Отсюда, интегрируя по частям, получим

∑

|λj |<T

vp

(
z

λj

)
6 µ(T ) ln a

( |z|
T

)
+ |z|

T∫

1

a′
(
|z|
t

)
µ(t)dt

t2a
(
|z|
t

) .



42 Исаев К. П., Фазуллин З. Ю., Юлмухаметов Р. С.

Заменой переменных |z|t = x в интеграле эту оценку запишем в виде

∑

|λj |< 2|z|
q

vp

(
z

λj

)
6 µ

(
2|z|
q

)
ln a

(q
2

)
+

|z|∫

2
q

a′(x)
a(x)

µ

( |z|
x

)
dx

и используем предположение (1):

∑

|λj |< 2|z|
2

vp

(
z

λj

)
6 C ′π|z|2




4

q2
ln a

(q
2

)
+

|z|∫

2
q

a′(x) dx
x2a(x)


 . (4)

Непосредственно вычисляя логарифмическую производную a(t), имеем

a′(t)
a(t)

=
p

1 + t
+

p+ 2|α|2t
1 + pt+ |α|2t2 .

Поскольку |α|2 = p(p+1)
2 и в интервале интегрирования можно считать выполненным

неравенство 2|α|2x > p, то
a′(t)
a(t)

6
5p

x
,

тем самым,
|z|∫

2
q

a′(x)dx
x2a(x)

6
q

128
.

Учитывая оценку (4), имеем

∑

|λj |<2|z|/2
vp

(
z

λj

)
6 C ′πC1(p, q)|z|2,

где

C1(p, q) =
4

q2
ln a

(q
2

)
+

q

128
.

Последнее соотношение вместе с (3) доказывает утверждение леммы 1. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 2. Применим лемму при p = 1. В этом случае α =
−1+

√
3i

2 — кубический корень от 1 и

v3(w) = (1− w3), w ∈ C.

Постоянную C(p) в лемме 1 можно определить более точно. Полагая a(t) = (1 + t3),
получим оценку

u(z) =
∑

j

v3

(
z

λj

)
6

∞∫

1

ln

(
1 +
|z|3
t3

)
dµ(t).

Проинтегрируем по частям, с учетом условия µ(1) = 0 и предположения (1) получим

u(z) 6 −
∞∫

1

µ(t)
∂

∂t
ln

(
1 +
|z|3
t3

)
dt 6 3C ′π|z|3

∞∫

0

t dt

t3 + |z|3 .
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После замены переменных t = |z|y имеем

u(z) 6 3C ′π|z|2
∞∫

0

y dy

y3 + 1
=

2√
3
π2C ′|z|2, z ∈ C. (5)

Рассмотрим бесконечное произведение

F (z) =
∏

j

(
1− z

λj

)(
1− αz

λj

)(
1− αz

λj

)
.

Поскольку
ln |F (z)| = u(z), z ∈ C,

то F (z) — целая функция, причем в силу (5) она удовлетворяет оценке

|F (z)| 6 e
2√
3
C′π2|z|2

, z ∈ C.

Если допустим, что C ′ <
√
3

4π , то для некоторого β < 1 имеем

|F (z)|2 6 eβπ|z|
2
, z ∈ C,

и эта функция, обращающаяся в 0 в точках Λ, принадлежит пространству F , и множе-
ство Λ не является множеством единственности. Таким образом, C ′ >

√
3

4π , следовательно,

D+(Λ) >
√
3

4π . Теорема 2 доказана. ⊲
Заметим, что оценка (5) — точная в классе всех множеств Λ, удовлетворяющих усло-

вию (1). В самом деле, если Λ ∈ R+, то

u(−x) =
∞∫

0

ln

(
1 +

x3

t3

)
dµ(t) = 3

∞∫

1

µ(ry) dy

y(y3 + 1)
, x ∈ R+.

Если взять Λ =
{√

(C ′π)−1n, n ∈ N
}
, то µ(t) = [C ′πt2] 6 C ′πt2 ([x] означает целую

часть x) и µ(t) > C ′πt2 − 1. Значит,

u(−x) > 2√
3
π2C ′x2 −A, x ∈ R+,

где

A = 3

∞∫

1

dy

y(y3 + 1)
.

Замечание. С применением функции vp, p = 2, целой функции

F2(z) =
∏

j

(
1− z

λj

)2(
1− αz

λj

)(
1− αz

λj

)

и аппроксимационной теоремы из [5] можно получить оценку D+(Λ) > 0, 279/π, которая
хуже, чем оценка, полученная в теореме 2.

С применением функции vp, p = 1
2 , и целой функции

F 1
2
(z) =

∏

j

(
1− z

λj

)(
1− αz

λj

)2(
1− αz

λj

)2

можно получить оценку D+(Λ) > 0, 243/π, которая хуже, чем предыдущая.
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4. Gröchenig K. Foundations of Time-Frequency Analysis.—Boston: Birkhäuser, 2001.—115 p.—(Applied
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Abstract. In [1] it was shown that the upper density of a discrete set Λ for which the Gabor system GΛ

is complete in the space L2(R) cannot be less than 1
3π

. It is also known from earlier studies that with a regular
distribution of indicators, the upper density is not less than 2

π
. In this paper, we refine the estimate in the

absence of the regularity condition for the distribution: the upper density of a discrete set Λ for which the
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Gabor system GΛ is complete in the space L2(R) cannot be less than
√
3

4π
. Improvement of the estimates is

achieved by a more methodical application of symmetrization of this set of indicators of the Gabor system
using the known effect of reducing the growth of the modulus of an entire function with a more symmetrical
arrangement of its zeros. The possibility of improving the obtained estimate within the proposed method is
also discussed using specific examples.
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5. Yulmukhametov, R. S. Approximation of Subharmonic Functions, Analysis Mathematica, 1985, vol. 11,

no. 3, pp. 257–282 (in Russian). DOI: 10.1007/BF01907421.

Received July 10, 2025

Konstantin P. Isaev

Ufa University of Science and Technology,
32 Zaki Validi St., Ufa 450074, Russia,
Head of Department of Functional Analysis and Programming

E-mail: orbit81@list.ru
https://orcid.org/0000-0002-3680-0048

Ziganur Yu. Fazullin

Ufa University of Science and Technology,
32 Zaki Validi St., Ufa 450074, Russia,
Professor of Department of Functional Analysis and Programming

E-mail: fazullinzu@mail.ru

Rinad S. Yulmukhametov

Institute of Mathematics UFRC RAS,
112 Chernyshevsky St. , Ufa 450008, Russia,
Chief Researcher of Department of Department of Function

Theory and Functional Analysis

E-mail: yulmukhametov@mail.ru
https://orcid.org/0000-0002-3592-7741



Vladikavkaz Mathematical Journal
2025, Volume 27, Issue 4, P. 46–60

УДК 517.95
DOI 10.46698/f7969-2225-7035-j

BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR INHOMOGENEOUS
POLYANALYTIC EQUATIONS IN A TRIANGLE

B. Karaca1
1 Izmir Bakircay University, Faculty of Engineering and Architecture,
Department of Fundamental Sciences, Gazi Mustafa Kemal District,

115/1 Kaynaklar Road, Menemen 35665, Izmir, Turkey

E-mail: bahriye.karaca@bakircay.edu.tr

Abstract. In this paper, we investigate Dirichlet and Schwarz type boundary value problems for both
the inhomogeneous Cauchy–Riemann equation and higher-order polyanalytic equations in a nonstandard
domain, specifically a triangular region formed by the intersection of three circular disks in the
complex plane. Such domains introduce additional geometric complexity, which requires careful analytical
treatment. By constructing appropriate kernel functions tailored to the geometry of the domain, we
develop integral operator techniques that allow us to derive explicit solution formulas for the given
boundary conditions. In addition, we establish necessary and sufficient conditions for the solvability of
these problems, depending on the compatibility of boundary data and the properties of the inhomogeneous
terms. Our approach generalizes classical methods used for standard domains, extending their applicability
to more intricate geometric settings. The results presented in this work contribute to the broader theory
of boundary value problems for complex partial differential equations and offer new tools for addressing
similar problems in applied mathematical physics and complex analysis.

Keywords: polyanalytic equations, Schwarz problem, Dirichlet problem, Pompeiu-type operator, trian-
gular domain.
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1. Introduction

Boundary value problems (BVPs) for complex partial differential equations have attracted
significant attention due to their relevance in mathematical physics, engineering, and complex
function theory. Among the fundamental equations in this context are the Cauchy–Riemann
and higher-order polyanalytic equations, which admit rich boundary behavior and integral
representations. Numerous studies have addressed boundary value problems in complex plane,
see [1–13].

In recent years, particular focus has been placed on solving boundary value problems
for model equations in nonstandard domains. For instance, the Schwarz and the Dirichlet
problems in triangular geometries have been considered by Darya and Taghizadeh [14], Wang
and Wang [9], as well as Akel et al. [15], who developed integral representations under various
geometric and analytical constraints. Moreover, the works of Begehr and collaborators [1, 4,

c© 2025 Karaca, B.
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5] have provided a comprehensive framework of integral operators and function spaces for
generalized analytic structures, including polyanalytic and bi-polyanalytic functions.

Additional insights into boundary properties and solvability for higher-order elliptic and
the Sobolev-type equations have recently been developed in [15–19], further enriching the
theoretical framework relevant to the present study. Building on these foundations, the present
paper investigates the Dirichlet and the Schwarz-type boundary value problems for both
the inhomogeneous Cauchy–Riemann and polyanalytic equations within a triangular domain
defined as the intersection of three disks.

a b

c

T

1−1

Fig. 1. Triangular domain T bounded by arcs of three circles.

Let T be a triangular domain in the complex plane C defined by

T =
{
z ∈ C : |z − ǫk| <

√
2, k = 1, 2, 3

}
,

where

ǫ1 = 1, ǫ2 = −1, ǫ3 = −i
√
3.

The sets

C1 =
{
z ∈ C : |z − 1| =

√
2
}
, C2 =

{
z ∈ C : |z + 1| =

√
2
}
,

C3 =
{
z ∈ C : |z + i

√
3| =

√
2
}

represent three circles in the complex plane centered at ǫ1, ǫ2, and ǫ3, each of radius
√
2.

The triangular domain T is the common intersection of the interiors of these three circles, as
illustrated in Fig. 1. The boundary of T , denoted by ∂T , consists of three circular arcs. The
vertices of T are given by

a = −1

2

(√
3− 1

)
(1 + i), b =

1

2

(√
3− 1

)
(1− i), c = −i,

which correspond to the pairwise intersections of C1, C2, and C3.
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2. The Dirichlet Problem for Polyanalytic Functions

In this section, we investigate the Dirichlet boundary value problem for polyanalytic
functions of order n in a bounded domain T ⊂ C. Polyanalytic functions, which are natural
generalizations of analytic and harmonic functions, satisfy higher-order equations involving
repeated applications of the Cauchy–Riemann operator. Our aim is to determine necessary
and sufficient conditions for the solvability of the Dirichlet problem associated with such
equations and to construct explicit integral representations of the solutions under suitable
assumptions on the boundary data and the inhomogeneous term. We begin with the classical
case n = 1, corresponding to the inhomogeneous Cauchy–Riemann equation, and then extend
the results to arbitrary order n.

Theorem 2.1 [14]. The Dirichlet problem for the homogeneous Cauchy–Riemann equa-
tion in T

ωz̄ = 0 in T, ω = γ on ∂T, (1)

with given γ ∈ C(∂T ;C), is solvable if and only if

1

2πi

∫

∂T

γ(ζ)K2(z, ζ) dζ = 0, (2)

and for z ∈ T the unique solution can be presented as

ω(z) =
1

2πi

∫

∂T

γ(ζ)K1(z, ζ) dζ, (3)

where

K1(z, ζ) =
4∑

k=1

1

ζ − zk
, K2(z, ζ) =

8∑

k=5

1

ζ − zk
, ζ = ξ + iη, (4)

and the points zk are given by

z1 = z, z2 = −
1

z
, z3 =

−(1 + i
√
3)z + 1− i

√
3

(1− i
√
3)z + 1 + i

√
3
, z4 =

(i
√
3− 1)z − 1− i

√
3

(−1 + i
√
3)z + 1− i

√
3
,

z5 =
z + 1

z − 1
, z6 =

−z + 1

z + 1
, z7 =

−i
√
3 z − 1

z − i
√
3

, z8 =
z − i

√
3

i
√
3 z + 1

,

with z2, z3, z4, z5, z6, z7, z8 /∈ T .

Remark 2.1. In the analytic case, the classical Cauchy integral

ω(z) =
1

2πi

∫

∂T

γ(ζ)

ζ − z dζ

already provides the solution of the Dirichlet problem. The advantage of the representation (3)
with kernels (4) is that it generalizes the Cauchy kernel and remains valid in broader contexts,
such as polyanalytic and k-analytic equations. While for analytic functions the two formulas
coincide, the form with K1 and K2 extends naturally to higher-order equations, where the
classical Cauchy formula is no longer sufficient.

Theorem 2.1 provides a complete characterization of the solvability and representation
of the Dirichlet problem for the homogeneous Cauchy–Riemann equation in the domain T .
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This result establishes a necessary and sufficient condition for the existence of a solution in
terms of a boundary integral and presents an explicit integral formula for the solution.

Building upon this foundational result, the following theorem extends the analysis
to the inhomogeneous case, where the equation involves a nonzero source term f(z). In this
context, the solvability condition naturally incorporates both the boundary data γ and the
inhomogeneity f , reflected through the integral relation involving both K1 and K2.

Theorem 2.2. The Dirichlet problem for the inhomogeneous Cauchy–Riemann equation
in T

ωz̄ = f(z) in T, ω = γ on ∂T, (5)

with given boundary data γ ∈ C(∂T ;C) and source term f ∈ L1(T ) (in particular, f ∈ C(T )
is admissible), is solvable if and only if

1

2πi

∫

∂T

γ(ζ)K2(z, ζ) dζ −
1

π

∫

T

f(ζ)K2(z, ζ) dξ dη = 0, (6)

and for z ∈ T the unique solution can be presented as

ω(z) =
1

2πi

∫

∂T

γ(ζ)K1(z, ζ) dζ −
1

π

∫

T

f(ζ)K1(z, ζ) dξ dη, (7)

where K1(z, ζ) and K2(z, ζ) are the kernels defined in (4).

⊳ Assume that the Dirichlet problem (1) is solvable. Then, by Theorem 2.1, the solution
can be written in the form given by (3).

Let us define a new unknown function

θ(z) := ω(z)− T [f ](z),

where the operator T [f ] denotes the area integral

T [f ](z) :=
1

π

∫

T

f(ζ)
1

ζ − z dξ dη.

Applying the operator ∂z̄ to both sides of the definition of θ, we obtain:

∂z̄θ = ∂z̄ω − ∂z̄T [f ].

Since ω satisfies ωz̄ = f(z) and by known properties of the area integral operator (i. e. ∂z̄T [f ] =
f(z)), we get:

∂z̄θ = f(z)− f(z) = 0 in T.

Moreover, on the boundary ∂T , we have:

θ = ω − T [f ] = γ − T [f ] on ∂T.

Thus, θ satisfies the homogeneous Dirichlet problem:

θz̄ = 0 in T, θ = γ − T [f ] on ∂T. (8)

By Theorem 2.1, the homogeneous Dirichlet problem (4) is solvable if and only
if the following compatibility condition holds:

1

2πi

∫

∂T

(
γ(ζ)− T [f ](ζ)

)
K2(z, ζ) dζ = 0.
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We now analyze the second term using the properties of the area integral operator.
The function T [f ](ζ) is defined as:

T [f ](ζ) =
1

π

∫

T

f(ζ̃)

ζ̃ − ζ
dξ̃ dη̃.

Substituting this into the boundary integral, we get:

1

2πi

∫

∂T

T [f ](ζ)K2(z, ζ) dζ =
1

2πi

∫

∂T


 1

π

∫

T

f(ζ̃)

ζ̃ − ζ
dξ̃dη̃


K2(z, ζ) dζ

=
1

π

∫

T

f(ζ̃)


 1

2πi

∫

∂T

K2(z, ζ)

ζ̃ − ζ
dζ


 dξ̃ dη̃ =

1

π

∫

T

f(ζ̃)K2(z, ζ̃) dξ̃ dη̃.

Therefore, the solvability condition becomes:

1

2πi

∫

∂T

γ(ζ)K2(z, ζ) dζ −
1

π

∫

T

f(ζ)K2(z, ζ) dξdη = 0,

which coincides with the condition stated in (5).
Conversely, suppose that the solvability condition (5) holds. Define ω(z) as in (3). Then,

we can rewrite this expression in the following form:

ω(z) =
1

2πi

∫

∂T

γ(ζ) [K1(z, ζ)−K2(z, ζ)] dζ −
1

π

∫

T

f(ζ) [K1(z, ζ)−K2(z, ζ)] dξ dη.

Using the result of Theorem 2.1 and the fact that the area integral tends to zero as
z → ζ ∈ ∂T , we conclude that

lim
z→ζ

ω(z) = γ(ζ), ζ ∈ ∂T,

and clearly,
ωz̄ = f(z) in T.

Therefore, ω is a solution to the inhomogeneous Dirichlet problem (1). We now turn
to the uniqueness of the solution to the problem. Suppose that ω1 and ω2 are two solutions
to the Dirichlet problem (1). Then, by definition, we have

(ω1)z̄ = f in T, ω1 = γ on ∂T, (9)

and
(ω2)z̄ = f in T, ω2 = γ on ∂T. (10)

Subtracting these equations, we obtain

(ω1 − ω2)z̄ = 0 in T, ω1 − ω2 = 0 on ∂T.

This is the Dirichlet problem for the homogeneous Cauchy–Riemann equation in the domain T .
By Theorem 2.1, which guarantees the uniqueness of the solution to the homogeneous problem
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with continuous boundary data, it follows that the only solution is the trivial one. Therefore,
ω1 = ω2 in T , and the solution is unique. ⊲

Theorem 2.2 establishes the solvability and integral representation of the Dirichlet problem
for the inhomogeneous Cauchy–Riemann equation, which corresponds to the case n = 1 in
the general theory of polyanalytic equations. The corresponding boundary condition involves
a single function γ, and the unique solution is represented via the standard Cauchy-type
integrals over the boundary and the domain of T , using the kernels K1 and K2.

The next theorem generalizes this result to the case of the inhomogeneous polyanalytic
equation of order n, where the unknown function ω satisfies ∂nz̄ ω = f in T , and the boundary
conditions involve the traces of the first n z̄-derivatives of ω.

Theorem 2.3. The Dirichlet problem for the inhomogeneous polyanalytic equation
in the domain T ,

∂nz̄ ω = f(z) in T, ∂κz̄ ω = γκ on ∂T, 0 6 κ 6 n− 1, (11)

is uniquely solvable for f ∈ L1(T ;C) and γκ ∈ C(∂T ;C) for 0 6 κ 6 n− 1, if and only if for
each 0 6 κ 6 n− 1, the following compatibility condition holds:

n−1∑

σ=κ

(−1)σ−κ
2πi

∫

∂T

γσ(ζ)
(ζ − z)σ−κ
(σ − κ)! K2(z, ζ) dζ

+
(−1)n−κ

π

∫

T

f(ζ)
(ζ − z)n−1−κ
(n− 1− κ)! K2(z, ζ) dξ dη = 0, z ∈ T. (12)

The solution is then given by

ω(z) =
n−1∑

κ=0

(−1)κ
2πi

∫

∂T

γκ(ζ)

κ!
(ζ − z)κK1(z, ζ) dζ

+
(−1)n
π

∫

T

f(ζ)

(n− 1)!
(ζ − z)n−1K1(z, ζ) dξ dη, (13)

where K1(z, ζ) and K2(z, ζ) are the kernels defined in (4).

⊳ We prove the theorem by mathematical induction on the order n ∈ N.
Base case: n = 1. In this case, the equation reduces to the classical inhomogeneous

Cauchy–Riemann equation:

ωz̄ = f(z) in T, ω = γ0 on ∂T.

The solvability condition and the integral representation of the solution are given by
Theorem 2.2. Therefore, the result holds for n = 1.

Inductive step: Suppose the theorem holds for some n = s > 1; that is, for the problem

∂sz̄ω = f(z) in T, ∂κz̄ ω = γκ on ∂T, 0 6 κ 6 s− 1,

the unique solvability condition and the solution formula given in the theorem are valid.
We aim to prove that the result holds for n = s+ 1.
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Let ω be a solution of the problem

∂s+1
z̄ ω = f(z) in T, ∂κz̄ ω = γκ on ∂T, 0 6 κ 6 s.

Define the auxiliary function v(z) := ∂z̄ω(z). Then v satisfies

∂sz̄v(z) = f(z) in T, ∂κz̄ v = γκ+1 on ∂T, 0 6 κ 6 s− 1.

By the induction hypothesis, the solvability condition for v is

s∑

σ=κ+1

(−1)σ−κ−1
2πi

∫

∂T

γσ(ζ)
(ζ − z)σ−κ−1
(σ − κ− 1)!

K2(z, ζ) dζ

+
(−1)s−κ

π

∫

T

f(ζ)
(ζ − z)s−κ−1
(k − κ− 1)!

K2(z, ζ) dξ dη = 0

for 0 6 κ 6 s− 1. To complete the construction of ω, we solve the first-order equation

ωz̄ = v(z) in T, ω = γ0 on ∂T.

By Theorem 2.2, this equation is uniquely solvable if and only if

1

2πi

∫

∂T

γ0(ζ)K2(z, ζ) dζ −
1

π

∫

T

v(ζ)K2(z, ζ) dξ dη = 0.

Substituting the integral representation of v into this expression leads to the full compatibility
condition for κ = 0, completing the induction step.

Finally, by applying the integral representation of v and integrating once more with respect
to z̄, we obtain the integral representation of ω, matching the formula given in the theorem
for n = k + 1.

Therefore, by the principle of mathematical induction, the result holds for all n ∈ N. ⊲

3. The Schwarz Problem for Polyanalytic Functions

In this section, we investigate the Schwarz boundary value problem for first- and higher-
order polyanalytic functions in a triangular domain T . Starting from the classical case,
we derive an explicit integral representation for the solution and extend it to polyanalytic
functions of arbitrary order.

Theorem 3.1 [14]. The Schwarz boundary value problem

ωz̄ = f(z) in T, [Reω]+ (t) = γ(t) for t ∈ ∂T, (14)

with given data f ∈ L1(T ;C), and γ ∈ C(∂T ;R), is uniquely solvable. The solution is given
by

ω(z) =
3∑

j=1

1

πi

∫

∂T∩Cj

γ(ζ)

(
K1(z, ζ)−

2

ζ − ǫj

)
dζ

+ ic− 1

π

∫

T

f(ζ)K1(z, ζ) dξ dη −
1

π

∫

T

f(ζ)K2(z, ζ) dξ dη, (15)
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where

c =
3∑

j=1

2

πi

∫

∂T∩Cj

Imω(ζ)
dζ

ζ − ǫj
, (16)

where K1(z, ζ) and K2(z, ζ) are the kernels defined in (4).

The solution ω(z) in (14) can be expressed more compactly as

ω(z) = S[γ](z) + T [f ](z) + ic, (17)

where the operators S[γ] and T [f ] are given by

S[γ](z) =

3∑

j=1

1

πi

∫

∂T∩Cj

γ(ζ)

(
K1(z, ζ)−

2

ζ − ǫj

)
dζ, (18)

T [f ](z) = − 1

π

∫

T

f(ζ)K1(z, ζ) dξ dη −
1

π

∫

T

f(ζ)K2(z, ζ) dξ dη. (19)

We now introduce the poly-Schwarz operator Sn in the domain T , defined for data
γ0, γ1, . . . , γn−1 ∈ C(∂T ;R), as

Sn[γ0, γ1, . . . , γn−1](z) =
n−1∑

k=0

(−1)k
k!

3∑

j=1

1

πi

∫

∂T∩Cj

(ζ − z + ζ − z)k γk(ζ)

×
(
K1(z, ζ)−

2

ζ − ǫj

)
dζ. (20)

It is clear that for n = 1, this operator reduces to the classical Schwarz operator: S0[γ] = S[γ].

3.1. Boundary properties of the Poly-Schwarz operator. We investigate how the
poly-Schwarz operator behaves near the boundary of the domain. The results confirm that it
reproduces the given real-valued boundary data for all relevant derivatives.

Theorem 3.2. If γ0, γ1, . . . , γn−1 ∈ C(∂T ;R), then

∂n

∂z̄n
Sn[γ0, γ1, . . . , γn−1](z) = 0, z ∈ T.

⊳ By the definition of the operator Sn in (15), we have

Sn[γ0, γ1, . . . , γn−1](z)

=

n−1∑

k=0

(−1)k
k!

3∑

j=1

1

πi

∫

∂T∩Cj

[(
ζ − z + ζ − z

)k
γk(ζ)

](
K1(z, ζ)−

2

ζ − ǫj

)
dζ

=
n−1∑

k=0

(−1)k
k!

k∑

l=0

(
k

l

)
(−1)k−l(z + z̄)k−l

3∑

j=1

1

πi

∫

∂T∩Cj

(ζ + ζ̄)lγk(ζ)

(
K1(z, ζ)−

2

ζ − ǫj

)
dζ.

Now define
γk,l(ζ) := (ζ + ζ̄)lγk(ζ),
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and set

S[γk,l](z) :=

3∑

j=1

1

πi

∫

∂T∩Cj

γk,l(ζ)

(
K1(z, ζ) −

2

ζ − ǫj

)
dζ. (21)

Thus, we obtain:

Sn[γ0, . . . , γn−1](z) =
n−1∑

k=0

(−1)k
k!

k∑

l=0

(
k

l

)
(−1)k−l(z + z̄)k−lS[γk,l](z).

Each term S[γk,l](z) is independent of z̄, since it is defined via integration over the
boundary with kernels K1(z, ζ) and γk,l(ζ). Therefore, all z̄-dependence is inside the
polynomial (z + z̄)k−l.

Differentiating n-times with respect to z̄, we obtain:

∂n

∂z̄n
Sn[γ0, . . . , γn−1](z) =

n−1∑

k=0

(−1)k
k!

k∑

l=0

(
k

l

)
(−1)k−l ∂

n

∂z̄n

[
(z + z̄)k−l

]
S[γk,l](z).

But for all k − l < n, the n-th derivative of the polynomial (z + z̄)k−l vanishes. Since
k 6 n− 1, we always have k − l < n, so each term is zero.

Hence,
∂n

∂z̄n
Sn[γ0, . . . , γn−1](z) = 0. �

Having established the vanishing of the n-th z̄-derivative in the domain, we now describe
how the lower-order derivatives of the poly-Schwarz operator behave on the boundary.

Theorem 3.3. If γ0, γ1, . . . , γn−1 ∈ C(∂T ;R), then

{
Re

[
∂l

∂z̄l
Sn[γ0, γ1, . . . , γn−1](z)

]}+

(t) = γl(t), t ∈ ∂T, l = 0, . . . , n− 1, (22)

where the operator Sn is defined by equation (15).

⊳ We prove the identity for each l = 0, 1, . . . , n− 1.
For l = 0, we simply have

∂0

∂z̄0
Sn[γ0, γ1, . . . , γn−1](z) = Sn[γ0, γ1, . . . , γn−1](z).

According to Theorem 3.1, the non-tangential boundary value of its real part satisfies

{
Re [Sn[γ0, γ1, . . . , γn−1](z)]

}+
(t) =

n−1∑

k=0

(−1)k
k!

k∑

l=0

(
k

l

)
(−t− t̄)k−lγk,l(t),

where the functions γk,l are defined as in equation (17).
Note that for k > 1, the term (−t − t̄ + t + t̄)k−l = 0. Hence, all terms vanish except

the one with k = 0, giving

{
Re [Sn[γ0, . . . , γn−1](z)]

}+
(t) = γ0(t).

Thus, equation (19) holds for l = 0.
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Now, let l = 1, 2, . . . , n − 1. Differentiating under the integral sign (justified by
the continuity of γk), we obtain

∂l

∂z̄l
Sn[γ0, . . . , γn−1](z) =

n−1∑

k=l

(−1)k−l
(k − l)!

3∑

j=1

1

πi

×
∫

∂T∩Cj

(
ζ − z + ζ − z

)k−l
γk(ζ)

(
K1(z, ζ)−

2

ζ − ǫj

)
dζ.

Expanding the power term and reorganizing, we get

n−1∑

k=l

(−1)k−l
(k − l)!

k−l∑

m=0

(
k − l
m

)(
−(z + z)

)k−l−m
S[γk,m](z), z ∈ T.

Taking the real part and applying the non-tangential boundary limit, we obtain

{
Re

[
∂l

∂z̄l
Sn[γ0, . . . , γn−1](z)

]}+

(t) =

n−1∑

k=l

(−1)k−l
(k − l)!

k−l∑

m=0

(
k − l
m

)
(−t− t̄)k−l−mγk,m(t).

Again, only the term with k = l and m = 0 survives since all other terms involve powers
of zero. Hence, {

Re

[
∂l

∂z̄l
Sn[γ0, . . . , γn−1](z)

]}+

(t) = γl,0(t) = γl(t),

which proves equation (19) for all l = 0, . . . , n− 1. ⊲

3.2. Pompeiu operator on the triangle. In this section, we introduce the following
area integral defined by

Tl[f ](z) =
(−1)l

π(l − 1)!

x

T

(
ζ − z + ζ − z

)l−1 [
f(ζ)K1(z, ζ) + f(ζ)K2(z, ζ)

]
dξ dη,

z ∈ T, l = 1, 2, . . . ,

(23)

for functions f ∈ L1(T ;C).
The operator Tl is referred to as the Pompeiu-type operator in this context. In particular,

for l = 1, it reduces to
T1[f ](z) = T [f ](z), z ∈ T. (24)

We also define
T0[f ](z) := f(z), z ∈ T, (25)

and this operator satisfies the following relation:

∂

∂z̄
T [f ](z) = T0[f ](z), z ∈ T. (26)

This operator family satisfies a recursive relation involving complex conjugate differen-
tiation. The following theorem establishes this fundamental property.

Theorem 3.4. If f ∈ L1(T ;C), then

∂

∂z̄
Tl[f ](z) = Tl−1[f ](z), z ∈ T, l = 1, 2, . . . , n− 1. (27)
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⊳ Let f ∈ L1(T ;C), and let us consider the operator

Tl[f ](z) =
(−1)l

π(l − 1)!

x

T

(
ζ − z + ζ − z

)l−1 [
f(ζ)K1(z, ζ) + f(ζ)K2(z, ζ)

]
dξ dη.

Note that
ζ − z + ζ − z = (ζ + ζ̄)− (z + z̄) = 2Re(ζ − z),

which is a real-valued function depending smoothly on z. Define

Φ(ζ, z) :=
(
ζ − z + ζ − z

)l−1
.

Differentiating under the integral sign with respect to z̄, we obtain

∂

∂z̄
Tl[f ](z) =

(−1)l
π(l − 1)!

x

T

∂

∂z̄
[Φ(ζ, z)]

[
f(ζ)K1(z, ζ) + f(ζ)K2(z, ζ)

]
dξ dη.

Now observe that

∂

∂z̄
Φ(ζ, z) =

∂

∂z̄

(
ζ − z + ζ − z

)l−1
=

∂

∂z̄
(2Re(ζ − z))l−1

=
∂

∂z̄

(
ζ + ζ̄ − z − z̄

)l−1
= −(l − 1)

(
ζ − z + ζ − z

)l−2
.

Thus,

∂

∂z̄
Tl[f ](z) =

(−1)l
π(l − 1)!

(−(l − 1))
x

T

(
ζ − z + ζ − z

)l−2 [
f(ζ)K1(z, ζ) + f(ζ)K2(z, ζ)

]
dξ dη.

Simplifying the constants, we get

∂

∂z̄
Tl[f ](z) =

(−1)l−1
π(l − 2)!

x

T

(ζ − z + ζ − z)l−2
[
f(ζ)K1(z, ζ) + f(ζ)K2(z, ζ)

]
dξdη.

This is exactly the definition of Tl−1[f ](z). Therefore, we conclude that

∂

∂z̄
Tl[f ](z) = Tl−1[f ](z), z ∈ T. �

Theorem 3.5. Let f ∈ L1(T ;C). Then, for each l = 1, 2, 3, . . . , the real part of the
Pompeiu-type operator Tl[f ] satisfies

{ReTl[f ]}+ (t) = 0, t ∈ ∂T,

where {·}+ denotes the nontangential boundary limit from within the domain T .

⊳ Let z ∈ T and consider

Tl[f ](z) =
(−1)l

π(l − 1)!

x

T

(
ζ − z + ζ − z

)l−1 [
f(ζ)K1(z, ζ) + f(ζ)K2(z, ζ)

]
dξdη.

Note that
ζ − z + ζ − z = (ζ + ζ̄)− (z + z̄) = 2Re(ζ − z),
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so the kernel is real-valued: (
ζ − z + ζ − z

)l−1 ∈ R.

Then,

ReTl[f ](z) =
(−1)l

π(l − 1)!

x

T

(2Re(ζ − z))l−1 Re
[
f(ζ)K1(z, ζ) + f(ζ)K2(z, ζ)

]
dξ dη.

As z → t ∈ ∂T nontangentially, the kernel (2Re(ζ − z))l−1 becomes symmetric with
respect to the reflection across the line Re(ζ) = Re(t). Due to this symmetry and the regularity
of the data f ∈ Lp, we have

lim
z→t∈∂T

ReTl[f ](z) = 0.

Hence,
{ReTl[f ]}+ (t) = 0, t ∈ ∂T. �

We now consider the Schwarz-type boundary value problem for the inhomogeneous poly-
analytic equation in the triangular domain.

Theorem 3.6. The Schwarz-type boundary value problem for the polyanalytic equation

∂nz̄ ω(z) = f(z), z ∈ T, f ∈ L1(T ;C), (28)

subject to the boundary conditions

{Re (∂sz̄ω)}+ (t) = γs(t), t ∈ ∂T, γs ∈ C(∂T ;R), s = 0, . . . , n− 1, (29)

and the integral normalization conditions

3∑

j=1

2

πi

∫

∂T∩Cj

Im (∂sz̄ω(ζ))
dζ

ζ − ǫj
= cs, s = 0, . . . , n− 1, (30)

is uniquely solvable. The solution is given by

ω(z) = Sn[γ0, γ1, . . . , γn−1](z) + Tn[f ](z) +
n−1∑

s=0

(z + z̄)s

s!
ics, (31)

where the operators Sn and Tn are defined in equations (15) and (21), respectively, and cs ∈ R

are given constants for s = 0, . . . , n− 1.

⊳ We aim to solve the boundary value problem

∂nz̄ ω(z) = f(z), z ∈ T,

subject to the boundary conditions

{Re (∂sz̄ω)}+ (t) = γs(t), t ∈ ∂T, s = 0, . . . , n − 1,

and the normalization conditions

3∑

j=1

2

πi

∫

∂T∩Cj

Im (∂sz̄ω(ζ))
dζ

ζ − ǫj
= cs, s = 0, . . . , n− 1.
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We construct the solution as follows:

ω(z) = Sn[γ0, γ1, . . . , γn−1](z) + Tn[f ](z) +

n−1∑

s=0

(z + z̄)s

s!
ics.

Let us denote:

ω1(z) := Sn[γ0, . . . , γn−1](z), ω2(z) := Tn[f ](z), ω3(z) :=
n−1∑

s=0

(z + z̄)s

s!
ics.

We will verify that ω = ω1+ω2+ω3 satisfies the differential equation and both boundary
conditions.

Step 1: Verify the differential equation. By definition of the operator Tn[f ], we have

∂nz̄ Tn[f ](z) = f(z), z ∈ T.

Also, since Sn is constructed from boundary data, it is a solution of the homogeneous equation:

∂nz̄ Sn[γ0, . . . , γn−1](z) = 0, z ∈ T.

Likewise, ω3(z) is a polynomial in z + z̄, and hence satisfies

∂nz̄ ω3(z) = 0, z ∈ T.

Therefore,
∂nz̄ ω(z) = f(z), z ∈ T.

Step 2: Verify the real part boundary conditions. From the construction
of Sn[γ0, . . . , γn−1], we have

{
Re (∂sz̄Sn[γ0, . . . , γn−1])

}+
(t) = γs(t), t ∈ ∂T.

On the other hand, it was previously shown (see Pompeiu operator properties) that

{
Re (∂sz̄Tn[f ](z))

}+
(t) = 0, t ∈ ∂T, s = 0, . . . , n− 1.

And since ω3 is a real polynomial multiplied by i, its real part vanishes:

Re (∂sz̄ω3(z)) ≡ 0.

Hence, {
Re (∂sz̄ω)

}+
(t) = γs(t), t ∈ ∂T.

Step 3: Verify the normalization conditions. We compute:

∂sz̄ω(z) = ∂sz̄ω1(z) + ∂sz̄ω2(z) + ∂sz̄ω3(z), s = 0, . . . , n− 1.

By construction, the imaginary part of ∂sz̄ω1 and ω2 satisfy

3∑

j=1

2

πi

∫

∂T∩Cj

Im (∂sz̄ω1 + ∂sz̄ω2)
dζ

ζ − ǫj
= 0.
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Meanwhile, the contribution from ω3 is

∂sz̄ω3(z) =
(z + z̄)s

s!
ics,

so

Im (∂sz̄ω3(ζ)) =
(ζ + ζ̄)s

s!
cs,

and using Cauchy’s theorem and symmetry, it can be shown that the integral condition gives

3∑

j=1

2

πi

∫

∂T∩Cj

Im (∂sz̄ω3(ζ))
dζ

ζ − ǫj
= cs.

Thus, the full normalization condition is satisfied. ⊲
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Аннотация. В данной работе исследуются краевые задачи типа Дирихле и Шварца как для неодно-
родного уравнения Коши — Римана, так и для полианалитических уравнений высокого порядка в нестан-
дартной области, а именно, в треугольной области, образованной пересечением трех круговых дисков
в комплексной плоскости. Такие области вносят дополнительную геометрическую сложность, требую-
щую тщательного аналитического анализа. Построив соответствующие функции-ядра, адаптированные
к геометрии области, мы развиваем методы интегральных операторов, позволяющие выводить явные
формулы решения для заданных граничных условий. Кроме того, мы устанавливаем необходимые и
достаточные условия разрешимости этих задач в зависимости от совместимости граничных данных и
свойств неоднородных членов. Наш подход обобщает классические методы, используемые для стан-
дартных областей, расширяя их применимость на более сложные геометрические ситуации. Результаты,
представленные в данной работе, вносят вклад в более широкую теорию краевых задач для сложных
уравнений в частных производных и предлагают новые инструменты для решения подобных задач в
прикладной математической физике и комплексном анализе.

Ключевые слова: полианалитические уравнения, задача Шварца, задача Дирихле, оператор типа
Помпейю, треугольная область.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ПОВТОРНОГО КВАНТОВАНИЯ
К ОДНОМУ КЛАССУ НЕФУКСОВЫХ УРАВНЕНИЙ

М. В. Коровина1, В. Ю. Смирнов2

1 Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова,
Россия, 119991, Москва, Ленинские горы, 1;

2 Московский авиационный институт (Национальный исследовательский университет),
Россия, 125993, Москва, Волоколамское шоссе, 4

E-mail: betelgeuser@yandex.ru, vl-smirnov@mail.ru

Аннотация. Одной из фундаментальных проблем аналитической теории обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений является проблема построения асимптотик решений дифференциальных
уравнений в окрестностях иррегулярных особых точек. В общем виде эта проблема до сих пор не
решена. Однако в последние годы для ее решения был создан метод повторного квантования, кото-
рый позволяет строить асимптотики решений для широкого класса уравнений с иррегулярными осо-
бенностями. Данная работа посвящена его развитию. К примеру, этим методом удалось построить
асимптотические решения для дифференциальных уравнений с голоморфными коэффициентами
в окрестности бесконечно удаленной особой точки, которая, вообще говоря, является иррегуляр-
ной. Метод повторного квантования основан на методах ресургентного анализа, т. е. на применении
преобразования Лапласа — Бореля. Он применяется в том случае, когда корни основного символа
являются кратными. С помощью результатов этой статьи расширяется класс уравнений с иррегу-
лярными особыми точками, к которым метод повторного квантования применим. А именно к тем
уравнениям с иррегулярной особой точкой, для которых асимптотики решений исходного уравне-
ния в образах Лапласа — Бореля содержат экспоненты с показателями в виде полиномов от дробной
степени переменной. Применение полученных результатов к уравнению такого типа проиллюстри-
ровано на конкретном примере.

Ключевые слова: асимптотики решений, иррегулярные особенности, ресургентный анализ, пре-
образование Лапласа — Бореля, метод повторного квантования.

AMS Subject Classification: 34E10.

Образец цитирования: Коровина М. В., Смирнов В. Ю. Применение метода повторного кван-
тования к одному классу нефуксовых уравнений // Владикавк. мат. журн.—2025.—Т. 27, вып. 4.—
С. 61–71. DOI: 10.46698/i7249-6874-2842-b.

1. Введение

Эта статья посвящена развитию метода, который применяется для решения одной
из фундаментальных проблем аналитической теории дифференциальных уравнений, а
именно проблеме построения равномерных асимптотик решений уравнений с мероморф-
ными коэффициентами в окрестности иррегулярных особых точек. Этот метод называ-
ется методом повторного квантования [1, 2].

Проблема построения равномерных асимптотик решений дифференциальных урав-
нений в окрестностях особых точек была сформулирована Пуанкаре в работах [3, 4].

c© 2025 Коровина М. В., Смирнов В. Ю.
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В этих работах он рассматривал случай, когда иррегулярной особой точкой является
бесконечность, а именно задачу для уравнения вида

an(r)

(
d

dr

)n

u(r) + an−1

(
d

dr

)n−1
u(r) + . . .+ ai(r)

(
d

dr

)i

u(r) + . . . + a0(r)u(r) = 0, (1)

где ai(r), i = 0, . . . , n, — голоморфные функции. Задача, сформулированная Пуанкаре,
заключалась в построении асимптотик решений уравнения (1) в окрестности бесконеч-
ности в случае, когда an(r) = 1. Как известно, бесконечность, вообще говоря, является
иррегулярной особой точкой. Эта задача решена в работах [5, 6] с помощью метода по-
вторного квантования. В общем случае, когда коэффициент an(r) является произвольной
голоморфной или мероморфной функцией, задача построения асимптотик в окрестности
иррегулярной особой точки является более сложной и требует дополнительных возмож-
ностей метода повторного квантования.

Данный подход был создан для построения асимптотик решений дифференциальных
уравнений в окрестности иррегулярных особых точек в случае, когда корни основного
символа дифференциального оператора являются кратными. Напомним определение ос-
новного символа.

Без ограничения общности будем считать, что особой точкой уравнения (1) является
r = 0. В работе [7] показано, что уравнение (1) может быть приведено к виду

H

(
r,−rk+1 d

dr

)
=

(
−rk+1 d

dr

)n

+

n−1∑

i=0

ãi(r)

(
−rk+1 d

dr

)i

. (2)

Здесь k = −1, 0, 1, 2, . . . , а через ãi(r) обозначены соответствующие голоморфные функ-
ции. B работе [7] найдено минимальное значение k, т. е. минимальный порядок вырож-
дения и коэффициенты этого уравнения. Если в представлении (2) уравнения (1) мини-
мальное k = −1 , то по классификации особых точек, введенной Пуанкаре, получим, что
точка r = 0 не является особой. Если k = 0, то особая точка r = 0 является регулярной.
Как известно [8], в окрестности регулярной особой точки асимптотика решения являет-
ся конормальной. Если k ∈ N, то особая точка является иррегулярной, в этом случае
запишем оператор (2) в виде

H

(
r,−rk+1 d

dr

)
= kn

((
−1

k
rk+1 d

dr

)n

+

n−1∑

i=0

ãi(r)
1

kn−i

(
−1

k
rk+1 d

dr

)i
)
.

Основным символом дифференциального оператора H
(
r,−rk+1 d

dr

)
является функция

H0(p) = pn +

n−1∑

i=0

ãi(0)

kn−i
pi.

В случае, когда основной символ имеет только простые корни, асимптотики решений в
окрестности особых точек были получены в работе [9].

Однако методы из [9] оказались неприменимыми в ситуации кратных корней, кроме
случая уравнений второго порядка. В работе [10] вопрос о построении асимптотик реше-
ний для уравнения второго порядка с произвольными голоморфными коэффициентами
решен.
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Для решения проблемы кратных корней в последние годы был создан метод повтор-
ного квантования. Суть этого метода состоит в том, что делается преобразование Лапла-
са — Бореля и доказывается теорема о бесконечной продолжимости решений получен-
ного уравнения (для обыкновенных дифференциальных уравнений это доказано в [11]).
Далее еще раз применяется преобразование Лапласа — Бореля и для итогового уравне-
ния строятся асимптотики, которые позволяют найти асимптотики исходного уравнения.
Иными словами, суть метода повторного квантования состоит в том, что преобразование
Лапласа — Бореля делается два раза. Т. е. сдвинув корень основного символа pj с помо-
щью экспоненциальной подстановки в точку ноль, делается преобразование Лапласа —
Бореля и получается интегро-дифференциальное уравнение относительно функции дан-
ного преобразования функции uj(r), которое мы будем обозначать через ũj(p). При этом
точка p = 0 будет особой точкой полученного уравнения. Она может быть как регулярной
особенностью, так и иррегулярной. Если она регулярна, то, как известно, асимптотика
функции ũj(p) является конормальной, если иррегулярной, то, чтобы найти асимптоти-
ку этой функции в нуле, делается преобразование Лапласа — Бореля второй раз. При
этом мы получаем интегральное уравнение относительно функции ũj(q), которая явля-
ется преобразованием Лапласа — Бореля функции ũj(p). Для полученного уравнения, с
помощью метода последовательных приближений строится асимптотика его решения в
окрестности корней главного символа. Найдя асимптотику функции ũj(q), и затем, сде-
лав обратное преобразование Лапласа — Бореля, строится асимптотика функции ũj(p)
в окрестности нуля. Эта асимптотика может быть ВКБ-асимптотикой или иметь более
общий вид и содержать экспоненты с дробными степенями. Поэтому возникает необ-
ходимость вычисления обратного преобразования Лапласа — Бореля от функций вида

eα/p
n
k g(p), где n, k ∈ N, α ∈ C.
Рассмотрим пример, который иллюстрирует применение метода повторного кванто-

вания к построению асимптотики решения дифференциального уравнения в окрестности
иррегулярной особой точки:

(
−r2 d

dr

)5

u− cr2u = 0. (3)

Применив преобразование Лапласа — Бореля к уравнению (3), получим

p5û− cr̂2û = f(p). (4)

Приведем (4) к виду (
d

dp

)2

p5û− cû =

(
d

dp

)2

f(p). (5)

Здесь f(p) — произвольная голоморфная функция. Применим метод повторного кван-
тования. Так как выполнено равенство

(
d

dp

)2

p5û =

(
p

5
2
d

dp

)2

û+

(
10− 5

2

)
p

3
2

(
p

5
2
d

dp

)
û+ 20p3û,

то уравнение (5) можно переписать в виде

(
−2

3
p

5
2
d

dp

)2

û− 2

3

(
10− 5

2

)
p

3
2

(
−2

3
p

5
2
d

dp

)
û+

80

9
p3û− 4

9
cû =

(
2

3

d

dp

)2

f(p). (6)
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Основной символ дифференциального оператора в (6) равен q2− 4
9c, т. е. основной символ

имеет два простых корня q1,2 = ±2
3

√
c. Асимптотика решения уравнения (6) в окрестно-

сти регулярной особой точки p = 0 имеет вид

û(p) ≈ exp
2
3

√
c

p
3
2

pσ
∞∑

i=0

b1i p
i + exp

−2
3

√
c

p
3
2

pσ
∞∑

i=0

b2i p
i.

Для того, чтобы найти асимптотику решения (3), надо найти обратное преобразование
Лапласа — Бореля от выражения вида exp

(
α

pm/n

)
pσ
∑∞

i=0 bip
i, где m,n ∈ N, α ∈ C, σ ∈ R.

Это будет сделано ниже в теореме 2.

2. Основные определения и вспомогательные утверждения

В этом параграфе мы дадим определения основных понятий, которые будут исполь-
зованы в статье (см. подробнее [12, 13]).

Определение 1. Аналитическая на SR,ε функция f , имеет не более, чем k-экспонен-
циальный рост, если существуют такие неотрицательные константы C и α, что в секторе
SR,ε выполнено неравенство

|f | < Ce
α 1

|r|k .

Обозначим через Ek(SR,ε) пространство функций k-экспоненциального роста. Если ε
может быть выбран любым 0 < ε 6 2π, то будем обозначать это пространство как
Ek(SR), и E(SR) = E1(SR).

Рис. 1. Контур γ̃ и область Ω̃R,ε.

Определение 2. k-преобразованием Лапласа — Бореля функции f(r) ∈ Ek (SR,ε)
называется отображение Bk : Ek (SR,ε)→ E(Ω̃R,ε)/E(C) такое, что

f̃ = Bkf =

r0∫

0

e−p/r
k
f(r)

dr

rk+1
.

Обратное k-преобразование Лапласа — Бореля определяется формулой

B−1k f̃ =
k

2πi

∫

γ̃

ep/r
k
f̃(p) dp.

Контур γ̃ изображен на рис. 1.
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Определение 3. Функция f̃ называется бесконечно-продолжимой, если для любого
числа R существует такое дискретное множество точек ZR в C, что функция f̃ аналити-
чески продолжается из первоначальной области определения вдоль любого пути длины
меньше R, не проходящего через ZR.

Определение 4. Элемент f пространства Ek (SR,ε) называется k-ресургентной

функцией, если его k-преобразование Лапласа — Бореля f̃ = Bkf является бесконечно-
продолжимым.

В работе [14] была доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть f — ресургентная функция, тогда решение уравнения
H
(
−rk+1 d

dr , r
)
u = f является ресургентной функцией в пространстве E(SR). Если по-

лином H0(p) имеет простые корни в точках p1, . . . , pm, тогда асимптотика решения в про-
странстве E(SR) однородного уравнения H

(
−rk+1 d

dr , r
)
u = 0 имеет вид:

при k = 1

u(r) ≈
m∑

j=1

exp
(pj
r

)
rσj

∞∑

i=0

bji r
i, (7)

при k > 1, k ∈ N

u(r) ≈
m∑

j=1

exp

(
pj
rk

+
k−1∑

i=1

α1
k−i
rk−i

)
rσj

∞∑

i=0

bjir
i, (8)

при k = m
n , m ∈ N, n ∈ N, m > n,

u ≈
∑

j

exp

(
pj

r
m
k
−1 +

m−k−1∑

i=1

α1
m−k−i

r
m−i
k
−1

)
rσj

∞∑

i=0

bjir
i, (9)

где сумма берется по объединению всех корней полинома H0(p). Здесь через bji , σj,
j = 1, . . . ,m, обозначены некоторые числа.

Введем обозначение:
r̂n = BrnB−1. (10)

В работе [14] было доказано равенство

r̂nf̃ (p) = (−1)n
p∫

p0

(p− p′)n−1
Γ (n)

f̃
(
p′
)
dp′. (11)

В частном случае

r̂f̃ (p) = −
p∫

p0

f̃
(
p′
)
dp′. (12)

3. Основные результаты

В этом параграфе мы сформулируем и докажем следующую теорему.

Теорема 2. Асимптотика функции B−1m pσe−α/p
k
n g (p), k ∈ N, n ∈ N, k > n, и σ, α ∈ C,

в окрестности нуля имеет вид

n+k∑

j=1

exp

(
αj

r
mk+n
n+k

−1
+

mk+n−1∑

i=1

αj
i

r
mk+n−i

k+n
−1

)
rσj

∞∑

i=0

bji r
i. (13)
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Здесь αj , j = 1, . . . , k+ n, — корни полинома pn+k + (−1)n+1 (m− 1)n
(
αk
n

)n (n+k
k

)n+k
,

а αj
i , σj — соответствующие числа,

∑∞
i=0 b

j
ir

i — асимптотический ряд.

⊳ Рассмотрим уравнение

(
−rm d

dr

)n+k

u+ cn−1r
m−1

(
−rm d

dr

)k+n−1
u

+ cn−2r
2(m−1)

(
−rm d

dr

)k+n−2
u+ . . .+ c1r

(n−1)(m−1)
(
−rm d

dr

)k+1

u

+ crn(m−1)u+ c0r
n(m−1)

(
−rm d

dr

)k

u = 0.

(14)

Здесь через ci, i = 0, . . . , n − 1, и c обозначены некоторые константы. Перепишем урав-
нение в виде

(
− 1

m− 1
rm

d

dr

)n+k

u+ cn−1
1

m− 1
rm−1

(
− 1

m− 1
rm

d

dr

)k+n−1
u

+ cn−2
1

(m− 1)2
r2(m−1)

(
− 1

m− 1
rm

d

dr

)k+n−2
u

+ . . .+ c1
1

(m− 1)n−1
r(n−1)(m−1)

(
− 1

m− 1
rm

d

dr

)k+1

u

+ c
1

(m− 1)n+k
rn(m−1)u+ c0

1

(m− 1)n
rn(m−1)

(
− 1

m− 1
rm

d

dr

)k

u = 0.

(15)

Сделаем в (15) преобразование Лапласа — Бореля

pn+kũ+
c0(−1)n
(m− 1)2n

p∫

1

. . .

p2∫

1

pk1ũ(p1) dp1 . . . dpn

+
c1(−1)n−1

(m− 1)2(n−1)

p∫

1

. . .

p2∫

1

pk+1
1 ũ(p1) dp1 . . . dpn−1

+ . . .+
c2(−1)n−2

(m− 1)2(n−2)

p∫

1

. . .

p2∫

1

pk+2
1 ũ(p1) dp1dp2 . . . dpn−2

+ . . .+
cn−1(−1)
(m− 1)2

p∫

1

pk+n−1
1 ũ(p1) dp1

+ c(−1)n 1

(m− 1)2n+k

p∫

1

. . .

p2∫

1

ũ(p1) dp1 . . . dpn = f(p).

(16)

Через f(p) обозначена произвольная голоморфная функция. Продифференцируем n раз
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уравнение (16). Тогда
(
d

dp

)n

pn+ku+
c0(−1)n
(m− 1)2n

pku+
c1(−1)n−1

(m− 1)2(n−1)

(
d

dp

)
pk+1u

+
c2(−1)n−2

(m− 1)2(n−2)

(
d

dp

)2

pk+2u

+ . . . +
cn−1(−1)
(m− 1)2

(
d

dp

)n−1
pk+n−1u+

(−1)n
(m− 1)2n+k

cu =

(
d

dp

)n

f(p).

(17)

Покажем, что можно выбрать константы c, ci, i = 0, . . . , n − 1 так, чтобы функция

ũ(p) = pσe
−α/ k

pn являлась решением (17), для этого подставим эту функцию в данное
уравнение. Тогда получим соотношение относительно констант c, ci, i = 0, . . . , n− 1:

(
αn
0p

σ+k + αn
1p

σ+k− k
n + αn

2p
σ+k− 2k

n + αn
3p

σ+k− 3k
n + . . .+ αn

np
σ
)
+

cn−1(−1)
(m− 1)2(n−1)

×
(
αn−1
0 pσ+k + αn−1

1 pσ+k− k
n + αn−1

2 pσ+k− 2k
n + αn−1

3 pσ+k− 3k
n + . . .+ αn−1

n−1p
σ+k− (n−1)k

n

)

+
cn−2

(m− 1)2(n−2)

(
αn−2
0 pσ+k + αn−2

1 pσ+k− k
n + . . . + αn−2

n−2p
σ+k− (n−2)k

n

)

+ . . . +
c1(−1)n−1

(m− 1)2(n−1)

(
α1
0p

σ+k + α1
1p

σ+k− k
n

)
+

c0(−1)n
(m− 1)2n

pσ+k +
(−1)n

(m− 1)2n+k
cpσ = 0.

Здесь αj
i , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, — соответствующие постоянные, которые зависят от

α и σ. Заметим, что αn
n =

(
αk
n

)n
, αi

i 6= 0, i = 1, . . . , n. Из последнего уравнения следует,
что выполнена система

(−1)n
(m−1)2n+k c = −αn

n

αn−1
n−1cn−1 = −αn

n−1
αn−2
n−1cn−1 + αn−2

n−2cn−2 = −αn
n−2

. . .

αn−1
0 cn−1 + αn−2

0 cn−2 + . . .+ α1
0c1 + c0 = −αn

0

Очевидно, что она имеет единственное решение. Отсюда следует, что можно выбрать

константы c, ci, i = 0, . . . , n − 1, так, чтобы функция ũ(p) = pσe−α/p
k
n была решением

уравнения (17). Решение (14) является обратным преобразованием Лапласа — Бореля
этой функции. Найдем все асимптотики его решений. Разделим это уравнение на rn(m−1)

и запишем его в виде
(
− n+ k

k(m− 1)
rm−

n(m−1)
n+k

d

dr

)n+k

u

+ c
′
n−1

n+ k

k(m− 1)
rm−

n(m−1)
n+k

−1
(
− n+ k

k(m− 1)
rp−

n(m−1)
n+k

d

dr

)k+n−1
u

+ c
′
n−2

(
n+ k

k(m− 1)

)2

r
2
(
m−n(m−1)

n+k
−1

)(
− n+ k

k(m− 1)
rm−

n(m−1)
n+k

d

dr

)k+n−2
u

+ . . .+ c
′
1

(
n+ k

k(m− 1)

)n−1
r
(n−1)

(
m−n(m−1)

n+k
−1

)(
− n+ k

k(m− 1)
rm−

n(m−1)
n+k

d

dr

)k+1

u

+ c
′
0

(
n+ k

k(m− 1)

)n

r
n
(
m−n(m−1)

n+k
−1

)(
− n+ k

k(m− 1)
rm−

n(m−1)
n+k

d

dr

)k

u+ c

(
n+ k

k(m− 1)

)n+k

u = 0.
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Здесь основной символ H0 = pn+k + c
(

n+k
k(m−1)

)n+k
, где c = (−1)n+1(m − 1)2n+kαn

n =

(−1)n+1(m− 1)2n+k
(
αk
n

)n
, а c

′
i, i = 0, . . . , n− 1, — соответствующие константы.

Отсюда следует, что

H0 = pn+k + (−1)n+1(m− 1)2n+k

(
αk

n

)n( n+ k

k(m− 1)

)n+k

= pn+k + (−1)n+1(m− 1)n
(
αk

n

)n(n+ k

k

)n+k

.

Из теоремы 1 видно, что если k+1 = m
n , m ∈ N, k ∈ N, m > k, асимптотика решения

удовлетворяет соотношению

u ≈
n+k∑

j=1

exp

(
αj

r
mk+n
n+k

−1
+

mk+n−1∑

i=1

αj
i

r
mk+n−i

k+n
−1

)
rσj

∞∑

i=0

bjir
i. ⊲ (18)

Замечание. Уравнение (17) может быть приведено к виду
(
−n
k
p1+

k
n
d

dp

)n

u+ b0p
ku+ b1p

(n−1)k
n

(
p1+

k
n
d

dp

)
u+ b1p

(n−2)k
n

(
p1+

k
n
d

dp

)2

u

+ . . . + bn−1p
k
n

(
p1+

k
n
d

dp

)n−1
+
(n
k

)n 1

(m− 1)2n+k
cu = 0.

(19)

Здесь через bi, i = 0, . . . , n− 1, обозначены соответствующие константы. Основной
символ оператора равен qn+

(
n
k

)n 1
(m−1)2n+k , c. Он имеет простые корни α1, . . . , αn. Отсю-

да следует, что асимптотики уравнения (19) представимы в виде линейной комбинации
функций uj , j = 1, . . . , n:

uj ≈ exp

(
αj

p
k
n
−1

+
k−n−1∑

i=1

αj
i

p
k−i
n
−1

)
pσj

∞∑

i=0

bjip
i.

Отсюда следует, что B−1k/nuj представимо в виде (18).
Вернемся к рассмотрению примера (3). Найдем

B−12 exp
2
3

√
c

p
3
2

pσ1

∞∑

i=0

b1i p
i.

Так как в этом случае k = 3, n = 2, m = 2, то из формулы (13) следует, что

B−12 exp
±2

3

√
c

p
3
2

pσ
∞∑

i=0

bip
i ≈

5∑

j=1

exp

(
αj

r
3
5

+

mk+n−1∑

i=1

αj
i

r
3−i
5

)
rσj

∞∑

i=0

bji r
i.

Коэффициенты αj , j = 1, 2, . . . , 5, определяются из теоремы, а именно они являются

корнями многочлена p5 −
(
5
2

)5
.

Отсюда следует, что асимптотики решения уравнения (3) имеет вид (18).
Таким образом, результат теоремы 2 расширяет возможность применения метода

повторного квантования к дифференциальным уравнениям, образы Лапласа — Боре-
ля которых являются уравнениями с дробными порядками вырождения и основными
символами имеющими простые корни.
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Аннотация. В статье исследуются связи между теоремами Кейси и их обобщениями на евкли-
довой и псевдоевклидовой плоскостях. Наряду с теоремами типа Кейси об окружностях и «каса-
тельных расстояниях» между ними рассматриваются преобразования Лагерра, сохраняющие такие
расстояния. С использованием неевклидовой геометрии описываются некоторые связи между этими
преобразованиями. В теореме Кейси, являющейся одним из обобщений теоремы Птолемея о впи-
санном четырехугольнике, рассматриваются четыре окружности, касающиеся одной окружности на
евклидовой плоскости. Вместо длин сторон и диагоналей берутся длины общих касательных соот-
ветствующих пар окружностей. Эта теорема легко обобщается на большее количество окружностей.
Кроме того, у нее существуют различные аналоги в пространствах постоянной кривизны. На псевдо-
евклидовой плоскости также можно рассматривать аналоги теоремы Кейси и ее обобщений. Теоремы
такого типа на псевдоевклидовой плоскости являются непосредственным следствием соответству-
ющих евклидовых теорем. В работе строится соответствие между конфигурациями окружностей
на евклидовой плоскости и конфигурациями окружностей мнимого радиуса на псевдоевклидовой
плоскости. При этом соотношению из евклидовой геометрии соответствует то же самое соотношение
в псевдоевклидовой геометрии. Преобразования Лагерра на евклидовой плоскости воздействуют на
ориентированные прямые. При этом семейство прямых, огибающее окружность, под воздействи-
ем преобразований Лагерра переходит в аналогичное семейство. Если прямая принадлежит двум
таким семействам, то при преобразованиях Лагерра сохраняется длина отрезка прямой между точ-
ками касания с окружностями. С использованием изотропной проекции преобразования Лагерра на
евклидовой и псевдоевклидовой плоскостях можно рассматривать как преобразования, индуциро-
ванные движениями трехмерного псевдоевклидова пространства. Для описания свойств однопара-
метрических подгрупп группы Лагерра на евклидовой и псевдоевклидовой плоскостях используются
геометрии Лобачевского и де Ситтера.

Ключевые слова: теорема Птолемея, теорема Кейси, теорема Фурмана, преобразования Лагерра,
пространство постоянной кривизны.
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1. Введение

В теореме Птолемея утверждается, что произведение длин диагоналей вписанного че-
тырехугольника равно сумме произведений длин противоположных сторон. Эта теорема
имеет многочисленные обобщения и на самой евклидовой плоскости по числу сторон впи-
санного многоугольника, по типу фигур, участвующих в конфигурациях. Существуют
пространственные обобщения этой теоремы, а также различные ее неевклидовы аналоги.

c© 2025 Костин А. В.
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Простейшим обобщением по числу сторон вписанного многоугольника является теорема
Фурмана.

Теорема 1. На евклидовой плоскости для выпуклого шестиугольника
A1A2A3A4A5A6, вписанного в окружность, имеет место соотношение

A1A4 · A2A5 · A3A6 = A1A2 ·A3A6 · A4A5 +A1A2 ·A3A4 ·A5A6

+A2A3 · A1A4 ·A5A6 +A2A3 · A4A5 · A1A6 +A3A4 · A2A5 · A1A6.

Слева в этом равенстве стоят длины диагоналей, соединяющих противоположные
вершины шестиугольника. Справа в трех слагаемых стоят длины таких диагоналей и
сторон, не имеющих с ними общих точек, в двух — длины трех сторон, взятых через
одну. Гиперболические аналоги теоремы Птолемея о вписанном четырехугольнике с раз-
ной степенью общности независимо доказали Т. Кубота [1] в 1912 г. и П. А. Широков [2]
в 1924 г. Версия этой теоремы в релятивистской модели аналитической гиперболической
геометрии получена в работе А. Унгара (A. Ungar) [3] в 2023 г. В 1947 г. Й. Хаантьес [4]
доказал гиперболический аналог неравенства Птолемея. Опубликованная в 2024 г. ста-
тья М. Гомеса и Ф. Мемоли [5] посвящена рассмотрению неравенства Птолемея в САТ-
пространствах.

В других обобщениях теоремы Птолемея вершины вписанных в окружность много-
угольников заменяются на окружности, касающиеся этой окружности, а длины сторон
и диагоналей — на длины отрезков общих касательных соответствующих окружностей.
При этом, если две окружности касаются основной окружности одинаково — обе внутрен-
ним или обе внешним образом, то берется отрезок внешней касательной к этим окружно-
стям, если же по-разному, то берется отрезок внутренней касательной. Первую теорему
такого типа доказал Джон Кейси в 1866 г. (см. [6, 7]). Многомерное евклидово обобщение
теоремы Кейси (в других транслитерациях Кези или Кэзи) получили Н. В. Абросимов
и В. В. Асеев в 2018 г. в статье [8].

Гиперболический аналог теоремы Кейси получен Н. В. Абросимовым и Л. А. Микайы-
ловой [9] в 2015 г. Различные обобщения последней теоремы для шести окружностей или
циклов другого вида, касающихся линии постоянной кривизны на плоскости Лобачев-
ского, получены в [10] и [11].

Интерпретация гиперболического аналога теоремы Кейси (Кези) как теоремы о че-
тырехугольнике, вписанном в изотропную сферу псевдогиперболического пространства,
дана в [12]. Там же приведена интерпретация евклидовой теоремы как теоремы о четы-
рехугольнике, вписанном в сферу нулевого радиуса трехмерного псевдоевклидова про-
странства (трехмерного пространства Минковского). Необходимая информация о неев-
клидовых геометриях имеется в монографиях Б. А. Розенфельда [13] и [14].

Основной целью работы является доказательство теоремы Кейси и ее обобщения
для шести псевдоевклидовых окружностей на псевдоевклидовой плоскости и установле-
ние взаимосвязей между преобразованиями Лагерра на евклидовой и псевдоевклидовой
плоскостях.

2. Теоремы типа Кейси на евклидовой и псевдоевклидовой плоскостях

В условиях таких теорем можно снабдить окружности и касательные ориентацией и
брать касательные в соответствии с согласованной ориентацией. Длину отрезка общей
касательной будем называть также касательным расстоянием между окружностями.
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Рис. 1. Одинаковая ориентация окружностей.

Рис. 2. Разная ориентация окружностей.

Если окружность с центром в точке B1(a1, b1) имеет радиус c1 (рис. 1 и рис. 2),
а окружность с центром в точке B2(a2, b2) имеет (относительный) радиус c2 на евкли-
довой плоскости с метрикой ds2 = dx2 + dy2, то длина отрезка общей касательной этих
окружностей будет удовлетворять условию |A1A2|2 = |B1B2|2 − |B1C|2. Если у отрица-
тельно ориентированной окружности считать радиус отрицательным, т. е. приписать его
длине знак минус, то в обоих случаях имеем: |A1A2|2 = (a1−a2)2 +(b1− b2)2− (c1− c2)2.
Вместо ориентации можно рассматривать окраску окружностей в один из двух цветов
и у одинаково окрашенных окружностей брать отрезок внешней касательной, у окра-
шенных по-разному — внутренней (см. [15]). Из последней работы заимствован удачный
термин в названии статьи.

Теорема Кейси о четырех окружностях, касающихся одной окружности на евкли-
довой плоскости, с использованием изотропной проекции интерпретируется как теорема
Птолемея о четырехугольнике, вписанном в сферу нулевого радиуса трехмерного псевдо-
евклидова пространства [12]. На рис. 3 с использованием такой интерпретации показано,
как определяются касательные расстояния между двумя окружностями, касающимися
одной окружности, в зависимости от способов касания с нею. Все эти расстояния равны
расстоянию S1S2.

Рис. 3. Сечения изотропных конусов евклидовыми плоскостями.

Аналогичную интерпретацию можно дать для псевдоевклидова аналога этой теоре-
мы. Это сводит доказательство псевдоевклидова аналога к доказательству евклидовой
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теоремы. Такая интерпретация позволяет установить и наглядные геометрические связи
между преобразованиями Лагерра на евклидовой и псевдоевклидовой плоскостях. Для
псевдоевклидовой плоскости, структура которой задается индефинитной квадратичной
формой, будут использоваться понятия метрика, длина, расстояние и т.д., аналогично и
для псевдоевклидова пространства. Это не должно приводить к недоразумениям.

На псевдоевклидовой плоскости с метрикой ds2 = dx2−dz2 в декартовых координатах
будем рассматривать окружности с мнимыми радиусами. Пусть O1(a1, c1) — координаты
центра одной псевдоевклидовой окружности, b1 · i, где i2 = −1, — ее радиус. Аналогично,
O2(a2, c2) и b2·i— у другой окружности. Пусть T1, T2 — точки касания общей касательной
прямой с данными окружностями (рис. 4). Проведем прямую T1T параллельно прямой
O1O2. В треугольнике T1T2T имеем: |T1T2|2 − |T2T |2 = |T1T |2. Отсюда

|T1T2|2 = (a1 − a2)2 + (b1 − b2)2 − (c1 − c2)2.

Это квадрат расстояния между точками с координатами (a1, b1, c1) и (a2, b2, c2) в трех-
мерном псевдоевклидовом пространстве с метрикой ds2 = da2 + db2 − dc2.

Рис. 4. Касательная к псевдоевклидовым окружностям.

Псевдоевклидовы окружности тоже можно ориентировать по часовой стрелке или
против нее. То есть, если на одной ветви (полуокружности) ориентация слева направо,
то на другой ветви этой окружности — наоборот. У одинаково ориентированных окруж-
ностей берется касательная к однотипным ветвям (верхним или нижним одновременно),
у ориентированных окружностей с разной ориентацией — касательная к разным вет-
вям. Если плоскость с рассматриваемыми псевдоевклидовыми окружностями поместить
в трехмерное псевдоевклидово пространство с метрикой ds2 = dx2 + dy2 − dz2, то точки
с координатами x1 = a1, y1 = b1, z1 = c1 и x2 = a2, y2 = b2, z2 = c2 будут вершинами
изотропных конусов, высекающих данные окружности из плоскости y = 0.

Длина отрезка общей касательной псевдоевклидовых окружностей в плоскости Oxz
с центрами O1(a1, c1), O2(a2, c2) и радиусами b1 ·i, b2 ·i соответственно совпадает с длиной
отрезка общей касательной евклидовых окружностей с центрами B1(a1, b1), B2(a2, b2) и
радиусами c1, c2 соответственно в плоскости Oxy с метрикой ds2 = dx2 + dy2. Равенство
длин общих касательных рассматриваемых евклидовых и псевдоевклидовых окружно-
стей является частным случаем более общего факта.

Лемма 1. Пусть в псевдоевклидовом пространстве зафиксированы два изотропных
конуса, и плоскости пересекают конусы по евклидовым или псевдоевклидовым окружно-
стям. Тогда длины общих касательных пар окружностей (при соответствующем выборе
этих касательных) будут равны.

⊳ Пусть зафиксированы изотропные конусы с вершинами S1 и S2 (рис. 5). Пусть
общая касательная плоскость этих конусов пересекает евклидову плоскость по прямой
A1A2. Эта касательная плоскость является полуевклидовой. Расстояния по прямой A1A2

вещественные, по прямой A1S1 — нулевые. Плоскости, пересекающие эти изотропные ко-
нусы по евклидовым или псевдоевклидовым окружностям, пересекают плоскость A1A2S1
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по общим касательным к этим окружностям. При этом точки касания будут лежать на
изотропных образующих A1S1, A2S2. Вследствие полуевклидовости плоскости A1A2S1
длины отрезков общих касательных (таких, например, как T1T2) будут равны их проек-
циям параллельно указанным образующим на прямую A1A2. ⊲

Рис. 5. Изотропные конусы с общей касательной плоскостью.

Если изотропная плоскость пересекает эти конусы по параболам, то длина отрезка
их общей касательной также будет равна длине отрезка A1A2, но в данной работе нас
интересуют сечения конусов именно евклидовыми и псевдоевклидовыми плоскостями.

Теорема 2. Пусть на псевдоевклидовой плоскости окружности ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6

мнимого радиуса касаются в указанном порядке одной окружности ω мнимого радиу-
са. Пусть tij− длина отрезка общей касательной окружностей ωi, ωj, взятой с учетом
ориентации окружностей. Тогда имеют место соотношения:

t13 · t24 = t12 · t34 + t14 · t23

и

t14 · t25 · t36 = t12 · t36 · t45 + t12 · t34 · t56 + t23 · t14 · t56 + t23 · t45 · t16 + t34 · t25 · t16.

⊳ Первое соотношение — теорема Кейси, второе обобщает ее и теорему Фурмана
(см. [10, 11]) на шесть окружностей, касающихся одной окружности. Доказательство сле-
дует из общей интерпретации этих теорем из евклидовой и псевдоевклидовой геометрий
как теорем о многоугольниках, вписанных в изотропную сферу трехмерного псевдоев-
клидова пространства. Действительно, если псевдоевклидовы окружности касаются, то
при изотропной проекции вершины соответствующих им конусов в трехмерном псев-
доевклидовом пространстве соединяет вектор нулевой длины. Значит, шести окружно-
стям, касающимся одной окружности ω, будут соответствовать шесть вершин конусов,
лежащих на одном изотропном конусе, соответствующем окружности ω. Касательным
расстояниям между окружностями будут соответствовать расстояния между точками
одного изотропного конуса. Если всю конфигурацию пересечем евклидовой плоскостью,
то в сечении получим набор евклидовых окружностей, касающихся одной евклидовой
окружности. Расстояниям между вершинами конусов будут соответствовать длины от-
резков общих касательных к этим окружностям. При этом соотношение между отрез-
ками псевдоевклидовой плоскости станет эквивалентно аналогичному соотношению на
евклидовой плоскости, что и завершает доказательство. ⊲
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3. Преобразования Лагерра

Преобразования Лагерра на евклидовой плоскости рассматривали различные авторы.
Обширная библиография по геометрии Лагерра имеется в [16]. Преобразования Лагер-
ра и их аналоги в различных пространствах являются преобразованиями многообразий
фигур этих пространств. Допуская определенную вольность речи, будем просто гово-
рить о преобразованиях Лагерра рассматриваемых пространств. В двумерном случае
эти преобразования воздействуют на (ориентированные) прямые. Семейства прямых,
огибающие окружности, при этом переводятся в аналогичные семейства. Если прямая
принадлежит двум таким семействам, то при преобразованиях сохраняется длина отрез-
ка прямой между точками касания. А. П. Широков [17] предложил следующий подход к
построению группы Лагерра, точнее, ее алгебры Ли, на E2 с метрикой ds2 = dx2 + dy2.
На евклидовой окружности {

x = cos(u1),

y = sin(u1),

рассматриваются векторные поля

d

du1
, cos(u1)

d

du1
, sin(u1)

d

du1
,

которые, в свою очередь, порождаются операторами группы вращений и параллельных
переносов в направлении координатных осей. Затем строятся их полные V1 − V3 и вер-
тикальные V4 − V6 лифты в касательное расслоение окружности:

V1 =
∂

∂u1
, V2 = cos(u1)

∂

∂u1
− u2 sin(u1) ∂

∂u2
, V3 = sin(u1)

∂

∂u1
+ u2 cos(u1)

∂

∂u2
,

V4 =
∂

∂u2
, V5 = cos(u1)

∂

∂u2
, V6 = sin(u1)

∂

∂u2
.

(1)

Здесь, как обычно, отождествляются векторные поля и соответствующие дифференци-
альные операторы. Ориентированная прямая, имеющая направление −→e (cos(u1), sin(u1)),
задается нормальным уравнением

−x sin(u1) + y cos(u1)− u2 = 0.

Пусть вещественные числа a, b, c фиксированы, а u1, u2 меняются. Тогда семейство
прямых

−a sin(u1) + b cos(u1)− u2 = c

огибает цикл (окружность) с центром (a, b) и радиусом c. Преобразования прямых ин-
дуцируют преобразования циклов. В переменных a, b, c соответствующие операторы
примут следующий вид:

V1 = −b
∂

∂a
+ a

∂

∂b
, V2 = −c

∂

∂a
− a ∂

∂c
, V3 = −c

∂

∂b
− b ∂

∂c
,

V4 = −
∂

∂c
, V5 =

∂

∂b
, V6 = −

∂

∂a
.

(2)

Аналогично, зададим прямую на псевдоевклидовой плоскости с метрикой ds2 = dx2−
dz2 нормальным уравнением:

−x sinh(u1) + z cosh(u1)− u2 = 0.
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Базис алгебры Ли группы преобразований Лагерра на псевдоевклидовой плоскости
может быть задан следующим образом [18]:

W1 =
∂

∂u1
, W2 = cosh(u1)

∂

∂u1
+ u2 sinh(u1)

∂

∂u2
,

W3 = sinh(u1)
∂

∂u1
+ u2 cosh(u1)

∂

∂u2
, W4 =

∂

∂u2
,

W5 = cosh(u1)
∂

∂u2
, W6 = sinh(u1)

∂

∂u2
.

(3)

Как и выше, векторные поля W1 −W3 в (3) являются полными лифтами векторных
полей

d

du1
, cosh(u1)

d

du1
, sinh(u1)

d

du1
,

заданных на псевдоевклидовой окружности, в ее касательное расслоение, поляW4−W6 —
их вертикальными лифтами.

Пусть опять вещественные числа a, b, c фиксированы, а u1, u2 меняются. Тогда пря-
мыe

−a sinh(u1) + c cosh(u1)− u2 = b

касаются псевдоевклидовой окружности с центром (a, c) и радиусом b ·i. Преобразования
псевдоевклидовых прямых, индуцированные операторами W1 −W6, порождают преоб-
разования циклов. В переменных a, b, c соответствующие операторы примут следующий
вид:

W1 = c
∂

∂a
+ a

∂

∂c
, W2 = −b

∂

∂a
+ a

∂

∂b
, W3 = b

∂

∂c
+ c

∂

∂b
,

W4 =
∂

∂b
, W5 =

∂

∂c
, W6 = −

∂

∂a
.

(4)

Отсюда, сравнивая (2) и (4), имеем

W1 = −V2, W2 = V1,

W3 = −V3, W4 = V5,

W5 = −V4, W6 = V6.

Таким образом, операторы групп преобразований совпадают с точностью до порядка
следования и знака. Отличие в знаке для операторов означает, что они порождают одно-
параметрические группы трансляций или вращений в противоположных направлениях.
Полученное соответствие позволяет установить взаимосвязи между преобразованиями
Лагерра на евклидовой и псевдоевклидовой плоскостях. Проиллюстрируем это на кон-
кретных примерах.

3.1 Преобразования Лагерра, индуцированные гиперболическими винто-
выми движениями. Рассмотрим однопараметрические группы преобразований, по-
рождаемые оператором W3 + µW6, где µ — некоторая вещественная константа. В трех-
мерном псевдоевклидовом пространстве этот оператор порождает однопараметрическую
группу винтовых движений гиперболического типа. Покажем, как связаны действия со-
ответствующих преобразований Лагерра на евклидовой и псевдоевклидовой плоскостях.

На евклидовой плоскости соответствующий оператор имеет следующий вид:

− sin(u1)
∂

∂u1
+
(
− u2 cos(u1) + µ sin(u1)

) ∂

∂u2
.
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Траектории в многообразии прямых евклидовой плоскости задаются системой уравнений
{

du1

dt = − sin(u1),
du2

dt = −u2 cos(u1) + µ sin(u1).

Отсюда

u2 = −µ sin(u1) ln
(
tg
u1

2

)
+ C sin(u1).

Здесь C — константа интегрирования. Из системы уравнений



−x sin(u1) + y cos(u1) = −µ sin(u1) ln

(
tg u1

2

)
+ C sin(u1),

−x cos(u1)− y sin(u1) = −µ cos(u1) ln
(
tg u1

2

)
− µ+ c cos(u1),

находится огибающая этого однопараметрического семейства прямых:
{
x = µ

(
ln(tg u1

2 ) + cos(u1)
)
− C,

y = µ sin(u1).

Отсюда следует, что прямая на евклидовой плоскости под действием однопараметри-
ческой группы гиперболических винтовых движений скользит по трактрисе с парамет-
ром µ. Базой трактрисы служит ось Ox. Преобразования псевдоевклидова пространства
переводят изотропный конус с вершиной в точке (x = a, y = b, z = c) в изотропный ко-
нус. Касательная плоскость к изотропному конусу переходит в касательную плоскость
к его образу. Образ прямой, по которой касательная плоскость пересекается с евкли-
довой плоскостью Oxy (псевдоевклидовой плоскостью Oxz), определяется пересечением
образа касательной плоскости с евклидовой (соответственно, псевдоевклидовой) плоско-
стью. Это позволяет связать геометрические характеристики орбит однопараметриче-
ских подгрупп группы Лагерра на евклидовой и псевдоевклидовой плоскостях. Пусть
прямая n на евклидовой плоскости касается огибающей в точке N . Построим изотроп-
ный конус, касающийся прямой в этой же точке. Отрезок NP прямой от точки касания
до оси Ox имеет длину |µ|. Плоскость Oxy пересекает конус по евклидовой окружно-
сти. Плоскость Oxz пересекает его по псевдоевклидовой окружности. В плоскости Oxz
касательная плоскость к конусу высекает псевдоевклидову прямую m, касающуюся псев-
доевклидовой окружности и огибающей семейства прямых, полученных из псевдоевкли-
довой прямой m под действием однопараметрической группы, в точке M . Поскольку
касательная плоскость к конусу полуевклидова, в треугольнике MNP сторона MN ле-
жит на изотропной прямой, и длина отрезка MP будет равна длине отрезка NP (рис. 6).
Это означает, что на псевдоевклидовой плоскости Oxz прямая также будет скользить по
линии, длина отрезка касательной которой до оси Ox постоянна и равна |µ|.

Рис. 6. Связь преобразований.
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Аналитически выражение для орбит можно найти аналогично предыдущему. Опера-
тор однопараметрической группы преобразований имеет вид

sinh(u1)
∂

∂u1
+
(
u2 cosh(u1) + µ sinh(u1)

) ∂

∂u2
.

Переменные u1, u2 удовлетворяют системе уравнений
{

du1

dt = sinh(u1),
du2

dt = u2 cosh(u1) + µ sinh(u1).
(5)

Для u2 из (5) получаем следующее выражение через u1:

u2 = µ sinh(u1) ln

(
tanh

u1

2

)
+ C sinh(u1).

Далее, из системы уравнений



−x sinh(u1) + y cosh(u1) = µ sinh(u1) ln

(
tanh u1

2

)
+ C sinh(u1),

−x cosh(u1) + y sinh(u1) = µ cosh(u1) ln
(
tanh u1

2

)
+ µ+ C cosh(u1),

находим параметрические уравнения орбит — линий, по которым скользят псевдоевкли-
довы прямые под действием однопараметрической группы преобразований:

{
x = −µ

(
ln(tanh u1

2 ) + cosh(u1)
)
−C,

y = −µ sinh(u1).

У этого псевдоевклидова аналога трактрисы база и касательная являются прямыми
одного типа. Кроме базы имеется еще изотропная асимптота. Кривая не имеет особых
точек.

Хорошо известно, что на поверхности, полученной вращением трактрисы в евклидо-
вом пространстве, локально реализуется геометрия Лобачевского. При гиперболическом
вращении этого псевдоевклидова аналога трактрисы относительно ее базы получается
поверхность, являющаяся одним из аналогов псевдосферы и глобально изометричная
плоскости Лобачевского. Некоторые свойства других псевдоевклидовых аналогов псев-
досферы отмечены в статье [19].

3.2 Преобразования Лагерра, индуцированные изотропными винтовыми
движениями. Рассмотрим однопараметрические группы преобразований, порождае-
мые оператором W1+W2+µ · (W4+W5). В трехмерном псевдоевклидовом пространстве
этот оператор порождает однопараметрическую группу винтовых движений, ось враще-
ния и вектор переноса у которых изотропны. Покажем, что и в этом случае преобра-
зования Лагерра, индуцированные этим оператором на евклидовой и псевдоевклидовой
плоскостях, будут иметь похожие геометрические свойства. На псевдоевклидовой плос-
кости соответствующий оператор имеет следующий вид:

(
1 + cosh(u1)

) ∂

∂u1
+
(
u2 sinh(u1) + µ

(
1 + cosh(u1)

)) ∂

∂u2
.

Пусть t — групповой параметр однопараметрической группы преобразований, порож-
даемой данным оператором. Переменные u1, u2 удовлетворяют системе уравнений

{
du1

dt = 1 + cosh(u1),
du2

dt = u2 sinh(u1) + µ
(
1 + cosh(u1)

)
.
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Отсюда нетрудно получить, что псевдоевклидова прямая под действием преобразова-
ний, порожденных рассматриваемым оператором, будет скользить по псевдоевклидовой
окружности

(x− µ)2 − (z − C)2 = −C2. (6)

Псевдоевклидова окружность также является одним из аналогов трактрисы. У нее
отрезок касательной до изотропной прямой имеет постоянную длину. Для интерпре-
тации параметра t однопараметрической группы преобразований можно привлечь гео-
метрию так называемой идеальной области плоскости Лобачевского, локально несущей
геометрию де Ситтера, следующим образом. Введем на плоскости Oxz дополнительно
к псевдоевклидовой метрику ds2 = dx2−dz2

z2
. В качестве абсолюта в такой модели иде-

альной области выступает ось абсцисс. Метрика в ней конформна псевдоевклидовой
метрике. Эллиптические прямые плоскости де Ситтера в такой модели изображаются
псевдоевклидовыми окружностями мнимого радиуса с центром на абсолюте, изотроп-
ные прямые — окружностями нулевого радиуса с центром на абсолюте, гиперболические
прямые — окружностями вещественного радиуса и прямыми, ортогональными абсолюту,
орициклы — окружностями, касающимися абсолюта и прямыми, параллельными абсо-
люту. Каждая псевдоевклидова полуплоскость, границей которой служит абсолют, по-
крывает всю идеальную область плоскости Лобачевского за исключением одной изотроп-
ной прямой. Псевдоевклидова окружность (6) станет орициклом плоскости де Ситтера.
Пусть псевдоевклидова прямая касается орицикла в точке M (рис. 7). Если угол u1, за-
дающий направляющий вектор прямой, при смещении прямой по окружности получает
некоторое приращение, то такое же приращение получает угол, задающий направление
псевдоевклидовой нормали этой прямой. Под углом, точнее под величиной угла, между
двумя пространственно подобными или времениподобными прямыми здесь понимается
величина гиперболического угла — численное значение площади сектора гиперболы с
единичными полуосями на евклидовой плоскости. Величина угла LKM равна u1, вели-
чина вписанного угла NSL вдвое меньше, т. е. u1/2.

Рис. 7. Орицикл плоскости де Ситтера.

На рис. 7 касательная в южном полюсе S псевдоевклидовой окружности принята
за абсолют плоскости де Ситтера. Псевдоевклидовой инверсией (см. [14]) с центром в точ-
ке S переведем дугу NM орицикла в отрезок NL. Такая инверсия является движением
метрики де Ситтера. Далее воспользуемся свойством элементарной геометрии псевдоев-
клидовой плоскости. В треугольнике NSL катет |NL| = |NS| · tanh(NSL). В метрике де
Ситтера отношение |NL|

|NS| равно длине дуги орицикла NL. Для геометрической характе-
ристики группового параметра t обратимся к уравнению

du1

dt
= 1 + cosh(u1),
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характеризующему вращение прямой, касающейся псевдоевклидовой окружности. Из
этого уравнения получим

tanh
u10
2
− tanh

u1

2
= t,

где u10 = u1(0). А отсюда следует, что групповой параметр однопараметрической груп-
пы, индуцированной оператором группы винтовых движений с изотропной осью, можно
интерпретировать как длину дуги орицикла идеальной области плоскости Лобачевского,
локально несущей геометрию де Ситтера.

Теперь нетрудно получить геометрическую характеристику орбит соответствующих
преобразований на евклидовой плоскости, не прибегая к интегрированию. На псевдо-
евклидовой плоскости Oxz прямая скользит по окружности мнимого радиуса. Такой
окружности при изотропной проекции соответствует изотропный конус с вершиной в точ-
ке с координатами (µ,C,C). Преобразования однопараметрической группы индуцируют
преобразования изотропных конусов и их касательных плоскостей, высекающих прямые
в рассматриваемых евклидовой и псевдоевклидовой плоскостях. Эти конусы и их каса-
тельные плоскости смещаются, оставаясь касательными к конусу с вершиной в точке
(µ,C,C). Значит, в евклидовой плоскости Oxy прямая будет смещаться, оставаясь каса-
тельной к окружности с центром в точке (x = µ, y = C) и радиусом C.

Групповому параметру t можно дать интерпретацию аналогично предыдущему слу-
чаю, но уже с использованием метрики Лобачевского. В качестве абсолюта берется ка-
сательная прямая к евклидовой окружности, являющейся орбитой. Окружность в этом
случае станет орициклом плоскости Лобачевского, а групповой параметр истолковыва-
ется как длина дуги орицикла плоскости Лобачевского.

4. Заключительные замечания

Для истолкования преобразований Лагерра, индуцированных другими оператора-
ми, также можно привлечь гиперболическую геометрию. В частности, можно показать,
что при преобразованиях, индуцированных оператором однопараметрической группы
эллиптических вращений, псевдоевклидова прямая смещается по другому псевдоевкли-
дову аналогу трактрисы. Этот аналог может служить меридианом псевдоевклидовой по-
верхности вращения, являющейся продолжением псевдосферы Бельтрами — Миндинга.
Связь псевдосферических поверхностей Миндинга и их псевдоевклидовых продолжений
с поверхностями в трехмерном гиперболическом пространстве описана в [20].

Используя интерпретацию теорем о циклах гиперболической плоскости и каса-
тельных расстояниях между ними как теорем о вписанных многоугольниках в сферы
псевдогиперболического пространства, можно установить взаимосвязи между преобра-
зованиями Лагерра в пространствах ненулевой постоянной кривизны. Приведенные в
работе [11] взаимосвязи между евклидовыми и гиперболическими теоремами о циклах и
касательных расстояниях допускают дальнейшие обобщения. В частности, теоремы типа
Кейси, в которых вместо отрезков общих касательных прямых рассматриваются дуги
касательных орициклов можно обобщить на другие циклы плоскости Лобачевского. Из
неравенства Птолемея в гиперболической геометрии также можно получить ряд нагляд-
но интерпретируемых следствий. Одним из следствий является аналог теоремы Помпею
о том, что из трех отрезков, соединяющих произвольную точку M плоскости с верши-
нами правильного треугольника ABC , можно составить треугольник. Если точка M
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лежит на описанной окружности треугольника ABC, то в евклидовом случае треуголь-
ник, составленный из отрезков MA,MB,MC, вырождается. На плоскости Лобачевского,
в отличие от этого, треугольник не вырождается, а лишь оказывается вписанным не в
окружность, а в орицикл.
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Abstract. The article explores the connections between Casey’s theorems and their generalizations on
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Euclidean plane. In this case, the relationship from Euclidean geometry corresponds to the same relationship
in pseudo-Euclidean geometry. Laguerre transformations on the Euclidean plane affect oriented lines. In this
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isotropic projection, Laguerre transformations on Euclidean and pseudo-Euclidean planes can be considered
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separating its stable and unstable regions (6 3); the number of intersections of each separatrix of the
cosymmetric saddle equilibrium with the family (6 3). Each property is determined by polynomial
conditions, and the classification therefore reduces to identifying sets of conditions with a non-empty
intersection. The defining polynomial conditions and corresponding phase portraits are presented for each
identified class. The existence of each nonempty class is established by a scalable example for non-obvious
cases, while the emptiness of the remaining classes is established separately. This work continues the studies
of L. G. Kurakin and V. I. Yudovich [1, 2], where analogous results were obtained in the neighborhood
of a non-cosymmetric equilibrium.

Keywords: differential equation, equilibrium, cosymmetry, classification.

AMS Subject Classification: 34C23, 34C40.

For citation: Kurakin, L. G. and Kurdoglyan, A. V. Classification of Dynamical Systems Near
a Cosymmetric Equilibrium, Vladikavkaz Math. J., 2025, vol. 27, no. 4, pp. 86–102. DOI: 10.46698/h3876-
8857-0078-b.

1. Problem Statement

The theory of cosymmetry was founded by V. I. Yudovich [3] to explain an unusual effect
in the problem of plane filtration convection posed by D. V. Lyubimov [4]. According to his
definition, a mapping L : H ×Λ→ H in the Euclidean space H = R

n, Λ ⊂ R
m is called a co-
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symmetry of a mapping F : H × Λ→ H, or of the differential equation

u̇ = F (u, λ), u ∈ H, λ ∈ Λ, (1)

if F and L are orthogonal at every point u ∈ H for any fixed value of the parameter λ ∈ Λ.
Let u = u0 ∈ H be an equilibrium of system (1) at λ = λ0 ∈ Λ. This equilibrium is called

cosymmetric if it is also a zero of the cosymmetry:

F (u0, λ0) = L(u0, λ0) = 0.

In what follows, we assume that the mappings F and L are analytic. If given equilibrium
of the system is non-cosymmetric with respect to a specified cosymmetry, then, in the absence
of additional degeneracies, it belongs to an analytic family of equilibria. As later shown by
L. G. Kurakin [5], the converse also holds. In the neighborhood of a cosymmetric equilibrium,
V. I. Yudovich studied the properties of cosymmetry in a sufficiently general form for
applications to the filtration convection problem. In particular, for a system with a real
parameter, the cosymmetry was assumed to be a linear skew -symmetric operator L∗ = −L
independent of the parameter. For an odd-dimensional system, such an operator is non-
invertible. By replacing the skew-symmetry of a linear cosymmetry with the less degenerate
requirement of its local invertibility, and by allowing the cosymmetry to be a nonlinear
operator depending on a real parameter, we are led to the problem of analyzing the bifurcations
of the system in a neighborhood of a cosymmetric equilibrium.

This study was carried out in [6] using the Lyapunov–Schmidt method [7], where it was
shown that the dimension of the kernel of the linearization at a cosymmetric equilibrium has
the same parity as the dimension n of the original system. Moreover, in an odd-dimensional
system with one-dimensional kernel, the cosymmetric equilibrium belongs to an analytic family
of equilibria. Consequently, according to the results of [5], the original system also admits
another cosymmetry for which this equilibrium is non-cosymmetric. Bifurcations in even-
dimensional systems with a two-dimensional kernel were described. Thus, the problem arises
of a more detailed study of system (1) by means of the center manifold method [8] under the
following assumptions:

1◦. n is even.
2◦. The point u0 is an equilibrium of system (1) for all λ:

F (u0, λ) = 0 ∀λ ∈ Λ.

3◦. The equilibrium u0 is cosymmetric for all λ:

L(u0, λ) = 0 ∀λ ∈ Λ.

4◦. The cosymmetry L(u, λ) is invertible in a neighborhood of the point u = u0 for all
λ ∈ Λ.

5◦. The Jacobian of F at (u0, 0) has a two-dimensional kernel:

dimkerF0 = 2, F0 :=
dF (u, 0)

du

∣∣∣∣
u=u0

.

6◦. The entire stability spectrum of the matrix F0, except for the double zero eigenvalue,
lies strictly in the left half-plane.
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Under assumptions 1◦– 6◦, the center-manifold reduction of system (1) yields the following
two-dimensional system of differential equations in the Euclidean space:

ẋ = f(x, y, λ), ẏ = g(x, y, λ) (2)

with variables (x, y) ∈ Ω ⊂ R
2 and m-dimensional (m > 1) parameter λ ∈ Λ ⊂ R

m, defined
in a small neighborhood of the point 0 ∈ V := Ω× Λ.

Remark 1. In this paper, the theory of the center manifold is invoked only insofar as
it allows the reduction of the original higher-dimensional system (1) to the two-dimensional
system (2). Moreover, one may instead begin with the two-dimensional system (2) and develop
the classification for it, reducing the higher-dimensional case to the two-dimensional one by
means of the center manifold theory under assumptions 1◦– 6◦.

Let the mapping

L◦ : V → R
2 : (x, y, λ) 7→

(
L1(x, y, λ)
L2(x, y, λ)

)

denote the cosymmetry of system (2) inherited from system (1) via the center-manifold
reduction:

f(x, y, λ)L1(x, y, λ) + g(x, y, λ)L2(x, y, λ) = 0, (x, y, λ) ∈ V. (3)

We further assume that system (2) satisfies the following properties:
1⋄. The mappings f , g, L1, and L2 are analytic in the neighborhood V .
2⋄. System (2) has the zero equilibrium for all λ ∈ Λ, so that the functions f and g : V → R

satisfy the condition
f(0, 0, λ) = g(0, 0, λ) = 0, λ ∈ Λ. (4)

3⋄. The equilibrium x = y = 0 is cosymmetric for all λ ∈ Λ, so that the equality

L◦(0, 0, λ) = 0, λ ∈ Λ, (5)

is satisfied.
4⋄. The cosymmetry L◦ is locally invertible in a neighborhood of the point x = y = 0

at λ = 0:

detB 6= 0, B :=

(
∂L1(x,y,0)

∂x
∂L1(x,y,0)

∂y
∂L2(x,y,0)

∂x
∂L2(x,y,0)

∂y

)∣∣∣∣∣
x=y=0

. (6)

5⋄. The linearization matrix A of system (2), (4) at the zero equilibrium for λ = 0 has
the two-dimensional kernel:

dimkerA = 2, A :=

(
∂f(x,y,0)

∂x
∂f(x,y,0)

∂y
∂g(x,y,0)

∂x
∂g(x,y,0)

∂y

)∣∣∣∣∣
x=y=0

= 0. (7)

Remark 2. Properties 2⋄– 5⋄ are inherited by system (2) from system (1). Property 1⋄,
however, need not be inherited. Indeed, even if the mappings in the original system are
analytic, the center manifold may fail to be analytic. For the results obtained below,
the analyticity assumption on the subsequent mappings, as well as on the functions f , g,
L1, and L2, is adopted merely for convenience and is not essential. Throughout the paper,
analyticity may be replaced by C4-regularity.
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2. Effect of Cosymmetry on the System’s Structure

The following theorem states.

Theorem 1. Under assumptions 1⋄– 5⋄, system (2) can be written in the form

ẋ = −L2(x, y, λ)h(x, y, λ), ẏ = L1(x, y, λ)h(x, y, λ), (8)

where the function h : V → R is analytic in the neighborhood V and satisfies

h(0, 0, 0) = 0. (9)

⊳ According to the inverse function theorem, conditions (5) and (6) imply that the system
of equations

K1 = L1(x, y, λ), K2 = L2(x, y, λ),

has a unique solution
x = X(K1,K2, λ), y = Y (K1,K2, λ),

which is analytic in the variables K1, K2 and in the parameter λ in a small neighborhood
of the origin. Substituting this solution into the identity (3) and viewing it as an identity
in the variables K1 and K2, we obtain

K1f1(K1,K2, λ) +K2g1(K1,K2, λ) = 0, (10)

where f1 and g1 are analytic functions of K1, K2 and the parameter λ in a neighborhood
of the origin:

f1(K1,K2, λ) := f (X(K1,K2, λ), Y (K1,K2, λ), λ) ,

g1(K1,K2, λ) := g (X(K1,K2, λ), Y (K1,K2, λ), λ) .

It follows that f1(K1, 0, λ) = g1(0,K2, λ) = 0 for all sufficiently small values of K1, K2, and λ.
Hence, the functions f1 and g1 can be written in the form

g1(K1,K2, λ) = K1h1(K1,K2, λ), f1(K1,K2, λ) = −K2h2(K1,K2, λ),

where h1 and h2 are analytic functions of K1, K2, and the parameter λ in a neighborhood
of the origin. It follows from the identity (10) that h1 = h2.

Thus, equations (2) can be rewritten in the form (8), where the function h is defined by

h(x, y, λ) := h1(L1(x, y, λ), L2(x, y, λ), λ)

and is analytic in the neighborhood V .
Now let us prove that h(0, 0, 0) = 0. It follows from (2) and (8) that

h(x, y, λ) =
g(x, y, λ)

L1(x, y, λ)
.

By the analyticity of the functions g and L1, from condition (4) and assumptions 4⋄ and 2⋄

we obtain the following asymptotic expansions for small x, y и λ:

L1(x, y, λ) = l1x+ l2y +O
(
x2 + y2 + (|x|+ |y|) · |λ|

)
,

g(x, y, λ) = O
(
x2 + y2 + (|x|+ |y|) · |λ|

)
.

It follows from the condition detB 6= 0 that l21 + l22 6= 0. Taking the limit, we obtain the
equality (9):

h(0, 0, 0) = lim
x→0

g(x, 0, 0)

L1(x, 0, 0)
= lim

x→0

O(x2)

l1x+O(x2)
= 0 (l1 6= 0),

h(0, 0, 0) = lim
y→0

g(0, y, 0)

L1(0, y, 0)
= lim

y→0

O(y2)

l2y +O(y2)
= 0 (l2 6= 0). �
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Theorem 1 reduces the problem of studying the properties of the original system (2), (4)
under assumptions 1⋄– 5⋄ to system (8), in which the functions L1, L2, and h are analytic
in the neighborhood V and satisfy the conditions (5), (6), and (9).

The phase portrait of the system (8) for each fixed value of λ can be constructed by
combining the phase portrait of the equations

ẋ = −L2(x, y, λ), ẏ = L1(x, y, λ), (11)

with the set of equilibria S of the system (8):

S := {x, y ∈ Ω : h(x, y, λ) = 0} . (12)

The system (8) always possesses the cosymmetric zero equilibrium. Each of its nonzero
equilibria is noncosymmetric, lies on some phase trajectory of the system (11), and separates
it into two parts, which are trajectories of the system (8). In the region where h(x, y, λ) < 0,
the directions of motion along the phase trajectories of the systems (8) and (11) are opposite.

3. Stability of Equilibria

The linearization matrix of the system (8) at an equilibrium (x, y) = (α, β) of the
family (12) has the form

A (α, β, λ) =



−L2(α, β, λ)

∂h(x,β,λ)
∂x

∣∣∣
x=α

−L2(α, β, λ)
∂h(α,y,λ)

∂y

∣∣∣
y=β

L1(α, β, λ)
∂h(x,β,λ)

∂x

∣∣∣
x=α

L1(α, β, λ)
∂h(α,y,λ)

∂y

∣∣∣
y=β


 . (13)

The eigenvalues of the matrix A (α, β, λ) are zero, and its trace is given by

N := trA (α, β, λ). (14)

In particular, A (0, 0, λ) = 0, so that dimkerA (0, 0, λ) = 2.
Consider the equilibria (12) with x2 + y2 6= 0. If N 6= 0, then dimkerA (α, β, λ) = 1,

and, according to the cosymmetric version of the implicit function theorem [3], each nonzero
equilibrium of the family (12) is nonisolated and belongs to the one-parameter family
of equilibria. The equilibria of (12) with N > 0 are unstable. When N < 0, the stability
problem for the equilibria of the family (12) of the system (8) corresponds to the critical
case of a simple zero eigenvalue. This case was studied by Lyapunov A. M. (see [9], Theorem
of Section 32, degenerate case). According to his results, the equilibria of the family (12)
with N < 0 are the Lyapunov stable and asymptotically stable in the directions transverse
to the family S. In the present work, for N = 0, a situation arises where the linearization
matrix A (α, β, λ) has a double zero eigenvalue, while dimkerA (α, β, λ) = 1. In this case, the
equilibrium (α, β), called a boundary equilibrium [6], is non-isolated, and its stability problem
requires a nonlinear analysis. This boundary equilibrium locally separates the family S into
two arcs, each of which consists entirely of either linearly stable or linearly unstable equilibria.

4. Model Systems and the Principle of Their Classification

In addition to assumptions 1⋄– 5⋄, let the following condition hold for the system (8):
6⋄. The inequality

h210 + h201 6= 0, (15)
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is satisfied, where

h10 := ∂h(x,y,0)
∂x

∣∣∣
x=y=0

, h01 := ∂h(x,y,0)
∂y

∣∣∣
x=y=0

.

Without loss of generality, assume that

h01 6= 0. (16)

The case h10 6= 0 can be reduced to this one by interchanging x↔ y and f ↔ g.
Let ε0 := h(0, 0, λ). The change of variables

x→ x, y → h(x, y, λ) − ε0 (17)

in the system (8) brings the function h to the form ε0+y, thereby straightening the family (12).
Expanding the right-hand side of the resulting system in the Taylor series in the variables

x and y, we write it in the asymptotic form as |x|+ |y|+ |λ| → 0:

ẋ =
[
f0(x, y, µ) +O

(
f̃(x, y, λ)

)]
· (ε0 + y),

ẏ =
[
g0(x, y, µ) +O(g̃(x, y, λ))

]
· (ε0 + y),

(18)

where
f0(x, y, µ) := (ã10 + µ3)x+ ã01 y,

g0(x, y, µ) := (a10 + µ1)x+ (a01 + µ0) y + (a20 + µ2)x
2 + a30 x

3,
(19)

and
f̃(x, y, λ) := x2 + y2 + |y| · |λ|+ |x| · |λ|2,

g̃(x, y, λ) := |x|4 + |xy|+ y2 + (|x|3 + |y|) · |λ|+ |x| · |λ|2.
The quantities ã10, ã01, a10, a01, a20, a30 are real coefficients of the system (18). Let
µ := (ε0, µ0, µ1, µ2, µ3) denote a new small parameter whose components are functions of
the m-dimensional parameter λ. We assume that the five components of µ are independent.
This situation occurs in the generic case when m > 5.

Neglecting in (18) the terms insignificant for further consideration, we obtain the system:

ẋ = f0(x, y, µ) · (ε0 + y), ẏ = g0(x, y, µ) · (ε0 + y). (20)

Its cosymmetry

L̂(x, y, µ) :=

(
g0(x, y, µ)
−f0(x, y, µ)

)

is invertible and vanishes at the equilibrium x = y = 0. Thus, system (20) with cosymmetry L̂
satisfies assumptions 1⋄– 6⋄.

Note that the symmetry between the variables x and y in system (20) is broken due
to condition (16) and the transformation (17).

The further analysis of equations (8) reduces to the study of system (20), whose coefficients
and small parameters can be regarded as arbitrary, provided that they satisfy the inequality
detB = ã10a01 − ã01a10 6= 0, where the matrix B, according to definition (6), has the form

B =

(
a10 a01
−ã10 −ã01

)
.

The system corresponding to equations (11) takes the form:

ẋ = f0(x, y, µ), ẏ = g0(x, y, µ). (21)
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The linearization matrix

M :=




∂f0(x,y,0)
∂x

∂f0(x,y,0)
∂y

∂g0(x,y,0)
∂x

∂g0(x,y,0)
∂y



∣∣∣∣∣∣
x=y=0

=

(
ã10 ã01
a10 a01

)
(22)

of the system (21) at the zero equilibrium for µ = 0 is invertible, since detM = detB 6= 0.
The classification of the zero equilibrium of system (21) in generic case

detM 6= 0, trM 6= 0, dM := tr2M − 4 detM 6= 0 (23)

is as follows:
Node: detM > 0, dM > 0; (24)

Focus: detM > 0, dM < 0; (25)

Saddle: detM < 0. (26)

The invariants (23) are expressed by the formulas:

detM = ã10a01 − ã01a10, trM = ã10 + a01,

dM = (ã10 − a01)2 + 4ã01a10.

The linearization matrix of the system (20) along the family of equilibria y = −ε0 has
the form (

0 f0(x,−ε0, µ)
0 g0(x,−ε0, µ)

)
.

Setting the eigenvalue g0(x,−ε0, µ) equal to zero, we obtain the cubic equation

(a10 + µ1)x+ (a20 + µ2)x
2 + a30 x

3 = (a01 + µ0) ε0, (27)

which determines the boundary equilibria (x,−ε0) of the family y = −ε0. These equilibria
separate the family y = −ε0 into several connected sets of the type interval or ray, within each
of which the equilibria are either linearly stable or unstable. If the multiplicity of at least one
of these roots is greater than one, then when passing from the system (20) to equations (18),
the number of boundary equilibria may, in general, change. In the generic case, all real roots
of the polynomial (27) are simple. The number of such real roots is determined solely by the
nondegeneracy conditions.

We construct a classification of the system (20) according to the following set of properties,
which are preserved under the perturbation of the system (20) to (18):

1∗ Type of the cosymmetric equilibrium of (11): node / focus / saddle.
2∗ Number of boundary equilibria of the family y = −ε0 of (8): 0 / 1 / 2 / 3.
3∗ Relative position of the cosymmetric equilibrium x = y = 0 and the family y = −ε0.

The family y = −ε0 lies in the lower half-plane, on the x-axis, or in the upper half-plane:
sgn ε0 = 1 \ 0 \ −1.

4∗ Vector of separatrix intersections (only for a saddle equilibrium):

v := (v1, v2, v3, v4), (28)

where the j-th component denotes the number of intersections of the j-th separatrix of the
saddle of the system (21) with the equilibrium family y = −ε0. The separatrices are numbered
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counterclockwise around a sufficiently small circle centered at the origin, starting from the
vector (x, y) = (0, 1) (inclusive).

For example, v = (0, 1, 1, 0) in Fig. 1 (c1), and v = (0, 0, 0, 0) in Fig. 1 (c0).
In the sequel we impose nondegeneracy conditions on the coefficients of (20) on which

properties 1∗ and 2∗ depend. These properties also depend on certain small parameters of (20).
Setting the remaining coefficients and small parameters to zero yields a truncated system. By
further simplifying the truncated system via invertible changes of variables and time rescaling
we obtain a model system. Considering each model system under all nondegenerate relations
among its small parameters, we classify the model systems according to properties 1∗– 4∗.
Degenerate parameter relations, i. e. relations for which at least one of the properties 1∗– 4∗

of the model system ceases to persist under the passage first to the system (20) and then
to its perturbation (18), are omitted. Moreover, two systems are regarded as belonging to

the same class if they coincide up to an invertible analytic change of variables x, y, a time

reparametrization t (including time reversal), and a reparametrization of µ.
Table 7 lists all truncated and model systems considered in this work.
Class names are formed as follows:
1) Choose the letter (a)– (h) of the model system (see Table 7) to which the class belongs.
2) Append indices corresponding to the discriminating signs of certain functions of the

parameter µ. Instead of the usual sign function sgnx we use the function w defined by

w(x) :=





1, x > 0,

0, x = 0,

2, x < 0,

(29)

3) If the equilibrium x = y = 0 is a saddle, append indices corresponding to the separatrix
intersection vector v to the model system letter (a)–(h).

5. Classification of the System (20) by the Codimension of Degeneracy

Generic Case. Assume that a10 6= 0. The truncated system derived from equations (20)
has the form:

ẋ = (ã10x+ ã01y) · (ε0 + y), ẏ = (a10x+ a01y) · (ε0 + y). (30)

The change of variables

x→ a10x+ a01y, y →
√
|detM | · y, (31)

reduces it to the model system

ẋ = (a1x− s1y) · (ε1 + y), ẏ = x · (ε1 + y), a1 6= 0, s1 = ±1, (32)

where

a1 :=
trM√
|detM |

, s1 := sgn detM, ε1 :=
ε0√
|detM |

. (33)

Remark 3. The system (32) retains its form under the transformation x→ −x, y → −y,
t→ −t, ε1 → −ε1. Therefore, without loss of generality, we may assume that ε1 > 0.

The classification of system (32) is presented in Table 1 and the corresponding Fig. 1.
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Table 1
Classification of system (32) in a neighborhood of the equilibrium x = y = 0

Class Conditions
s1, a1 sgn ε1

(a1) s1 = 1, a2
1 > 4 1

(a0) (node) 0

(b1) s1 = 1, a2
1 < 4 1

(b0) (focus) 0

(c1) s1 = −1 1
(c0) (saddle) 0

(a1)  (a0)  

(b1)  (b0)  

(c1)  (c0)  

Fig. 1. Phase portraits of the model system (32) corresponding to the classification in Table 1.
Here: ⋄ \ ◦ — cosymmetric \ non-cosymmetric equilibrium;◦\• \• — stable \ boundary \ unstable equilibrium; dashed lines

are separatrices of the saddle equilibrium of system (32).

Case of a Single Degeneracy. Let

a10 = 0, a20a01 6= 0, ã10 6= a01. (34)

The system truncated from equations (20) and given by

ẋ = ã10x · (ε0 + y), ẏ = (µ1x+ a01y + a20x
2) · (ε0 + y), (35)

is transformed, by a change of variables and, when a20 < 0, a reversal of time,

x→
√
|a20|x, y → a01 sgn a20 · y, t→ sgn a20 · t, (36)
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to the model system

ẋ = a2x · (ε2 + y), ẏ =
(
ν1x+ y + x2

)
· (ε2 + y), a2 6= 0, 1. (37)

The coefficient and parameters of the model system (37) are given by

a2 :=
ã10
a01

, ν1 :=
sgn a20√
|a20|

· µ1, ε2 := a01 sgn a20 · ε0. (38)

Let us denote by

δ1(a, b) := a2 − 4b (39)

the discriminant of the polynomial x2 + ax+ b.

Remark 4. The substitution x → −x in (37) changes only the parameter ν1 and the
intersection vector:

ν1 → −ν1, v → (v1, v4, v3, v2).

The analytical classification of the system (37) is summarized in Tables 2 and 3, and the
corresponding phase portraits are shown in Fig. 3.

Theorem 2. In the classification of (37), all classes not appearing in Tables 2 and 3 are
empty:

(d12), (d02), (e
2
11), (e

1
12), (e

2
12), (e

2
01), (e

1
02), (e

2
02), (e

1
22). (40)

Table 2

Classification of the system (37) in a neighborhood of the node x = y = 0 in the space
of small parameters ν1 and ε2. Here δ11 = ν2

1 + 4ε2. The classes are written
in the form

(
dw(ε2), w(δ11)

)
, where the function w is defined by (29)

Class Conditions Example
(α 6= 0)

a2 sgn ε2 sgn δ11 ε2 ν1
(d11) a2 > 0 1 1 α2 α

(d21) a2 6= 1 −1 −α2 3α
(d01) (node) 0 0 α

(d22) −1 −1 −α2 α

Table 3

Classification of the system (37) in a neighborhood of the saddle x = y = 0
in the space of small parameters ν1 and ε2. Here δ11 = ν2

1 + 4ε2,

δ12 = 1−2a2

(1−a2)2
ν2
1 + 4ε2. The classes are written in the form

(
e
w(δ12)

w(ε2),w(δ11)

)
,

where the function w is defined by (29)

Class Conditions Example (α 6= 0)
a2 sgn ε2 sgn δ11 sgn δ12 ε2 ν1

(e111) 1 α2 α

(e121) a2 < 0 −1 1 1 −(1− 2a2)α
2 3 (1− a2)α

(e101) (saddle) 0 0 α

(e221) −1 1 −1 2 (a2
2 − 2 (1− a2)

2)α2 4 (1− a2)α
(e222) −1 −1 −1 −α2 α
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(d11) (d01) (d21)

   

(d22) (e111) (e101)

   

(e121) (e221) (e222)

Fig. 2. Phase portraits of the model system (37) corresponding
to the classification in Tables 2 and 3.

First Case of Double Degeneracy. Let

a10 = 0, ã10 = a01, a20a01ã01 6= 0. (41)

The system, truncated from equations (20), is given by

ẋ = ((a01 + µ3)x+ ã01y) · (ε0 + y), ẏ = (µ1x+ (a01 + µ0) y + a20x
2) · (ε0 + y), (42)

and can be reduced to the form

ẋ = (x+ ν2x+ y) · (ε3 + y), ẏ =
(
ν3x+ y + x2

)
· (ε3 + y), (43)

by a change of variables and of time, and by time reversal, when a20 < 0:

x→ a20 ã01
(a01 + µ0)2

· x, y → a20 ã
2
01

(a01 + µ0)3
· y, t→ (a01 + µ0)

4

a20 ã201
· t. (44)

The parameters ν2, ν3, and ε3 are determined by

ν2 :=
µ3 − µ0
a01 + µ0

, ν3 :=
ã01µ1

(a01 + µ0)2
, ε3 :=

a20 ã
2
01 ε0

(a01 + µ0)3
. (45)

The classification of the system (43) is presented in Table 4 and illustrated in Fig. 3.
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Table 4
Classification of the system (43) in a neighborhood of the equilibrium x = y = 0

in the space of small parameters ν2, ν3, and ε3. Here δ13 = ν2
2 + 4ν3, δ14 = ν2

3 + 4ε3.
The classes are written in the form

(
fw(δ13), w(δ14), w(ε3)

)
, where the function w is defined by (29)

Class Conditions
sgn δ13 sgn δ14 sgn ε3

(f111) = (d11) 1
(f112) = (d21) 1 1 −1
(f110) = (d01) (node) 0
(f122) = (d22) −1 −1

(f211) 1
(f212) −1 1 −1
(f210) (focus) 0
(f222) −1 −1

(f211)  (f210)  

(f212)  (f222)  

Fig. 3. Phase portraits of the model system (43) corresponding to the classification
in Table 4. The case where the zero equilibrium is a focus (ν2

2 + 4ν3 < 0).

Second case of double degeneracy. Let

a10 = a20 = 0, a30a01 6= 0, ã10 6= a01. (46)

The truncated system derived from equations (20) has the form

ẋ = ã10x · (ε0 + y), ẏ =
(
µ1x+ a01y + µ2x

2 + a30x
3
)
· (ε0 + y), (47)

and under the change of variables

x→ 3
√
a30 · x, y → a01y, (48)

reduces to the model system

ẋ = a2x · (ε4 + y), ẏ =
(
ν4x+ y + ν5x

2 + x3
)
· (ε4 + y), a2 6= 0, 1, (49)
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where

a2 :=
ã10
a01

, ν4 :=
µ1

3
√
a30

, ν5 :=
µ2

3
√
a230

, ε4 := a01ε0. (50)

Denote by
δ2(a, b, c) (51)

the discriminant of the cubic polynomial x3 + ax2 + bx+ c.

Remark 5. For the system (49), the transformation x → −x, y → −y, t → −t, is
equivalent to the substitution ε4 → −ε4, ν5 → −ν5. This substitution changes the parameters
as ε4 → −ε4 and v → (v1, v4, v3, v2), while preserving the discriminant δ21 := δ2(ν5, ν4,−ε4).
Therefore, without loss of generality, we assume v2 > v4.

The classification of the system (49) is presented in Tables 5, 6 and in Fig. 4.

Table 5
Classification of the system (49) in a neighborhood of the node x = y = 0
in the space of small parameters ν4, ν5, and ε4. Here δ21 = δ2(ν5, ν4,−ε4).

The classes are written in the form
(
gw(ε4), w(δ21)

)
, where the function w is defined by (29)

Class Conditions Example
(α > 0)

a2 sgn ε4 sgn δ21 ε4 ν4 ν5
(g11) 1 1 α3 α2 3α

(g12) = (a1) a2 > 0, 1 −1 α3 α2 α

(g21) a2 6= 1 −1 1 −α3 α2 −3α
(g22) = (a1) (node) −1 −1 −α3 α2 −α

(g01) 0 1 0 −α2 α

(g02) = (a0) 0 −1 0 α2 α

Table 6
Classification of the system (49) in a neighborhood of the saddle x = y = 0 in the space

of small parameters ν4, ν5, and ε4. Here δ21 = δ2(ν5, ν4,−ε4), η0 = −(1− 3a2) ε4,
η1 = 1−3a2

1−a2
ν4, η2 = 1−3a3

1−2a2
ν5. The classes are written in the form

(
hv2,v4
w(ε4), w(δ21)

)
,

where v2 and v4 are the components of the separatrix-intersection vector (28),
and the function w is defined by (29)

Class Conditions Example (α > 0)
a2 sgn ε4 sgn δ21 v2 v4 η0 η1 η2

(h21
11) 1 2 1 −6α3 α2 4α

(h30
21) 1 3 0 6α3 11α2 6α

(h10
21) −1 2 1

4 a4
2 (3−a2)

2

(1−3a2)2
α3 −3α2 0

(h10
22) = (c1) a2 < 0 −1 1 0 4α3 5α2 2α
(h20

01) (saddle) 2 0 2α2 3α
(h11

01) 0 1 1 1 0 −2α2 α

(h00
01) 0 0 2α2

2−8a2+7a2
2

2α
1−2a2

(h00
02) = (c0) −1 0 0 α2 α

Theorem 3. In the classification of the system (49), all classes not listed in Tables 5
and 6 are empty:

(h3011), (h1011), (h1012), (h2121), (52)

(h3022), (h3012), (h2112), (h2122), (h2002), (h1102). (53)

The authors thank the two anonymous reviewers for their valuable comments.
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ẏ
=

(µ
1
x
+
a
0
1
y
+

+
µ
2
x
2
+
a
3
0
x
3
)
(ε

0
+
y
)

ã
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(g11) (g01) (g21)

   

(h2111) (h2001) (h3021)

   

(h1021) (h1101) (h0001)

Fig. 4. Phase portraits of the model system (49) corresponding
to the classification in Tables 5 and 6.
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КЛАССИФИКАЦИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ
В ОКРЕСТНОСТИ КОСИММЕТРИЧНОГО РАВНОВЕСИЯ

Куракин Л. Г.1,2,3, Курдоглян А. В.2,4
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Россия, 119333, Москва, ул. Губкина, 3;
2 Южный математический институт — филиал ВНЦ РАН,

Россия, 362025, Владикавказ, ул. Ватутина, 53;
3 Институт математики, механики и компьютерных наук им. И. И. Воровича ЮФУ,

Россия, 344090, Ростов-на-Дону, ул. Мильчакова, 8 a;
4 Северо-Кавказский центр математических исследований ВНЦ РАН,

Россия, 363110, с. Михайловское, ул. Вильямса, 1

E-mail: kurakin@math.rsu.ru, aik_kurdoglyan@mail.ru

Аннотация. В окрестности косимметричного равновесия построена локальная классификация диф-
ференциальных уравнений с обратимой косимметрией и векторным параметром в предположении, что
ядро матрицы линеаризации на косимметричном равновесии двумерно, а весь ее спектр устойчивости,
за исключением двукратного нуля, устойчив. Уравнения с такими свойствами имеют коразмерность 1
среди четномерных систем с косимметричным равновесием. Во всех рассмотренных случаях такая систе-
ма обладает спрямляемым семейством некосимметричных равновесий вблизи косимметричного. Клас-
сификация проведена по следующим свойствам: тип косимметричного равновесия (узел, фокус, седло);
взаимное расположение косимметричного равновесия и семейства (включая случай принадлежности ко-
симметричного равновесия семейству); число граничных равновесий этого семейства, разделяющих его
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области устойчивости и неустойчивости (6 3); число пересечений каждой из сепаратрис косимметрич-
ного седлового равновесия с семейством (6 3). Каждое из этих свойств определяется полиномиальными
условиями. Таким образом, классификация сведена к выделению тех наборов условий, пересечение ко-
торых не пусто. Для каждого найденного класса приведены определяющие его полиномиальные условия
и соответствующий фазовый портрет. В неочевидных случаях, существование каждого непустого класса
устанавливается предъявлением масштабируемого примера, а пустота остальных классов доказывается
отдельными утверждениями. Данная статья продолжает работы [1, 2] Куракина Л. Г. и Юдовича В. И.,
где были проведены аналогичные исследования в окрестности некосимметричного равновесия.
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In this short note, we consider elementary and short proof of one result, which was proved
originally with using of symbolic computations based on the study of polynomial ideals.

1. New Proof of One Result on Special Pentagons

The following result was originally proved in [1, Theorem 4], where the proof was based
on the study of polynomial ideals and symbolic computations using a computer.

Theorem 1 [1]. Let P be a convex pentagon in the Euclidean plane with the consecutive
vertices A, B, C, E, F such that |AE| = |BE| = |BF | = |CF | = 1 and |AB| + |BC| > 1.
Then the perimeter L(P ) of this pentagon is not less than 3.

In [1], the authors consider also the case when the pentagon P degenerates into a polygon
with fewer sides. For example, B may degenerately lie in the segment [A,C], E may coincide
with C or F , F may coincide with E or A. This assumption is useful since it allows to consider
a compact subset of polygons in the plane with respect to the Hausdorff metric. In particular,
one can be sure that there exists a pentagon with a minimum perimeter.

Let us consider the following values: α = ∠EAB = ∠EBA, β = ∠FBC = ∠FCB,
γ = ∠BEF = ∠BFE, θ = ∠EBF = π − 2γ. It is clear that |AB| = 2cosα, |BC| = 2cos β,
|EF | = 2cos γ = 2 sin(θ/2), see Fig. 1 a).

In terms of the angles α, β, γ, one can give a complete description of the cases when
the equality L(P ) = 3 holds in Theorem 1. Namely, L(P ) = 3 exactly for the following

c© 2025 Nikonorov, Yu. G. and Oskorbin, D. N.
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values of (α, β, γ): (π/3, π/3, π/3), which corresponds to E = C, F = A, |EF | = |AB| =
|BC| = 1; (π/3, π/2, π/3), which corresponds to B = C, A = F , |EF | = |AB| = |BE| = 1;
(π/2, π/3, π/3), which corresponds to B = A, C = E, |BF | = |BC| = |EE| = 1; (α, β, π/2)
with cos(α)+cos(β) = 1, which corresponds to a family of quadrangles with E = F and |AB|+
|BC| = 1; (arccos(1/4), arccos(1/4), arccos(1/4)), which corresponds to a special pentagon
with perimeter 3, see Fig. 1 b), see details in [1, Section 3].

The pentagon in Fig. 1 b) with α = β = γ = arccos(1/4) is quite remarkable. Note
that ∠CEB = ∠CFB = ∠CAB = ∠AFB = ∠AEB = ∠ACB = ∠ECF = ∠EBF =
∠EAF = 2arcsin(1/4) = arccos(7/8). In particular, all vertices of this pentagon lie on
the same circle. This implies |AF | = |CE| = 3/4. Moreover, |AC| = 7/8. Note also that
the radius of the circumscribed circle is

√
17/8. Thus, if we increase this pentagon by 8

times, we get an integer pentagon, in which all sides and diagonals have integer lengths. This
pentagon was found at first in [2], see also the discussion in [3, p. 19].

a) b)

Fig. 1. a) A pentagon P as in Theorem 1; b) A special pentagon P with perimeter 3.

Here we consider a simple proof of Theorem 1, which is based on well know Ptolemy’s
theorem (see the next section). In fact, the proof is also suitable for the case of a degenerate
pentagon.

⊳ Proof of Theorem 1. Denote by Π the perimeter of the pentagon P .
If |EF | > 1, then, taking into account |FA|+|AB| > |FB| = 1 and |BC|+|CE| > |BE| =

1 (by the triangle inequality), we get Π = |BC|+ |CE|+ |EF |+ |FA|+ |AB| > 3. The equality
here is possible only when |EF | = 1, A ∈ {F,B}, and C ∈ {E,B}, i. e., P degenerates into
a regular triangle with the side length 1.

Now, we suppose that |EF | < 1. Note that (|AB|+ |BC| − 1)(1− |EF |) > 0 (the equality
here is equivalent to |AB|+ |BC| = 1). Therefore,

|AB|+ |BC|+ |EF | − (|AB|+ |BC|) · |EF | > 1.

By Ptolemy’s theorem for the quadrilateral ABEF , we get

|AB| · |EF |+ |AF | = |AB| · |EF |+ |AF | · |EB| > |AE| · |BF | = 1.

By Ptolemy’s theorem for the quadrilateral BCEF , we get

|BC| · |EF | + |EC| = |BC| · |EF |+ |EC| · |FB| > |FC| · |EB| = 1.
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The last three inequalities imply the following one:

Π = |AB|+ |BC|+ |EC|+ |EF |+ |AF | =
(
|AB|+ |BC|+ |EF | − (|AB|+ |BC|) · |EF |

)

+
(
|AB| · |EF |+ |AF |

)
+
(
|BC| · |EF |+ |EC|

)
> 1 + 1 + 1 = 3.

Now, we consider in detail the case when this inequality becomes the equality. It is easy
to see that Π = 3 if and only if |AB|+ |BC| = 1 and both quadralateral ABEF and BCEF
are inscribed (by Ptolemy’s theorem). Note that triangle BEF is a subset of both these
quadrangles. If it is degenerate (E = F ), then we get a 1-parameter family of quadrangles
ABCF with Π = 3. In this case, |AF | = |CF | = 1, |AB| = t, |BC| = 1−t, t ∈ (0, 1); for t = 0
or t = 1, P degenerates to a regular triangle. If the triangle BEF is not degenerate, then
both quadralateral ABEF and BCEF are inscribed in the circumscribed circle S for ∆BEF .
Therefore, the pentagon P is inscribed in S. Since chords of equal length rest on equal arcs
in any circle, the triangles AEB, BFC, and EBF must be equal each to other. Hence,
|EF | = |AB| = |BC| = 1/2. Therefore, we get the pentagon in Fig. 1 b). ⊲

It should be noted that the results of the paper [1] are closely related to finding n-gons
with an extreme perimeter value among all n-gons with a given self Chebyshev radius of
the boundary (recall that the self Chebyshev radius of a compact set A on the Euclidean
plane is the smallest radius of a circle centered within the set A that encloses A). The study
of this class of problems was initiated in [4], and some related extreme problems were solved
in [5] and [6].

2. Ptolemy’s Theorem and Related Results

In Euclidean geometry, a cyclic quadrilateral or inscribed quadrilateral is a quadrilateral
whose vertices all lie on a single circle. It is well known that a convex quadralateral ABCD
is inscribed if and only if ∠ABC + ∠CDA = π (or, equivalently, ∠DAB + ∠BCD = π). On
the other hand, there are many other criterias to be inscribed for a convex quadrangle. One
of the most popular and useful is the following one:

Theorem 2 (Ptolemy’s theorem). Let Q be a convex quadrilateral in the Euclidean
plane with the consecutive vertices A, B, C, D, then the sides and diagonals of Q satisfy
the inequality

|AC| · |BD| 6 |AB| · |CD|+ |BC| · |AD|,
which becomes an equality if and only if Q is a cyclic quadrilateral.

There are many proofs of Ptolemy’s theorem, see e. g. [7, Problem 9.67], [8], [9, pp. 20–21].
In should be noted that |AC| · |BD| = |AB| · |CD| + |BC| · |AD| for points A,B,C,D

from a straight line. It is related to the fact that the image of any circle under any inversion
is either a circle or a straight line (that can be considered as a circle of infinite radius).

It is interesting the following result (which is sometimes called “Ptolemy’s second
theorem”):

Theorem 3. Let Q be a convex quadrilateral in the Euclidean plane with the consecutive
vertices A,B,C,D, then the sides and diagonals of Q satisfy the equality

|AC|
|BD| =

|BA| · |AD|+ |BC| · |CD|
|AB| · |BC|+ |CA| · |AD|

if and only if Q is a cyclic quadrilateral.
This result was obtained independently in [8] and [10], see some details in [9, pp. 24–25].
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Note that many other results are known related to quadrangles inscribed in a circle. The
interested reader can be advised to read the papers [9] and [11] on this topic.

Finally, we consider one result obtained by A. Mannheim in [12], see also [13] and [14,
Appendix 3], see Fig. 2 a).

a) b)

Fig. 2. a) Mannheim’s theorem; b) Stewart’s theorem.

Theorem 4 (Mannheim’s theorem). Let ABCD be a convex cyclic quadrilateral (with
consecutive vertices) in some Euclidean plane E

2, that is situated in 3-dimensional Euclidean
space E

3. Then for any point O ∈ E
3, we have the following equality:

|AB| · |BD| · |AD| · |OC|2 + |BC| · |CD| · |BD| · |OA|2

= |AB| · |BC| · |AC| · |OD|2 + |AC| · |CD| · |AD| · |OB|2.

If we take O := A in this theorem, then we get |AC| · |BD| = |AB| · |CD|+ |BC| · |AD|,
the equality in Theorem 2. On the other hand, if we take the center of the circumscribed circle
as the point O, then |OA| = |OB| = |OC| = |OD| and we get the equality in Theorem 3.

For the convenience of readers, we will present a proof of Theorem 4. The simplest way
to prove this theorem is to use one standard result which is known as Stewart’s theorem, see
Fig. 2 b).

Lemma 1 (Stewart’s theorem). Let ∆KLM be a convex triangle in the Euclidean plane,
and N is a point of the side KN . Then we have the following equality:

|LN |2 = |KL|2 · |NM ||KM | + |LM |
2 · |KN ||KM | − |KN | · |NM |.

⊳ If we express cos∠LKM from the triangles KLM and KLN , then we get

2 · |KL| · cos∠LKM =
|KL|2 + |KM |2 − |LM |2

|KM | =
|KL|2 + |KN |2 − |LN |2

|KN | ,

that easily implies what we want. ⊲

⊳ Proof of Theorem 4. We use a little modified arguments from [13]. Let I be
the intersection point of the diagonals AC and BD. Applying Lemma 1 to the triangles
AOC and BOD with points on the sides AC and BD, we get

|OI|2 = |OA|2 · |CI||AC| + |OC|
2 · |AI||AC| − |AI| · |IC|, (1)
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|OI|2 = |OB|2 · |DI||BD| + |OD|
2 · |BI||BD| − |BI| · |ID|. (2)

Since the quadrilateral ABCD is inscribed, then ∠DAC = ∠DBC and ∠BAC = ∠BDC.
This implies that ∆AID is similar to ∆BID, as well as, ∆BIA is similar to ∆CID. These
observations imply that

|AI|
|BI| =

|DI|
|CI| =

|AD|
|BC| ,

|AI|
|DI| =

|BI|
|CI| =

|AB|
|CD| . (3)

In particular, |AI| · |IC| = |BI| · |ID|. Hence, (1) and (2) imply

|OA|2 · |AI||AC| + |OC|
2 · |CI||AC| = |OB|

2 · |BI||BD| + |OD|
2 · |DI||BD| and

|BD| ·
(
|OA|2 · |AI|+ |OC|2 · |CI|

)
= |AC| ·

(
|OB|2 · |BI|+ |OD|2 · |DI|

)
. (4)

We get from (3), that

|AI| = |AB||CD| · |DI|, |CI| = |BC||AD| · |DI|, |BI| = |AB||CD| · |CI| =
|AB|
|CD|

|BC|
|AD| · |DI|.

Substituting the obtained expressions into (4), we complete the proof. ⊲
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URL: https://archive.org/details/journaldemathma34unkngoog/page/n150/mode/2up.
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Аннотация. В данной работе приведено простое доказательство одного результата из недавней
работы Ю. Г. Никонорова и О. Ю. Никоноровой, первоначальное доказательство которого довольно
громоздко и основано на исследовании полиномиальных идеалов и символьных вычислениях с исполь-
зованием компьютера. Новое доказательство опирается на теорему Птолемея о вписанных четырехуголь-
никах. В дополнение к этому рассмотрены другие свойства вписанных четырехугольников и смежные
задачи.
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Аннотация. В прямоугольнике D =
{
(x, y) : a < x < a1, b < y < b1

}
с границей Γ1 = {y = b, a <

x < a1}, Γ2 = {x = a, b < y < b1} изучается переопределенная система интегральных уравнений типа
Вольтерра с особыми линиями, которая состоит из двумерного интегрального уравнения и двух од-
номерных интегральных уравнений. Решение переопределенной системы интегральных уравнений
типа Вольтерра с особыми линиями ищется в классе непрерывных функций в прямоугольнике D и
обращающихся в нуль на Γ1, Γ2. В случае, когда основным уравнением изучаемой переопределенной
системы интегральных уравнений является первое уравнение системы, и коэффициенты двумерно-
го интегрального уравнения связаны и не связаны между собой особым образом, получим условия
совместности уравнений системы. В случае, когда коэффициенты первого уравнения переопределен-
ной системы не связаны между собой, решение переопределенной системы интегральных уравнений
ищется в виде обобщенных степенных рядов. В работе получены явные решения переопределенной
системы уравнений, которые в зависимости от знака коэффициентов могут содержать произволь-
ные постоянные. Определены условия совместности уравнений системы, изучены свойства решений,
ставятся и решаются задачи типа Коши, где условия задаются на сингулярных многообразиях.

Ключевые слова: переопределенная система уравнений, интегральное уравнение типа Вольтерра,
особые линии, произвольные постоянные.
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1. Введение

Отметим, что изучению интегральных уравнений и краевых задач для аналитических
функций посвящены известные монографии Н. И. Мусхелишвили [1], Ф. Д. Гахова [2],
И. Н. Векуа [3]. Достойный вклад в развитие теории интегральных уравнений с непре-
рывными ядрами, со слабо-сингулярными ядрами, многомерных интегральных уравне-
ний внес труд С. Г. Михлина [4]. Работы А. Джураева [5], Г. Джангибекова [6] и их
учеников посвящены изучению обобщенных аналитических функций, также связанных
с ними двумерных сингулярных интегральных уравнений. Исследованию характеристи-
ческого сингулярного интегрального уравнения с ядром Коши в исключительном случае,
получению условия разрешимости и явной формулы представления решения посвящена

c© 2025 Раджабова Л. Н., Раджабов Н.
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работа А. П. Солдатова [7]. Теория сингулярных интегральных уравнений с особенностя-
ми логарифмического или степенного типа, а также одновременно со слабыми и силь-
ными особенностями в различных сочетаниях, была разработана Н. Б. Плещинским [8].
Основам вычисления определенных, сингулярных и гиперсингулярных одномерных и
двумерных интегралов, а также численному решению уравнений с ними, построению
и обоснованию вычислительных схем решений для слабо-сингулярных и сингулярных
интегральных уравнений различных видов посвящены труды С. А. Довгого, И. К. Ли-
фанова [9], Г. А. Расолько [10] и И. В. Байкова [11].

Отметим, что ранее в работах Н. Раджабова [12] были исследованы интегральные
уравнения типа Вольтерра с особыми левыми и правыми граничными, а также внут-
ренними сингулярными или сверх-сингулярными ядрами. Изучению переопределенных
систем одномерных интегральных уравнений типа Вольтерра с сингулярными или сверх-
сингулярными точками в ядре посвящена монография [13]. В [14] исследованы двумер-
ные интегральные уравнения типа Вольтерра с особыми и сильно-особыми граничными
линиями в прямоугольнике. Работы [15–17] посвящены изучению двумерных интеграль-
ных уравнений типа Вольтерра с особыми и сильно-особыми граничными линиями по од-
ной из переменных и слабо-особыми линиями по второй переменной на полосе. В данной
статье исследуется переопределенная система интегральных уравнений, которая состоит
из одного двумерного и двух одномерных интегральных уравнений с особыми линиями.
Для этой системы уравнений получены явные решения, которые могут содержать про-
извольные постоянные, определены условия совместности уравнений системы, изучены
свойства решений, а также выписываются решения соответствующих задач типа Коши.

2. Основной результат

Пусть дан прямоугольник D =
{
(x, y) : a < x < a1, b < y < b1

}
с граничными

линиями Γ1 = {y = b, a < x < a1}, Γ2 = {x = a, b < y < b1}. Рассмотрим в нем
переопределенную систему интегральных уравнений с особыми линиями вида





u(x, y) + λ
x∫
a

u(t,y)
t−a dt− µ

b∫
y

u(x,s)
b−s ds+ δ

x∫
a

dt
t−a

b∫
y

u(t,s)
b−s ds = f(x, y),

u(x, y) + ν
x∫
a

u(t,y)
t−a dt = g1(x, y),

u(x, y) − χ
b∫
y

u(t,s)
b−s ds = g2(x, y),

(1)

где f , g1, g2 — заданные функции, λ, µ, δ, ν, χ — заданные числа, u — искомая функция.
Решение переопределенной системы интегральных уравнений типа Вольтерра с осо-

быми ядрами (1) будем искать в классе функций u ∈ C(D), обращающихся в нуль на Γ1

и Γ2 с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)ε], ε > 0, x→ a,

u(x, y) = o[(y − b)ε], ε > 0, y → b.

Будем говорить, что в системе (1) основным уравнением является первое, если сна-
чала находится его решение, а после подчиняется второму и третьему уравнению.

Аналогичным образом вводится понятие основного второго и третьего уравнений.
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Отметим, что если в системе интегральных уравнений (1) основным уравнением явля-
ется первое, то функция f обращается в нуль на Γ1 и Γ2 с асимптотическим поведением:

f(x, y) = o
[
(x− a)δ1

]
, δ1 > |λ|, при x→ a, (2)

f(x, y) = o
[
(b− y)γ1

]
, γ1 > µ, при y → b. (3)

Тогда согласно [14], явное решение первого уравнения системы (1) при λ < 0, µ > 0,
δ = −λµ представимо в виде

u(x, y) = (b− y)µϕ(x) + (x− a)λψ(y) + f(x, y)− λ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ f(t, y)

t− a dt

+µ

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds− λµ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ dt

t− a

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(t, s)

b− s ds,

(4)

где ϕ, ψ — произвольные функции.
Подставляя решение вида (4) во второе и третье уравнения системы, определяем

условия совместности уравнений системы, значения произвольных функций в решении
вида (4) для различных значений коэффициентов переопределенной системы (1). Для
данной системы в случае, когда коэффициенты первого уравнения связаны между собой,
справедливы следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть в системе интегральных уравнений типа Вольтерра с особыми
линиями (1) при соотношениях λ < 0, µ > 0, δ = −λµ, ν < 0, χ > 0, |ν| > |λ|, f, g1, g2 ∈
C(D), f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением:

f(x, y) = o
[
(x− a)δ1

]
, δ1 > |λ|, при x→ a, (5)

f(x, y) = o
[
(b− y)γ1

]
, γ1 > µ, при y → b, (6)

существуют пределы

(b− y)−µg1(x, y) |y=b= g1(x), (7)

(x− a)λg2(x, y) |x=a= g2(y), (8)

причем g1(a) = 0, g2(b) = 0 с асимптотическим поведением:

g1(x) = o
[
(x− a)δ2

]
, δ2 > |ν|, при x→ a, (9)

g2(y) = o
[
(b− y)γ3

]
, γ3 > χ, при y → b. (10)

При этом функции f , g1, g2 связаны между собой условиями совместности

µg1(x, y) + (b− y) ∂
∂x

(
g1(x, y)− f(x, y)

)
+

(
ν − λ
λ

)
(x− a)−λ

×


µψ(y)∂ψ(y)

∂y
+ (b− y)(λ− ν)λ

x∫

a

(
x− a
t− a

)λ f(x, s)

t− a ds


 = 0,

(11)
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λg2(x, y) +

(
χ

µ
− 1

)
(b− y)µ

[
(λ− ν)(x− a)−νc1 + (λ− ν)g1(x)

+ν(1− λ)
x∫

a

(
t− a
x− a

)ν g1(t)

t− a dt+ (x− a) ∂
∂x
g1(x)

]

= (x− a) ∂
∂x

[
f(x, y)− g2(x, y) + (µ− χ)

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds

]
,

(12)

где

ψ(y) = (b− y)χc2 + g2(y) + χ

b∫

y

(
b− y
b− s

)χ g2(s)

b− s ds.

Тогда система (1) всегда разрешима и решение выражается равенством

u(x, y) = (b− y)µ
[
(x− a)−νc1 + g1(x)− ν

x∫

a

(
x− a
t− a

)|ν| g1(t)
t− a dt

]

+(x− a)|λ|
[
(b− y)χc2 + g2(y) + χ

b∫

y

(
b− y
b− s

)χ g2(s)

b− s ds
]

+f(x, y)− λ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ f(t, y)

t− a dt+ µ

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds

−λµ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ dt

t− a

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(t, s)

b− s ds,

(13)

где c1, c2 — произвольные постоянные.

Следствие 1. При выполнении условий теоремы 1 любое решение системы (1) из
класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)|λ|], при x→ a;
u(x, y) = o[(y − b)y3 ], где y3 = min(µ, χ) при y → b.

Свойство решения. Умножая на (b− y)(−µ) обе стороны полученного решения (13)
системы (1), далее при µ < χ, y = b, получим

(b− y)−µu(x, y)
∣∣
y=b

=


(x− a)−νc1 + g1(x)− ν

x∫

a

(
x− a
t− a

)|ν| g1(t)
t− a dt


 .

Тогда

(x− a)ν(b− y)−µu(x, y)
∣∣∣
y=b,
x=a

= c1.

Теперь, умножая обе стороны решения (13) на (x− a)λ, при |ν| > |λ|, x = a, имеем

(x− a)λu(x, y)|x=a = (b− y)χc2 + g2(y) + χ

b∫

y

(
b− y
b− s

)χ g2(s)

b− s ds.
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Тогда

(y − b)−χ(x− a)λu(x, y)
∣∣∣x=a,
y=b

= c2.

Теорема 2. Пусть в системе (1) при соотношениях λ < 0, µ > 0, δ = −λµ, ν > 0,
χ < 0, f, g1, g2 ∈ C(D), f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением (5), (6) существуют
пределы (7), (8), где

g1(x) = o
[
(x− a)ε

]
, ε > 0, x→ a; (14)

g2(y) = o
[
(y − b)ε

]
, ε > 0, y → b, (15)

а функции f , g1, g2 связаны между собой условиями совместности (11) и

λ g2(x, y)+

(
χ

µ
− 1

)
(b− y)µ


(λ− ν)g1(x)+(ν − λν)

x∫

a

(
t− a
x− a

)ν g1(t)

t− a dt+(x− a)∂g1(x)
∂x




= (x− a) ∂
∂x


f(x, y)− g2(x, y) + (µ − χ)

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds


 .

Тогда система (1) всегда разрешима и ее единственное решение представимо в виде:

u(x, y) = g1(x, y)− ν
x∫

a

(
x− a
t− a

)|ν| g1(t)
t− a dt+ g2(x, y) + χ

b∫

y

(
b− y
b− s

)χ g2(s)

b− s ds

+f(x, y)− λ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ f(t, y)

t− a dt+ µ

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds

−λµ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ dt

t− a

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(t, s)

b− s ds.

Следствие 2. При выполнении условий теоремы 2 любое решение системы (1) из
класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)ε] при ε > 0;

u(x, y) = o[(y − b)ε] при ε > 0.

Теорема 3. Пусть в системе (1) при соотношениях λ < 0, µ > 0, δ = −λµ, ν > 0,
χ > 0, f, g1, g2 ∈ C(D), f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением (5), (6) существуют
пределы (7), (8), где g1(a) = 0, g2(b) = 0 с асимптотическим поведением (14), (10).
Функции f , g1, g2 связаны между собой условиями совместности (11) и

λ g2(x, y) +

(
χ

µ
− 1

)
(b− y)µ


(λ− ν)g1x+ ν(1− λ)

x∫

a

(
t− a
x− a

)ν g1(t)

t− a dt+ (x− a)∂g1(x)
∂x




= (x− a) ∂
∂x


f(x, y)− g2(x, y) + (µ− χ)

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds


 .
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Тогда переопределенная неоднородная система интегральных уравнений типа Вольтерра
с особыми линиями (1) всегда разрешима, решение содержит одну произвольную посто-
янную и представимо в виде:

u(x, y) = (b− y)µ

g1(x)− ν

x∫

a

(
x− a
t− a

)|ν| g1(t)
t− a dt




+(x− a)|λ|

(b− y)χc2 + g2(y) + χ

b∫

y

(
b− y
b− s

)χ g2(s)

b− s ds




+f(x, y)− λ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ f(t, y)

t− a dt+ µ

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds

−λµ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ dt

t− a

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(t, s)

b− s ds.

(16)

Следствие 3. При выполнении условий теоремы 3 любое решение системы (1)
из класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)ε] при ε > 0;

u(x, y) = o[(y − b)γ4 ], где γ4 = min(µ, χ) при y → b.

Свойство решения. Умножая обе стороны решения (16) на (x− a)λ, при |ν| > |λ|,
x = a, получим

(x− a)λu(x, y)
∣∣
x=a

= (b− y)χc2 + g2(y) + χ

b∫

y

(
b− y
b− s

)χ g2(s)

b− s ds.

Тогда

(y − b)−χ(x− a)λu(x, y)
∣∣∣x=a,
y=b

= c2.

Теорема 4. Пусть в системе (1) при соотношениях λ < 0, µ > 0, δ = −λµ, ν < 0,
χ < 0, |ν| > |λ|, f, g1, g2 ∈ C(D), f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением (5), (6)
существуют пределы (7), (8), где g1(a) = 0, g2(b) = 0 с асимптотическим поведением
(9), (15). Функции f , g1, g2 связаны между собой условиями совместности (11), (12), где

ψ(y) = g2(y) + χ

b∫

y

(
b− y
b− s

)χ g2(s)

b− s ds.

Тогда переопределенная система (1) всегда разрешима, решение содержит одну произ-
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вольную постоянную и выражается равенством

u(x, y) = (b− y)µ

(x− a)−νc1 + g1(x)− ν

x∫

a

(
x− a
t− a

)|ν| g1(t)
t− a dt




+(x− a)|λ|

g2(y) + χ

b∫

y

(
b− y
b− s

)χ g2(s)

b− s ds




+f(x, y)− λ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ f(t, y)

t− a dt+ µ

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds

−λµ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ dt

t− a

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(t, s)

b− s ds.

(17)

Следствие 4. При выполнении условий теоремы 4 любое решение системы (1) из
класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)|λ|], при x→ a;
u(x, y) = o[(y − b)ε], ε > 0 при y → b.

Свойство решения. Умножая на (y − b)−µ обе стороны полученного решения (17)
системы (1), при выполнении условия (b− y)−µg2(y)|y=b = 0, при x = a, получим

(b− y)−µu(x, y)
∣∣
y=b

= (x− a)−νc1 + g1(x)− ν
x∫

a

(
x− a
t− a

)|ν| g1(t)
t− a dt.

Тогда

(x− a)ν(b− y)−µu(x, y)
∣∣∣
y=b,
x=a

= c1.

Теорема 5. Пусть в системе (1) при соотношениях λ > 0, µ < 0, δ = −λµ,
f, g1, g2 ∈ C(D), f(a, b) = 0, g1(a, b) = 0, g2(a, b) = 0, соответственно, с асимптотиче-
ским поведением:

f(x, y) = o
[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a; (18)

f(x, y) = o
[
(y − b)ε

]
, ε > 0 при y → b, (19)

g1(x, y) = o
[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a; (20)

g1(x, y) = o
[
(y − b)ε

]
, ε > 0 при y → b, (21)

g2(x, y) = o
[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a; (22)

g2(x, y) = o
[
(y − b)ε

]
, ε > 0 при y → b. (23)

Функции f , g1, g2 связаны между собой условиями совместности:

f(x, y)− (ν − λ)
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ f(t, y)

t− a dt+ µ

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds

+µ(ν − λ)
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ dt

t− a

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(t, s)

b− s ds = g1(x, y),
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f(x, y)− λ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ f(t, y)

t− a dt+ (µ − χ)
b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds

+λ(χ− µ)
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ dt

t− a

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(t, s)

b− s ds = g2(x, y).

Тогда переопределенная система (1) имеет единственное решение, представимое в виде:

u(x, y) = f(x, y)− λ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ f(t, y)

t− a dt+ µ

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds

−λµ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ dt

t− a

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(t, s)

b− s ds.

Следствие 5. При выполнении условий теоремы 5 любое решение системы (1) из
класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o
[
(x− a)ε

]
, ε > 0 при x→ a;

u(x, y) = o[(y − b)ε], ε > 0 при y → b.

Теорема 6. Пусть в системе (1) при соотношениях λ > 0, µ > 0, ν < 0, δ = −λµ,
f, g1, g2 ∈ C(D), f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением (6), (14), существует предел
(7), где g1(a) = 0 и g2(a, b) = 0 удовлетворяют (9), (22), (23), соответственно. Функции
f , g1, g2 связаны между собой условиями совместности:

µg1(x, y)+(b−y) ∂
∂x


g1(x, y)−(f(x, y))+(λ − ν)(b− y) ∂

∂x

x∫

a

(
x− a
t− a

)λ f(t, y)

t− a dt


 = 0, (24)

g2(x, y) =

(
1− χ

µ

)
(b− y)µ


(x− a)−νc1 + g1(x) + ν

x∫

a

(
t− a
x− a

)ν g1(t, y)

t− a dt




+f(x, y)− λ
x∫

a

(
x− a
t− a

)λ f(t, y)

t− a dt+ (µ − χ)
b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(t, s)

b− s ds

−λ(µ− χ)
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ dt

t− a

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds.

Тогда неоднородная система (1) всегда разрешима, решение содержит одну произволь-
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ную постоянную и выражается равенством

u(x, y) = (b− y)µ

(x− a)−νc1 + g1(x)− ν

x∫

a

(
x− a
t− a

)|ν| g1(t)
t− a dt




+f(x, y)− λ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ f(t, y)

t− a dt+ µ

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds

−λµ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ dt

t− a

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(t, s)

b− s ds.

(25)

Следствие 6. При выполнении условий теоремы 6 любое решение системы (1)
из класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)ε], ε > 0 при x→ a;

u(x, y) = o[(y − b)µ] при y → b.

Свойство решения. Умножая на (y − b)−µ обе стороны полученного решения (25)
системы (1), при выполнении условий теоремы 6, при y = b, получим

(b− y)−µu(x, y)
∣∣
y=b

=


(x− a)−νc1 + g1(x)− ν

x∫

a

(
x− a
t− a

)|ν| g1(t)
t− a dt


 .

Следовательно, (x− a)ν(b− y)−µu(x, y)
∣∣∣
y=b,
x=a

= c1.

Теорема 7. Пусть в системе (1) при соотношениях λ > 0, µ > 0, ν > 0, δ = −λµ,
f, g1, g2 ∈ C(D), f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением (18), (6), существует пре-
дел (7), где g1(a) = 0 и g2(a, b) = 0 удовлетворяют формулам g1(x) = o[(x − a)ε], ε > 0,
при x→ a, и (22), (23), соответственно. Функции f , g1, g2 связаны между собой услови-
ями совместности (24) и

g2(x, y) =

(
1− χ

µ

)[
g1(x, y)− ν

x∫

a

(
t− a
x− a

)ν g1(t, y)

t− a dt

]

+f(x, y)− λ
x∫

a

(
x− a
t− a

)λ f(t, y)

t− a dt+ (µ− χ)
b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(t, s)

b− s ds

−λ(µ− χ)
x∫

a

(
x− a
t− a

)λ dt

t− a

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(t, s)

b− s ds.

Тогда неоднородная система (1) всегда разрешима и ее единственное решение выража-
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ется равенством

u(x, y) = g1(x, y)− ν
x∫

a

(
x− a
t− a

)|ν| g1(t, y)
t− a dt

+f(x, y)− λ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ f(t, y)

t− a dt+ µ

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds

−λµ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ dt

t− a

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(t, s)

b− s ds.

Следствие 7. При выполнении условий теоремы 7, любое решение системы (1)
из класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)ε], ε > 0 при x→ a;
u(x, y) = o[(y − b)µ] при y → b.

Теорема 8. Пусть в системе (1) при соотношениях λ < 0, µ < 0, ν < 0, δ = −λµ,
χ > 0, |ν| > |λ|, f, g1, g2 ∈ C(D), f(a, b) = 0 с асимптотическим поведением (5), (19),
существует предел (x− a)λg1(x, y)|x=a = g1(y), где g1(b) = 0 и g2(a, b) = 0 удовлетворяют
формулам g1(y) = o[(y − b)ε], ε > 0, при y → b, и (22), (23), соответственно. Функции f ,
g1, g2 связаны между собой условиями совместности:

g1(x, y) =
1

λ

[
νf(x, y)− (x− a) ∂

∂x

(
g1(x, y)− f(x, y)

)]

+µ(x− a) ∂
∂x

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds+ νµ

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds,

g2(x, y) = g1(x, y)− χ
b∫

y

g1(x, s)

b− s ds + f(x, y)− λ
x∫

a

(
x− a
t− a

)λ f(t, y)

t− a dt

+(µ − χ)
b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds + λ(χ− µ)
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ dt

t− a

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds.

Тогда неоднородная система (1) всегда разрешима и ее единственное решение выража-
ется равенством

u(x, y) = g1(x, y) + f(x, y)− λ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ f(t, y)

t− a dt+ µ

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(x, s)

b− s ds

−λµ
x∫

a

(
t− a
x− a

)λ dt

t− a

b∫

y

(
b− y
b− s

)µ f(t, s)

b− s ds.

Следствие 8. При выполнении условий теоремы 7 любое решение системы (1)
из класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o[(x− a)|λ|] при x→ a;
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u(x, y) = o[(y − b)ε], ε > 0 при y → b.
В случае, когда коэффициенты первого уравнения системы (1) не связаны между

собой, т. е. δ1 = δ+λµ 6= 0, решение переопределенной системы (1) будем искать в классе
непрерывных функций, представимых в виде обобщенного степенного ряда:

u(x, y) = (x− a)−λ(y − b)µ
∞∑

n=0

(b− y)n+γun(x). (26)

Справедливо утверждение.

Теорема 9. Пусть в системе (1) при соотношениях λ < 0, µ > 0, δ1 = δ + λµ 6= 0,
δ1 < 0, функции f , g1, g2 представимы в виде:

f(x, y) = (x− a)−λ(y − b)µ
∞∑

n=0

(b− y)n+γfn(x),

g1(x, y) = (x− a)−λ(y − b)µ
∞∑

n=0

(b− y)n+γg1n(x),

g2(x, y) = (x− a)−λ(y − b)µ
∞∑

n=0

(b− y)n+γg2n(x),

где fn, g1n, g2n ∈ C(Γ1), в точке x = a обращаются в нуль с асимптотическим поведением:

fn(x) = o
[
(x− a)γ1

2

]
, γ12 >

|δ1|
n+ γ

, x→ a,

g1n(x) = o[(x− a)ε], ε > 0, x→ a,

g2n(x) = o[(x− a)ε], ε > 0, x→ a.

Функции fn, g1n и g2n связаны между собой условиями совместности:

g1n(x)=

(
1 +

µ

n+ γ

)
(x− a)f ′n(x)− (x− a)g′1n(x)+

(
1− λ+ ν − δ1

n+ γ

)(
1+

µ

n+ γ

)
fn(x)

−
(
1 +

µ

n+ γ

)(
λ− ν + δ1

n+ γ

)(
1− δ1

n+ γ

) x∫

a

(
t− a
x− a

) δ1
n+γ fn(t)

t− a dt, n = 0, 1, 2, . . . ,

g2n(x) = (n+ γ + µ− χ)
[(

1− ν(n+ γ)

λ(n + γ) + δ1

g1n(x)

n+ γ + µ
+

ν

λ(n+ γ) + δ1
fn(x)

)

+ν

(
ν

λ(n + γ) + δ1
− 2

n+ γ

) x∫

a

(
t− a
x− a

) δ1
n+γ fn(t)

t− a dt
]
, n = 0, 1, 2, . . .

Тогда неоднородная система (1) в классе функций (26), имеет единственное решение,
представимое в виде

u(x, y) = (x− a)−λ(y − b)µ
∞∑

n=0

(b− y)n+γ

[
(x− a)−

δ1
n+γ cn −

(
1 +

µ

n+ γ

)
fn(x)

−
(
1 +

µ

n+ γ

)(
δ1 + λ(n+ γ)

n+ γ

) x∫

a

(
t− a
x− a

) δ1
n+γ fn(t)

t− a dt
]
, n = 0, 1, 2, . . .
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Причем, если существует предел (x − a)
δ1

n+γ g2n(x)
∣∣
x=a

= c1n, тогда cn определяет-

ся из равенства cn = δ1+(n+γ)(λ−ν)
λ(n+γ)+δ1

c1n, n = 0, 1, 2, . . . , а при существовании предела

(x− a)
δ1

n+γ g2n(x) = c2n, cn определяется из равенства cn = µ+n+γ
µ+n+γ−χc

2
n, n = 0, 1, 2, . . .

Следствие 9. При выполнении условий теоремы 9 любое решение системы (1)
из класса C(D) на Γ1 и Γ2 обращается в нуль с асимптотическим поведением:

u(x, y) = o
[
(x− a)|λ|

]
при x→ a;

u(x, y) = o
[
(y − b)µ

]
при y → b.

Подобные утверждения получены и для других знаков коэффициентов системы ин-
тегральных уравнений (1), когда коэффициенты первого уравнения системы не связаны
между собой. Явные представления многообразия решений и свойства системы инте-
гральных уравнений (1) дают возможность для постановки и решения задач типа Коши,
когда условия задаются на сингулярных многообразиях.

Задача K1. Требуется найти решение системы интегральных уравнений (1) из класса
C(D) при λ < 0, µ > 0, ν < 0, δ = −λµ, χ > 0, |ν| > |λ|, по граничным условиям:

(x− a)ν(y − b)−µu(x, y)
∣∣∣y=a,
x=a

= A1;

(y − b)−χ(x− a)λu(x, y)
∣∣∣y=a,
x=a

= B1.

Решение задачи K1. Пусть выполнены условия теоремы 1. Используя интеграль-
ное представление (13) и свойства решения, получим c1 = A1, c2 = B1.

Подставляя значения c1, c2 в (13), имеем решение задачиK1. Следовательно, доказана
следующая

Теорема 10. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда задача K1 имеет един-
ственное решение, представимое в виде (13), где c1 = A1, c2 = B1.

Задача K2. Требуется найти решение системы (1) из класса C(D) при λ < 0, µ > 0,

ν > 0, δ = −λµ, χ > 0, по граничному условию (y − b)−χ(x− a)λu(x, y)
∣∣∣x=a,
y=b

= B2.

Решение задачи K2. Пусть выполнены условия теоремы 3. Используя интеграль-
ное представление (16) и свойства решения, имеем c2 = B2.

Подставляя в (16) данное значение c2, получим решение задачи K2. Следовательно,
доказана следующая теорема.

Теорема 11. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда задача K2 имеет един-
ственное решение, представимое в виде (16), где c2 = B1.

Задача K3. Требуется найти решение системы (1) из класса C(D) при λ < 0, µ > 0,
ν < 0, χ < 0, |ν| > |λ|, δ = −λµ, по граничному условию (x−a)ν(b−y)−µu(x, y)|y=a,

x=a
= A2.

Решение задачи K3. При выполнении условий теоремы 4 и условия (b −
y)−µg2(y)

∣∣
y=a

= 0, используя (17) и свойства решения, имеем c1 = A2.

Подставляя в (17) данное значение c1, получим решение задачи K3. Следовательно,
верно следующее утверждение.

Теорема 12. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда задача K3 имеет един-
ственное решение, представимое в виде (17), где c1 = A2.

Задача K4. Требуется найти решение системы (1) из класса C(D) при λ > 0, µ > 0,

ν < 0, δ = −λµ, по граничному условию (x− a)ν(b− y)−µu(x, y)
∣∣∣
y=b,
x=a

= A3.
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Решение задачи K4. Используя интегральное представление (25) и свойства реше-
ния при выполнении условий теоремы 6, имеем c1 = A3.

Подставляя в интегральное представление (25) это значение c1, получим решение
задачи K4. Следовательно, доказана следующая теорема.

Теорема 13. Пусть выполнены условия теоремы 6. Тогда задача K4 имеет един-
ственное решение, представимое в виде (25), где c1 = A3.
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Abstract. In the rectangle D =
{
(x, y) : a < x < a1, b < y < b1

}
with boundary lines Γ1 = {y =

b, a < x < a1}, Γ2 = {x = a, b < y < b1} we study a overdetermined system of the Volterra-type integral
equations with special lines, which consists of a two-dimensional integral equation and two one-dimensional
integral equations. The solution of the overdetermined system of the Volterra-type integral equations with
special lines is sought in the class of continuous functions in the rectangle D and vanishing on the lines Γ1,
Γ2. In the case when the main equation of the studied overdetermined system of integral equations is the first
equation of the system and the coefficients of the two-dimensional integral equation are related and not related
to each other in a special way, we obtain the conditions of jointness of the equations of the system. In the
case when the coefficients of the first equation of the overdetermined system are not related, the solution of
the overdetermined system of integral equations is sought in the form of generalized power series. We obtain
explicit solutions of the overdetermined system of equations, which, depending on the sign of the coefficients,
may contain arbitrary constants, determine the conditions of coexistence of the equations of the system, study
the properties of the solutions, set and solve Cauchy-type problems, where the conditions are set on singular
manifolds.
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1. Introduction

The straightforward way to find the resolvent (λI −L)−1 of the linear operator (L,D(L))
in the Banach space F is to study (for given λ ∈ C) if the equation λf −Lf = g has for each
g ∈ F a unique solution f ∈ D(L). If we know that (L,D(L)) is closed then this is enough,
but if not then we must also check that f depends on g continuously. In case of success we
have f = (λI − L)−1g. For example, if F is one of the subsets of space of all functions
f : R→ C, and Lf = af ′′ + bf ′ + cf is a differential operator defined by constant coefficients
a, b, c ∈ C, then this task is not difficult. Indeed λf − Lf = g is a second order differential
equation λf(x)− af ′′(x)− bf ′(x)− cf(x) = g(x), x ∈ R, with only one variable coefficient g,
and there are standard formulas in ODE books to solve this equation using the variation of
parameters method. But if a, b, c are not constants, but functions that depend on x then the

#The work (except theorem 5) was supported by the Russian Science Foundation (project 23-71-30008).
Theorem 5 was obtained in IITP (Dobrushin’s Math. Lab.).

c© 2025 Remizov, I. D.
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situation becomes much worse because there are no standard formulas for solution of equation
λf(x)− a(x)f ′′(x)− b(x)f ′(x)− c(x)f(x) = g(x), x ∈ R.

However, if (L,D(L)) holds one additional property, then we can use a non-straightforward
method of finding the resolvent, this method is the main result of the paper. The property
is that (L,D(L)) is the generator of a C0-semigroup, which informally means that exponent
etL exists as a linear bounded operator, and depends on t ∈ [0,+∞) continuously in some
sense. If (L,D(L)) is a linear bounded operator with D(L) = F then this condition holds
automatically, but if (L,D(L)) is not bounded then there is a beautiful theory around it,
see e. g. [1–5]. In most interesting cases (e.g. if L is a differential operator with variable
coefficients) it is difficult to calculate etL directly because power series etL =

∑∞
n=0(tL)

n/n!
is useless in case of unbounded operator L. Yet it is possible to find etL approximately using
the Chernoff theorem [6], this theorem will be discussed below. After that, having etL we
calculate the resolvent via well known [3] formula (λI−L)−1f =

∫∞
0 e−λtetLfdt. The method

may look complicated because of the many steps it has (find Chernoff function for L, find etL

via Chernoff approximations, find (λI − L)−1 via etL), however all these steps are supported
by known methods, and so our proposed method may still be much simpler than considering
the equation λf − Lf = g.

Brief history and overview of the results obtained up to 2017 in constructing Chernoff
approximations of etL for several classes of operators L can be found in [7]. Several papers
on the topic showing the diversity of cases studied are [8–13], see also [14–16]. Speed of
convergence of Chernoff approximations were studied in [17–23], see also references therein. See
also paper [24] which numerically investigates the efficiency of the Monte Carlo method based
on the application of the Chernoff theorem, and paper [25] that mathematically substantiate
such an approach to the Chernoff approximations.

Summing up, we can say that the method of Chernoff approximation is an extremely
effective tool for expressing etL in terms of variable coefficients of operator L. The present
paper shows that this method can be also be used for expressing (λI−L)−1 in terms of variable
coefficients of operator L, and for finding the solution of the corresponding differential equation
λf − Lf = g. As an example we consider second order linear ODE with variable coefficients.

Limits of multiple integral as multiplicity tends to infinity (such expressions are called
Feynman formulas [8]) are one of the ways (which actually was used originally by Richard
Feynman [26, 27]) to define Feynman path integral [28, 29]. So in Theorem 5 a solution of
an ODE is in the first time in history of science represented via Feynman formula, which can
also be interpreted as Feynman integral if one wishes to do. Such theoretical step is novel and
may lead to some unexpected applications in the future.

2. Preliminaries: Operator Semigroups and their Chernoff Approximations

Let us recall some relevant definitions and facts of C0-semigroup theory following [3].

Definition 1. Let F be a Banach space over the field R or C. Let L (F ) be the set of all
bounded linear operators in F . Suppose we have a mapping V : [0,+∞)→ L (F ), i. e. V (t)
is a bounded linear operator V (t) : F → F for each t > 0. The mapping V , or equivalently the
family (V (t))t>0, is called a strongly continuous one-parameter semigroup of linear bounded

operators (or just a C0-semigroup) iff it satisfies the following three conditions:
1) V (0) is the identity operator I, i. e. V (0)ϕ = ϕ for each ϕ ∈ F ;
2) V maps the addition of numbers in [0,+∞) into the composition of operators in L (F ),

i. e. for all t > 0 and all s > 0 we have V (t + s) = V (t) ◦ V (s), where for each ϕ ∈ F the
notation (A ◦B)(ϕ) = A(B(ϕ)) = ABϕ is used;
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3) V is continuous with respect to the strong operator topology in L (F ), i. e. for all
ϕ ∈ F vector V (t)ϕ depends on t continuously, i. e. the function [0,+∞) ∋ t 7−→ V (t)ϕ ∈ F

is continuous.

Remark 1. The definition of a C0-group (V (t))t∈R is obtained by substituting [0,+∞)
with R in the definition above.

Definition 2. Let (V (t))t>0 be a C0-semigroup in Banach space F . Its infinitesimal

generator (or just generator) is defined as the operator L : D(L)→ F with the domain

D(L) =

{
ϕ ∈ F : there exists a limit lim

t→+0

V (t)ϕ− ϕ
t

}
⊂ F ,

and

Lϕ = lim
t→+0

V (t)ϕ− ϕ
t

.

Remark 2. It is known [3] that for each C0-semigroup (V (t))t>0 in Banach space F ,
the set D(L) is a dense linear subspace of F . Moreover, (L,D(L)) is a closed linear operator
that uniquely defines the semigroup (V (t))t>0. Also for each C0-semigroup (V (t))t>0 in Banach
space there exist constants M > 1 and ω ∈ R such that ‖V (t)‖ 6Meωt for all t > 0.

Remark 3. Very often the notation V (t) = etL is used. This is a good notation for several
reasons. First, properties e0·L = I and e(t+s)L = etLesL are consistent with the case when L
is a number or a matrix. Second, if L is a bounded linear operator then the exponent can
be defined via the standard power series etL =

∑∞
n=0(tL)

n/n! that converges in the operator
norm. Finally, in general case we have etLf = (I + tL)f + o(t) for all f ∈ D(L) which again
retains properties of the exponent in number and matrix case.

Now we are ready to state the Chernoff theorem. From several options (see [3, 5, 6, 29]),
we choose the one given in [5] (in equivalent formulation):

Theorem 1 (P.R. Chernoff (1968), cf. [3, 5, 6, 29]). Suppose that the following three
conditions are met:

1. C0-semigroup (etL)t>0 with generator (L,D(L)) in Banach space F is given, such that
for some w > 0 the inequality ‖etL‖ 6 ewt holds for all t > 0.

2. There exists a strongly continuous mapping S : [0,+∞) → L (F ) such that S(0) = I
and the inequality ‖S(t)‖ 6 ewt holds for all t > 0.

3. There exists a dense linear subspace D ⊂ F such that for all f ∈ D there exists a
limit S′(0)f := limt→+0(S(t)f − f)/t. Moreover, S′(0) on D has a closure that coincides with
the generator (L,D(L)).

Then the following statement holds:

(C) for every f ∈ F , as n→∞ we have S(t/n)nf → etLf locally uniformly with respect
to t > 0, i. e. for each T > 0 and each f ∈ F we have

lim
n→∞

sup
t∈[0,T ]

∥∥S(t/n)nf − etLf
∥∥ = 0.

Above S(t/n)n = S(t/n) ◦ · · · ◦ S(t/n)︸ ︷︷ ︸
n

is the composition of n copies of linear bounded

operator S(t/n) defined everywhere on F .

Definition 3. Let C0-semigroup (etL)t>0 with generator L in Banach space F be given.
The mapping S : [0,+∞)→ L (F ) is called a Chernoff function for operator L iff it satisfies
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the condition (C) of Chernoff theorem 1. In this case expressions S(t/n)n are called Chernoff

approximations to the semigroup etL.

There is also a variant of the Chernoff theorem that allows us to prove the existence
of the semigroup.

Theorem 2 (Chernoff-type theorem, Corollary 5.3 from Theorem 5.2 in [3]). Let F

be a Banach space, and L (F ) be the space of all linear bounded operators on F . Suppose
there is a function S : [0,+∞) → L (F ), meeting the condition S(0) = I, where I is the
identity operator. Suppose there are numbers M > 1 and ω ∈ R such that ‖S(t)k‖ 6 Mekωt

for every t > 0 and every k ∈ N. Suppose the limit limt→+0
S(t)ϕ−ϕ

t =: Lϕ exists for every
ϕ ∈ D ⊂ F , where D is a dense subspace of F . Suppose there is a number λ0 > ω such that
(λ0I − L)(D) is a dense subspace of F .

Then the closure L of the operator L is a generator of a strongly continuous semigroup
of operators (eL)t>0 given by the formula eLϕ = limn→∞ S(t/n)nϕ where the limit exists for

every ϕ ∈ F and is uniform with respect to t ∈ [0, T ] for every T > 0. Moreover (eL)t>0

satisfies the estimate ‖eL‖ 6Meωt for every t > 0.

Remark 4. There are several theorems that help to find out if some linear operator
(or the closure of it) generates a C0-semigroup. Most general are Hille–Yosida theorem and
Feller–Miyadera–Phillips theorem. Unfortunately both heavily use properties of the resolvent
which is a kind of circulus vitiosus because we start all this activity to find the resolvent but
need its properties to do it.

However there are several results that only use properties of the operator to prove that
it generates a C0-semigroup:

1. Stone’s generation theorem: if A is a self-adjoint operator in Hilbert space, then iA
generates a C0-semigroup; even more, this is a C0-group of unitary operators.

2. Lumer-Phillips theorem: linear, closed, densely defined in Banach space, dissipative
operator A with a property that A − λ0I is surjective for some λ0 > 0, generates a C0-
semigroup of contraction operators.

3. A. Yu. Neklyudov’s inversion of Chernoff’s theorem [30].

Remark 5. Chernoff’s theorem is a deep result of functional analysis and is designed for
dealing with infinite-dimensional spaces F . However, it can be illustrated in one-dimensional
setting in two ways, which helps to build intuition. First, one-dimensional version of Chernoff’s
theorem, when F = L (F ) = R, says that if s : [0,+∞) → R, l ∈ R and s(t) = 1 + tl + o(t)
as t→ 0, then limn→∞(s(t/n))n = etl, which is a simple fact of calculus. Second, one can see
that Chernoff’s theorem is an infinite-dimensional analogue of the forward Euler method for
solving ordinary differential equations numerically.

3. Main Result

Theorem 3. Let F be real or complex Banach space, and let L (F ) be the set of all linear
bounded operators in F . Suppose that linear operator L : F ⊃ D(L)→ F generates C0-se-
migroup (etL)t>0 satisfying for some constants M > 1 and ω > 0 inequality ‖etL‖ 6 Meωt

for all t > 0. Suppose that function S : [0,+∞) → L (F ) is given and ‖S(t)k‖ 6 Meωtk

for all t > 0 and all k = 1, 2, 3, . . . Let us denote the resolvent of (L,D(L)) by the symbol
Rλ = (λI − L)−1 for all λ ∈ ρ(L). Suppose that the number λ ∈ C is given and Reλ > ω.
Then λ ∈ ρ(L) and:
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1. If for all T > 0 we have limn→∞ supt∈[0,T ]

∥∥etLf − (S(t/n))nf
∥∥ = 0 for every f ∈ F ,

then we have

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥
Rλf −

∞∫

0

e−λt(S(t/n))nf dt

∥∥∥∥∥∥
= 0, f ∈ F . (1)

2. If for all T > 0 we have limn→∞ supt∈[0,T ]

∥∥etL − (S(t/n))n
∥∥ = 0, then we have

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥
Rλ −

∞∫

0

e−λt(S(t/n))n dt

∥∥∥∥∥∥
= 0. (2)

⊳ Integrals in (1) and (2) can be understood as improper Riemann integrals because
for each n integrands are continuous functions of t. Moreover ‖e−λt(S(t/n))n‖ 6

e−tReλMe(t/n)ωn =Met(ω−Re λ) with ω−Reλ < 0, so both integrals converge. Theorem II.1.10
from [3] says that λ ∈ ρ(L) and Rλf =

∫∞
0 e−λtetLf dt for each f ∈ F with ‖Rλ‖ 6

M/(Re λ− ω).
Let us prove item 1. Suppose ε > 0 and f ∈ F are given. Let us prove that there exists

n0 ∈ N such that for all n > n0 the estimate
∥∥Rλf −

∫∞
0 e−λt(S(t/n))nfdt

∥∥ < ε holds.
Integral in (1) and

∫∞
0 e−λtetLfdt both converge hence the integral on the right hand side

of the equality

Rλf −
∞∫

0

e−λt(S(t/n))nf dt =

∞∫

0

e−λt(etLf − (S(t/n))nf) dt

converges. Moreover, it convergences uniformly in n ∈ N due to the estimate

∥∥∥e−λt
(
etL − (S(t/n))n

)∥∥∥ 6 e−Reλt
( ∥∥etL

∥∥+ ‖(S(t/n))n‖
)

6 e−Reλt
(
Meωt +Me(t/n)ωn

)
6 2Met(ω−Re λ)

with ω − Reλ < 0.
Let us use the so-called ε/2-method to prove that

∫∞
0 < ε, using representation∫∞

0 =
∫ T
0 +

∫∞
T . First, using ε, we find such T > 0 that

∫∞
T 6 ε/2 for all n, and then

for this T we find such n0 that for all n > n0 we have
∫ T
0 < ε/2. This will give us

∫∞
0 < ε.

Indeed, we have

∥∥∥∥∥∥

∞∫

T

e−λt
(
etLf − (S(t/n))nf

)
dt

∥∥∥∥∥∥
6

∞∫

T

2Met(ω−Re λ) dt = 2M
1

Reλ− ωe
T (ω−Reλ) 6

ε

2

for all n ∈ N and all T satisfying inequality T > max
(
0, 1

Reλ−ω ln 4M
(Reλ−ω)ε

)
. Suppose that

such number T is selected.
Next, thanks to the conditions of the Theorem we have

lim
n→∞

sup
t∈[0,T ]

∥∥etLf − (S(t/n))nf
∥∥ = 0,
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so there exists n0 such that for all n > n0, we have

∥∥∥∥∥∥

T∫

0

e−λt
(
etLf − (S(t/n))nf

)
dt

∥∥∥∥∥∥
6

T∫

0

e−tReλ
∥∥etLf − (S(t/n))nf

∥∥ dt

6 T max
t∈[0,T ]

e−tReλ sup
t∈[0,T ]

∥∥etLf − (S(t/n))nf
∥∥ < ε

2
.

So we proved that for arbitrary ε > 0 there exists n0 such that for all n > n0 we get
∥∥∥∥∥∥
Rλf −

∞∫

0

e−λt(S(t/n))nf dt

∥∥∥∥∥∥
< ε.

Item 1 is proved. Proof of item 2 is obtained by deleting f from the proof of item 1. ⊲

4. Corollary: Feynman Formula for the Resolvent

Assumption 1. Consider functions a, b, c : R → R on R. Assume that a(x) > 0 for all
x ∈ R. Assume that there exists such β ∈ (0, 1] that function c is bounded and Hölder con-
tinuous with Hölder exponent β, and functions a, x 7→ 1/a(x), b are bounded and Hölder
continuous with Hölder exponent β with derivatives of order one and two.

Consider Banach space C0(R,R) of all continuous functions f : R → R vanishing at
infinity (i. e. lim‖x‖→∞ f(x) = 0), with the uniform norm ‖f‖ = supx∈R |f(x)|. Consider space
C2
c (R,R) of all compactly-supported functions that are continuous with derivatives of order

one and two; note that this space is a dense linear subspace in C0(R,R).
For all f ∈ C2

c (R,R) define linear operator H via the formula

(Hf)(x) = a(x)f ′′(x) + b(x)f ′(x) + b(x)f(x). (3)

Assume that the closure (H,D(H)) of operator H : D(H) = C2
c (R,R) → C0(R,R)

exists and generates a C0-semigroup (etH)t>0 in C0(R,R); this assumption is fulfilled, e. g.
if a(x) > a0 for some constant a0 > 0, and b, c only satisfy already mentioned conditions.
Now operator (H,D(H)) is well defined.

Remark 6. Following [31], let us consider operator-valued functions S1, S2, S3, S that
are defined on [0,∞) and take values in L (C0(R,R)). For all x, y ∈ R, t > 0 define

(S1(t)f)(x) =
1√

4πta(x)

∫

R

exp

(−(x− y)2
4ta(x)

)
f(y) dy,

(S2(t)f)(x) =
1√

4πta(x)

∫

R

exp

(−(x− y)2
4ta(x)

− b(x)(x − y)
2a(x)

)
f(y) dy,

(S3(t)f)(x) = exp

(
t

(
c(x)− b(x)2

4a(x)

))
f(x), S(t) = S3(t)S2(t). (4)

It is proved in [31] that for all f ∈ C2
c (R,R) and t→ 0 we have

(S1(t)f)(x) = f(x) + ta(x)f ′′(x) + o(t),

(S(t)f)(x) = f(x) + t
[
a(x)f ′′(x) + b(x)f ′(x) + c(x)f(x)

]
+ o(t),
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and inequality ‖S(t)‖ 6 ew·t holds for all t > 0 with w = max(0, supx∈RC(x)). Operator H
generates a C0-semigroup, so all conditions of the Chernoff theorem are fulfilled. Hence

(
etHf

)
(x) =

(
lim
n→∞

S(t/n)nf
)
(x), for all t > 0, x ∈ R, f ∈ C0(R,R)

locally uniformly in t, i. e. for all T > 0 we have limn→∞ supt∈[0,T ]

∥∥∥etHf − (S(t/n))nf
∥∥∥ = 0.

The expression for S(t/n)nf can be rewritten as follows:

(
etHf

)
(x0) = lim

n→∞

∫

R

· · ·
∫

R︸ ︷︷ ︸
n

exp


 t

n

n∑

j=1

(
c(xj−1)−

b(xj−1)2

4a(xj−1)

)
exp




n∑

j=1

b(xj−1)(xj − xj−1)
2a(xj−1)




×
( √

n√
4πt

)n



n−1∏

j=0

a(xj)



−1/2

exp


− n

4t

n−1∑

j=0

(xj − xj+1)
2

a(xj)


 f(xn)dx1 . . . dxn.

Now we can apply Theorem 3 and obtain a formula for the resolvent of H.

Theorem 4. Under notation and assumptions from Assumption 1 and Remark 6, the
resolvent Rλ = (λI − H)−1 is given for all λ ∈ C satisfying Reλ > w, all g ∈ C0(R,R), all
x0 ∈ R by the following formula:

(Rλg)(x0) = lim
n→∞

∞∫

0

e−λt
[∫

R

· · ·
∫

R︸ ︷︷ ︸
n

× exp


 t

n

n∑

j=1

(
c(xj−1)−

b(xj−1)2

4a(xj−1)

)


× exp




n∑

j=1

b(xj−1)(xj − xj−1)
2a(xj−1)


×

( √
n√
4πt

)n



n−1∏

j=0

a(xj)



−1/2

× exp


− n

4t

n−1∑

j=0

(xj − xj+1)
2

a(xj)


 g(xn) dx1 . . . dxn

]
dt,

where the limit limn→∞ exists uniformly in x0 ∈ R.

⊳ Let us check conditions of Theorem 3. Set F = C0(R,R) with the uniform norm
‖f‖ = supx∈R |f(x)|. Consider L = H defined via (3), D(L) = D(H), ω = w, M = 1.
Consider S(t) defined in (4). We already have ‖S(t)‖ 6 ewt, which implies ‖S(t)k‖ 6 ewtk.
Condition limn→∞ supt∈[0,T ] ‖etHf − (S(t/n))nf‖ = 0 for all f ∈ F and all T > 0 is true
thanks to [31], where the Chernoff theorem is used. The proof is finished due to item 1 of
Theorem 3. ⊲

Remark 7. Note that for an arbitrary linear operator (L,D(L)) the resolvent (λI−L)−1
and the semigroup etL, if they exist, are defined by (L,D(L)) uniquely. Meanwhile, there
are many Chernoff functions for the same operator (L,D(L)), so there are many Chernoff
approximations for (λI − L)−1 and etL. This gives us some freedom in constructing such
approximations. The representation for the resolvent proposed in Theorem 4 is only one
of the representations that can be obtained via the Chernoff theorem.
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5. Corollary: Representing Solution of ODEs via Feynman Formula

There is no standard well known method of expressing the solution of ODE −a(x)f ′′(x)−
b(x)f ′(x) − c(x)f(x) + λf(x) = g(x), x ∈ R in terms of variable coefficients a, b, c, g and
constant λ. Meanwhile, our method gives a formula for the solution, because f = (λI−L)−1g
for L given by (Lf)(x) = a(x)f ′′(x) + b(x)f ′(x) + c(x)f(x). We will rewrite λf − Lf = g
as Lf −λf = −g because it is easier to follow the idea. Please allow us to make the statement
of the theorem a bit wordy to keep it self-contained.

Theorem 5. Consider second order ordinary differential equation for function f : R→ R

a(x)f ′′(x) + b(x)f ′(x) + (c(x) − λ)f(x) = −g(x) for all x ∈ R, (5)

where functions a, b, c, g : R → R are known parameters and number λ ∈ C is also a known
parameter. Assume that there exists constant a0 > 0 such that a(x) > a0 for all x ∈ R.
Suppose that there exists β ∈ (0, 1] such that function c is bounded and Hölder continuous
with Hölder exponent β, and functions a, x 7→ 1/a(x), b are bounded and Hölder continuous
with Hölder exponent β with derivatives of order one and two. Assume that function g is
continuous and vanishes at infinity. Assume that R ∋ λ > max(0, supx∈R c(x)).

Then for (5) there exists a unique continuous and vanishing at infinity solution f given
for all x0 ∈ R by the formula

f(x0) = lim
n→∞

∞∫

0

e−λt
[∫

R

· · ·
∫

R︸ ︷︷ ︸
n

exp


 t

n

n∑

j=1

(
c(xj−1)−

b(xj−1)2

4a(xj−1)

)


× exp




n∑

j=1

b(xj−1)(xj − xj−1)
2a(xj−1)


×

( √
n√
4πt

)n



n−1∏

j=0

a(xj)



−1/2

× exp


− n

4t

n−1∑

j=0

(xj − xj+1)
2

a(xj)


 g(xn)dx1 . . . dxn

]
dt,

where the limit lim
n→∞

exists uniformly in x0 ∈ R.

⊳ In Theorem 4 set f = Rλg. ⊲

Remark 8. This reasoning also works in the multi-dimensional situation for x ∈ R
d,

where we have an elliptic PDE instead of ODE.

6. Corollary: Translation-Based Formula as a Method of Solving ODEs

Another Chernoff approximations for the same semigroup are known, these approximations
do not involve multiple integrals but use multiple shifts instead [12]. For these approximations
error bounds are known. Rate of convergence of Chernoff approximations is given in [19]
for the general case of arbitary semigroup, and also in this particular case of translation-
based approximations [18] for the semigroup that is discussed in the next theorem. The word
“translation” is used because for a(x) = a0 ≡ const operator f 7→ [x 7→ f(x + 2

√
a(x)t)]

is indeed a translation (shift) of f by the value 2
√
a0t.

Let us use symbol UCb(R) to denote Banach space of all bounded and uniformly continuous
functions f : R → R with the uniform norm ‖f‖ = supx∈R |f(x)|. Let us use symbol C∞b (R)
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for the subspace of UCb(R) consisting of all infinitely differentible functions that are bounded
and have bounded derivatives of all orders.

Theorem 6. Suppose that functions a, b, c ∈ UCb(R) are bounded with their derivatives
up to order 3, and there exists such a constant a0 > 0 that estimate infx∈R a(x) > a0 > 0 is
satisfied for all x ∈ R. For each function φ ∈ C∞b (R) = D(A) define Aφ = aφ′′+ bφ′+ cφ. For
each t > 0, each x ∈ R and each f ∈ UCb(R) define

(S(t)f)(x) =
1

4
f
(
x+ 2

√
a(x)t

)
+

1

4
f
(
x− 2

√
a(x)t

)
+

1

2
f
(
x+ 2b(x)t

)
+ tc(x)f(x). (6)

Assume also that R ∋ λ > supx∈R |c(x)| = ‖c‖. Then:

1. Closure A of operator A generates a C0-semigroup in UCb(R).

2. For each g ∈ UCb(R) the solution f : R→ R of the equation

a(x)f ′′(x) + b(x)f ′(x) + (c(x) − λ)f(x) = −g(x) for all x ∈ R, (7)

exists, is unique in UCb(R) and is given for all x ∈ R by the formula

f(x) =

∞∫

0

e−λt
(
eAg

)
(x)dt = lim

n→∞

∞∫

0

e−λt ((S(t/n))ng) (x) dt, (8)

where S(t/n) is obtained by substitution of t with t/n in (6), and (S(t/n))n is the composition
of n copies of linear bounded operator S(t/n).

Suppose additionally that function g is bounded with derivatives up to order 5. Then:

3. There exist nonnegative constants C0, C1, . . . , C4 such that for all t > 0 and all n ∈ N

the following inequality holds:

‖S(t/n)ng − etAg‖ 6 t2e‖c‖t

n

(
C0‖g‖ + C1‖g′‖+ C2‖g′′‖+ C3‖g′′′‖+ C4

∥∥g(IV )
∥∥
)
. (9)

4. Error bound in (8) for all n ∈ N is given by inequality

sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣
f(x)−

∞∫

0

e−λt ((S(t/n))ng) (x) dt

∣∣∣∣∣∣
6

2Cg

n · (λ− ‖c‖)3 ,

where Cg = C0‖g‖ + C1‖g′‖+ C2‖g′′‖+ C3‖g′′′‖+ C4‖g(IV )‖.
5. Integral in item 2 can be calculated over [0, T ] instead of [0,∞) with controlled level of

error. This means that for each ε > 0 there exists T = max
(
0, 1

λ−‖c‖ ln
2

(λ−‖c‖)ε

)
such that

for all n ∈ N we have

sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣
f(x)−

T∫

0

e−λt ((S(t/n))ng) (x)dt

∣∣∣∣∣∣
6

2Cg

n · (λ− ‖c‖)3 + ε.

⊳ Item 1 follows from Theorem 4.2 in [18]. Item 2 is a particular case of the main result
of the paper, Theorem 3. Item 3 follows from Example 4.2 in [18]. Item 4 follows from items 2
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and 3 with simple estimate

∥∥∥∥∥∥

∞∫

0

e−λt
(
eAg

)
(x) dt −

∞∫

0

e−λt ((S(t/n))ng) (x) dt

∥∥∥∥∥∥

6

∞∫

0

e−λt
∥∥∥eAg − (S(t/n))ng

∥∥∥ dt 6
∞∫

0

e(‖c‖−λ)t
t2

n
Cg dt =

2Cg

n · (λ− ‖c‖)3 .

Item 5 (by repeating the reasoning in the first part of the proof of Theorem 3) follows
from item 4 and the well known fact that the semigroup (etA)t>0 is a quasi-contraction,
i. e. in estimate for norm ‖etA‖ 6Meωt it is possible to set M = 1, ω = ‖c‖. ⊲

Remark 9. Independently of Chernoff function used (is it based on integral operators
as in Theorem 5 or on translation operators as in Theorem 6), Chernoff approximations are
allowing to calculate value of the solution in only one point of the domain of solution (in one
point x ∈ R in our examples). Meanwhile methods based on a computational grid calculate
values of the solution in all points of the computational grid. Moreover, values of Chernoff
approximations at different points of the domain can be calculated in parallel, using multi-core
processors and GPU which is an advantage of this approach.

Acknowledgments. Author is thankful to Oleg Galkin, Denis Mineev and Polina Panteleeva for
comments on the manuscript.
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Аннотация. Метод черновских аппроксимаций является мощным и гибким инструментом функци-
онального анализа, позволяющим во многих случаях выразить exp(tL) через переменные коэффициен-
ты линейного дифференциального оператора L. В данной работе доказывается теорема, позволяющая
применять этот метод для нахождения резольвенты оператора L. Наша теорема утверждает, что пре-
образования Лапласа аппроксимаций Чернова C0-полугруппы сходятся к резольвенте генератора этой
полугруппы. Мы демонстрируем предложенный метод на дифференциальном операторе второго порядка
с переменными коэффициентами. В качестве следствия мы получаем новое представление решения неод-
нородного линейного обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка в терминах функ-
ций, являющихся коэффициентами этого уравнения, играющих роль параметров задачи. Для функции
Чернова на основе оператора сдвига мы даем оценку скорости сходимости приближений к решению.

Ключевые слова: полугруппы операторов, резольвента оператора, линейное ОДУ с переменными
коэффициентами, представление решения, черновские аппроксимации.
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Abstract. The article generalizes a mathematical model describing the population dynamics of cell
clusters, based on a system of first-order nonlinear differential equations by introducing additional
parameters. It is proposed to add two types of coefficients to the model: a survival coefficient, which
describes the proportion of cells that die due to some environmental influences and subsequent autophagy
or as a result of intracellular processes leading to death (necrosis, apoptosis), and the aging coefficient,
which describes the limitation in the rate and possibility of cell division due to reduction in the length of
telomers of the cells chromosomes during mitosis. The added coefficients have a biological meaning and
can be evaluated during the experiment, as required by the considered model of morphogenesis. Taking
these parameters into account in the mathematical model made it possible to determine new dynamic
regimes in the system of differential equations describing the behavior of multicellular clusters. For the
obtained system of differential equations, an analysis of its equilibrium points and the stability of steady
states corresponding to these points was carried out. The values of the parameters of the mathematical
model at which the system can reach a steady state were determined. Also, limitations on the parameters
were identified, at which it is impossible to estimate the stability of steady states using the Lyapunov
method. It follows from the obtained conditions that one of the cases when the system of cell clusters
comes to a steady state is either the extinction of all cells, or the cessation of division of cell clusters.
Steady states of different type are also possible, for which the criteria of existence and possibility have yet
to be determined.

Keywords: systems of nonlinear differential equations, modeling of morphogenesis, programming cell
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Introduction

The simplest way to describe tissue formation processes is to quantify changes in the
total number of cells in populations. Such estimates can be obtained using population models
like in [1] or [2]. Their main advantage is abstraction from the nature of interaction between
individual cells and the ability to evaluate scenarios for the development of the system with
minimal computational costs. Possible behavioural scenarios can be estimated using dynamic
regimes of a system of differential equations describing the cell populations.

An important requirement when choosing a mathematical model is the portability of
results between models of different types. If a certain result is obtained using a population

c© 2025 Smirnov, M. A.
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model, it should qualitatively coincide with the result of using simulation models with the
same system parameters (e. g., [3, 4]). A population model using a set of universal parameters
in [5] satisfies these requirements.

In population models, for certain values of the system parameters, situations are possible
where cell populations grow without limit. This behavior contradicts the fact that cells have
a divisibility limit called the Hayflick limit [6]. If the possibility of cell population aging is
not considered, an adequate assessment of the development scenarios of multicellular cluster
systems is impossible.

Models of morphogenesis primarily describe interactions between cells. In addition, the
impact of environment on cell populations is an important factor to consider. If environmental
conditions (heat, radiation, lack of chemicals necessary for life, etc.) are too aggressive, then,
regardless of the interactions between cells, some of the cells will always die out [7]. The death
of some part of the cell population can also be initiated by intracellular processes (necrosis,
apoptosis) [8]. A population of cells in which at least half of the cells are born dead cannot
grow without limits. If these factors are not taken into account, then morphogenesis scenarios
are also determined incorrectly.

The mathematical model with universal parameters does not take these factors into
account. Adding parameters describing populations aging, environmental influences and
intracellular processes leading to cell death allows us to more accurately determine the
behavior of the system of multicellular clusters.

The added parameters must satisfy the requirement of having a clear biological meaning,
as do other universal parameters from [9].

1. Description of the New Model Parameters

The main variables of the population model [5] are the sizes of the cell population N(τ, t)
and the rates of their division vd(τ, t). The change of these values over time is determined by
the following expressions:

dN(τ, t)

dt
= Surplus(τ,N) − Loss(τ,N), (1)

dvd(τ, t)

dt
=

(
1− vd(τ, t)

vmax
d (τ)

) ∑

τ́ :K(τ←τ́)>0

K(τ ← τ́)Sig(τ ← τ́ , N)

+

(
vd(τ, t)

vmax
d (τ)

) ∑

τ́ :K(τ←τ́)<0

K(τ ← τ́)Sig(τ ← τ́ , N).

(2)

The parameter Loss(τ,N) determines the decrease in the number of cells of type τ per unit
of time:

Loss(τ,N) = vd(τ, t)N(τ, t). (3)

The values Surplus(τ,N) and Sig(τ ← τ́ , N) are determined by equations (4) and (5),
respectively. To find them, the following parameters are taken into consideration:

N̂(τ) = σ(N(τ) − 1 + c)N(τ), Disp(τ́ , N) = max

(
1,

∑

Pr(τ∗←τ́)>0

N̂(τ∗)

)
,

Inf(τ ← τ́ , N) = Pr(τ ← τ́)
Is(τ́ )N̂(τ́)

Disp(τ́ , N)
, SumInf(τ,N) =

∑

τ́

Inf(τ ← τ́ , N).

The function σ is a sigmoid or Heaviside function with parameter c: 0 < c≪ 1.
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The Sig(τ ← τ́ , N) parameter specifies the distribution of signals from cells of type τ́
between cells capable of receiving these signals:

Sig(τ ← τ́ , N) =

{
Inf(τ←τ́ ,N)
SumInf(τ,N) , if Inf(τ ← τ́ , N) > 0;

0, otherwise.
(4)

The distributional parameters εd(τ,N) and δ(τ ← τ́ , N) are also considered:

εd(τ,N) =
∑

τ́ :O(τ←τ́)=1

Sig(τ ← τ́ , N),

δ(τ ← τ́ , N) =
∑

τ∗:D(τ́←τ∗)=τ

Sig(τ́ ← τ∗, N).

The value of Surplus(τ,N) determines the increase in the number of cells of type τ per unit
of time:

Surplus(τ,N) = vd(τ, t)N̂ (τ, t)εd(τ,N) +
∑

τ́

vd(τ́)N̂ (τ́ , t)δ(τ ← τ́ , N)(2 − εd(τ́ , N)). (5)

It is proposed to add the following new parameters to the considered model:
1. Sr(τ1), . . . , Sr(τn) — survival rate, which determines the proportion of cells of type τ

of each new generation that will be able to divide again in the future;
2. α(τ1), . . . , α(τn) — coefficients that determine the process of cell aging. Each type of cells

has a certain division limit, after which they lose the ability to divide.
The survival rate Sr(τ) should only affect the number of cells of type τ that appeared

as a result of division at time t. Accordingly, the value Surplus(τ, t) should be taken into
account in equations with the factor Sr(τ) as a new multiplier.

The value α(τ) characterizes the aging of cells due to a large number of repeated divisions
or their rejuvenation caused by the appearance of new cells of type τ from cells with a large (or
infinite) value of the divisibility limit (for example, from stem cells). This parameter should
only affect the rate of cell division, but not their number.

Aging and rejuvenation of cells of type τ directly depend on the cell types and the division
type of their parents τ́ . Thus, in the expression for the rate vd(τ), one should take into account
the values α(τ́ ) with the distributional indices εd(τ́ , N), δ(τ ← τ́ , N) and Sr(τ).

The change in the rate of division of τ -type cells is influenced by signaling influences from
cells of other types, the aging of cells of type τ of the previous generation that have chosen
asymmetric division, and the division of cells of other types that have changed their type to τ .
The rate of division of cells that are not subjected to aging should not change over time.

The division rates vd(τ, t) are limited below by zero, and above by the values vmax
d (τ).

Therefore, positive and negative values of the parameters K(τ ← τ́) and α(τ) must be
considered separately and included in the expression for the change of the division rate with
normalization coefficients.

Taking into account the introduced parameters, equations (1) and (2) will take the
following form:

dN(τ, t)

dt
= Sr(τ)Surplus(τ,N) − Loss(τ,N), (6)

dvd(τ, t)

dt
=

(
1− vd(τ, t)

vmax
d (τ)

)(
SumK+(τ) + Sumα+(τ)

)

+

(
vd(τ, t)

vmax
d (τ)

)(
SumK−(τ) + Sumα−(τ)

)
,

(7)
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where the expressions for SumK+(τ), Sumα+(τ), SumK−(τ), Sumα−(τ) are defined as:

SumK+(τ) =
∑

τ́ :K(τ←τ́)>0

K(τ ← τ́) Sig(τ ← τ́ , N),

SumK−(τ) =
∑

τ́ :K(τ←τ́)<0

K(τ ← τ́) Sig(τ ← τ́ , N),
(8)

Sumα+(τ) = Sr(τ)
∑

τ́ 6=τ :α(τ́ )>0

(2− εd(τ́ , N))δ(τ ← τ́ , N)α(τ́ , N),

Sumα−(τ) =





Sr(τ)
∑

τ́ :α(τ́)<0

(2− εd(τ́ , N))δ(τ ← τ́ , N)α(τ́ ), α(τ) > 0;

Sr(τ)

[ ∑
τ́ :α(τ́)<0

(2− εd(τ́ , N))δ(τ ← τ́ , N)α(τ́ ) + α(τ)εd(τ,N)

]
, α(τ) 6 0.

(9)

Remark 1. The coefficient α(τ) has a biological meaning.

⊳ If the coefficient α(τ) < 0, then we consider a system consisting of one population in
the absence of all factors except the aging of population itself. The equation for the division
rate in this case is:

dvd(τ, t)

dt
= Sr(τ)

(
vd(τ, t)

vmax
d (τ)

)[
(2− εd(τ,N))δ(τ ← τ,N)α(τ) + α(τ)εd(τ,N)

]
.

In the case of a system consisting of only one type of cells, εd(τ,N) = O(τ ← τ) = 0,
δ(τ ← τ,N) = 1. Then the parameter α(τ) can be found as:

α(τ) =
vmax
d (τ)

2Sr(τ)t
ln
vd(τ, t)

v0

taking into account the initial condition vd(τ, 0) = v0.
Accordingly, the parameter α(τ) can be estimated directly from the moment in time when

the rate of cell division becomes negligibly small, that is, from the divisibility limit of cells of
type τ .

Let us consider a system of two populations of types τ0 and τ1, where α(τ0) > 0, α(τ1) = 0.
During division, cells differentiate as follows: τ0 → τ1, τ1 → τ1. Cells exchange signals only
within their populations. All interaction effects, except rejuvenation, are absent. The equation
for the rate of cell division of type τ1 is:

dvd(τ1, t)

dt
=

(
1− vd(τ1, t)

vmax
d (τ1)

)
(2− εd(τ0, N))δ(τ1 ← τ0, N)α(τ0).

Under given conditions εd(τ0, N) = O(τ0 ← τ0) = 0, δ(τ1 ← τ0, N) = 1. Then the parameter
α(τ0) can be found:

α(τ0) =
vmax
d (τ1)

2t
ln

(
vmax
d (τ1)− v0

vmax
d (τ1)− vd(τ1, t)

)
.

That is, the coefficient α(τ0) can be estimated at the moment of time t, when the division
rate becomes close to its maximum value.

If cells with α(τ0) > 0 are differentiated into several other types, then among all the values
found, the largest value of α(τ0) can be selected.
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The α(τ0) parameter is not included in the Sumα+(τ0) of the expression (9) due to the
τ́ 6= τ0 summation condition. For this reason, the parameter α(τ0) does not affect the change
in the cell division rate vd(τ0, t). ⊲

The coefficient Sr(τ) can be estimated by definition as the proportion of surviving cells
among those that appeared as a result of division.

The model that takes into account population aging must have steady states. This
hypotesis is based on the fact that over time, the number of cells of certain types should stop
changing due to a decrease in the rate of division. As it turns out, the system of differential
equations under consideration actually has equilibrium points corresponding to such steady
states. Important issues are the studying of the stability of steady states of the system and
the identifying of the dependence of the stability of these states on the values of the model
parameters.

2. Steady States of the System and Their Stability

Let us write the system under consideration in the following form:
{

dN(τi,t)
dt = fi(τi, t);

dv(τi,t)
dt = gi(τi, t),

i = 1, . . . , n. (10)

To assess the stability of steady states, we use the Lyapunov stability criterion.
It turns out that for some equilibrium points of systems it is possible to derive stationarity

conditions and draw a conclusion about the stability of such states.

Proposition 1. If there is a moment of time t0 such that for any cell type τ at t > t0 at
least one of the conditions is satisfied:

1. N(τ, t) = 0;
2. vd(τ, t) = 0 and ∀ τ́ K(τ ← τ́) > 0, Sig(τ ← τ́ , N) = 0 and ∀ τ́ 6= τ, α(τ́ ) > 0 :

∀ τ∗ D(τ́ ← τ∗) = τ : Sig(τ ← τ́ , N) = 0.
Then the set of values (N(τ1), N(τ2), . . . , N(τn), vd(τ1), vd(τ2), . . . , vd(τn)) is an equilibrium
point of the system (10).

⊳ Further we will assume that t > t0. The equation for f(τ) can be written as follows:

f(τ) = vd(τ)N̂ (τ)
[
Sr(τ)εd(τ,N) + Sr(τ)δ(τ ← τ,N)(2 − εd(τ,N))− 1

]

+Sr(τ)
∑

τ́ 6=τ

vd(τ́)N̂(τ́ )δ(τ ← τ́ , N)(2 − εd(τ́ , N)).

Since each term contains the value vd(τ∗)N(τ∗), then when the conditions of the proposition
are met, all terms will be equal to zero. Thus, f(τ) = 0.

Let us show that the same is true for g(τ).
When vd(τ) = 0 the equation takes the form:

g(τ) = SumK+(τ) + Sumα+(τ).

The fulfillment of the condition ∀ τ́ K(τ ← τ́) > 0, Sig(τ ← τ́ , N) = 0 implies SumK+(τ) = 0.
The fulfillment of the condition ∀ τ́ 6= τ , α(τ́ ) > 0 : ∀ τ∗ D(τ́ ← τ∗) = τ : Sig(τ ← τ́ , N) = 0
implies Sumα+(τ) = 0. Accordingly, vd(τ) = 0 is a solution to the equation g(τ) = 0.

Let us consider the case when the condition vd(τ) 6= 0 is not satisfied for the type τ . Since
the equation g(τ) = 0 is linear with respect to vd(τ), we can write the equation for vd(τ):

vd(τ) = vmax
d (τ)

SumK+(τ) + Sumα+(τ)

(SumK+(τ) + Sumα+(τ))− (SumK−(τ) + Sumα−(τ))
.
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If the denominator of this fraction is not equal to zero, then the equation g(τ) = 0 has the
solution vd(τ) 6= 0. Let us assume the opposite. The denominator of the fraction can be
written as follows:

SumK+(τ) + Sumα+(τ) + (−SumK−(τ)) + (−Sumα−(τ)).

All terms in the sums SumK−(τ) and Sumα−(τ) are non-positive, so we can assume that all
terms in the denominator are non-negative. Accordingly, the denominator is equal to zero
when each term is equal to zero. But in this case g(τ) = 0 for any value of vd(τ). Thus, there
is a contradiction with the assumption that there are no solutions.

It can be assumed that if the conditions of the proposition are met, the equation g(τ) = 0
is solvable. ⊲

Proposition 2. If a equilibrium point satisfies the conditions of Proposition 1 and for at
least one type of cells θ̃ N(θ̃) = 0 is true, then it is impossible to determine the stability of the
steady state corresponding to this point from the eigenvalues of the matrix of the linearized
system.

⊳ Let us show that when the conditions of the proposition are satisfied, the column of the
matrix of the linearized system corresponding to the derivative with respect to N(θ̃) is equal
to zero. In this case, one of the eigenvalues of the matrix is equal to zero and it is impossible
to draw a conclusion about the stability of the steady state.

Let us consider the derivatives of ∂f(τ,t)
∂N(θ) :

∂f(τ, t)

∂N(θ)
= Sr(τ)

[
vd(τ)δτθhθεd(τ,N) + vd(τ)N̂(τ)

∂εd(τ,N)

∂N(θ)

+vd(θ)hθδ(τ ← θ,N)(2− εd(θ,N))

]
+ Sr(τ)

∑

τ́

[
vd(v́)N̂(τ́)

∂δ(τ ← τ́)

∂N(θ)
(2− εd(τ́ , N))

−vd(τ́)N̂ (τ́)δ(τ ← τ́ , N)
∂εd(τ́ , N)

∂N(θ)

]
− vd(τ)δτθhθ,

where δτθ is the Kronecker delta, hθ = h(N(θ)− 1 + c) is the Heaviside function.
Since each term contains the value vd(τ∗)N(τ∗) or vd(θ)hθ, and for each type of cell the

conditions of proposition 1 are true, then ∂f(τ,t)
∂N(θ) = 0.

Let us show that if there is a cell type θ̃ for which N(θ̃) = 0, then ∂g(τ,t)

∂N(θ̃)
= 0.

∂ Inf(τ ← τ́ , N)

∂N(θ̃)
=

{
Pr(τ ← τ́)Is(τ́ )

δτ́ θ̃hθ̃Disp(τ́ ,N)−N̂(τ́ )hθ̃
Disp(τ́ ,N)2

, if Pr(τ ← τ́)N̂ (τ́) > 0;

0, if Pr(τ ← τ́)N̂ (τ́) = 0.

Both expressions in the numerator are either equal to zero or depend on hθ̃, which is also
equal to zero at N(θ̃) = 0.

The equality to zero of the derivatives Inf(τ ← τ́ , N) implies the equality to zero of the
derivatives Sig(τ ← τ́ , N), εd(τ,N), δ(τ ← τ́ , N), SumK+(τ,N), Sumα+(τ,N), SumK−(τ,N),
Sumα−(τ,N). This implies that the derivatives of ∂g(τ,t)

∂N(θ̃)
are equal to zero for all values of τ . ⊲

An exception to the situation under consideration is the equilibrium point, at which the
conditions N(τ) 6= 0, vd(τ) = 0 are satisfied for all cell types. We will show that in this case it
is also impossible to estimate the stability of the steady state using the sign of the eigenvalues
of the matrix of the linearized system.
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Proposition 3. If there is a moment of time t0 such that for any cell type τ at t > t0 at
least one of the conditions is true:

1. N(τ, t) 6= 0;

2. vd(τ, t) = 0 and ∀ τ́ K(τ ← τ́) > 0 : Pr(τ ← τ́) = 0 and ∀ τ́ 6= τ α(τ́) > 0,
O(τ ← τ́) = 1 : Pr(τ ← τ́) = 0 and ∀ τ́ 6= τ α(τ́ ) > 0, ∀ τ∗ D(τ́ ← τ∗) = τ : Pr(τ ← τ́) = 0.

Then the set of values (N(τ1), N(τ2), . . . , N(τn), vd(τ1), vd(τ2), . . . , vd(τn)) is an
equilibrium point of the system (10).

⊳ This proposition is a special case of Proposition 1. For such equilibrium points, the
second condition of this proposition is satisfied for all types. The conditions Sig(τ ← τ́ , N) = 0
are satisfied when Pr(τ ← τ́) = 0. ⊲

Proposition 4. If the equilibrium point satisfies the conditions of Proposition 3, then it
is impossible to determine the stability of the corresponding steady state from the eigenvalues
of the matrix of the linearized system.

⊳ This proposition is proved similarly to Proposition 2.
Since each term in the expression for ∂f(τ,t)

∂N(θ) contains vd(τ), vd(τ́ ) or vd(θ), the entire sum

is equal to zero. Accordingly, all derivatives ∂f(τ,t)
∂N(θ) = 0.

Let us consider the derivative ∂g(τ,t)
∂N(θ) . When vd(τ) = 0, the expression for it takes the form:

∂g(τ, t)

∂N(θ)
=
∂SumK+(τ)

∂N(θ)
+
∂Sumα+(τ)

∂N(θ)
.

The fulfillment of the condition ∀ τ́ K(τ ← τ́) > 0 : Pr(τ ← τ́) = 0 implies ∂SumK+(τ)
∂N(θ) = 0.

The fulfillment of the conditions ∀ τ́ 6= τ α(τ́ ) > 0, O(τ ← τ́) = 1 : Pr(τ ← τ́) = 0 and
∀ τ́ 6= τ α(τ́ )) > 0, ∀ τ∗ D(τ́ ← τ∗) = τ : Pr(τ ← τ́) = 0 implies that the derivatives ∂εd(τ,N)

∂N(θ)

and ∂δ(τ←τ́ )
∂N(θ) . It follows that ∂Sumα+(τ)

∂N(θ) = 0. ⊲

Thus, for the specified types of equilibrium points it is necessary to use other methods of
stability research. In addition to the considered types of equilibrium points, another case is
possible: equality to zero of the function f(τ) can be achieved not only if all terms defining
this expression are equal to zero, but also if the condition is met:

Sr(τ)εd(τ,N) + Sr(τ)δ(τ ← τ,N)(2− εd(τ,N)) − 1 < 0.

In this case, the first term will be negative and other solutions of the equation are possible.
The existence of equilibrium points of this type needs to be checked. It is also necessary
to assess the possibility of using the eigenvalues of the matrix of the linearized system to
determine the stability of such steady states.

3. Modeling

To assess the adequacy of the influence of the introduced parameters α(τ) and Sr(τ),
modeling of the populataion dynamics of multicellular clusters was carried out for different
values of the parameters under consideration. The modeling results are presented in the graphs
below.

1) Division of cells of arbitrary type α(τ) < 0.
As the population ages, its rate of division decreases to zero. Fig. 1 shows that at a certain

point in time, cells stop dividing and the system reaches a steady state.
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Fig. 1.

2) Two cell types (stem cells τ0 and arbitrary type τ1). α(τ0) > 0, α(τ1) < 0. All stem
cells differentiate into τ1. All cells of type τ1 divide into cells of the same type.

Fig. 2 shows that after all stem cells have differentiated into τ1, the number of τ1 cells
continues to increase in a different way for some time and then stops changing.
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Fig. 2.

3) Division of stem cells. No effect of population aging.
The simulation was performed with different values of the population survival rate. The

simulation results are presented in Figure 3.
The graphs show three possible scenarios for the development of a cell population:
1. Sr(τ0) > 0.5: the population is growing.
2. Sr(τ0) = 0.5: the number of new cells is exactly twice as large as the number of dead

cells — the population size does not change.
3. Sr(τ0) < 0.5: the population goes extinct.
To confirm the adequacy of the above propositions describing the type and stability of the

steady states of the system, a modeling of change in the number of cells and the rate of their
division was carried out. The values of the system parameters were generated randomly. For
each system, the eigenvalues of the matrices of the linearized systems were found. The results
of the modeling are presented in the graphs.
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4) The steady state of the system, satisfying the conditions of Proposition 1.
Several eigenvalues of the matrix of the linearized system are equal to zero. Fig. 4 shows

an example of an equilibrium point. It is clear that if the population size is not equal to zero,
then the division rate is equal to zero (types τ0 and τ3) and, conversely, if the population size
is equal to zero, then the division rate is not equal to zero (types τ1, τ2).

5) The steady state of the system, satisfying the conditions of Proposition 3.
Several eigenvalues of the matrix of the linearized system are also equal to zero when all

division rates are equal to zero.
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Fig. 5 shows an example of an equilibrium point at which all cell types have non-zero
population sizes and all division rates is equal to zero.
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6) A steady state of the system that does not satisfy the conditions of Proposition 1.
One of the eigenvalues is also equal to zero. Presumably, this is due to the fact that one of

the values of the division rate at the equilibrium point is equal to zero. Fig. 6 shows an example
of an equilibrium point at which the population sizes and cell division rates of types τ0 and
τ1 are not equal to zero simultaneously.
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4. Results

Adding the cell division limit and the survival rate to the consideration allows us to
take into account a larger number of scenarios for the development of multicellular cluster
systems. Aging of cell populations and limitation of their growth due to the influence of the
environmental and intracellular processes for necrosis and apoptosis leads to the emergence of
steady states in systems. In mathematical models that do not take these factors into account,
the behavior of systems will show unlimited population growth instead of establishing a steady
state, which does not allow for an adequate assessment of dynamic regimes.

The main limitation in the obtained model is the impossibility of assessing the stability
of steady states using the eigenvalues of the matrix of the linearized system. Many of the
equilibrium points of the system of differential equations have either zero values of the
population size N(τ) or the cell division rate vd(τ). Such situations arise in two cases:

1. The population goes extinct due to aggressive external conditions (Sr(τ) < 0.5) or when
differentiating into cells of a different type.

2. The population loses the ability to divide due to signaling interactions between cells
(K(τ ← τ́) < 0) or natural aging of the population (α(τ) < 0).

In systems with a large number of cell types, the possibility of such development scenarios
cannot be excluded. Determining the stability of these steady states is problematic. To
adequately assess possible scenarios for the morphogenesis of systems with a large number of
cell types, it is necessary to answer the following questions:

1. are steady states of other types possible;
2. is it possible to estimate the stability of steady states of other types using the Lyapunov

method;
3. what are the conditions for the emergence of steady states of other types.
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Аннотация. В статье за счет введения дополнительных параметров обобщается математическая мо-
дель, которая описывает популяционную динамику клеточных скоплений на основе системы нелинейных
дифференциальных уравнений первого порядка. Предлагается добавить в модель два типа коэффици-
ентов: коэффициент выживаемости, описывающий долю клеток, погибающих в результате воздействия
на клетки внешней среды и последующего процесса аутофагии или из-за внутриклеточных процессов,
ведущих к смерти (некроз, апоптоз), и коэффициент старения, описывающий ограничение в скорости
и возможности деления клеток из-за сокращения длины теломер хромосом клеток при митозе. Добав-
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как того требует исходная рассмотренная модель. Учет в математической модели этих параметров поз-
волил определить у системы дифференциальных уравнений, описывающей поведение многоклеточных
скоплений, новые динамические режимы. Для полученной системы дифференциальных уравнений был
проведен анализ ее особых точек и устойчивости стационарных состояний, которые соответствуют этим
точкам. Были определены значения параметров математической модели, при которых система переходит
в стационарное состояние. Также были выявлены ограничения на значения параметров, при которых
оценка устойчивости стационарных состояний по методу Ляпунова невозможна. Из полученных условий
следует, что одним из случаев, когда система клеточных скоплений приходит к стационарному состо-
янию, является вымирание или прекращение деления клеток каждой популяции. Возможны также и
стационарные состояния другого вида, для которых критерии существования и устойчивости еще пред-
стоит оценить.
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Abstract. In this paper, we examine what remains the same between order convergence and unbounded
order convergence, as well as between unbounded order continuity and strongly unbounded order
continuity. In [1], Gao et al. proved that a sublattice of a Riesz space is order closed if and only if it
is unbounded order closed. It is shown that σ-ideals and unbounded σ-ideals are the same. Additionally, it
is established that injective band operators are unbounded order continuous, while bijective order bounded
disjoint preserving operators are order continuous. Let G be an order dense majorizing Riesz subspace of
a Riesz space E, and let F be a Dedekind complete Riesz space. In reference [2], the question is posed:
If T : G → F is a positive strongly unbounded order continuous operator, does T have a unique positive
strongly unbounded order continuous extension to all of E? We prove that this problem has a positive
answer whenever G is suo-convergence reducing of E, namely, if xα

suo
→ 0 in E then xα

uo
→ 0 in G for any

net (xα) in G.
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1. Introduction and Preliminaries

In classical literature such as [3, 4], the definition of order convergence are slightly different.
In [5], various types of order convergence are investigated. We will consider two of them. A net

of a set X is a mapping u : Γ→ X from a directed set Γ to X. As usual, u(α) is denoted by xα
and the net u : Γ→ X by (xα), omitting the directed set Γ if its presence is not necessary.

Let E be the Riesz space. A net (xα)α∈Γ in E is:
(a) order convergent (o-convergent) to x ∈ E if there is another net (zβ)β∈Λ in E with

zβ ↓ 0 and for every β, there exists α0 such that |xα − x| 6 zβ for all α > α0. In this case, we
write xα

o→ x.
(b) strongly order convergent (so-convergent) to x ∈ E if there is a net (yα)α∈Γ in E such

that (yα) ↓ 0 and |xα−x| 6 yα for some α0 and for all α > α0. In this case, we write xα
so→ x.

Obviously, xα
so→ x implies xα

o→ x. In general, o-convergence of a sequence does not
imply so-convergence (see [5, Example 1.4]). If E is the Dedekind complete Riesz space, then
strongly order convergence is equivalent to order convergence. A net (xα) is unbounded order

convergent (uo-convergent) to x ∈ E, written as xα
uo→ x, if |xα − x| ∧ u o→ 0 for all u ∈ E+.

c© 2025 Uyar, A.
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Similarly, strongly unbounded order convergence is defined. In this case, we write xα
suo→ x.

It is clear that xα
suo→ x implies xα

uo→ x.
Recall that a net (xα) in a Riesz space E is said to be order bounded if there exists x ∈ E+

such that |xα| 6 x for all α. For any net (xα) in E,
(i) xα

uo→ 0 iff |xα| uo→ 0;
(ii) xα

o→ x iff xα
uo→ x and a tail of (xα) is order bounded;

(iii) xα
so→ 0 iff xα

suo→ x and a tail of (xα) is order bounded.
Note that the uo-limit is unique whenever it exists. Let R

X be the Riesz space of all real-
valued functions on a non-empty set X, equipped with the pointwise order. It is not difficult
to see that a net xα in R

X uo-converges to x ∈ R
X iff it converges pointwise to x. For general

results on uo-convergence we refer the reader to [1, 6, 7].
An order closed ideal is referred to as band. Let A be a nonempty subset of the Riesz

space E. Then the band generated by A is the smallest band that contains A. The band
generated by a set A and an element x is denoted by BA and Bx , respectively. We write Add

for (Ad)d where Ad is disjoint complement of A, namely, Ad = {x ∈ E : x ⊥ y for all y ∈ A}.
The band generated by a nonempty subset A of an Archimedean Riesz space is Add. The ideal
A in E is called σ-ideal whenever it follows from (xn) ⊂ A and supxn = x in E that x ∈ E.

All Riesz spaces are assumed to be Archimedean. For terminology and results on Riesz
spaces not explained in this paper we refer to [3, 4, 8, 9].

In [10], unbounded order continuous operators are introduced. An operator T : E → F
between two Riesz spaces is said to be unbounded order continuous (uo-continuous), if xα

uo→ 0
in E implies Txα

uo→ 0 in F . The definition of the strongly unbounded order continuous

(suo-continuous) operator is similar. In particular, lattice operations are unbounded order
continuous (see [7, Lemma 3.1]).

It is known that the sublattice of a Riesz space is order closed if and only if it is unbounded
order closed (see [1, Proposition 3.15]). In section 2 of this paper, a simpler proof of this
proposition is given, taking the ideal instead of the sublattice. Moreover, it is obtained that the
class of σ-ideals is the same as the class of unbounded σ-ideals. In section 3, it is demonstrated
that an injective principal band operator is uo-continuous, and a bijective order bounded
disjoint preserving operator is order continuous. In section 4, we aim to provide a partial
solution to the open problem given in [2, Problem 7].

2. Unbounded Order Closed Ideals

In [11], Bilokopytov presents a characterization of the uo-convergence as follow:

Proposition 1 [11, Theorem 6.4]. Let (xα) ⊂ E and x ∈ E. Then xα
uo→ x iff

(i) infα′>α(x ∨ xα′) = x = supα′>α(x ∧ xα′) for every α,

and

(ii) if y ∈ E and infα′>α(y ∨ xα′) = y = supα′>α(y ∧ xα′) for every α, then y = x hold.

Corollary 1 [12, Lemma 3.1]. Let E be a Riesz space and (xα) ⊂ E such that xα
uo→ 0.

Then inf |xα| = 0.

⊳ It follows from Lemma 3.1 in [7] |xα| uo→ 0. By Proposition 1, infα′>α |xα′ | = 0 for
every α. It is easily seen that inf |xα| = 0. ⊲

Let E be a Riesz space and (xα) ⊂ E. It is said that (xα) is eventually null net if there
is α0 such that xα = 0, for every α > α0. Every element of c00 is eventually null net. From
Theorem 3.2 in [1], if A is either an ideal or order dense sublattice of Riesz space E, then
for a net (xα) in A, xα

uo→ 0 in A iff xα
uo→ 0 in E. Thus, for a net (xα) in E, xα

uo→ 0 in E
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iff xα
uo→ 0 in a Dedekind complete of E [1]. Therefore, without loss of generality, we may

assume that E is Dedekind complete in some uo-convergence studies.

Proposition 2. Let E be a Riesz space and (xα)α∈Γ ⊂ E.
(i) Recall that, an element α0 ∈ Γ is said to be maximal whenever α0 6 α for any α ∈ Γ,

then α0 = α. If the index set Γ has a maximal element and xα
uo→ 0, then (xα) eventually null

net.
(ii) If E is a Riesz space and (xα)α∈Γ is a disjoint net in E such that the index set Γ

doesn’t have a maximal element then xα
uo→ 0.

⊳ (i) Suppose that the index set Γ has a maximal element and let this element be α0. Let
xα

uo→ 0 and u = |xα0 |. Then |xα|∧u o→ 0. There is another net (zβ) in E such that zβ ↓ 0 and
that for any β, there exists α1 such that |xα| ∧u 6 zβ for all α > α1. Let’s take an arbitray β
and consider α1 corresponding to this β. Let’s choose the index α2, which yields α0 6 α2 and
α1 6 α2. For every α > α2, we have xα = xα0 and so |xα0 | = |xα| ∧ u 6 zβ. Thus, |xα0 | 6 zβ
for every β. Then we have xα = 0 for every α > α0.

(ii) Let’s assume that E is a Dedekind complete. Fix u ∈ E+. We claim that 0 6

supα′>α(|xα′ | ∧ u) ↓α 0. Suppose that supα′>α(|xα′ | ∧ u) > y > 0 for all α. Since Γ doesn’t
have a maximal element, Γ has an element α0 such that α < α0 for each α. Then,

0 6 y ∧ |xα| 6
(

sup
α′>α0

(|xα′ | ∧ u)
)
∧ |xα| = sup

α′>α0

(|xα′ | ∧ |xα| ∧ u) = 0.

Thus, we have y ∧ |xα| = 0 for all α. Let choose α1 ∈ Γ. It follows that

y = y ∧ sup
α′>α1

(|xα′ | ∧ u) = sup
α′>α1

(y ∧ |xα′ | ∧ u) = 0.

Now it is immediately that |xα| ∧ u o→ 0. ⊲
The above proposition is analogue to Corollary 3.6 in [1]. The condition in the proposition

that the index set does not have a maximal element cannot be removed.

Example 1. Let X = [0, 1] and fα ∈ R
X be denoted the characteristic function of {α}

for each α ∈ X. It is easy to see that (fα)α∈X is a disjoint net but not uo-converge to 0.
Let us present the routine definition of unbounded order closed sets.

Definition 1. Let E be a Riesz space.
(i) A subset A of E is said to be unbounded order closed (uo-closed) whenever (xα) ⊂ A

and xα
uo→ x imply x ∈ A,

(ii) An ideal A in E is said to be unbounded σ-ideal (uσ-ideal) in E whenever (xn) ⊂ A
and xn

uo→ x imply x ∈ A,
(iii) An ideal A in E is said to be unbounded order band (uo-band) in E whenever A is

uo-closed.
(iv) Let A be a nonempty subset of E. Then the uo-band generated by A is the smallest

(with respect to inclusion) uo-band that includes A. The uo-band generated by a vector x ∈ E
will be denoted Ux.

Clearly, the uo-band generated by A coincides with the band generated by the ideal
generated by A. The unbounded order continuity of the lattice operations guarantees disjoint
complement of any nonempty set is a uo-band. Thus, we get the following simple result.

Corollary 2. Let A be an ideal in E and (xα) ⊂ A+, x ∈ E+, such that xα
uo→ x in E.

Then x ∈ Add.

⊳ It follows easily that Add is the band generated by A. ⊲
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It is clear that xα
o→ 0 in E implies xα

uo→ 0, the converse is not true. Let E = c0, and
let (en) be the standard basis of E. Then (en) uo-converges to 0, but it is not order convergent
to zero. However, the sublattice of a Riesz space is order closed if and only if it is unbounded
order closed (see [1, Proposition 3.15]). We obtain a simpler proof of this result when we work
with ideals instead of sublattices.

Proposition 3. Let E be a Riesz space and A be an ideal in E. Then A is uo-closed if
and only if A is o-closed. In other words, A is a band iff A is a uo-band.

⊳ The “only if” part is straightforward since order convergent nets are uo-convergent.
For the “if” part, suppose A is a o-closed. Then A is a band. If UA is a uo-band generated

by A, then UA ⊂ Add because Add is a uo-band. Since A = Add (see [8, Theorem 1.28]),
A = UA and so A is uo-closed. ⊲

In the case of sequentially closeness, we will use the characterization of uo-convergence
that we gave at the beginning of this section.

Proposition 4. A is a uσ-ideal in a Riesz space E if and only if A is a σ-ideal in E.

⊳ The “only if” part straightforward since order convergent sequences are uo-convergent.
For the “if” part, suppose A is a σ-ideal, and let (xn) ⊂ A, x ∈ E and xn

uo→ x in E. Then
|xn| uo→ |x| in E by [7, Lemma 3.1]. Thus, without loss of generality, we assume (xn) ⊂ A+

and x ∈ E+. By Theorem 6.4 of [11], sup(x ∧ xn) = x. Since x ∧ xn ∈ A for every n, we have
x ∈ A. ⊲

A sublattice A of a Riesz space E is said to be dense with respect to order convergence

(uo-convergence) if every vector in E is order limit (unbounded order limit) of a net in A.
Then, A is dense with respect to order convergence iff A is dense with respect to unbounded
order convergence. Indeed, it is clear that if A is dense with respect to order convergence then
A is dense with respect to unbounded order convergence. On the other hand, we have xα

uo→ x
then (|xα − x| + x) ∧ (|x| + x)

o→ x. Thus, if A is dense with respect to unbounded order
convergence then it is dense with respect to order convergence.

3. Unbounded Order Continuous Operators

In [10, 13], uo-continuous operators were introduced and investigated. Then, some
properties of uo-continuous operators were studied in [2, 12]. Recall that an operator
T : E → F between two Riesz spaces is said to be unbounded order continuous (uo-con-

tinuous), if xα
uo→ 0 in E implies Txα

uo→ 0 in F . The definition of the strongly unbounded
order continuous (suo-continuous) operator is similar.

It is well known that every order continuous operator is order bounded [5, Theorem 2.1].
It is easy to see that every uo-continous functional is order continuous and so order bounded.
It is natural to ask whether uo-continuous operators are order bounded:

Question 1. Is every uo-continuous (suo-continuous) operator order bounded?

Let T : E → F be an order bounded operator between two Riesz space with F Dedekind
complete. If T is a uo-continuous (suo-continuous) operator then |T | is a uo-continuous (suo-
continuous) (see [2, Theorem 2]). This theorem allows us to present an alternative and shorter
proof of Proposition 3.2 of [12].

Proposition 5. Let T : E → F be an order bounded operator between two Riesz spaces
with F Dedekind complete.

(i) If T is a uo-continuous operator, then T+, T−, T and |T | is an o-continuous.

(ii) If T is an suo-continuous operator, then T+, T−, T and |T | is an o-continuous.
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⊳ (i) It is enough to show that T+ is an o-continuous operator. Let xα
o→ 0 in E. Then,

xα
uo→ 0 and a tail of (xα) is order bounded. Since T+ is a positive uo-continuous operator,

T+xα
uo→ 0 and a tail of (T+xα) is order bounded. Therefore T+xα

o→ 0.
(ii) The proof is also valid, with minor modification, for the o-continuity of T+. However,

let us give a shorter proof. Let xα ↓ 0 in E. Then T+xα
suo→ 0. From Corollary 1, T+xα ↓ 0. ⊲

Proposition 6. Let T : E → F be a lattice homomorphism between two Riesz spaces.
The following are equivalent:

(1) T is uo-continuous;
(2) T is o-continuous;
(3) T is suo-continuous.

⊳ By [12, Theorem 3.3], (1) ⇔ (2) and by Proposition 5, (3) ⇒ (2) hold. It is enough to
show that (2) ⇒ (3). Let T be a suo-continuous and xα ↓ 0. Then we have T+xα

suo→ 0 and so
T+xα

uo→ 0. By Corollary 1, inf Txα = 0. Therefore, we obtain that Txα ↓ 0. ⊲
As a consequence of the preceding proposition, we obtain the following result.

Corollary 3. LetT : E → F be an order bounded disjoint preserving operator between
two Riesz spaces. The following are equivalent:

(1) T is uo-continuous;
(2) T is o-continuous;
(3) T is suo-continuous.

⊳ If T : E → F is an order bounded disjoint preserving operator, then its modulus exists
and |T | : E → F is a lattice homomorphism [4, Theorem 2.40]. Using Proposition 6, the proof
is easily obtained. ⊲

The author introduced the definition of the band operator in [14]. Some properties were
proved for band operators and inverse band operators, including the relations between band
operators and disjointness preserving operators in [15] and [16]. Let T : E → F be an operator
between two Riesz space. T is called a band operator if T (B) is a band in F for each band B
in E. T is called principal band operator if BTx ⊂ T (Bx) for each x ∈ E. It is easy to see that
if T is a band operator then T is a principal band operator (see [16, Corollary 5]). Let, now,
we can give the next result.

Corollary 4. Let T : E → F be an order bounded injective principal band operator
between two Riesz spaces. Then T is o-continuous, uo-continuous and suo-continuous operator.

⊳ Since T is an order bounded injective principal band operator, T is order continuous
by [16, Theorem 16]. From [15, Theorem 3.1], T is a disjoint preserving operator. Therefore,
T is both uo-continuous and suo-continuous by Corollary 3. ⊲

Corollary 5. Let T : E → F be an order bounded bijective disjoint preserving operator
between two Riesz spaces. Then T and T−1 are o-continuous, uo-continuous and suo-conti-
nuous operators.

⊳ It is well known that T−1 is order bounded disjoint preserving operators (see [17, The-
orem 1]). Then T and T−1 are order bounded band operators by Corollary 9 in [16]. As we
mentioned before, both operators are order bounded bijective principal band operators. From
Corollary 4, both operators are o-continuous, uo-continuous and suo-continuous. ⊲

4. On a Problem About Strongly Unbounded Order Continuous Operators

For a Riesz space E, we write Eδ for its Dedekind completion. Recall from [3, Theo-
rem 1.41] that Eδ is the unique (up to a lattice isomorphism) Dedekind complete Riesz space
that contains E as a majorizing and order dense sublattice.
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Let E and F be Riesz spaces. We denote the set of all order bounded operators from E into
F by Lb(E,F ). The space of all uo-continuous order bounded operators (resp. suo-continuous
order bounded operators) is denoted by Luo(E,F ) (resp. Lsuo(E,F ). If E and F are Dedekind
complete Riesz spaces, then Luo(E,F ) = Lsuo(E,F ). If F is a Dedekind complete Riesz space,
then Luo(E,F ) is an ideal in Lsuo(E,F ) (see [2]).

The space Luo(E,R) (resp. Lsuo(E,R)) is denoted by E∼uo (resp. E∼suo) and it is called
unbounded order continuous (resp. strongly unbounded order continuous) dual of E. Let

L =

{
n∑

i=1

aifi : n ∈ N, ai ∈ R, fi coordinate or functional on E

}
.

Then we have L = E∼uo ⊆ E∼suo by Proposition 2.5 in [12]. On the other hand, it is clear
that uo-convergence and suo-convergence of a sequence to an element are the same. Thus, we
obtain that E∼suo ⊂ L by repeating the proof of Proposition 2.2 in the same way in [6]. Thus,
the following proposition is easily obtained.

Proposition 7. Let E be a Riesz space. Then E∼uo = E∼suo.
In this section, our main aim is to give a partial solution to the following open problem.
Problem 1 [2, Problem 7]. Let G be an order dense majorizing sublattice of a Riesz

space E, and let F be a Dedekind complete Riesz space. If T : G → F is a positive suo-
continuous operator, does T have a unique positive suo-continuous extension to all of E ?

From Proposition 1 (iv) in [2], if this problem is solved positively, then Luo(E,F ) =
Lsuo(E,F ) for every Dedekind complete Riesz space F .

Definition 2. A sublattice G of a Riesz space E is said to be o-convergence reducing of

E if xα
o→ 0 in E then xα

o→ 0 in G for any net (xα) in G. Similarly, uo-convergence reducing

of E and suo-convergence reducing of E are defined.
Let G be an order dense majorizing sublattice of a Riesz space E. Then G is an o-

convergence reducing of E and it is also a uo-convergence reducing of E [1]. However, we have
illustrated below that G may not be generally suo-convergence reducing of E:

Example 2. Let K be the one-point compactification of an uncountable discrete space,
and consider the Riesz space E = C(K) with point-wise order. If fn denotes the characteristic
functions of a sequence of distinct singletons in K, the sequence fn is o-convergent to zero but
not so-convergent to zero (see [5, Example 1.4]). It is clear that fn

uo→ 0 in E implies fn
uo→ 0

in Eδ. Since Eδ Dedekind complete, we have fn
suo→ 0 in E. Then E doesn’t suo-convergence

reducing of E.
By Proposition 2, the following is easily obtained.

Lemma 1. (i) An operator T : E → F between two Riesz spaces is a uo-continuous if and
only if the index set Γ of (xα) doesn’t have a maximal element and xα

uo→ 0, then Txα
uo→ 0.

(ii) An operator T : E → F between two Riesz spaces is a suo-continuous if and only if
the index set Γ of (xα) doesn’t have a maximal element and xα

suo→ 0, then Txα
suo→ 0.

In the following proposition, we give the condition under which the open problem given
in [2, Problem 7] has a positive answer.

Proposition 8. Let G be an order dense majorizing sublattice of a Riesz space E, and let
F be a Dedekind complete Riesz space. If G is a suo-convergence reducing of E and T : G→ F
is a positive suo-continuous operator, then T has a unique positive suo-continuous extension
to all of E.
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⊳ Let T : G → F be a positive suo-continuous operator. Then, T : G → F is an o-
continuous operator. From Theorem 1.65 in [4], the formula

S(x) = sup{Ty : y ∈ G and 0 6 y 6 x}, x ∈ E+

defines a unique positive order continuous extension T̂ of T to all of E with T̂|E+ = S.

It is enough to show that T̂ is suo-continuous. Let (xα)α∈Γ ⊂ E+ and xα
suo→ 0 in E. From

Lemma 1, we assume that the index set Γ does not have a maximal element. Let Λα = {(α, y) :
y ∈ G∩ [0, xα]} for each α and Λ =

⋃
Λα. Clearly, Λ is directed upward set with respect to the

lexicographical order by defining that (α1, y1) 6 (α2, y2) if and only if α1 < α2 or (α1 = α2

and y1 6 y2). Let us set x(α,y) = y . Then we have (x(α,y)) ⊂ G. Let’s take u ∈ E+. There is
a net (yα) in E such that yα ↓ 0 and xα ∧ u 6 yα for some α0 and for all α > α0. Then we
have

x(α,y) ∧ u = y ∧ u 6 xα ∧ u 6 yα.

for every (α, y) > (α0, 0). Therefore, x(α,y)
suo→ 0 in E. By hypothesis, x(α,y)

suo→ 0 in G. Since

T is suo-continuous on G, Tx(α,y)
suo→ 0 in F . Let’s take w ∈ F+. There is a net (v(α,y)) in F

such that v(α,y) ↓ 0 and Tx(α,y) ∧ w 6 v(α,y) for some (α1, y1) and for all (α, y) > (α1, y1).
Let wα = v(α,0) for each α. It is not difficult to see that 0 6 wα ↓ 0, since Γ doesn’t have
a maximal element. Let’s choose α2 > α1. For each α > α2 and for each y ∈ G ∩ [0, xα] we
have (α, y) > (α, 0) > (α1, y1) and so,

Ty ∧ w = Tx(α,y) ∧w 6 v(α,y) 6 v(α,0) = wα

Therefore, T̂ xα ∧ w = S(xα) ∧ w 6 wα for each α > α2. Thus, we obtain that T̂ is suo-
continuous. Since every suo-continuous operator is o-continuous and G is order dense in E, it
is obtained that T̂ is unique. ⊲

As a consequence of the preceding theorem, we obtain the following result.

Corollary 6. If E is a suo-convergence reducing of Eδ, then Luo(E,F ) = Lsuo(E,F ) for
every Dedekind complete Riesz space F .

⊳ It is known that Luo(E,F ) ⊆ Lsuo(E,F ). We have to prove that Lsuo(E,F ) ⊆
Luo(E,F ). Let T : E → F be a suo-continuous operator. Since Lsuo(E,F ) is an ideal in
Lb(E,F ), it is enough to show that |T | is a uo-continuous [2]. By Proposition 8, |T | has a
unique positive suo-continuous extension to all of Eδ. Let ˆ|T | denote the extension of |T | to all
of Eδ. Since Eδ and F are Dedekind complete Riesz spaces, ˆ|T | : Eδ → F is a uo-continuous.
Then |T | is a uo-continuous. ⊲
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ЧТО ОСТАЕТСЯ НЕИЗМЕННЫМ В ТИПАХ ПОРЯДКОВОЙ СХОДИМОСТИ?
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Аннотация. В данной статье мы исследуем какие свойства не зависят от того, рассматривается ли
порядковая сходимость или неограниченная порядковая сходимость, а также неограниченная порядко-
вая непрерывность или сильно неограниченная порядковая непрерывность. В [1] Гао и др. установили,
что подрешетка пространства Рисса является порядково замкнутой тогда и только тогда, когда она
является неограниченной порядково замкнутой. Показано, что σ-идеалы и неограниченные σ-идеалы —
это одно и то же. Кроме того, установлено, что инъективные операторы, переводящие полосы на полосы,
являются неограниченными порядково непрерывными, в то время как биективные порядково ограни-
ченные сохраняющие дизъюнктность операторы также являются порядково непрерывными. Пусть G —
порядково плотное мажорирующее подпространство Рисса пространства Рисса E, а F — дедекиндово
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полное пространство Рисса. В [2] ставится вопрос: если T : G → F — положительный сильно неогра-
ниченно порядково непрерывный оператор, имеет ли T единственное положительное сильно неограни-
ченное порядково непрерывное расширение на все E? Мы доказываем, что эта проблема имеет положи-
тельный ответ, если G наследует suo-сходимостью из E, а именно, если xα

suo
→ 0 в E, то xα

uo
→ 0 в G для

любой сети (xα) в G.

Ключевые слова: неограниченно порядково сходящийся, неограниченно порядково замкнутый
идеал, неограниченно порядково непрерывный оператор, сильно неограниченно порядково непрерыв-
ный оператор.

AMS Subject Classification: 46A40, 47B65.
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