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Abstract. In this paper we consider classical solutions of an initial boundary value problem for a system of
semilinear parabolic equations with absorption and nonlinear nonlocal boundary conditions. Nonlinearities
in equations and boundary conditions may not satisfy the Lipschitz condition. To prove the existence of
a solution we regularize the original problem. Using the Schauder–Tikhonov fixed point theorem, the
existence of a local solution of regularized problem is proved. It is shown that the limit of solutions
of the regularized problem is a maximal solution of the original problem. Using the properties of a
maximal solution, a comparison principle is proved. In this case, no additional assumptions are made
when nonlinearities in absorption do not satisfy the Lipschitz condition. Conditions are found under
which solutions are positive functions. The uniqueness of the solution is established. It is shown that the
trivial solution (0, 0) may not be unique.

Keywords: system of semilinear parabolic equations, nonlocal boundary conditions, existence of a solu-
tion, comparison principle.

AMS Subject Classification: 35K51, 35K58, 35K61.

For citation: Bulyno, D. A., Gladkov, A. L. and Nikitin, A. I. Initial Boundary Value Problem
for a System of Semilinear Parabolic Equations with Absorption and Nonlinear Nonlocal Boundary
Conditions, Vladikavkaz Math. J., 2025, vol. 27, no. 2, pp. 5–18. DOI: 10.46698/o2548-3794-2309-a.

1. Introduction

In this paper we consider the initial boundary value problem for a system of semilinear
parabolic equations with absorption and nonlinear nonlocal boundary conditions:





ut = ∆u+ vp − aur, vt = ∆v + uq − bvs, x ∈ Ω, t > 0,
∂u(x,t)

∂ν =
∫
Ω

φ(x, y, t)um(y, t) dy, x ∈ ∂Ω, t > 0,

∂v(x,t)
∂ν =

∫
Ω

ψ(x, y, t)vn(y, t) dy, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω,

(1)

# This work is supported by the state program of fundamental research of Belarus (project № 1.2.02.2) and
the Belarusian foundation for fundamental research within the framework of the project “Systems of semilinear
parabolic equations with absorption” (state registration № 20231262).

c© 2025 Bulyno, D. A., Gladkov, A. L. and Nikitin, A. I.



6 Bulyno, D. A., Gladkov, A. L. and Nikitin, A. I.

where a, b, p, r, q, s, m, n are positive numbers, Ω is a bounded domain in R
N for N > 1

with smooth boundary ∂Ω, ν is the unit outward normal vector on ∂Ω.
Throughout this paper we suppose the following conditions:

φ(x, y, t) ∈ C(∂Ω×Ω× [0,+∞)), φ(x, y, t) > 0;

ψ(x, y, t) ∈ C(∂Ω×Ω× [0,+∞)), ψ(x, y, t) > 0;

u0(x) ∈ C1(Ω), v0(x) ∈ C1(Ω), u0(x) > 0, v0(x) > 0 in Ω;

∂u0(x)

∂ν
=

∫

Ω

φ(x, y, 0)um0 (y) dy,
∂v0(x)

∂ν
=

∫

Ω

ψ(x, y, 0)vn0 (y) dy on ∂Ω.

Let QT = Ω× (0, T ), ST = ∂Ω× (0, T ), ΓT = ST ∪ Ω× {0}, T > 0.

Definition 1. We say that a pair of nonnegative functions (u(x, t), v(x, t)) is a subsolution
of (1) in QT , if u, v ∈ C2,1(QT ) ∩C1,0(QT ∪ ΓT ) and





ut 6 ∆u+ vp − aur, vt 6 ∆v + uq − bvs, (x, t) ∈ QT ,
∂u(x,t)

∂ν 6
∫
Ω

φ(x, y, t)um(y, t) dy, (x, t) ∈ ST ,

∂v(x,t)
∂ν 6

∫
Ω

ψ(x, y, t) vn(y, t) dy, (x, t) ∈ ST ,

u(x, 0) 6 u0(x), v(x, 0) 6 v0(x), x ∈ Ω,

(2)

a pair of nonnegative functions (u(x, t), v(x, t)) is a supersolution of (1) in QT , if u, v ∈
C2,1(QT )∩C1,0(QT ∪ΓT ) and it satisfies (2) in the reverse order. We say that (u(x, t), v(x, t))
is a solution of problem (1) in QT if (u(x, t), v(x, t)) is both a subsolution and a supersolution
of (1) in QT .

Definition 2. We say that a solution (umax(x, t), vmax(x, t)) of (1) in QT is a maximal
solution if for any other solution (u(x, t), v(x, t)) of (1) in QT the inequalities u(x, t) 6

umax(x, t), v(x, t) 6 vmax(x, t) are satisfied for (x, t) ∈ QT .
A lot of articles have been devoted to the investigation of initial boundary value problems

for parabolic equations and systems with nonlocal boundary conditions (see, for example,
[1–22] and the references therein). In particular, the problem (1) with a = b = 0 was considered
in [11]. Initial boundary value problem (1) with a = b = 0 and Dirichlet nonlocal boundary
conditions was studied in [5]. The authors of [23] investigated the existence of global solutions
for (1) with zero Dirichlet boundary condition. Blow-up problem for (1) with nonlinear local
Neumann boundary conditions was investigated in [24, 25].

This paper is organized as follows. In the next section we prove the existence of a local
solution. A comparison principle and the uniqueness of solutions of (1) are established
in Section 3.

2. Local Existence

Let {εl} be decreasing to 0 sequence such that 0 < εl < 1, l ∈ N. For ε = εl let u0ε(x)
and v0ε(x) be the functions with the following properties:

u0ε(x), v0ε(x) ∈ C1(Ω), u0ε(x) > ε, v0ε(x) > ε;

u0εi(x) > u0εj , v0εi(x) > v0εj for εi > εj ;
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0 6 u0ε(x)− u0(x) 6 2ε, 0 6 v0ε(x)− v0(x) 6 2ε;

∂u0ε(x)

∂ν
=

∫

Ω

φ(x, y, 0)um0ε(y) dy,
∂v0ε(x)

∂ν
=

∫

Ω

ψ(x, y, 0)vn0ε(y) dy for x ∈ ∂Ω.

Since the nonlinearities in (1), the Lipschitz condition may not be satisfied, and thus we
need to consider the following auxiliary problem:





ut = ∆u+ vp − aur + aεr, x ∈ Ω, t > 0,

vt = ∆v + uq − bvs + bεs, x ∈ Ω, t > 0,
∂u(x,t)

∂ν =
∫
Ω

φ(x, y, t)um(y, t) dy, x ∈ ∂Ω, t > 0,

∂v(x,t)
∂ν =

∫
Ω

ψ(x, y, t)vn(y, t) dy, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0ε(x), v(x, 0) = v0ε(x), x ∈ Ω,

(3)

where ε = εl. The notion of a solution (uε, vε) for problem (3) in QT can be defined in a similar
way as in Definition 1.

Theorem 1. Problem (3) has a unique solution in QT for small values of T.

⊳ We start the proof with the construction of a subsolution and a supersolution of (3)
in QT for some T . Let supΩ̄ u0ε(x) 6M , supΩ̄ v0ε(x) 6M, where M > 1. Denote

K = max

(
sup

∂Ω×QT

φ(x, y, t), sup
∂Ω×QT

ψ(x, y, t)

)

and introduce an auxiliary function ϕ(x) with the following properties:

ϕ(x) ∈ C2(Ω̄), inf
Ω
ϕ(x) > 1, inf

∂Ω

∂ϕ(x)

∂ν
> K̄

∫

Ω

max
(
ϕm(y), ϕn(y)

)
dy, (4)

where K̄ = Kmax
(
Mm−1,Mn−1

)
max

(
1, exp(m − 1), exp(n − 1)

)
. Let α, β be positive

constants such that αq − β = βp− α and

α > sup
Ω

(
∆ϕ(x)

ϕ(x)
+Mp−1 exp(1)ϕp−1(x) + a

)
, (5)

β > sup
Ω

(
∆ϕ(x)

ϕ(x)
+M q−1 exp(1)ϕq−1(x) + b

)
.

It is easy to see that αq − β > 0 for pq > 1 and αq − β 6 0 for pq 6 1. Obviously, (ε, ε) is
a subsolution of (3) in QT for any T. Let us show that

f(x, t) =M exp(αt)ϕ(x), g(x, t) =M exp(βt)ϕ(x)

is a supersolution of (3) in QT for T 6 min
(

1
α ,

1
β ,

1
αq−β

)
if pq > 1, and for T 6 min

(
1
α ,

1
β

)

if pq 6 1. Indeed, by (5) we have

ft(x, t)−∆f(x, t)− gp(x, t) + af r(x, t)− aεr

= αM exp(αt)ϕ(x) −∆ϕ(x)M exp(αt)−Mp exp(βpt)ϕp(x) + aM r exp(αrt)ϕr(x)− aεr

>M exp(αt)ϕ(x)

(
α− ∆ϕ(x)

ϕ(x)
−Mp−1 exp((βp − α)t)ϕp−1(x)− a

)
> 0
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for (x, t) ∈ QT . Using (4), we obtain

∂f(x, t)

∂ν
=M exp(αt)

∂ϕ(x)

∂ν
>Mm exp(αmt)K

∫

Ω

ϕm(y) dy >

∫

Ω

φ(x, y, t)fm(y, t) dy

for (x, t) ∈ ST . In a similar way we show that

gt(x, t)−∆g(x, t) − f q(x, t) + bgs(x, t)− bεs > 0 for (x, t) ∈ QT ,

∂g(x, t)

∂ν
>

∫

Ω

ψ(x, y, t)gn(y, t) dy for (x, t) ∈ ST .

And we have u0ε(x) 6 f(x, 0), v0ε(x) 6 g(x, 0) for x ∈ Ω, which implies that (f(x, t), g(x, t))
is a supersolution of (3) in QT .

To prove the existence of a solution of (3) in QT for some T let us define a set

B =
{
(h1(x, t), h2(x, t)) ∈ C(QT )× C(QT ) :

ε 6 h1(x, t) 6 f(x, t), ε 6 h2(x, t) 6 g(x, t), h1(x, 0) = u0ε(x), h2(x, 0) = v0ε(x)
}
.

Obviously, B is a nonempty convex subset of C(QT )×C(QT ). Now we consider the following
problem 




ut = ∆u+ vp − aur + aεr, (x, t) ∈ QT ,

vt = ∆v + uq − bvs + bεs, (x, t) ∈ QT ,
∂u
∂ν =

∫
Ω

φ(x, y, t) sm1 (y, t) dy, (x, t) ∈ ST ,

∂v
∂ν =

∫
Ω

ψ(x, y, t) sn2 (y, t) dy, (x, t) ∈ ST ,

u(x, 0) = u0ε(x), v(x, 0) = v0ε(x), x ∈ Ω,

(6)

where (s1, s2) ∈ B. Problem (6) has a classical solution, which is bounded in QT for some T
(see, for example, [26]). Let A be a map such that A(s1, s2) = (u, v). Denote the set of
functions u as U and the set of functions v as V. In order to show that A has a fixed point
in B we verify that A is a continuous mapping from B into itself such that AB is relatively
compact. Since (ε, ε) is a subsolution of (6) in QT and (f(x, t), g(x, t)) is a supersolution of (6)
in QT we have that A maps B into itself thanks to a comparison principle for (6) which can
be proved in a similar way as Theorem 3 below.

Let G(x, t; ξ, τ) denote the Green function for the heat equation given by ut − ∆u =
0 for x ∈ Ω, t > 0 with homogeneous Neumann boundary condition. The Green function has
the following properties (see [27, 28]):

G(x, t; ξ, τ) > 0, x, ξ ∈ Ω, 0 6 τ < t, (7)
∫

Ω

G(x, t; ξ, τ) dξ = 1, x ∈ Ω, 0 6 τ < t, (8)

sup
Ω

t∫

s

∫

∂Ω

G(x, t; ξ, τ) dSξ dτ 6 λ
√
t− s, 0 < t− s 6 σ, (9)

for s > 0, λ > 0 and small σ > 0.
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It is well known that (u(x, t), v(x, t)) is a solution of (6) in QT if and only if

u(x, t) =

∫

Ω

G(x, t; y, 0)u0ε(y) dy +

t∫

0

∫

Ω

G(x, t; y, τ) (vp(y, τ) − aur(y, τ) + aεr) dy dτ

+

t∫

0

∫

∂Ω

G(x, t; ξ, τ)



∫

Ω

φ(ξ, y, τ)sm1 (y, τ) dy


 dSξ dτ,

(10)

v(x, t) =

∫

Ω

G(x, t; y, 0)v0ε(y) dy +

t∫

0

∫

Ω

G(x, t; y, τ)(uq(y, τ)− bvs(y, τ) + bεs) dy dτ

+

t∫

0

∫

∂Ω

G(x, t; ξ, τ)



∫

Ω

ψ(ξ, y, τ)sn2 (y, τ) dy


 dSξ dτ

(11)

for (x, t) ∈ QT .
We claim that A is a continuous map. In fact let {(s1k, s2k)} be a sequence in B converging

to (s1, s2) ∈ B in C(QT )× C(QT ). Denote (uk, vk) = A(s1k, s2k). Then by (7), (10), (11) we
have

|u− uk|+ |v − vk| 6
t∫

0

∫

Ω

G(x, t; y, τ)|vp − vpk| dy dτ +
t∫

0

∫

Ω

G(x, t; y, τ)|uq − uqk| dy dτ

+ a

t∫

0

∫

Ω

G(x, t; y, τ)|ur − urk| dy dτ + b

t∫

0

∫

Ω

G(x, t; y, τ)|vs − vsk| dy dτ

+sup
QT

|sm1 − sm1k|
t∫

0

∫

∂Ω

G(x, t; ξ, τ)



∫

Ω

φ(ξ, y, τ) dy


 dSξ dτ

+sup
QT

|sn2 − sn2k|
t∫

0

∫

∂Ω

G(x, t; ξ, τ)



∫

Ω

ψ(ξ, y, τ) dy


 dSξ dτ

6 Φ(sup
QT

|u− uk|+ sup
QT

|v − vk|)

+ sup
QT

|sm1 − sm1k|
t∫

0

∫

∂Ω

G(x, t; ξ, τ)



∫

Ω

φ(ξ, y, τ) dy


 dSξ dτ

+sup
QT

|sn2 − sn2k|
t∫

0

∫

∂Ω

G(x, t; ξ, τ)



∫

Ω

ψ(ξ, y, τ) dy


 dSξ dτ,

where

Φ =

{
pmax

(
εp−1, sup

QT

gp−1(x, t)

)
+ qmax

(
εq−1, sup

QT

f q−1(x, t)

)

+ armax

(
εr−1, sup

QT

f r−1(x, t)

)
+ bsmax

(
εs−1, sup

QT

gs−1(x, t)

)}
sup
QT

t∫

0

∫

Ω

G(x, t; y, τ) dy dτ.
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By (8) and (9) there exists T, such that Φ < 1. Then we obtain (uk, vk) → (u, v) in C(QT )×
C(QT ) as k → ∞.

By the definition of B the sets U and V are uniformly bounded.
Now we prove the equicontinuity of the sets U and V. We will consider the set U since the

proof for the set V is similar. We show that for any ǫ > 0 there exists δ > 0, such that

|u(x2, t2)− u(x1, t1)| < ǫ (12)

for any u(x, t) ∈ U and any (x1, t1), (x2, t2) ∈ QT with the property |(x2, t2) − (x1, t1)| < δ.
Applying (10), we obtain

|u(x2, t2)− u(x1, t1)| 6

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(G(x2, t2; y, 0) −G(x1, t1; y, 0)u0ε(y)) dy

∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣

t2∫

0

∫

Ω

G(x2, t2; y, τ)(v
p(y, τ)− aur(y, τ) + aεr) dy dτ

−
t1∫

0

∫

Ω

G(x1, t1; y, τ)(v
p(y, τ)− aur(y, τ) + aεr) dy dτ

∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣

t2∫

0

∫

∂Ω
G(x2, t2; ξ, τ)



∫

Ω

φ(ξ, y, τ)sm1 (y, τ) dy


 dSξ dτ

−
t1∫

0

∫

∂Ω

G(x1, t1; ξ, τ)



∫

Ω

φ(ξ, y, τ)sm1 (y, τ) dy


 dSξ dτ

∣∣∣∣∣∣
.

(13)

Since
∫
ΩG(x, t; y, 0)u0ε(y) dy is a continuous function in QT (see [29])

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

(G(x2, t2; y, 0)−G(x1, t1; y, 0))u0ε(y) dy

∣∣∣∣∣∣
<
ǫ

3
(14)

for small values of δ.
Let us consider the second term in the right hand side of (13). We set h(y, τ) = vp(y, τ)−

aur(y, τ) + aεr, H = supQT
|h(y, τ)| and suppose for the definiteness that t2 > t1. Using (7),

(8) and the continuity of the Green’s function for t > τ > 0, we have
∣∣∣∣∣∣

t2∫

0

∫

Ω
G(x2, t2; y, τ)h(y, τ) dy dτ −

t1∫

0

∫

Ω

G(x1, t1; y, τ)h(y, τ) dy dτ

∣∣∣∣∣∣

6 H





t2∫

t1−γ

∫

Ω

G(x2, t2; y, τ) dy dτ +

t1−γ∫

0

∫

Ω

|G(x2, t2; y, τ) −G(x1, t1; y, τ)| dy dτ

+

t1∫

t1−γ

∫

Ω

G(x1, t1; y, τ) dy dτ



 <

ǫ

3

(15)

with an appropriate choice of γ and δ.
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Similarly, we estimate the third term in the right hand side of (13)

∣∣∣∣∣∣

t2∫

0

∫

∂Ω

G(x2, t2; ξ, τ)



∫

Ω

φ(ξ, y, τ)sm1 (y, τ) dy


 dSξ dτ

−
t1∫

0

∫

∂Ω

G(x1, t1; ξ, τ)



∫

Ω

φ(ξ, y, τ)sm1 (y, τ) dy


 dSξ dτ

∣∣∣∣∣∣
<
ǫ

3
(16)

for small values of δ. From (13)–(16) we derive (12).
The Ascoli–Arzelá theorem guarantees the relative compactness of AB. Thus we are able

to apply a corollary of the Schauder–Tikhonov fixed point theorem (see [30]) and conclude
that A has a fixed point in B if T is small. Now if (uε, vε) is a fixed point of A then it is
a solution of (3) in QT . The uniqueness of the solution follows from a comparison principle
for (3) which can be proved in a similar way as Theorem 3 in the next section. ⊲

Now we are ready to prove the existence of a local solution of (1).

Theorem 2. For small values of T problem (1) has a maximal solution in QT .

⊳ Now, let ε2 > ε1. Then it is easy to show that (uε2(x, t), vε2(x, t)) is a supersolution of
problem (3) with ε = ε1 in QT for some T. Applying a comparison principle to problem (3),
we have uε2(x, t) > uε1(x, t) and vε2(x, t) > vε1(x, t) in QT . Using the last inequalities and
the continuation principle of solutions we deduce that the existence time of (uε(x, t), vε(x, t))
does not decrease as εց 0. Taking ε→ 0, we get

umax(x, t) = lim
ε→0

uε(x, t) > 0, vmax(x, t) = lim
ε→0

vε(x, t) > 0, (17)

and (umax(x, t), vmax(x, t)) exists in QT for some T . By dominated convergence theorem
(umax(x, t), vmax(x, t)) satisfies the following equations:

umax(x, t) =

∫

Ω

G(x, t; y, 0)u0(y) dy +

t∫

0

∫

Ω

G(x, t; y, τ)
(
vpmax(y, τ)− aurmax(y, τ)

)
dy dτ

+

t∫

0

∫

∂Ω

G(x, t; ξ, τ)



∫

Ω

φ(ξ, y, τ)ummax(y, τ) dy


 dSξ dτ,

vmax(x, t) =

∫

Ω

G(x, t; y, 0)v0(y) dy +

t∫

0

∫

Ω

G(x, t; y, τ)
(
uqmax(y, τ)− bvsmax(y, τ)

)
dy dτ

+

t∫

0

∫

∂Ω

G(x, t; ξ, τ)



∫

Ω

ψ(ξ, y, τ)vnmax(y, τ) dy


 dSξ dτ.

By the properties of the Green function (umax(x, t), vmax(x, t)) is a solution of (1) in QT .
Let (u(x, t), v(x, t)) be another solution of (1) in QT . Applying a comparison principle to
problem (3), we have uε(x, t) > u(x, t), vε(x, t) > v(x, t) in QT . Taking ε→ 0 we deduce that
umax > u(x, t), vmax > v(x, t) in QT . Therefore, (umax(x, t), vmax(x, t)) is a maximal solution
of (1) in QT . ⊲
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3. Comparison Principle

We start this section with a comparison principle for problem (1).

Theorem 3. Let (u(x, t), v(x, t)) and (u(x, t), v(x, t)) be a supersolution and a subsolution
of problem (1) in QT , respectively. Suppose that u(x, t) > 0 or u(x, t) > 0 in QT ∪ ΓT and
v(x, t) > 0 or v(x, t) > 0 in QT ∪ ΓT if min(p, q,m, n) < 1. Then u(x, t) > u(x, t) and
v(x, t) > v(x, t) in QT ∪ ΓT .

⊳ Suppose at first that
min(p, q,m, n) > 1. (18)

Let functions u0ε(x), v0ε(x) have the same properties as in the previous section but

0 6 u0ε(x)− u(x, 0) 6 2ε, 0 6 v0ε(x)− v(x, 0) 6 2ε. (19)

Then problem (1) with u0(x) = u(x, 0), v0(x) = v(x, 0) has a maximal solution
(umax(x, t), vmax(x, t)), and, moreover,

umax(x, t) = lim
ε→0

uε(x, t), vmax(x, t) = lim
ε→0

vε(x, t),

where (uε(x, t) vε(x, t)) is a solution of (3). To establish the theorem it is enough to prove
that

u(x, t) 6 umax(x, t) 6 u(x, t), v(x, t) 6 vmax(x, t) 6 v(x, t) in QT0 ∪ ST0 (20)

for any T0 ∈ (0, T ). We show only that

umax(x, t) 6 u(x, t), vmax(x, t) 6 v(x, t) in QT0 ∪ ST0 (21)

for any T0 ∈ (0, T ) since the proof of other inequalities in (20) is similar. We set

ω1(x, t) = uε(x, t)− u(x, t), ω2(x, t) = vε(x, t)− v(x, t). (22)

By virtue of (3), (19), (22) and the definition of a supersolution we conclude




ω1t 6 ∆ω1 + pθp−1
1 ω2 − arθr−1

2 ω1 + aεr, (x, t) ∈ QT0 ,

ω2t 6 ∆ω2 + qθq−1
3 ω1 − bsθs−1

4 ω2 + bεs, (x, t) ∈ QT0 ,
∂ω1(x,t)

∂ν 6
∫
Ω

φ(x, y, t)mθm−1
5 ω1(y, t) dy, (x, t) ∈ ST0 ,

∂ω2(x,t)
∂ν 6

∫
Ω

ψ(x, y, t)nθn−1
6 ω2(y, t) dy, (x, t) ∈ ST0 ,

ω1(x, 0) 6 2ε, ω2(x, 0) 6 2ε, x ∈ Ω,

(23)

where θi, i = 1, 4, 6, are some continuous functions in QT between vε(x, t) and v(x, t), and
θi, i = 2, 3, 5, are some continuous functions in QT between uε(x, t) and u(x, t). Based on the
assumptions made, we have

0 6 u(x, t) 6M, 0 6 v(x, t) 6M, ε 6 uε(x, t) 6M, ε 6 vε(x, t) 6M in QT0 ,

0 6 φ(x, y, t) 6M and 0 6 ψ(x, y, t) 6M in ∂Ω×QT0 ,
(24)

where M is some positive constant. It follows from (24) that powers of θi, = 1, . . . , 6 in (23)
are positive bounded functions in QT0 , and, moreover, θp−1

1 6 Mp−1, θq−1
3 6 M q−1, θm−1

5 6

Mm−1, θn−1
6 6Mn−1. Let us define the functions

ω1(x, t) = f(x, t) + ε1 exp(αt)h(x), ω2(x, t) = g(x, t) + ε1 exp(αt)h(x), (25)
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where

h(x) ∈ C2(Ω), h(x) > 1 in Ω,
∂h(x)

∂ν
>
{
mMm + nMn

} ∫

Ω

h(y) dy on ∂Ω, (26)

ε1 = 2ε+ εr + εs, α > max
Ω

∆h(x)

h(x)
+ pMp−1 + qM q−1 + a+ b. (27)

We substitute the functions from (25) into the first inequality of (23) to derive

ft(x, t) + αε1 exp(αt)h(x) 6 ∆f(x, t) + ε1 exp(αt)∆h(x) + p θp−1
1 (x, t)g(x, t)

+p θp−1
1 (x, t)ε1 exp(αt)h(x) − arθr−1

2 (x, t)f(x, t) − arθr−1
2 (x, t)ε1 exp(αt)h(x) + aεr in QT0 .

Hence by (26), (27) we get

ft(x, t) < ∆f(x, t) + p θp−1
1 (x, t)g(x, t) − ar θr−1

2 (x, t)f(x, t) in QT0 . (28)

In a similar way we obtain

gt(x, t) < ∆g(x, t) + qθq−1
3 (x, t)f(x, t) − bs θs−1

4 (x, t)g(x, t) in QT0 .

Substituting the functions from (25) into the third and fourth inequalities of (23), we deduce
that

∂f(x, t)

∂ν
<

∫

Ω

φ(x, y, t)mθm−1
5 (y, t)f(y, t) dy on ST0 (29)

and
∂g(x, t)

∂ν
<

∫

Ω

ψ(x, y, t)nθn−1
6 (y, t)g(y, t) dy on ST0 .

From (23), (25), (27) we have f(x, 0) < 0, g(x, 0) < 0 in Ω. We prove that

f(x, t) < 0, g(x, t) < 0 in QT0 ∪ ST0 . (30)

Let (30) not be true. Then there exists (x0, t0) ∈ QT0 ∪ ST0 such that t0 > 0, f(x, t) < 0,
g(x, t) < 0 for 0 6 t < t0 and f(x0, t0) = 0 or g(x0, t0) = 0 for some x0 ∈ Ω. Suppose that
f(x0, t0) = 0. If x0 ∈ Ω, then ft(x0, t0) = 0, ∆f(x0, t0) 6 0 and by (28) we get

0 = ft(x0, t0) < ∆f(x0, t0) + p θp−1
1 (x0, t0)g(x0, t0) 6 0.

If x0 ∈ ∂Ω, then (29) yields

0 6
∂f(x0, t0)

∂ν
<

∫

Ω

φ(x0, y, t0)mθ
m−1
5 (y, t0)f(y, t0) dy 6 0.

If g(x0, t0) = 0 we can obtain a contradiction in a similar way.
Taking ε→ 0 in (30) and using (22), (25)–(27), we deduce (21).
If (18) doesn’t hold we can introduce ω1 = u(x, t)−u(x, t), ω2(x, t) = v(x, t)− v(x, t) and

prove the theorem in a similar way using the positiveness of some functions in a subsolution
and a supersolution. ⊲

Remark. Under the condition min(r, s) < 1 we don’t suppose the positiveness of a sub-
solution or a supersolution in Theorem 3. A comparison principle for problem (1) with zero
Dirichlet boundary condition is proved in [23] for the case min(r, s) < 1 under the conditions
u(x, t) > 0 and v(x, t) > 0 in QT .
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To prove the uniqueness of a solution of problem (1) we need the following statement.

Lemma. Let (u, v) be a solution of (1) in QT . If min(r, s) > 1 and u0(x) 6≡ 0 or v0(x) 6≡ 0
in Ω, then u(x, t) > 0 and v(x, t) > 0 in QT ∪ ST . If u0(x) > 0 and v0(x) > 0 in Ω and either
p < r < 1, q < s < 1 or max(r, s) > 1, then u(x, t) > 0 and v(x, t) > 0 in QT ∪ ΓT .

⊳ Let min(r, s) > 1 and u0(x) 6≡ 0 in Ω. Denote

M = sup
QT0

u(x, t),

where T0 ∈ (0, T ). We set h(x, t) = u(x, t) exp(λt) with λ > aM r−1. Then we have in QT0

ht −∆h = exp(λt)(λu+ ut −∆u) > exp(λt)u
(
λ− aur−1

)
> 0.

Since h(x, 0) = u0(x) > 0 and u0(x) 6≡ 0 in Ω, by the strong maximum principle h(x, t) > 0
in QT0 . Let h(x0, t0) = 0 at some point (x0, t0) ∈ ST0 . Then according to Theorem 3.6 of [31]
it yields ∂h(x0, t0)/∂ν < 0, which contradicts the boundary condition for u in (1). Hence
u(x, t) > 0 in QT ∪ ST since T0 may be any in (0, T ).

We show that
v(x, t) > 0 in QT ∪ ST . (31)

If either v0(x) 6≡ 0 or v0(x) ≡ 0 and there is no τ ∈ (0, T0), such that

v(x, t) ≡ 0 in Qτ , (32)

then we prove (31) as above. If there exists τ ∈ (0, T0), such that (32) holds, then we have
a contradiction in Qτ with the second equation in (1).

Suppose now that u0(x) > 0 and v0(x) > 0 in Ω and p < r < 1, q < s < 1. Let

ε2 = min

{
min
Ω
u0(x),min

Ω
v0(x),

(
1

a

) 1
r−p

,

(
1

b

) 1
s−q

}
.

It is easy to see that (ε2, ε2) is a subsolution of (1) in QT and by Theorem 3 u(x, t) > ε2 and
v(x, t) > ε2 in QT ∪ ΓT .

If u0(x) > 0 and v0(x) > 0 in Ω and s > 1, then arguing as above, we obtain

v(x, t) > ε3 in QT ∪ ΓT

for some ε3 > 0. Set

ε4 = min

{
min
Ω
u0(x),

(
εp3
a

) 1
r

}
.

Then u(x, t) = ε4 is a subsolution of the following problem





ut = ∆u+ vp − aur, (x, t) ∈ QT ,
∂u(x,t)

∂ν =
∫
Ω

φ(x, y, t)um(y, t) dy, (x, t) ∈ ST ,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

(33)

Now by the comparison principle for (33) we conclude that u(x, t) > ε4 in QT ∪ΓT . The proof
is similar in the remaining case. ⊲
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As a simple consequence of Theorem 3 and Lemma, we get the following uniqueness result
for problem (1).

Theorem 4. Let (u, v) be a solution of (1) in QT . Suppose that at least one of the
following conditions holds:

1) u(x, t) > 0 and v(x, t) > 0 in QT ∪ ΓT ;
2) min(p, q,m, n) > 1;
3) min(p, q,m, n) < 1, u0(x) > 0 and v0(x) > 0 in Ω and either p < r < 1, q < s < 1 or

max(r, s) > 1.
Then a solution of problem (1) is unique in QT .

Now we show that problem (1) may have a nonunique solution in QT .

Theorem 5. Let u0(x) = v0(x) ≡ 0 and at least one of the following conditions hold:
1) pq < 1, r > λp and s > q

λ for λ ∈
[
q, 1p
]
;

2) min(1, r) > m and φ(x, y1, t1) > 0 for any x ∈ ∂Ω and some y1 ∈ ∂Ω and t1 ∈ [0, T );
3) min(1, s) > n and ψ(x, y2, t2) > 0 for any x ∈ ∂Ω and some y2 ∈ ∂Ω and t2 ∈ [0, T ).
Then problem (1) has a nonunique solution in QT .

⊳ We note that problem (1) with trivial initial datum u0(x) = v0(x) ≡ 0 has the
trivial solution (0, 0). As we showed in Theorem 2 a maximal solution (umax(x, t), vmax(x, t))
satisfies (17), where (uε(x, t), vε(x, t)) is some positive in QT supersolution of (1). To prove
the theorem we construct a nontrivial nonnegative subsolution (u(x, t)), v(x, t) of (1) with
trivial initial datum. By Theorem 3 then we have uε(x, t) > u(x, t), vε(x, t) > v(x, t) and
therefore a maximal solution is nontrivial.

Let the conditions 1) hold. We put

u(x, t) = (Ctw(x, t))α, v(x, t) = (Ctw(x, t))β , (34)

where positive constants C, α, β will be chosen later and w(x, t) is a solution of the following
problem 




wt = ∆w, (x, t) ∈ QT ,

w(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST ,

w(x, 0) = w0(x), x ∈ Ω.

Here w0(x) is a bounded nontrivial nonnegative continuous function, which satisfies
the boundary condition. By the strong maximum principle

0 < w(x, t) < M = sup
x∈Ω

w0(x) for (x, t) ∈ QT . (35)

We note that

u(x, 0) = v(x, 0) = 0 for x ∈ Ω and
∂u(x, t)

∂ν
6 0,

∂v(x, t)

∂ν
6 0 for (x, t) ∈ ST . (36)

Suppose at first that
β = αq + 1, (37)

where α >
p+1
1−pq . Then

α > βp+ 1. (38)

We put λ = αq+1
α . It is easy to check that λ takes all values in

(
q, q+1

p+1

]
if α takes all values in[ p+1

1−pq ,∞
)
. Since r > λp and s > q

λ for λ ∈
(
q, q+1

p+1

]
we have

αr − βp > 0, βs− αq > 0. (39)
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By virtue of (34)–(39), after simple calculations we obtain

ut −∆u− vp + aur 6 αtα−1(Cw(x, t))α − (Ctw(x, t))βp + a(Ctw(x, t))αr

6 (Ctw(x, t))βp
{
αTα−βp−1(CM)α−βp + a(CTM)αr−βp − 1

}
6 0, (40)

vt −∆v − uq + bvs 6 βtβ−1(Cw(x, t))β − (Ctw(x, t))αq + b(Ctw(x, t))βs

6 (Ctw(x, t))αq
{
βCM + b(CTM)βs−αq − 1

}
6 0 (41)

for (x, t) ∈ QT if C is sufficiently small. It is easy to see that (40), (41) hold for r > qp
and s > 1 under suitable choice of α and C. Thus by (36), (40), (41) we conclude that
(u(x, t), v(x, t)) is a nontrivial subsolution of (1) with trivial initial datum and the theorem
is proved for λ ∈

[
q, q+1

p+1

]
. To prove the theorem for λ ∈

( q+1
p+1 ,

1
p

]
we put α = βp + 1 with

β >
q+1
1−pq and argue in a similar way.

Now we suppose that the conditions 2) hold. Let us consider the following problem




ut = ∆u− aur, (x, t) ∈ QT ,
∂u(x,t)

∂ν =
∫
Ω

φ(x, y, t)um(y, t) dy, (x, t) ∈ ST ,

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω.

(42)

It is proved in [9] that (42) has a nontrivial nonnegative solution un(x, t). Then a pair
of functions (un(x, t), 0) is a nontrivial subsolution of (1) with trivial initial datum.

The remaining case can be treated similarly. ⊲
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НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМЫ ПОЛУЛИНЕЙНЫХ
ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С ПОГЛОЩЕНИЕМ И НЕЛИНЕЙНЫМИ

НЕЛОКАЛЬНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ
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Аннотация. В работе мы рассматриваем классические решения начально-краевой задачи для систе-
мы полулинейных параболических уравнений с поглощением и нелинейными нелокальными граничными
условиями. Нелинейности в уравнениях и граничных условиях могут не удовлетворять условию Липши-
ца. Для доказательства существования решения мы регуляризуем исходную задачу. Используя теорему
Шаудера — Тихонова о неподвижной точке, доказывается существование локального решения регуля-
ризованной задачи. Показано, что предел решений регуляризованной задачи является максимальным
решением исходной задачи. Используя свойства максимального решения, доказывается принцип срав-
нения. При этом не делается дополнительных предположений, когда нелинейности в поглощении не
удовлетворяют условию Липшица. Найдены условия, при выполнении которых решения являются по-
ложительными функциями. Устанавливается единственность решения. Показано, что нулевое решение
может быть неединственным.

Ключевые слова: система полулинейных параболических уравнений, нелокальные граничные
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Аннотация. В работе рассматривается однопараметрическое семейство fµ двумерных диффеомор-
физмов такое, что при µ = 0 диффеоморфизм f0 имеет трансверсальную гомоклиническую тра-
екторию к негрубой неподвижной точке произвольного конечного порядка вырождения n > 1, а
при µ > 0 неподвижная точка становится грубой седловой. Цель работы — дать описание структу-
ры множества Nµ траекторий из достаточно малой фиксированной окрестности гомоклинической
траектории. Основным результатом работы является полное описание множества Nµ траекторий, це-
ликом лежащих в окрестности гомоклинической структуры. Показано, что при µ > 0 множество Nµ

является гиперболическим (при µ = 0 — неравномерно гиперболическим), и ограничение fµ на Nµ,
т. е. дискретная динамическая система fµ

∣

∣

Nµ

, топологически сопряжено с некоторой нетривиальной

подсистемой топологической схемы Бернулли из двух символов. Тем самым мы обобщаем классиче-
ский результат Лукьянова и Шильникова, полученный ими для случая, когда неподвижная точка
является невырожденным седло-узлом (n = 1). Помимо этого в работе получены новые эффектив-
ные формулы для итераций одномерных отображений (отображений в ограничении на центральное
многообразие диффеоморфизма fµ). Эти формулы выводятся с помощью некоторой модификации
метода вложения отображения в поток и метод Шильникова перекрестных отображений.

Ключевые слова: одномерное отображение, седло-узел, негиперболическое седло, гомоклиниче-
ская траектория, гиперболическое множество, топологическая схема Бернулли.
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1. Введение

В теории бифуркаций особое место занимают задачи, связанные с изучением глобаль-
ных бифуркаций многомерных систем с гомоклиническими траекториями к негипербо-
лическим состояниям равновесия или периодическим движениям [1]. Такие системы ха-
рактеризуются неравномерно гиперболическим поведением траекторий, и они являются
пограничными между грубыми гиперболическими системами и системами со сложным

# Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, грант № 24-11-00339.
c© 2025 Гордеева О. В., Гордеев В. Е.
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хаотическим поведением траекторий, для которых характерно существование гомокли-
нических касаний и всех тех непредсказуемых динамических явлений и бифуркаций,
которые они привносят [2, 3].

Основные элементы теории глобальных бифуркаций систем с гомоклиническими ор-
битами к негиперболическим периодическим траекториям были заложены в работах
В. С. Афраймовича и Л. П. Шильникова [4–6]. С точки зрения нелинейной динамики,
в этих работах были заложены основы теории такого часто наблюдаемого в приложе-
ниях типа странных аттракторов, которые называются «тор-хаосом». Такой тип хао-
са возникает при разрушении резонансного двумерного инвариантного тора после того,
как существующие на нем устойчивое и седловое периодические движения сливаются
в седло-узловое и исчезают. Подробно этот механизм возникновения тор-хаоса, который
называется также переходом к хаосу через разрушение двумерного тора, представлен
в работе [6], см. также [7].

Одним из основных случаев разрушения инвариантного тора, указанным еще в [4],
является случай, когда в критический момент седло-узловое периодическое движение
имеет еще и трансверсальную гомоклиническую траекторию. Основные результаты, свя-
занные с исследованием возникающих здесь глобальных бифуркаций, были получены
в работе Лукьянова и Шильникова [8].

Напомним, что в работе [8] рассматривалось однопараметрическое семейство Fµ мно-
гомерных Cr-гладких диффеоморфизмов1 таких, что

• при µ = 0 диффеоморфизм F0 имеет трансверсальную гомоклиническую траекто-
рию Γ0 к невырожденной седло-узловой неподвижной точке O;

• при µ < 0 неподвижная точка исчезает, а при µ > 0 она распадается на две грубые
неподвижные точки — седловую O1µ и устойчивую O2µ, см. рис. 1.

Рис. 1. Примеры двумерных диффеоморфизмов с трансверсальной гомоклинической
траекторией Γ0 к неподвижной точке в следующих случаях: (a) неподвижная точка O
является точкой седло-узлового типа; (b) точка O распадается на две, устойчивую O2

и седловую O1, траектория Γ0(µ) становится гомоклинической к точке O1. В каждом
из случаев показана также окрестность U гомоклинической траектории, которая состоит

из окрестности U0 точки O и конечного числа малых окрестностей тех точек траектории Γ0,
которые не попали в U0. В случае (b) окрестность U0 содержит обе точки O1 и O2.

1 Заметим, что исходной задачей в [8] был многомерный поток. Хорошо известно, что исследование
многомерных потоков часто может быть сведено к исследованию соответствующих отображениий Пуан-
каре на некоторой глобальной секущей, которые являются диффеоморфизмами размерности на единицу
меньше. Этот метод Пуанкаре позволяет не только сделать рассматриваемую задачу геометрически бо-
лее наглядной, но и существенно упрощает многие математические конструкции. В настоящей работе
мы будем рассматривать для определенности только диффеоморфизмы.
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Основное внимание в работе [8], как и в цикле работ Афраймовича и Шильнико-
ва [4–6], было уделено исследованию динамических явлений, происходящих при исчез-
новении седло-узла (для µ < 0). Здесь была получена серия замечательных результатов,
которые составили в совокупности основу математической теории известного в нелиней-
ной динамики сценария перехода к хаосу через перемежаемость [9]. Однако в работе [8]
был также исследован случай (при µ > 0), когда седло-узел распадается на две непо-
движные точки. Тогда гомоклиническая траектория, уже к седловой неподвижной точ-
ке O1µ, сохраняется. При этом, как показано в [8], при достаточно малых µ сохраняется и
нетривиальное гиперболическое множество Nµ, которое состоит из всех неблуждающих
траекторий (за исключением точки O2µ при µ > 0), целиком лежащих в достаточно ма-
лой фиксированной окрестности U = U(O ∪ Γ0) гомоклинической траектории Γ0. Такая
окрестность состоит из окрестности U0 точки O и некоторого числа окрестностей тех
точек траектории Γ0, которые не лежат в U0, см. рис. 1.

Для того чтобы сформулировать соответствующий результат из [8], напомним сна-
чала некоторые факты из символической динамики.

Топологической схемой Бернулли из двух символов B2 называется дискретная дина-
мическая система σ : Ω → Ω, определенная на полном метрическом пространстве Ω бес-
конечных в обе стороны последовательностей вида ω = (. . . , αi, αi+1, . . .), где αi = {0, 1},
i = 0,±1, . . . На Ω вводится метрика

ρ(ω, ω′) =
k=+∞∑

k=−∞

|αk − α′
k|

2|k|

и оператор σ, гомеоморфизм на Ω, которых сдвигает каждый символ последовательности
на единицу влево: σω = ω′, ω = {αk}, ω′ = {βk}, βk−1 = αk. Рассмотрим подмножество
Ωk̄ ⊂ Ω, выделяемое следующими условиями:

1) Ωk̄ не содержит последовательностей, в которых есть два соседних символа «1»;
2) для любой последовательности из Ωk̄, длина любого полного отрезка из симво-

лов «0» не меньше, чем k̄.

Теорема [8]. Существуют такие µ0 > 0 и натуральное k̄, что при всех 0 6 µ 6 µ0
динамическая система Fµ

∣∣
Nµ

топологически сопряжена с системой σ : Ωk̄ → Ωk̄.

В настоящей работе мы обобщаем этот результат на случай двумерных диффеомор-
физмов с трансверсальной гомоклинической траекторией к негрубой неподвижной точке,
имеющей произвольное конечное вырождение.

(a) (b)

O OWss

Wu Wu

U
0 U

0

Ws =Wss

Ws

Рис. 2. Структура окрестности неподвижных точек типа (a) седло-узел
и (b) сложное седло в случае двумерных отображений.
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В работе рассматривается однопараметрическое семейство Cr-гладких двумерных
диффеоморфизмов fµ, удовлетворяющих условиям A)–C):

A) При µ = 0 диффеоморфизм f0 имеет неподвижную точку O с мультипликаторами
ν1 = 1 и ν2 = λ, где 0 < |λ| < 1. Предполагается также, что неподвижная точка O
имеет вырождение порядка n > 1 и ее ляпуновская величина положительна, т. е. при n
нечетных это точка типа седло-узел, а при n четных — типа сложное седло.

Заметим, что в этом случае локальное отображение T0, т. е. ограничение диффео-
морфизма fµ на достаточно малую окрестность U0 точки O, с помощью некоторой Cr−1-
гладкой замены координат может быть приведено к виду [10]

T0 : x̄ = λx(1 + h(x, y)), ȳ = y + yn+1 + P (y), (1)

где h(0, 0) = 0 и P (y) = O(yn+2). Из формулы (1) вытекает, см. также [1, 7], что ка-
чественная картина поведения траекторий вблизи таких точек будет такой же, как и
в невырожденном случае: как у простого седло-узла (при n = 1) и у грубого седла со-
ответственно, см. рис. 2. У неподвижных точек этих двух типов можно выделить два
одномерных локальных инвариантных многообразия. Во-первых, это сильно устойчивое
многообразие W ss(O) : {y = 0, |x| < ε}, и, во-вторых, это неустойчивое многообра-
зие W u(O), которое в случае седло-узла имеет уравнение {x = 0, 0 < y < ε}, а в случае
сложного седла — уравнение {x = 0, |y| < ε}.

На рис. 2 показано как такие многообразия устроены локально. Эти локальные много-
образия продолжаются до глобальных, которые, как известно, не являются подмногооб-
разиями (например, в топологии плоскости), но мы предполагаем, что они пересекаются
таким образом, что

B) Инвариантные глобальные неустойчивое W u(O) и сильно устойчивое W ss(O)
многообразия неподвижной точки O диффеоморфизма f0 пересекаются трансверсаль-
но в точках некоторой гомоклинической траектории Γ0, см. рис. 1a.

C) При µ > 0 точка O cтановится грубой седловой неподвижной точкой диффеомор-
физма fµ и траектория Γ0(µ) является грубой (трансверсальной) гомоклинической к ней
траекторией.

Основной результат работы — это следующая теорема.

Основная теорема. Пусть fµ — непрерывное однопараметрическое семейство
Cr-гладких, r > n+3, двумерных диффеоморфизмов, удовлетворяющее условиям A)–C).
Тогда существует такая достаточно малая фиксированная окрестность U = U(O ∪ Γ0),
такие µ1 > 0 и натуральное k̄, что при каждом фиксированном µ ∈ [0, µ1] ограничение fµ
на множество Nµ неблуждающих траекторий из U топологически сопряжено с системой
σ : Ωk̄ → Ωk̄. При этом Nµ является равномерно гиперболическим множеством при µ > 0
и неравномерно гиперболическим при µ = 0.

Оставшаяся часть работы посвящена доказательству этой теоремы. Вo втором пара-
графе мы доказываем некоторые результаты о структуре итераций одномерного отоб-
ражения, которое в нашем случае, является ограничением диффеоморфизма fµ на его
центральное многообразие. Полученные результаты имеют вполне самостоятельный ин-
терес, они также существенно используются при доказательстве основной теоремы, ко-
торое мы даем в третьем параграфе.
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2. О структуре итераций отображений вблизи
негрубых неподвижных точек

Рассмотрим однопараметрическое семейство Cr-гладких одномерных отображений
вида

τµ : ȳ = (1 + µ)y + yn+1 + P (y, µ), (2)

где µ — параметр, P (y, µ) = O(yn+2) и r > n+2. Нас интересует прежде всего поведение
траекторий отображения τµ на полуинтервале I0 = [0, ε) значений координаты y при
достаточно малом фиксированном ε > 0, не зависящем от µ.

Отметим, что одномерное отображение ȳ = (1 + µ)y + yn+1 + . . . является весьма
частным случаем общей n-параметрической нормальной формы ȳ = µ0+(1+µ1)y+ . . .+
µn−1y

n−1+yn+1+ . . . для бифуркаций одномерных отображений (или многомерных отоб-
ражений в ограничении на центральное многообразие), имеющих негрубую неподвижную
точку с мультипликатором +1. В отличие от общей нормальной формы, в отображе-
нии (2) координата неподвижной точки y = 0 при изменении параметра µ сохраняется.
Кроме того, при µ > 0 она становится грубой седловой (что согласуется с условием C)),
и на интервале (0, ε) с достаточно малым ε > 0 других неподвижных точек не появляется.

Таким образом, задача исследования поведения траекторий в однопараметрическом
семействе (2) становится интересной с той точки зрения, что ее решение позволит разо-
браться в тонких вопросах перехода от неравномерно гиперболической к равномерно
гиперболической динамике, в том числе при исследовании соответствующих глобальных
бифуркаций. В случае коразмерности один, n = 1, такие бифуркации изучались в работе
Лукьянова и Шильникова [8], для случая невырожденного седло-узла, соответствующую
теорему мы сформулировали во введении. В нашей работе мы обобщаем этот результат
Лукьянова и Шильникова из [8] на случай произвольного n.

Для этой цели в настоящем параграфе мы выводим формулы для итераций отобра-
жения τ(µ) и их производных на полуинтервале I0 = [0, ε), которые будут справедливы
для достаточно малого фиксированного и не зависящего от µ значения ε > 0.

Докажем сначала общий результат о вложении в поток одномерного отображения
в окрестности негрубой неподвижной точки.

Лемма 1. Рассмотрим m-параметрическое семейство Cr-гладких (r > 2) одномерных
отображений вида

ȳ = y + g(y, µ̃), (3)

непрерывно зависящих от параметров µ̃, область значений которых ∆m принадлежит
шару ‖µ̃‖ < δ0 и содержит точку µ̃ = 0. Пусть существует такое ǫ0 > 0, что для всех
µ̃ ∈ ∆m и всех 0 < y < ǫ0 выполняются условия g(0, µ̃) ≡ 0, g′y(0, 0) = 0 и g′y(y, µ̃) > 0.
Тогда отображение (3) на интервале 0 < y < ǫ0 при µ̃ ∈ ∆m совпадает с отображением
сдвига на единицу времени по траекториям некоторого Cr−1-гладкого потока

ẏ = ĝ(y, µ̃), (4)

и функция ĝ(y, µ̃) определяется на интервале 0 < y < ǫ0 по функции g(y, µ̃) однозначно.

⊳ По определению, отображение (3) вкладывается в поток (4), если выполняется
интегральное равенство

ȳ∫

y

ds

ĝ(s, µ̃)
= 1. (5)



24 Гордеева О. В., Гордеев В. Е.

Это означает, что за t = 1 мы переходим вдоль траекторий такого потока из точки y
в точку ȳ в соответствии с формулой (3). Теперь наша задача показать, что уравнение (5)
имеет решение и оно единственное.

y y y+g( )

g-1(y)

g-1(y)-

S
1

y y y+g( )

bg-1(y)

S
2

bg-1(y)=g-1(y)-

S
1
<1 S

2
>1

y y g(y+ )

b
0
g-1(y)

S
3

b
0
g-1(y)-

S
3
=1

(a) (b) (c)

Рис. 3.

Посмотрим, что будет при ĝ(s, µ̃) = g(s, µ̃). В этом случае, поскольку g(y, µ̃) — воз-
растающая функция (соответственно, g−1(y, µ̃) — убывающая), имеем, см. рис. 3a,

ȳ∫

y

ds

g(s, µ̃)
<

ȳ∫

y

ds

g(y, µ̃)
=

ȳ − y

g(y, µ̃)
= 1.

Пусть теперь ĝ(s, µ̃) = β−1g(s, µ̃), где мы возьмем такое β > 0, что βg−1(ȳ) = g−1(y),
см. рис. 3b. В этом случае

ȳ∫

y

ds

ĝ(s, µ̃)
>

ȳ − y

g(y, µ̃)
= 1,

и для β имеет место соотношение

β =
g(ȳ, µ̃)

g(y, µ̃)
=
g(y, µ̃)(1 + g′(θ(y), µ̃))

g(y)
= 1 + g′(θ(y), µ̃),

где θ(y) — некоторая промежуточная точка на интервале (y, ȳ).
Таким образом, получаем, что существует некоторая функция β = β0(y, µ̃) > 1 такая,

что при ĝ(s, µ̃) = β0(y, µ̃)g(s, µ̃) выполняется соотношение (5).
Покажем теперь, что функция ĝ(y, µ̃) определяется по функции g(y, µ̃) однозначно.

Заметим, что точка y = 0 является неподвижной для отображения (3) и состоянием
равновесия для потока (4). Это состояние равновесия неустойчиво на интервале y ∈ (0, ε)
для достаточно малого ε > 0, так как ∆y = ȳ− y = g(y, µ̃) > 0 в силу того, что функция
g(y, µ̃) строго возрастающая при y > 0. Отсюда также вытекает, что ĝ′y(y, µ̃) > 0 и
ĝ(y, µ̃) > 0 при y > 0. Тогда для интеграла (5) на любом интервале [0, ε) применима
теорема о среднем значении, которая дает следующую формулу.

ȳ∫

y

ds

ĝ(s, µ̃)
=

ȳ − y

ĝ(ξ, µ̃)
=

ȳ − y

ĝ(y, µ̃) + θĝ′y(y, µ̃)(ȳ − y) + o(ȳ − y)

=
g(y, µ)

ĝ(y, µ̃) + θĝ′y(y, µ̃)(ȳ − y) + o(ȳ − y)
= 1,
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где ξ ∈ [y, ȳ], θ ∈ (0, 1) и y ∈ (0, ε). Отсюда вытекает, что

lim
y→0

g(y, µ̃)

ĝ(y, µ̃)
= 1, (6)

так как ȳ → y при y → 0.
Докажем теперь, что функция ĝ(y, µ) определяется функцией g(y, µ) однозначно.

Продифференцируем соотношение (5) по y, получим

1 + g′(y, µ̃)
ĝ(ȳ, µ̃)

− 1

ĝ(y, µ̃)
= 0 или

ĝ(ȳ, µ̃)

ĝ(y, µ̃)
= 1 + g′(y, µ̃).

Предположим, что две функции ĝ1(y, µ̃) и ĝ2(y, µ̃) удовлетворяют этому равенству. Тогда
получим, что

ĝ1(ȳ, µ̃)

ĝ1(y, µ̃)
=
ĝ2(ȳ, µ̃)

ĝ2(y, µ̃)
.

Перепишем эту пропорцию в виде

ĝ1(ȳ, µ̃)

ĝ2(ȳ, µ̃)
=
ĝ1(y, µ̃)

ĝ2(y, µ̃)
.

Заметим, что последнее соотношение выполняется во всех точках траектории отображе-
ния (3). В частности, для тех, которые при обратных итерациях сходятся к точке y = 0.
Последнее можно записать в следующим образом

ĝ1(y, µ̃)

ĝ2(y, µ̃)
= lim

y→0

ĝ1(y, µ̃)

ĝ2(y, µ̃)
= lim

y→0

ĝ1(y, µ̃)

g(y, µ̃)
lim
y→0

g(y, µ̃)

ĝ2(y, µ̃)
= 1.

Последнее равенство является следствием (6), и оно влечет что g̃1(y, µ̃) ≡ g̃2(y, µ̃), что и
требовалось доказать. ⊲

Замечание 1. Леммы о вложении в поток при µ = 0 доказывались в разных работах.
В частности, в [11] был рассмотрен случай простого (невырожденного) седло-узла, а в [12]
существование гладкого вложения в поток при µ = 0 было доказано без предположения
о высокой гладкости и о том, что седло-узел простой. См. также § 12.5 из книги [7],
в котором представлен ряд результатов на эту тему.

Вернемся теперь к нашему отображению τ(µ), представленного в виде (2). Очевидно,
что оно при µ > 0 удовлетворяет условиям леммы 1, что позволяет установить некоторые
результаты (см. леммы 2 и 3) об итерациях отображения τ(µ) при всех достаточно малых
µ > 0. В случае µ = 0 справедлива следующая лемма.

Лемма 2. При µ = 0 для любых y0, yk из I0 и любого натурального k таких, что
τk0 (y0) = yk, выполняется соотношение

y0 =
yk

n
√
1 + nγynkk

, (7)

где γ = γ(yk, k) — некоторый коэффициент, близкий к 1, когда ε мало: γ → 1 при
ε → 0. Кроме того, при фиксированном yk > 0 и больших k справедливы следующие
асимптотические оценки:

y0 ∼
1
n
√
k
,

dy0
dyk

∼ 1

k n
√
k
, (8)
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⊳ Рассмотрим отображение ȳ = y + yn+1 + P (y), где P (y) = O(yn+2). По лемме 1
оно локально (на интервале I0 = [0, ε)) вкладывается в поток ϕ0 : ẏ = g̃(y) с g̃(y) =
yn+1 + P̃ (y), где P̃ (y) = O(yn+2).

Рассмотрим два вспомогательных мажорирующих потока ϕ1 : ẏ = γ1y
n+1 и ϕ2 : ẏ =

γ2y
n+1 таких, что

γ1y
n+1 < yn+1 + P̃ (y) < γ2y

n+1.

Очевидно, константы γ1 < 1 < γ2 можно выбрать такими, что γi = γi(ε) → 1 при
ε→ 0 и выполняются интегральные неравенства

1

γ2

ȳ∫

y

ds

sn+1
<

ȳ∫

y

ds

sn+1 + P̃ (s)
<

1

γ1

ȳ∫

y

ds

sn+1
.

Таким образом, потоки ϕ1 и ϕ2 при подходящих γ1 < 1 < γ2 являются системами
сравнения [13] для исходного потока ϕ0.

Отображения T̃1 и T̃2 сдвига за единицу времени вдоль траекторий одномерных по-
токов ẏ = γiy

n+1, i = 1, 2, за единицу времени можно представить в следующем инте-
гральном виде:

T̃i :

ȳ∫

y

dy

γiyn+1
= 1, (9)

или в явном виде

T̃i : ȳ =
y

n
√
1− nγiyn

= y + γiy
n+1 +O

(
yn+2

)
.

Рассмотрим теперь отображение τ0, см. формулу (2) при µ = 0. Мы показали, что для
его координаты ȳ справедливы оценки T̃1(y) < τ0(y) < T̃2(y) для всех y ∈ I0. Отсюда сле-
дует, что T̃−1

2 (ȳ) < τ−1
0 (ȳ) < T̃−1

1 (ȳ). Таким образом, для k-ой итерации отображения τ0
справедливо неравенство T̃−k

2 (yk) < τ−k
0 (yk) < T̃−k

1 (yk).
Пусть y0i и yk такие, что y0i = T̃−k

i (yk). Тогда

yk∫

y0i

dy

γiyn+1
= − 1

nγiyn

∣∣∣∣
yk

y0i

= k,

откуда получаем, что

y0i =
yk

n
√

1 + nγiynkk
,

и, следовательно, для координаты y0 такой, что y0 = τ−k
0 (yk), справедлива оценка

yk
n
√
1 + nγ2ynkk

< y0 <
yk

n
√
1 + nγ1ynkk

,

из которой сразу следует формула (7). В свою очередь, из нее легко получаются асимп-
тотики (8). ⊲

Рассмотрим теперь отображение τµ, см. формулу (2), для которого мы докажем сле-
дующий результат.
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Лемма 3. При всех достаточно малых µ > 0 для любых y0, yk ∈ I0 и любого нату-
рального k таких, что τkµ(y0) = yk, имеет место соотношение

y0 =
yke

−µγk

n

√
1 + (1− e−nµγk)µ−1ynk

, (10)

где γ = γ(µ, yk, k) — коэффициент такой, что γ → 1 при µ, ε→ 0.

⊳ Рассмотрим отображения T̃1µ и T̃2µ сдвига вдоль траекторий одномерных потоков
ϕµi : ẏ = γi(µy + yn+1), i = 1, 2, за единицу времени. Заметим, что по лемме 1 отобра-
жение τµ при µ > 0 вкладывается в некоторый поток ϕµ0, для которого оно является
отображением за единицу времени. Мы покажем, что для подходящих констант γ1 и γ2
потоки ϕµ1 и ϕµ1 будут являться системами сравнения для потока ϕµ0.

Запишем отображение T̃iµ в интегральном виде

ȳ∫

y

dy

γi(µy + yn+1)
= 1. (11)

Вычислив интеграл

ȳ∫

y

dy

γi(µy + yn+1)
=

ȳ∫

y

dy

γiyn+1(µy−n + 1)
=

ȳ∫

y

d(µy−n)

−nµγi(µy−n + 1)
= − 1

nµγi
ln

(
µ

yn
+ 1

)∣∣∣∣
ȳ

y

= 1,

получим, что
ȳ =

y
n
√

1 + (e−nµγi − 1)µ−1(µ+ yn)
.

Используя разложение в ряд Тейлора, получим равенство

ȳ = y

(
1 +

1− e−nµγi

nµ
(µ+ yn) +O

((
µ+ yn

)2)
)

= y
(
1 + γiµ+O

(
µ2
))

+ γi
(
1 +O(µ)

)
yn+1 +O

(
yn+2

)
.

Отсюда видно, что наше отображение ȳ = y(1 + µ) + yn+1 + O(yn+2) мажорируется
отображениями T̃1µ и T̃2µ с подходящими константами γ1 < 1 и γ2 > 1 такими, что
γi → 1 при ε → 0 и µ → 0. Таким образом, для координаты ȳ отображения τµ получаем
неравенство T̃1µ(y) < τµ(y) < T̃2µ(y). Отсюда следует, что T̃−1

2µ (ȳ) < τ−1
µ (ȳ) < T̃−1

1µ (ȳ).

Таким образом, для k-ой итерации отображения τµ справедливо неравенство T̃−k
2µ (yk) <

τ−k
µ (yk) < T̃−k

1µ (yk).

Найдем теперь y0i = T̃−k
iµ yk, вычислив интегральное равенство,

yk∫

y0i

dy

γi(µy + yn+1)
≡ − 1

nµγi
ln

(
µ

yn
+ 1

)∣∣∣∣
yk

y0i

= k.

Откуда получаем

y0i =
yke

−µγik

n

√
1 + (1− e−nµγik)µ−1ynk

.
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Таким образом, справедлива оценка

yke
−µγ2k

n

√
1 + (1− e−nµγ2k)µ−1ynk

< y0 <
yke

−µγ1k

n

√
1 + (1− e−nµγ1k)µ−1ynk

,

из которой сразу получается искомая формула (10). ⊲

Сформулируем теперь следующий результат, который «соединяет» утверждения
лемм 2 и 3.

Лемма 4. При любом фиксированном yk ∈ I0 справедливы следующие асимптотики
для y0 из (10) :

1) при фиксированном k

lim
µ→+0

y0(yk, µ, k) =
yk

n
√

1 + nγynkk
∼ 1

n
√
k
; (12)

2) при фиксированном µ > 0 и больших k

y0 ∼ n
√
µe−µγk,

dy0
dyk

∼ µ n
√
µe−µγk. (13)

⊳ 1) Формула (12) выводится из условия, что e−nµγk = 1−nµγk+O(µ2) при малых µ.
2) Асимптотики (13) легко получаются из формулы (10). Действительно, для коэф-

фициента перед e−nµγk в (10) получаем

lim
k→∞

yk

n

√
1 + (1− e−nµγk)µ−1ynk

=
yk

n
√

1 + µ−1ynk
=

n
√
µ

n

√
1 + µy−n

k

, (14)

что дает искомую асимптотику для y0 при больших k. Дифференцируя последнее выра-
жение из (14) по yk, получаем асимптотику для производной dy0/dyk при больших k. ⊲

Из лемм 3 и 4 можно вывести тот интересный факт, что поведение траекторий отоб-
ражения τµ при больших k и малых µ может меняться от гиперболического, экспонен-
циального, (когда при µ > 0 траектории проходят очень близко к седлу O), см. асимп-
тотику (12), до полиномиального (с порядком разбегания k1/n асимптотически мень-
шее, чем любое экспоненциальное). При этом, в определенные моменты (это будет, когда
µ = O(k−1)) асимптотика должна быть промежуточной — субэкспоненциальной (кото-
рая, конечно, присутствует в общей формуле (9), но как ее «извлечь» оттуда, мы не
знаем).

3. Доказательство основной теоремы

Рассмотрим двумерный диффеоморфизм fµ, удовлетворяющий условиям A)–C) из
введения. Как показано в работе [10], в этом случае локальное отображение T0, т. е.
ограничение диффеоморфизма fµ на достаточно малую окрестность U0 точки O, с по-
мощью некоторой Cr−1-гладкой замены координат может быть приведено к виду

T0 : x̄ = λx(1 + h(x, y, µ)), ȳ = (1 + µ)y + yn+1 + P (y, µ), (15)

где λ = λ(µ) и 0 < |λ| < 1, h(0, 0, µ) ≡ 0, и, в силу условия С), P (y, µ) = O(yn+2). В этих
координатах мы полагаем, что U0{(x, y) : |x| < ε, |y| < ε} для некоторого достаточно
малого ε > 0, не зависящего от µ.
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Везде ниже мы рассматриваем случай, когда µ > 0. Тогда точка O(0, 0), которая при
µ = 0, в силу условия A), является негрубой неподвижной точкой (вырождения порядка
n > 1) либо типа седло-узлом, либо типа сложное седло, при µ > 0 становится гиперболи-
ческим седлом (с мультипликаторами λ и 1+µ). В координатах (15), многообразие W ss

loc

имеет уравнение y = 0 и оно делит окрестность U0 на две части: U+
0 : {|x| < ε, 0 < y < ε}

и U−
0 : {|x| < ε,−ε < y < 0}. Заметим, что траектории в U−

0 не принадлежат Nµ, и
поэтому мы их не рассматриваем. Что касается окрестности U+

0 , то траектории, поки-
дающие ее при итерациях fµ, могут возвращаться (даже бесконечное число раз) в силу
существования гомоклинической траектории Γ0(µ). Соответственно, мы будем изучать
те траектории диффеоморфизма fµ, целиком лежащие в U(O ∪ Γ0).

Что касается локальных свойств диффеоморфизма fµ, т. е. итераций локального отоб-
ражения T0 : U

+
0 → U+

0 , то для них справедлива следующая лемма.

Лемма 5. Пусть точки M0(x0, y0) и Mk(xk, yk) из U+
0 такие, что Mk = T k

0 (M0). Тогда
существует такое µ1 > 0, что при всех 0 6 µ 6 µ1 выполняются соотношения:

xk = λ̂kψk(x0, yk, µ),

y0 = Φk(yk, µ) =





yke
−nµγk

n
√

1+(1−e−nµγk)µ−1yn
k

, µ > 0,

yk
n
√

1+nγyn
k
k
, µ = 0,

(16)

где λ̂ = |λ| + δ1 и δ1 достаточно малая константа (δ1 → 0 при ε → 0), ψk(0, yk, µ) ≡ 0,
и функция ψk(x0, yk, µ) равномерно ограниченна по k вместе со всеми своими производ-
ными.

Формула (16) для y0 получается объединением формул (7) и (10) из лемм 2 и 3, а для
координаты xk она получается стандартно, см., например, [14], прямым итерированием
по координате x с учетом того, что последовательность итераций (y0, . . . , yk) по коорди-
нате y уже известна.

Замечание 2. Формула (16) есть не что иное, как представление отображения
T k
0 : U+

0 → U+
0 в так называемом перекрестном виде или в (перекрестных) коорди-

натах Шильникова. Отметим, что стандартная задача Коши для нахождения траекто-
рии (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xk, yk), где (xi+1, yi+1) = T0(xi, yi), по данным начальной точке
(x0, y0) и k не всегда имеет решение в U0 (например, при больших k траектория поки-
дает U0). Поэтому здесь решается так называемая краевая задача Шильникова [15, 16]:
задаются краевые условия x0 и yk и число итераций k, по которым находятся xk и y0. Эта
задача всегда имеет решение в случае седла. В лемме 5 этот факт устанавливается так-
же и в случае негрубой точки произвольного порядка вырождения для соответствующих
решений в окрестности U+

0 .

По условию C) локальное многообразие W u+
loc : {x = 0, 0 6 y < ε} продолжается

до глобального W u+, которое имеет точки трансверсального пересечения с W ss — это
точки траектории Γ0. Для диффеоморфизма f0, т. е. при µ = 0, выберем в U0 две точки
M+(x+, 0) ∈W ss

loc и M−(0, y−) ∈W u+
loc траектории Γ0, где x+ > 0, y− > 0. Также выберем

достаточно малые окрестности Π+ и Π− точек M+ и M− соответственно такие, что
f0(Π

± ∩ Π±) = ∅. Так как M+ and M− принадлежат одной и той же траектории Γ0, то
существует такое натуральное q, что M+ = f q0 (M

−). Тогда в случае диффеоморфизма
fµ при всех достаточно малых µ > 0 определено отображение T1(µ) = f qµ : Π− → U0,
которое будем называть глобальным. В координатах (x, y) на U0, отображение T1 можем
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быть представлено в следующем виде:

x̄− x+ = F (x, y − y−, µ) = ax+ b(y − y−) + . . . ,

ȳ = G(x, y − y−, µ) = cx+ d(y − y−) + . . . ,
(17)

где, вообще говоря, все коэффициенты зависят от µ, в частности, x+ = x+(µ) и y− =
y−(µ) — это соответствующие координаты двух гомоклинических точек траектории Γµ.
Также имеем, что ad − bc 6= 0, так как T1 — диффеоморфизм, и d 6= 0, так как Γµ —
трансверсальная гомоклиническая траектория. Многоточиями в (17) обозначены члены
порядка O(x2 + (y − y−)2).

Рис. 4. Иллюстрация геометрических свойств отображений первого возвращения
T1T

j
0 : Π+ → Π− → Π+, областью определения которых является счетное множество полосок
σ0
j , j = k̄, k̄ + 1, ..., на Π+, которые переходят в полоски σ1

j = T j
0 (σ

0
j ) на Π−, рис. (a),

а затем возвращаются на Π+ уже в виде полосок T1(σ
1
j ), рис. (b).

Заметим, что каждая траектория из множества Nµ по определению должна иметь
точки в Π+ и Π−. Более того, точки из Π+, кроме тех которые лежат на W ss, попадают
в Π− под действием итераций локального отображения T0, а точки из Π− снова попадают
в Π+ под действием глобального отображения T1 и т. д. Таким образом, любой не асимп-
тотической к O траектории из Nµ может быть поставлена в соответствие бесконечная
в обе стороны последовательность отображений

. . . TkjTkj+1
. . . , j = 0,±1,±2, (18)

где Tkj = T1T
kj
0 : Π+ → Π− → Π+ и kj > k̄ для всех j.

Областью определения отображения T k
0 : Π+ → Π− является полоска σ0k ⊂ Π+ такая,

что σ0k = T−k
0 (Π−) ∩ Π+, см. рис. 4(a) (при этом полоски σ0k с разными k не пересека-

ются и накапливаются к отрезку W ss ∩ Π+ при k → ∞). Соответственно, T k
0 переводит

σ0k в вертикальную полоску σ1k ⊂ Π−, т. е. T k
0 (σ

0
k) = σ1k (полоски σ1k не пересекаются

между собой и накапливаются к отрезку W u ∩ Π− при k → ∞). В свою очередь, гло-
бальное отображение T1 переводит σ1k в полоску T1(σ

1
k) на Π+, которая лежит вблизи

куска T1(W u
loc) неустойчивого многообразия точки O и пересекает все полоски σ0k ⊂ Π+,

рис. 4(b). Такая «седловая» геометрия характерна для всех отображений из последо-
вательности (18). Полоски σ0k при µ > 0, как можно извлечь из оценок леммы 5, при
итерациях локального отображения T0 сжимаются по горизонтали и растягиваются по
вертикали: для T k

0 коэффициент сжатия — это величина порядка λk, а коэффициент
растяжения варьируется от k1/n при µ = 0 до µ−1/nenµk при µ > 0. При этом глобальное
отображение T1, в силу того, что Γ0 — трансверсальная гомоклиническая траектория,
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сохраняет этот порядок растяжений и сжатий, когда точки из Π+ снова возвращаются
в Π+ при итерациях. Это «один в один» напоминает динамику отображений возвраще-
ния в случае диффеоморфизмов с подковой Смейла. Это дает возможность применения
к этой последовательности леммы Шильникова [14, 15] о седловой неподвижной точке
в прямом произведении пространств для того, чтобы доказать, что каждой последова-
тельности вида (18) отвечает ровно одна траектория Λ ∈ Nµ (седлового типа), целиком
лежащая в окрестности U(O ∪ Γ0).

Пусть M0
j (x

0
j , y

0
j ) и M1

j (x
1
j , y

1
j ), j = 0,±1, . . ., — точки траектории Λ такие, что M0

j ∈
Π+ иM1

j ∈ Π−. Тогда M1
j = T

kj
0 (M0

j ) иM0
j+1 = T1(M

1
j ). Эти соотношения в координатной

форме можно записать в виде

x0j+1 − x+ = F (x1j , y
1
j − y−, µ), y0j+1 = G(x1j , y

1
j − y−, µ), j = 0,±1, . . . , (19)

где в силу леммы 5

x1j = λ̂kjψkj (x
0
j , y

1
j , µ), y0j+1 = Φkj(y

1
j+1, µ), j = 0,±1, . . . (20)

Последовательность (19)–(20) можно теперь переписать в так называемом перекрестном
виде. А именно, поскольку Gy(0) = d 6= 0, здесь используется условие С) трансвер-
сальности гомоклинической траектории Γ0, второе уравнение из (17) можно разрешить
относительно координаты y1j − y−. В силу (17) получим y1j − y− = 1

d

(
y0j+1 − cx1j + . . .

)
.

Используя формулы (20), это соотношение перепишем как

y1j − y− = G̃j

(
x0j , y

1
j+1, µ

)
= 1

d

(
Φkj+1

(
y1j+1, µ

)
(1 + . . .) + λ̂kj ψ̃kj

(
x0j , y

1
j+1, µ

))
.

Тогда последовательность (18) можно переписать в таком виде

x0j+1 − x+ = F̃j(x
0
j , y

1
j+1, µ), y1j − y− = G̃j(x

0
j , y

1
j+1, µ), j = 0,±1, . . . , (21)

где в силу лемм 2 и 3, а также леммы 5, мы для всех 0 6 µ < µ1 всегда можем написать
такие оценки

|F̃j |+ |G̃j | < C
(
k
−1/n
j+1 + λ̂kj

)
,

∣∣∣∣
∂(F̃j ,G̃j)

∂(x0
j ,y

1
j+1)

∣∣∣∣ < C
(
k
−1−1/n
j+1 + λ̂kj

)
, (22)

где C — некоторая положительная константа, оценивающая нормы производных функ-
ций F и G из (17).

Оценки (22) показывают, что бесконечная в обе стороны последовательность (18), за-
писанная в перекрестных координатах, является последовательностью сжимающих отоб-
ражений, каждое из которых определено на компакте. При этом константу сжатия q < 1
можно выбрать одной и той же, именно q ∼ k̄−1/n, где k̄ — минимальный номер полосок
σ0k и σ1k в Π− и Π+.

Таким образом, мы получили следующее утверждение:
Множество неасимптотических в O траекторий из Nµ при 0 6 µ < µ1 состоит из тра-

екторий седлового типа и находится во взаимно-однозначном соответствии с множеством
неасимтотических к (. . . , 0, . . . , 0, . . .) траекторий подсистемы Ωk̄ топологической схемы
Бернулли из двух символов. По построению, это соответствие является гомеоморфизмом.

Отсюда вытекает, что ограничение fµ на множество Nµ неблуждающих траекторий
из U топологически сопряжено с системой σ : Ωk̄ → Ωk̄, см. также [17].

Однако заметим, что Nµ содержит также точку O и асимптотические к ней траек-
тории. При µ = 0 сама точка O не является гиперболической, как и все ω-предельные
к ней траектории из Nµ. Во всяком случае для таких траекторий, так как бесконечное
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число их точек лежит на W ss : {y = 0, |x| < ε}, константа сжатия (для обратных итера-
ций по y) не отделена от 1. Поэтому в целом множество N0 является здесь неравномерно
гиперболическим.

Ситуация сразу резко меняется, если мы рассматриваем случай µ > 0. Тогда констан-
ту сжатия для всех траекторий, проходящих очень близко к O (например, для асимпто-
тических к O траекторий), можно брать равной q ∼ n

√
µe−µγk ≪ 1 при больших k. Это

завершает доказательство основной теоремы.

Литература

1. Арнольд В. И., Афраймович В. С., Ильяшенко Ю. С., Шильников Л. П. Теория бифуркаций //
Итоги науки и техники ВИНИТИ. Соврем. проблемы мат. Фундам. направления.—1986.—T. 5.—
C. 5–218.

2. Гонченко С. В., Тураев Д. В., Шильников Л. П. Гомоклинические касания произвольного порядка
в областях Ньюхауса // Тр. междунар. конф., посвящ. 90-летию со дня рождения Л. С. Понтрягина
(Москва, 31 августа – 6 сентября 1998 г.). Том 6. Динамические системы, Итоги науки и техн.
Соврем. мат. и ее прил. Темат. обз.—1999.—T. 67.—C. 69–128.

3. Гонченко С. В., Шильников Л. П. Гомоклинические касания.—Москва–Ижевск: НИЦ «Регулярная
и хаотическая динамика», 2007.—525 c.

4. Афраймович В. С., Шильников Л. П. О некоторых глобальных бифуркациях, связанных с исчез-
новением неподвижной точки типа седло-узел // Докл. АН СССР.—1974.—Т. 219, № 6.—C. 1281–
1284.

5. Афраймович В. С., Шильников Л. П. Принцип кольца в задаче взаимодействия двух автоколеба-
тельных систем // Прикл. матем. и мех.—1977.—T. 41, № 4.—C. 618–627.

6. Афраймович В. С., Шильников Л. П. Инвариантные двумерные торы, их разрушение и стоха-
стичность // Межвуз. сб. «Методы КТДУ».—Горький, 1983.—C. 3–26.

7. Шильников A. Л., Шильников Л. П., Тураев Д. В., Чуа Л. O. Методы качественной теории в
нелинейной динамике. Часть 1.—1998; Часть 2.—2001.

8. Лукьянов В. И., Шильников Л. П. О некоторых бифуркациях динамических систем с гомокли-
ническими структурами // Докл. АН СССР.—1978.—Т. 243, № 1.—С. 26–29.

9. Pomeau Y., Manneville P. Wavelength selection in cellula flows // Physics Letters, Section A: General,
Atomic and Solid State Physics.—1980.—Vol. 75, № 4.—P. 296–298. DOI: 10.1016/0375-9601(80)90568-
x.

10. Лукьянов В. И. О существовании гладких инвариантных слоений в окрестности некоторых негру-
бых неподвижных точек диффеоморфизма // Межвуз. сб. Горький.—1979.—№ 3.—C. 60–66.

11. Newhouse S., Palis J., Takens F. Bifurcations and stability of families of diffeomorphisms // Publ. Math.
IHES.—1983.—Vol. 57.—P. 5–71.

12. Shilnikov L. P., Turaev D. A new simple bifurcation of a periodic orbit of “blue sky catastrophe” type //
AMS Transl. Series II. Methods of Qualitative Theory of Differential Equations and Related Topics.
Vol. 200.—2000.

13. Белых В. Н. О качественном исследовании неавтономного уравнения второго порядка // Диффе-
ренц. уравнения.—1975.—T. 11, № 10.—C. 1738–1753.

14. Гаврилов Н. К., Шильников Л. П. О трехмерных динамических системах, близких к системам с
негрубой гомоклинической кривой, I // Мат. сб.—1972.—Т. 88, № 4.—C. 475–492.

15. Шильников Л. П. Об одной задаче Пуанкаре — Биркгофа // Мат. сб.—1967.—Т. 116, № 3.—С. 378–
397.

16. Афраймович В. С., Шильников Л. П. Об особых множествах систем Морса-Смейла // Тр. Моск.
мат. общества.—1973.—Т. 28.—С. 181–214.

17. Gonchenko S. V., Gordeeva O. V. On Two-dimensional diffeomorphisms with homoclinic orbits
to nonhyperbolic fixed points // Rus. J. Nonlin. Dyn.—2024.—Vol. 20, № 1.—P. 151–165. DOI:
10.20537/nd231204.



О структуре окрестности гомоклинической траектории к негрубой неподвижной точке 33

Статья поступила 5 ноября 2024 г.

Гордеева Ольга Владимировна

Национальный исследовательский Нижегородский
государственный университет им. Н. И. Лобачевского,
научный сотрудник

РОССИЯ, 603950, Нижний Новгород, пр. Гагарина, 23
E-mail: olga.gordeeva@inbox.ru
https://orcid.org/0009-0007-3141-3499

Гордеев Владимир Евгеньевич

Национальный исследовательский Нижегородский
государственный университет им. Н. И. Лобачевского,
студент

РОССИЯ, 603950, Нижний Новгород, пр. Гагарина, 23
E-mail: vgord1103@gmail.com
https://orcid.org/0009-0003-3470-1040

Vladikavkaz Mathematical Journal
2025, Volume 27, Issue 2, P. 19–34

ON THE STRUCTURE OF NEIGBORHOOD OF HOMOCLINIC ORBIT
TO A NONHYPERBOLIC FIXET POINT

Gordeeva, O. V.1 and Gordeev, V. E.1
1 National Research Lobachevsky State University of Nizhni Novgorod,

23 Gagarin Ave., Nizhny Novgorod 603950, Russia

E-mail: olga.gordeeva@inbox.ru, vgord1103@gmail.com

Abstract. We consider a one-parameter family fµ of two-dimensional diffeomorphisms such that for
µ = 0 the diffeomorphism f0 has a transversal homoclinic orbit to a nonhyperbolic fixed point of arbitrary
finite order n > 1 of degeneracy, and for µ > 0 the fixed point becomes a hyperbolic saddle. The goal of
the paper is to give a complete description of structure of the set Nµ of orbits from a sufficiently small fixed
neighborhood of the homoclinic orbit. The main result of the work is a complete description for the set Nµ of
orbits entirely lying in a neighborhood of the homoclinic structure. It was shown that for µ > 0 the set Nµ

is hyperbolic (for µ = 0 it is nonuniformly hyperbolic) and the dynamical system fµ
∣

∣

Nµ

(the restriction of

fµ to Nµ) is topologically conjugate to some nontrivial subsystem of the topological Bernoulli scheme of two
symbols. Thus, we generalize the classical result of Lukyanov and Shilnikov, obtained by them for the case
when the fixed point is a nondegenerate saddle-node (n = 1). In addition, we obtained new effective formulas
for iterations of one-dimensional maps (maps in the restriction to the central manifold of the diffeomorphism
fµ). These formulas are derived using some modification of the well-known methods of qualitative theory, such
as the methods of embedding a map to a flow and the Shilnikov cross-maps method.

Keywords: one-dimensional map, saddle-node, nonhyperbolic saddle, homoclinic orbit, hyperbolic set,
Bernoulli topological scheme.

AMS Subject Classification: 39A28.

For citation: Gordeeva, O. V. and Gordeev, V. E. On the Structure of Neigborhood of Homoclinic Orbit
to a Nonhyperbolic Fixet Point, Vladikavkaz Math. J., 2025, vol. 27, no. 2, pp. 19–34 (in Russian). DOI:
10.46698/p1879-1111-4332-k.

References

1. Arnol’d, V. I., Afraimovich, V. S., Ilyashenko, Yu. S. and Shilnikov, L. P. Bifurcation Theory, Itogi

Nauki i Tekhniki. Seriya “Sovremennye Problemy Matematiki. Fundamental’nye Napravleniya”, 1986,
vol. 5, pp. 5–218 (in Russian).

2. Gonchenko, S. V., Turaev, D. М. and Shilnikov, L. P. Homoclinic Tangencies of Arbitrarily High Orders
in the Newhouse Regions, Journal of Mathematical Sciences, 2001, vol. 105, no. 1, pp. 1738–1778. DOI:
10.1023/A:1011359428672.



34 Гордеева О. В., Гордеев В. Е.

3. Gonchenko, S. V. and Shilnikov, L. P. Homoclinic Tangencies, Moscow–Izhevsk, “Regular and Chaotic
Dynamics”, 522 p. (in Russian).

4. Afraimovich, V. S. and Shilnikov, L. P. On Some Global Bifurcations Connected with the Disappearance
of a Fixed Point Of Saddle-Node Type, Doklady Akademii Nauk USSR, 1974, vol. 219, no. 6, pp. 1281–
1284 (in Russian).

5. Afraimovich, V. S. and Shilnikov, L. P. The Ring Principle in Problems of Interaction Between Two Self-
Oscillating Systems, Prikladnaia Matematika i Mekhanika, 1977, vol. 41, no. 4, pp. 618–627 (in Russian).

6. Afraimovich, V. S. and Shilnikov, L. P. Invariant Two-Dimensional Tori, Their Breakdown And
Stochasticity, American Mathematical Society Translations, 1991, vol. 149, pp. 201–212.

7. Shilnikov, A. L., Shilnikov, L. P., Turaev, D. V. and Chua, L. O. Methods of Qualitative Theory in

Nonlinear Dynamics. World Scientific, part. 1, 1998; part 2, 2001. (in Russian).
8. Lukyanov V. I. and Shilnikov L. P. On Some Bifurcations of Dynamical Systems With Homoclinic

Structures, Doklady Akademii Nauk USSR, 1978, vol. 243, no. 1, pp. 26–29 (in Russian).
9. Pomeau Y. and Manneville P. Wavelength Selection in Cellula Flows, Physics Letters, Section A:

General, Atomic and Solid State Physics, 1980, vol. 75, no. 4, pp. 296–298. DOI: 10.1016/0375-
9601(80)90568-x.

10. Lukyanov, V. I. On the Existence of Smooth Invariant Foliations in a Neighborhood of Some
Nonhyperbolic Fixed Points of a Diffeomorphism, Interuniversity Collection, Gorky, Gorkovsky State
University, 1979, pp. 60–66 (in Russian).

11. Newhouse, S., Palis, J. and Takens, F. Bifurcations and Stability of Families of Diffeomorphisms,
Publications Mathematiques de l’IHES, 1983, vol. 57, pp. 5–71.

12. Shilnikov L. P. and Turaev. D. A New Simple Bifurcation of a Periodic Orbit of “Blue Sky Catastrophe”
Type, AMS Transl. Series II. Methods of Qualitative Theory of Differential Equations and Related

Topics, Vol. 200, 2000.
13. Belykh, V. N. On Qualitative Study of a Non-Autonomous Second Order Equation, Differentsial’nye

Uravneniya, 1975, vol. 11, no. 10, pp. 1738–1753 (in Russian).
14. Gavrilov, N. K. and Shilnikov, L. P. On Three-Dimensional Dynamical Systems Close to Systems with

a Structurally Unstable Homoclinic Curve. I, Mathematics of the USSR-Sbornik, 1972, vol. 17, no. 4,
pp. 467–485. DOI: 10.1070/SM1972v017n04ABEH001597.

15. Shilnikov, L. P. On a Poincare–Birkhoff Problem, Mathematics of the USSR-Sbornik, 1967, vol. 3, no. 3,
pp. 353–371. DOI: 10.1070/SM1967v003n03ABEH002748.

16. Afraimovich, V. S. and Shilnikov, L. P. On Singular Sets of Morse–Smale Systems, Trudy Moskovskogo

Matematicheskogo Obshchestva, 1973, vol. 28, pp. 181–214 (in Russian).
17. Gonchenko, S. V. and Gordeeva, O. V. On Two-Dimensional Diffeomorphisms with Homoclinic Orbits to

Nonhyperbolic Fixed Points, Russian Journal of Nonlinear Dynamics, 2024, vol. 20, no. 1, pp. 151–165.
DOI: 10.20537/nd231204.

Received November 5, 2024

Olga V. Gordeeva

National Research Lobachevsky State University of Nizhni Novgorod,
23 Gagarin Ave., Nizhny Novgorod 603950, Russia,
Researcher

E-mail: olga.gordeeva@inbox.ru
https://orcid.org/0009-0007-3141-3499

Vladimir E. Gordeev

National Research Lobachevsky State University of Nizhni Novgorod,
23 Gagarin Ave., Nizhny Novgorod 603950, Russia,
Student

E-mail: vgord1103@gmail.com
https://orcid.org/0009-0003-3470-1040



Vladikavkaz Mathematical Journal
2025, Volume 27, Issue 2, P. 35–51

УДК 517.95
DOI 10.46698/f7980-3632-9547-r

CONDITIONS FOR THE LIMIT SUMMABILITY OF SOLUTIONS
OF NONLINEAR ELLIPTIC EQUATIONS

WITH DEGENERATE COERCIVITY AND L1-DATA#

A. A. Kovalevsky1

1 Institute of Applied Mathematics and Mechanics,
74 Rosa Luxemburg St., Donetsk 283048, Russia

E-mail: alexkvl71@mail.ru

To Professor Anatoli Fedorovich Tedeev

in occasion of his 70th birthday

Abstract. We study entropy and weak solutions of the Dirichlet problem for a class of second-order
nonlinear elliptic equations with degenerate coercivity and right-hand side f in L1(Ω), where Ω is a
bounded open set in R

n (n > 2). The growth condition on the coefficients of the equations admits
any their growth with respect to the unknown function itself. Estimates for the distribution function of
an entropy solution and its gradient are obtained using a function f̃ : [0,+∞) → R generated by the
function f . Applying these estimates, we establish integral conditions on the function f̃ which guarantee
the belonging of entropy solutions and their gradients to limit Lebesgue spaces. As a consequence, we obtain
conditions for the belonging of entropy solutions to a limit Sobolev space W 1,r

0 (Ω) and, as a particular
case, to the space W 1,1

0 (Ω). In addition, we establish conditions for the existence of weak solutions of the
considered problem belonging to the space W 1,r

0 (Ω). The obtained results generalize the known ones for
equations whose coefficients satisfy the usual coercivity condition.
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1. Introduction

At present there is an extensive literature devoted to the study of the Dirichlet problem
for second-order nonlinear elliptic equations in divergence form with L1-data or measures as
data. Within the investigations on the subject, the notions of weak, entropy, and renormalized
solution of the considered problem were introduced and theorems on the existence, uniqueness,
and summability of such solutions were proved. In this connection, see, e.g., [1–13], where
equations with leading coefficients satisfying the usual coercivity condition were considered.
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At the same time, there are many works (see, e.g., [14–25]) concerned with the study of
different types of solutions to the Dirichlet problem for equations of the form

−
n∑

i=1

Diai(x, u,∇u) + a0(x, u,∇u) = f (1.1)

in a bounded open set Ω in R
n, n > 2, where f ∈ Lm(Ω), m > 1, and the set of functions

ai : Ω× R× R
n → R, i = 1, . . . , n, satisfy a degenerate coercivity condition like

n∑

i=1

ai(x, s, ξ)ξi >
c|ξ|p

(1 + |s|)τ (1.2)

for a.e. x ∈ Ω and every s ∈ R and ξ ∈ R
n. Here, the parameters p ∈ (1, n), τ > 0, and c > 0

are prescribed, and if we formally set τ = 0, inequality (1.2) becomes the usual coercivity
condition. As for the function a0 in (1.1), it can be zero or satisfies certain conditions.

In this paper, we also consider equations with degenerate coercivity. We focus on the
conditions for the limit summability of entropy and weak solutions of the Dirichlet problem
for equations of the form (1.1) with f ∈ L1(Ω), the zero lower order term, and the leading
coefficients satisfying the degenerate coercivity condition (1.2). In so doing, we assume that
τ ∈ [0, p − 1), and our growth condition on the coefficients ai admits any their growth
with respect to the second variable. However, we exploit such a generality of the growth
condition only when we operate with entropy solutions. On the whole, our conditions on
the coefficients ai are the same as in [17], where the existence of an entropy solution of
the considered problem was proved. Our growth condition on the coefficients ai is also the
same as in [18], where a priori properties of entropy solutions of the Dirichlet problem for
equations with degenerate coercivity and L1-data were studied. In contrast to [17, 18], in
the papers [14–16, 19–25], the leading coefficients of the considered equations have a limited
growth rate with respect to the unknown function itself. As for the limit summability of
solutions, close papers to the present work are [20, 24]. However, our results are stronger than
the corresponding results in these papers. We discuss this in more detail below.

We also note that there are a number of works concerned with the study of solutions of
equations of the form (1.1) with f ∈ Lm(Ω), m > 1, in different cases of a more general
degenerate coercivity condition as compared to condition (1.2). In this relation, see, e.g.,
the papers [26–33]. However, these works do not contain results on the limit summability of
solutions similar to ours.

The further content of this paper is organized as follows. In Section 2, we give initial
assumptions, necessary definitions, and basic facts used in the sequel.

In Section 3, we state the definition of entropy solution of the Dirichlet problem under
study and recall the corresponding existence result and the summability properties of an
entropy solution established in [17]. In particular, Proposition 3.1 says that if u is an entropy
solution of the considered problem, then, for every λ ∈ (0, r), we have |δu| ∈ Lλ(Ω). Here,
δu is the gradient of the solution u and r = n(p − 1 − τ)/(n − 1 − τ). We note that this
result coincides with a result obtained in [15] in the case where the leading coefficients of
equation (1.1) have only a limited growth rate with respect to the unknown function itself
and the lower order term is zero. We also note that Propositions 3.1 together with a result
given in Section 2 implies that if r > 1 and u is an entropy solution of the considered problem,
then, for every λ ∈ [1, r), we have u ∈ W 1,λ

0 (Ω). In the same section, we also give a useful
integral identity for an entropy solution (see Proposition 3.2). A similar result was obtained
in [34] in the case of another class of elliptic equations with L1-data.
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In Section 4, for an entropy solution u of the considered problem, we give estimates of
the measures of the sets {|u| > k} and {|δu| > k} with k > 1 (see Propositions 4.1 and 4.2).
These estimates involve the function f̃ : [0,+∞) → R defined by the right-hand side f of
equation (1.1) as follows: for every s ∈ [0,+∞), f̃(s) is the integral of the function |f | over
the set {|f | > s}. In the case of equations with usual coercivity condition, similar estimates
were established in [10].

In Section 5, using results of the previous section, we prove our main theorems on
the limit summability of entropy solutions of the considered problem (see Theorems 5.1
and 5.2). The statement of each of these theorems includes an integral condition involving the
function f̃ . In particular, by the integral condition of Theorem 5.2, if u is an entropy solution,
then |δu| ∈ Lr(Ω). The obtained theorems generalize the main results of the paper [10].
In the same section, we give some corollaries of Theorem 5.2 which provide conditions for the
belonging of entropy solutions to W 1,r

0 (Ω) and, in particular, to W 1,1
0 (Ω).

In Section 6, we study weak solutions of the considered problem. Here, we already assume
that the leading coefficients of equation (1.1) have a limited growth rate with respect to
the unknown function itself. The main result of the section is Theorem 6.1 which asserts
the existence of a weak solution of the considered problem belonging to W 1,r

0 (Ω) under the
integral condition of Theorem 5.2 and an additional requirement on τ . Some corollaties of
Theorem 6.1 are also given. In particular, according to Corollary 6.3, if 2 − 1/n 6 p 6 2,
τ(n−1) = n(p−2)+1, λ > (n−p)/(n−1), and f [ln(1+|f |)](n−p)/(n−1)[ln ln(e+|f |)]λ ∈ L1(Ω),
then the considered problem has a weak solution. This result is stronger than Theorem 1.2
in [20] given for the case p = 2. Moreover, in the case 2 − 1/n 6 p 6 2, Corollary 6.3 is a
stronger result than Theorem 6 in [24], where it is required, as in [20, Theorem 1.2], that
f ln(1 + |f |) ∈ L1(Ω).

Finally, in Section 7, we give two examples. The first one is an example of the functions ai
satisfying the growth, degenerate coercivity, and strict monotonicity conditions stated in
Section 3. In the second example, we consider a function f ∈ L1(Ω) which does not belong to
L1+ε(Ω) for any ε > 0 and satisfies the conditions in the statements of the results in Sections 5
and 6.

2. Preliminaries

Let n ∈ N, n > 2, let Ω be a nonempty bounded open set in R
n, and let p ∈ (1, n).

We define p∗ = np/(n − p). Recall that W 1,p
0 (Ω) ⊂ Lp∗(Ω) and there exists a positive

constant cn,p depending only on n and p such that, for every function v ∈W 1,p
0 (Ω),



∫

Ω

|v|p∗dx




1/p∗

6 cn,p



∫

Ω

|∇v|p dx




1/p

. (2.1)

In this connection, see, e.g., [35, Chapter 7].
For every k > 0, let Tk : R → R be the function such that

Tk(s) =

{
s if |s| 6 k,

k sign s if |s| > k.

As is known, if λ > 1, v ∈ W 1,λ
0 (Ω), and k > 0, then Tk(v) ∈ W 1,λ

0 (Ω) and, for every
i ∈ {1, . . . , n},

DiTk(v) = Div · 1{|v|<k} a.e. in Ω. (2.2)
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We denote by T 1,p
0 (Ω) the set of all functions v : Ω → R such that, for every k > 0,

Tk(v) ∈ W 1,p
0 (Ω). Obviously, W 1,p

0 (Ω) ⊂ T 1,p
0 (Ω). However, the converse inclusion does not

hold, which is easily verified. For every v : Ω → R and every x ∈ Ω, we define k(v, x) =
min{j ∈ N : |v(x)| 6 j}.

Definition 2.1. Let v ∈ T 1,p
0 (Ω), and let i ∈ {1, . . . , n}. Then δiv : Ω → R is the function

such that, for every x ∈ Ω, δiv(x) = DiTk(v,x)(v)(x).

Definition 2.2. If v ∈ T 1,p
0 (Ω), then δv : Ω → R

n is the mapping such that, for every
x ∈ Ω and every i ∈ {1, . . . , n}, (δv(x))i = δiv(x).

Proposition 2.1. Let v ∈ T 1,p
0 (Ω), and let i ∈ {1, . . . , n}. Then, for every k > 0, we have

DiTk(v) = δiv · 1{|v|<k} a.e. in Ω.

This proposition and (2.2) imply that if v ∈ W 1,p
0 (Ω), then, for every i ∈ {1, . . . , n},

δiv = Div a.e. in Ω.

Proposition 2.2. Let v ∈ T 1,p
0 (Ω), and let w ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω). Then the following
assertions hold:

(a) v −w ∈ T 1,p
0 (Ω);

(b) for every k > 0 and every i ∈ {1, . . . , n}, we have DiTk(v − w) = δiv − δiw a.e. in
{|v − w| < k}.

Proposition 2.3. Let v ∈ T 1,p
0 (Ω), let λ ∈ [1, p], and let |δv| ∈ Lλ(Ω). Then v ∈W 1,λ

0 (Ω)
and, for every i ∈ {1, . . . , n}, we have Div = δiv a.e. in Ω.

For every v ∈ T 1,p
0 (Ω) and every k > 0, we define

Ik(v) =

∫

Ω

|∇Tk(v)|p dx.

Proposition 2.4. Let v ∈ T 1,p
0 (Ω), and let k > 0. Then

meas{|v| > k} 6 cp
∗

n,pk
−p∗ [Ik(v)]

p∗/p.

Proposition 2.5. Let v ∈ T 1,p
0 (Ω), and let k, l > 0. Then

meas{|δv| > k} 6 cp
∗

n,pl
−p∗ [Il(v)]

p∗/p + k−pIl(v).

As far as the proofs of Propositions 2.1–2.5 are concerned, we refer the reader, for instance,
to Sections 1.1 and 1.5 in [36].

Finally, concluding this section, we state a useful result on the summability of a function
with a prescribed behaviour of its distribution function.

Proposition 2.6. Let v : Ω → R be a measurable function. Let α > 0, let ϕ : [1,+∞) → R

be a nonnegative nonincreasing measurable function, and let k0 > 1. Assume that

+∞∫

1

ϕ(s)

s
ds < +∞,

(∀ k > k0) meas{|v| > k} 6 k−αϕ(k).

Then v ∈ Lα(Ω).

For the proof of this result, see [10, Lemma 2.1].
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3. Dirichlet Problem and Its Entropy Solutions

For every i ∈ {1, . . . , n}, let ai : Ω×R×R
n → R be a Carathéodory function. We assume

that, for every k > 0, there exist a positive number c̄k and a nonnegative function ḡk ∈ L1(Ω)
such that, for almost every x ∈ Ω, every s ∈ R, |s| 6 k, and every ξ ∈ R

n,

n∑

i=1

|ai(x, s, ξ)|p/(p−1)
6 c̄k|ξ|p + ḡk(x). (3.1)

In addition, we assume that there exist τ ∈ [0, p − 1) and c > 0 such that, for almost every
x ∈ Ω, every s ∈ R, and every ξ ∈ R

n,

n∑

i=1

ai(x, s, ξ)ξi >
c|ξ|p

(1 + |s|)τ . (3.2)

Finally, we assume that, for almost every x ∈ Ω, every s ∈ R, and every ξ, ξ′ ∈ R
n, ξ 6= ξ′,

n∑

i=1

[
ai(x, s, ξ)− ai(x, s, ξ

′)
]
(ξi − ξ′i) > 0. (3.3)

Remark 3.1. If v ∈ T 1,p
0 (Ω), w ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω), k > 0, and i ∈ {1, . . . , n}, then
ai(x, v, δv)DiTk(v −w) ∈ L1(Ω). This is a consequence of (3.1) and Propositions 2.1 and 2.2.

Now, let f ∈ L1(Ω). We consider the following Dirichlet problem:

−
n∑

i=1

Diai(x, u,∇u) = f in Ω, u = 0 on ∂Ω. (3.4)

Definition 3.1. An entropy solution of problem (3.4) is a function u ∈ T 1,p
0 (Ω) such

that, for every v ∈ C∞
0 (Ω) and every k > 0,

∫

Ω

{
n∑

i=1

ai(x, u, δu)DiTk(u− v)

}
dx 6

∫

Ω

fTk(u− v) dx.

The existence of an entropy solution of problem (3.4) follows from Theorem 2 in [17]. We
note that along with inequalities (3.1) and (3.2), inequality (3.3) is also important for the
proof of this theorem.

We define

q =
n(p− 1− τ)

n− p
, r =

n(p− 1− τ)

n− 1− τ
.

Proposition 3.1. Let u be an entropy solution of problem (3.4). Then the following
assertions hold:

(a) for every λ ∈ (0, q), we have u ∈ Lλ(Ω);
(b) for every λ ∈ (0, r), we have |δu| ∈ Lλ(Ω).

This result was established in [17] (see also [18, Proposition 3.2] for a more general case).

Remark 3.2. The summability properties described in Proposition 3.1 are the same as
those of entropy solutions of the Dirichlet problem for the equations considered in [15]. In the
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case τ = 0, these properties coincide with the known ones for equations with usual coercivity
condition (see, e.g., [4]).

Remark 3.3. From Propositions 3.1 and 2.3, it follows that if r > 1 and u is an entropy
solution of problem (3.4), then, for every λ ∈ [1, r), we have u ∈W 1,λ

0 (Ω).

Further, we give an additional information on entropy solutions of problem (3.4). For this
goal, for every function v ∈ T 1,p

0 (Ω), we define

M (v) =
{
w ∈W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) : ai(x, v, δv)Diw ∈ L1(Ω), i = 1, . . . , n
}
.

By Proposition 2.2 and Remark 3.1, we have

v ∈ T 1,p
0 (Ω), w ∈W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω), k > 0 =⇒ Tk(v − w) ∈ M (v). (3.5)

Therefore, for every function v ∈ T 1,p
0 (Ω), the set M (v) is nonempty.

Proposition 3.2. Let u be an entropy solution of problem (3.4). Then, for every function
w ∈ M (u), we have ∫

Ω

{
n∑

i=1

ai(x, u, δu)Diw

}
dx =

∫

Ω

fw dx.

⊳ Let v ∈W 1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω), and let k > 0. We define l = ‖v‖L∞(Ω) +1. It is easy to find

that there exists a sequence {vj} ⊂ C∞
0 (Ω) such that vj → v strongly in W 1,p

0 (Ω), vj → v a.e.
in Ω, and, for every j ∈ N, |vj | 6 l in Ω. Since u is an entropy solution of problem (3.4), for
every j ∈ N, we have

∫

Ω

{
n∑

i=1

ai(x, u, δu)DiTk(u− vj)

}
dx 6

∫

Ω

fTk(u− vj) dx. (3.6)

By the properties of the sequence {vj}, we have

Tk(u− vj) → Tk(u− v) a.e. in Ω, (3.7)

Tk(u− vj) → Tk(u− v) weakly in W 1,p
0 (Ω). (3.8)

Using (3.7), we establish that
∫

Ω

fTk(u− vj) dx→
∫

Ω

fTk(u− v) dx. (3.9)

Next, we fix i ∈ {1, . . . , n} and define wi = ai(x, Tk+l(u),∇Tk+l(u)). In view of (3.1), we have
wi ∈ Lp/(p−1)(Ω). Then (3.8) implies that

∫

Ω

wiDiTk(u− vj) dx→
∫

Ω

wiDiTk(u− v) dx. (3.10)

Using Propositions 2.1 and 2.2, we find that wiDiTk(u−v) = ai(x, u, δu)DiTk(u−v) a.e. in Ω
and, for every j ∈ N, wiDiTk(u− vj) = ai(x, u, δu)DiTk(u− vj) a.e. in Ω. Therefore, in view
of (3.10), we have

∫

Ω

ai(x, u, δu)DiTk(u− vj) dx→
∫

Ω

ai(x, u, δu)DiTk(u− v) dx.
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This along with (3.9) and (3.6) implies that, for every v ∈W 1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω) and every k > 0,

∫

Ω

{
n∑

i=1

ai(x, u, δu)DiTk(u− v)

}
dx 6

∫

Ω

fTk(u− v) dx. (3.11)

Now, let w ∈ M (u). For every m ∈ N, we define wm = Tm(u)−w. We fix k > ‖w‖L∞(Ω),

and let m ∈ N. Since wm ∈W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), it follows from (3.11) that

∫

Ω

{
n∑

i=1

ai(x, u, δu)DiTk(u− wm)

}
dx 6

∫

Ω

fTk(u− wm) dx. (3.12)

Using Propositions 2.1 and 2.2, we find that, for every i ∈ {1, . . . , n},

DiTk(u− wm) = (δiu · 1{|u|>m} +Diw) · 1{|u−wm|<k} a.e. in Ω.

This along with (3.2) and (3.12) implies that

∫

{|u−wm|<k}

{
n∑

i=1

ai(x, u, δu)Diw

}
dx 6

∫

Ω

fTk(u− wm) dx. (3.13)

It is easy to see that meas(Ω \ {|u − wm| < k}) 6 meas{|u| > m}. Consequently, we have
meas(Ω \ {|u − wm| < k}) → 0. In addition, Tk(u − wm) → w a.e. in Ω. Using these facts,
we pass to the limit in both sides of inequality (3.13) and then, taking into account the
arbitrariness of w ∈ M (u), we obtain the required result. ⊲

Remark 3.4. In the case of a class of degenerate anisotropic elliptic equations with
L1-data, a result similar to Proposition 3.2 was proved in [34] using, as here, an idea
of [4, Corollary 4.3].

From Proposition 3.2 and implication (3.5), we deduce the following result.

Corollary 3.1. Let u be an entropy solution of problem (3.4). Then, for every function
v ∈W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) and every k > 0,

∫

Ω

{
n∑

i=1

ai(x, u, δu)DiTk(u− v)

}
dx =

∫

Ω

fTk(u− v) dx. (3.14)

Remark 3.5. In view of Definition 3.1 and Corollary 3.1, u is an entropy solution of
problem (3.4) if and only if u ∈ T 1,p

0 (Ω) and, for every function v ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) and

every k > 0, equality (3.14) holds.

4. Estimates of Entropy Solutions

Let f̃ : [0,+∞) → R be the function such that, for every s ∈ [0,+∞),

f̃(s) =

∫

{|f |>s}

|f | dx.

The function f̃ is nonnegative, nonincreasing, and measurable. Using this function, we obtain
some estimates for an entropy solution of problem (3.4). They are important for the proof of
our main theorems in Section 5.
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In what follows, we denote by ci, i = 1, 2, . . . , positive constants depending only on n, p,
c, and measΩ.

We define

β =
p− 1− τ

2p − 1
.

Proposition 4.1. Let u be an entropy solution of problem (3.4), and let k > 1. Then

Ik(u) 6 c1k
1+τ
[
k−β + f̃(kβ)

]
, (4.1)

meas{|u| > k} 6 c2k
−q
[
k−β + f̃(kβ)

]n/(n−p)
. (4.2)

⊳ By Definition 3.1 and Proposition 2.1, we have

∫

Ω

{
n∑

i=1

ai(x, u,∇Tk(u))DiTk(u)

}
dx 6

∫

Ω

fTk(u) dx.

Hence, using (3.2), we obtain the inequality

cIk(u) 6 (2k)τ
∫

Ω

f Tk(u) dx. (4.3)

We estimate from above the integral in the right-hand side of this inequality. It is clear that
∫

Ω

f Tk(u) dx =

∫

{|f |<kβ}

f Tk(u) dx+

∫

{|f |>kβ}

f Tk(u) dx.

Then, using the properties of the function Tk and the definition of the function f̃ , we get
∫

Ω

f Tk(u) dx 6 kβ‖Tk(u)‖L1(Ω) + kf̃(kβ). (4.4)

Since u ∈ T 1,p
0 (Ω), we have Tk(u) ∈W 1,p

0 (Ω). Therefore, by (2.1),

‖Tk(u)‖Lp∗ (Ω) 6 cn,p[Ik(u)]
1/p.

Then, using the Hölder and Young inequalities, we obtain

‖Tk(u)‖L1(Ω) 6 c4‖Tk(u)‖Lp∗ (Ω) 6 c5[Ik(u)]
1/p

6 c6k
(β+τ)/(p−1) + 2−1−τk−β−τcIk(u).

This along with (4.3) and (4.4) implies the inequality

Ik(u) 6 c1

[
kp(β+τ)/(p−1) + k1+τ f̃(kβ)

]
.

Hence, taking into account the definition of β, we get inequality (4.1). In turn, Proposition 2.4
and inequality (4.1) yield inequality (4.2). ⊲

We define

γ =
β(n− p)

β + n− 1− τ
.
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Proposition 4.2. Let u be an entropy solution of problem (3.4), and let k > 1. Then

meas{|δu| > k} 6 c3k
−r[k−γ + f̃(kγ − 1)]n/(n−1−τ). (4.5)

⊳ Let h : [1,+∞) → R be the function such that, for every s ∈ [1,+∞),

h(s) =

s∫

s−1

f̃(t) dt.

Obviously, the function h is continuous. In addition, for every s ∈ [1,+∞), we have

f̃(s) 6 h(s) 6 f̃(s− 1). (4.6)

This is due to the fact that the function f̃ is nonincreasing.
Now, let ψ : [1,+∞) → R be the function such that, for every s ∈ [1,+∞),

ψ(s) = sp(n−1−τ)/(n−p)
[
s−β + h(sβ)

]−p/(n−p)
.

It is clear that the function ψ is continuous, ψ(1) 6 kp, and ψ(s) → +∞ as s → +∞.
Therefore, there exists l ∈ [1,+∞) such that ψ(l) = kp. Hence,

l = k(n−p)/(n−1−τ)
[
l−β + h(lβ)

]1/(n−1−τ)
, (4.7)

k−pl1+τ
[
l−β + h(lβ)

]
= l−q

[
l−β + h(lβ)

]n/(n−p)
. (4.8)

In turn, by (4.7),

k−pl1+τ
[
l−β + h(lβ)

]
= k−r

[
l−β + h(lβ)

]n/(n−1−τ)
. (4.9)

Next, by Proposition 2.5, we have

meas{|δu| > k} 6 cp
∗

n,pl
−p∗[Il(u)]

p∗/p + k−pIl(u). (4.10)

In addition, we deduce from (4.1) and (4.6) that

Il(u) 6 c1l
1+τ
[
l−β + h(lβ)

]
.

This along with (4.8)–(4.10) implies that

meas{|δu| > k} 6 c3k
−r
[
l−β + h(lβ)

]n/(n−1−τ)
.

Note that, by (4.7) and the definition of γ, we have kγ 6 lβ . Then, using (4.6) and the fact
that the function f̃ is nonincreasing, we obtain

h(lβ) 6 f̃(lβ − 1) 6 f̃(kγ − 1).

This along with the previous two inequalities yields inequality (4.5). ⊲

Remark 4.1. The function f̃ was introduced in [10], where estimates similar to those in
Propositions 4.1 and 4.2 were established in the case τ = 0.
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5. Limit Summability Results for Entropy Solutions

In this section, we prove our two main theorems on the limit summability of entropy
solutions of problem (3.4) and then we give some corollaries of the second one on the belonging
of entropy solutions to the limit space W 1,r

0 (Ω) and, as a particular case, to the space W 1,1
0 (Ω).

Theorem 5.1. Assume that

+∞∫

1

1

s

[
f̃(s)

]n/(n−p)
ds < +∞, (5.1)

and let u be an entropy solution of problem (3.4). Then u ∈ Lq(Ω).

⊳ Let ϕ : [1,+∞) → R be the function such that, for every s ∈ [1,+∞),

ϕ(s) = c2
[
s−1 + f̃(s)

]n/(n−p)
.

The function ϕ is positive, nonincreasing, and measurable. In addition, by (5.1), we have

+∞∫

1

ϕ(s)

s
ds < +∞.

We also note that, by Proposition 4.1, for every k > 1,

meas
{
|u|β > k

}
6 k−q/βϕ(k).

Therefore, by Proposition 2.6, we get |u|β ∈ Lq/β(Ω). Hence, u ∈ Lq(Ω). ⊲

Theorem 5.2. Assume that

+∞∫

1

1

s

[
f̃(s)

]n/(n−1−τ)
ds < +∞, (5.2)

and let u be an entropy solution of problem (3.4). Then |δu| ∈ Lr(Ω).

⊳ Let ϕ : [1,+∞) → R be the function such that, for every s ∈ [1,+∞),

ϕ(s) = c3
[
s−1 + f̃(s)

]n/(n−1−τ)
.

The function ϕ is positive, nonincreasing, and measurable. In addition, by (5.2), we have

+∞∫

1

ϕ(s)

s
ds < +∞.

We also note that, by Proposition 4.2, for every k > 1,

meas

{
1

2
|δu|γ > k

}
6 k−r/γϕ(k).

Therefore, by Proposition 2.6, we get |δu|γ ∈ Lr/γ(Ω). Hence, |δu| ∈ Lr(Ω). ⊲
We note that Theorems 5.1 and 5.2 generalize Theorems 3.1 and 3.2 in [10] related to the

case τ = 0.
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From Theorem 5.2 and Proposition 2.3, we immediately obtain the following result.

Corollary 5.1. Assume that r > 1 and that inequality (5.2) holds. Let u be an entropy
solution of problem (3.4). Then u ∈W 1,r

0 (Ω).

It is easy to see that if ε > 0 and f ∈ L1+ε(Ω), then inequality (5.2) is satisfied. We now
give a weaker condition guaranteeing that inequality (5.2) is satisfied.

Proposition 5.1. Let λ > (n− 1− τ)/n, and let

f [ln(1 + |f |)](n−1−τ)/n[ln ln(e+ |f |)]λ ∈ L1(Ω). (5.3)

Then inequality (5.2) holds.

⊳ We define F = f [ln(1 + |f |)](n−1−τ)/n[ln ln(e + |f |)]λ. Let s > e. Assume that the set
{|f | > s} is nonempty. Then, fixing an arbitrary x ∈ {|f | > s}, we find that

|f(x)| 6 (ln s)−(n−1−τ)/n(ln ln s)−λ|F (x)|.

Therefore, taking into account condition (5.3), we obtain

f̃(s) 6 (ln s)−(n−1−τ)/n(ln ln s)−λ‖F‖L1(Ω).

Obviously, the same inequality holds if the set {|f | > s} is empty. Then, for every s > e,

[f̃(s)]n/(n−1−τ)
6 (ln s)−1(ln ln s)−λn/(n−1−τ)‖F‖n/(n−1−τ)

L1(Ω)
.

This along with the inequality λ > (n− 1− τ)/n implies that inequality (5.2) holds. ⊲

As a consequence of Corollary 5.1 and Proposition 5.1, we obtain the following result.

Corollary 5.2. Assume that r > 1. Let λ > (n − 1 − τ)/n, and let inclusion (5.3) hold.
Let u be an entropy solution of problem (3.4). Then u ∈W 1,r

0 (Ω).

Remark 5.1. Since 1 < p < n and 0 6 τ < p − 1, we have n − 1− τ > 0. Therefore, by
the definition of r, we get

r > 1 ⇐⇒ τ 6
n(p− 2) + 1

n− 1
.

This implies that if p < 2 − 1/n, then the inequality r > 1 does not hold. We also note that
if p > 2− 1/n, then

0 6
n(p− 2) + 1

n− 1
< p− 1.

Corollary 5.3. Assume that p > 2− 1/n and

τ =
n(p− 2) + 1

n− 1
. (5.4)

In addition, assume that
+∞∫

1

1

s

[
f̃(s)

](n−1)/(n−p)
ds < +∞. (5.5)

Let u be an entropy solution of problem (3.4). Then u ∈W 1,1
0 (Ω).
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⊳ By equality (5.4) and the definition of r, we have r = 1. Moreover, equality (5.4) yields
that n/(n−1− τ) = (n−1)/(n−p). This and (5.5) implies that inequality (5.2) holds. Then,
by Corollary 5.1, we get the required conclusion. ⊲

Corollary 5.4. Assume that p > 2 − 1/n. Assume also that equality (5.4) holds. Let
λ > (n − p)/(n − 1), and let

f [ln(1 + |f |)](n−p)/(n−1)[ln ln(e+ |f |)]λ ∈ L1(Ω). (5.6)

Let u be an entropy solution of problem (3.4). Then u ∈W 1,1
0 (Ω).

⊳ By equality (5.4), we have (n−1− τ)/n = (n−p)/(n−1). Then λ > (n−1− τ)/n and,
by (5.6), f [ln(1 + |f |)](n−1−τ)/n[ln ln(e + |f |)]λ ∈ L1(Ω). In addition, equality (5.4) implies
that r = 1. We now deduce from Corollary 5.2 the required conclusion. ⊲

6. Weak Solutions and Their Summability

The main result of this section provides conditions for the existence of a weak solution of
problem (3.4) belonging to the space W 1,r

0 (Ω). We also give some corollaries of this result.

Definition 6.1. A weak solution of problem (3.4) is a function u ∈W 1,1
0 (Ω), such that:

(i) for every i ∈ {1, . . . , n}, ai(x, u,∇u) ∈ L1(Ω);
(ii) for every function v ∈ C∞

0 (Ω),

∫

Ω

{
n∑

i=1

ai(x, u,∇u)Div

}
dx =

∫

Ω

fv dx.

Proposition 6.1. Assume that

τ <
n(p− 2) + 1

n− 1
. (6.1)

Let u be an entropy solution of problem (3.4), and, for every i ∈ {1, . . . , n}, let ai(x, u, δu) ∈
L1(Ω). Then u is a weak solution of problem (3.4).

⊳ Inequality (6.1) implies that 1 < r. Therefore, by Proposition 3.1, we have |δu| ∈ L1(Ω).
Then, using Proposition 2.3, we find that u ∈W 1,1

0 (Ω) and, for every i ∈ {1, . . . , n}, Diu = δiu
a. e. in Ω. Now, it is clear that, for every i ∈ {1, . . . , n}, ai(x, u,∇u) ∈ L1(Ω). In addition, we
have C∞

0 (Ω) ⊂ M (u). This and Proposition 3.2 imply that, for every function v ∈ C∞
0 (Ω),

∫

Ω

{
n∑

i=1

ai(x, u,∇u)Div

}
dx =

∫

Ω

fv dx.

Thus, we conclude that the function u is a weak solution of problem (3.4). ⊲

Remark 6.1. Since τ > 0, inequality (6.1) can be satisfied only if p > 2− 1/n.

We now describe a particular case where any entropy solution of problem (3.4) is its weak
solution.

Let p̄ ∈ (0, pq/(p − 1)), let c̄ > 0, and let ḡ ∈ L1(Ω), ḡ > 0 in Ω. We assume that, for
almost every x ∈ Ω, every s ∈ R, and every ξ ∈ R

n,
n∑

i=1

|ai(x, s, ξ)|p/(p−1)
6 c̄(|s|p̄ + |ξ|p) + ḡ(x). (6.2)

By this, we make a restriction on the growth of the functions ai with respect to the variable s.
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Proposition 6.2. Assume that

τ < min

{
n(p− 2) + 1

n− 1
,

p− 1

n− p+ 1

}
, (6.3)

and let u be an entropy solution of problem (3.4). Then u is a weak solution of problem (3.4).

⊳ We first note that inequality (6.3) implies that inequality (6.1) holds. Next, we fix an
arbitrary i ∈ {1, . . . , n}. By (6.2), we have

|ai(x, u, δu)| 6 c̄(p−1)/p
(
|u|p̄(p−1)/p + |δu|p−1

)
+ ḡ(p−1)/p a. e. in Ω. (6.4)

Since p̄(p − 1)/p < q, by assertion (a) of Proposition 3.1, we have u ∈ Lp̄(p−1)/p(Ω). In
addition, |δu| ∈ Lp−1(Ω). Indeed, by (6.3), we have τ < (p− 1)/(n− p+1). Hence, p− 1 < r.
This and assertion (b) of Proposition 3.1 lead to the claimed inclusion for |δu|. Now, taking
into account the inclusion ḡ ∈ L1(Ω), we deduce from (6.4) that ai(x, u, δu) ∈ L1(Ω). Then,
applying Proposition 6.1, we get the required conclusion. ⊲

We note that Proposition 6.2 is a particular case of Corollary 3.2 in [18].
The main result of this section is the following theorem.

Theorem 6.1. Assume that

τ 6 min

{
n(p− 2) + 1

n− 1
,

p− 1

n− p+ 1

}
. (6.5)

In addition, assume that inequality (5.2) holds. Then there exists a weak solution of
problem (3.4) belonging to W 1,r

0 (Ω).

⊳ As mentioned in Section 3, there exists an entropy solution u of problem (3.4). In view
of inequality (6.5) and Remark 5.1, we have r > 1. Then, taking into account inequality (5.2),
we deduce from Corollary 5.1 that u ∈ W 1,r

0 (Ω). By (6.5), we have τ 6 (p − 1)/(n − p + 1),
which implies that p − 1 6 r. Therefore, |∇u| ∈ Lp−1(Ω). Moreover, in view of assertion (a)
of Proposition 3.1, u ∈ Lp̄(p−1)/p(Ω). Fixing an arbitrary i ∈ {1, . . . , n}, by (6.2), we have

|ai(x, u,∇u)| 6 c̄(p−1)/p
(
|u|p̄(p−1)/p + |∇u|p−1

)
+ ḡ(p−1)/p a. e. in Ω.

This along with the above inclusions for u and |∇u| implies that ai(x, u,∇u) ∈ L1(Ω). We also
note that, by Theorem 5.2 and Proposition 2.3, we have δu = ∇u a.e. in Ω. Then we conclude
that, for every i ∈ {1, . . . , n}, ai(x, u, δu) ∈ L1(Ω). Hence, C∞

0 (Ω) ⊂ M (u). Therefore, by
Proposition 3.2, for every function v ∈ C∞

0 (Ω),

∫

Ω

{
n∑

i=1

ai(x, u,∇u)Div

}
dx =

∫

Ω

fv dx.

Thus, we conclude that the function u is a weak solution of problem (3.4) belonging to
W 1,r

0 (Ω). ⊲

The following result is a direct consequence of Proposition 5.1 and Theorem 6.1.

Corollary 6.1. Assume that inequality (6.5) holds. Let λ > (n − 1 − τ)/n, and let
inclusion (5.3) hold. Then there exists a weak solution of problem (3.4) belonging to W 1,r

0 (Ω).

We give two other corollaries of Theorem 6.1.
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Corollary 6.2. Assume that 2− 1/n 6 p 6 2 and that equality (5.4) and inequality (5.5)
hold. Then there exists a weak solution of problem (3.4).

⊳ Since p 6 2, equality (5.4) implies that inequality (6.5) holds. In addition, by (5.4)
and (5.5), inequality (5.2) holds. Then Theorem 6.1 leads to the required conclusion. ⊲

Corollary 6.3. Assume that 2 − 1/n 6 p 6 2 and that equality (5.4) holds. Let
λ > (n − p)/(n − 1), and let inclusion (5.6) hold. Then there exists a weak solution of
problem (3.4).

⊳ By (5.4), we have (n−1−τ)/n = (n−p)/(n−1). This equality along with the inequality
λ > (n−p)/(n−1) and inclusion (5.6) implies that λ > (n−1− τ)/n and that inclusion (5.3)
holds. Therefore, by Proposition 5.1, inequality (5.5) holds. Then, by Corollary 6.2, we get
the required result. ⊲

Remark 6.2. The above corollary is a stronger result than Theorem 1.2 in [20] given for
the case p = 2. Moreover, in the case 2− 1/n 6 p 6 2, this corollary is a stronger result than
Theorem 6 in [24], where it is required, as in [20, Theorem 1.2], that f ln(1 + |f |) ∈ L1(Ω).

Finally, we give two corollaries of Theorem 6.1 which provide conditions for the existence
of a weak solution belonging to the space W 1,p−1

0 (Ω).

Corollary 6.4. Assume that n > 2, p ∈ (2, n), and

τ =
p− 1

n− p+ 1
. (6.6)

In addition, assume that
+∞∫

1

1

s

[
f̃(s)

](n−p+1)/(n−p)
ds < +∞. (6.7)

Then there exists a weak solution of problem (3.4) belonging to W 1,p−1
0 (Ω).

⊳ Since p > 2, equality (6.6) implies that inequality (6.5) holds. In addition, by (6.6), we
have n/(n−1− τ) = (n−p+1)/(n−p) and r = p−1. The first of these equalities along with
inequality (6.7) implies inequality (5.2). Now, applying Theorem 6.1 and using the equality
r = p− 1, we obtain the required result. ⊲

Corollary 6.5. Assume that n > 2 and p ∈ (2, n). Assume also that equality (6.6) holds.
Let λ > (n− p)/(n− p+ 1), and let f [ln(1 + |f |)](n−p)/(n−p+1)[ln ln(e+ |f |)]λ ∈ L1(Ω). Then
there exists a weak solution of problem (3.4) belonging to W 1,p−1

0 (Ω).

⊳ By the conditions of the corollary on τ , λ, and f , we have λ > (n − 1 − τ)/n and
inclusion (5.3) holds. Therefore, by Proposition 5.1, inequality (5.2) holds. This along with
the equality n/(n−1−τ) = (n−p+1)/(n−p) implies inequality (6.7). Then, by Corollary 6.4,
we get the required result. ⊲

7. Examples

We first give an example of the functions ai satisfying conditions stated at the beginning
of Section 3.

Example 7.1. Assume that p > 2, α ∈ (2, p), τ ∈ [0, p − 1), and c > 0. Let b : R → R

be a bounded continuous function such that, for every s ∈ R, we have b(s) > c. In addition,
let b0, b1 : R → R be nonnegative continuous functions. Finally, let g be a nonnegative function
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in Lp/(p−2)(Ω). Now, for every i ∈ {1, . . . , n}, let ai : Ω × R × R
n → R be the function such

that, for every triple (x, s, ξ) ∈ Ω× R× R
n,

ai(x, s, ξ) =
b(s)|ξ|p−2ξi
(1 + |s|)τ + b1(s)|ξ|α−2ξi + g(x)b0(s)ξi.

Then the functions ai satisfy the growth, degenerate coercivity, and strict monotonicity
conditions stated at the beginning of Section 3.

In the next example, we consider a function f ∈ L1(Ω) satisfying inequality (5.2) and
inclusion (5.3) for a suitable λ.

Example 7.2. Assume that Ω = {x ∈ R
n : |x| < 1/e}, and let α > 1. Let f : Ω → R be

the function such that f(0) = 0 and, for every x ∈ Ω \ {0},

f(x) =
1

|x|n
(
ln

1

|x|

)−α

.

Since α > 1, we have f ∈ L1(Ω). However, f 6∈ L1+ε(Ω) for any ε > 0. In addition, it is easy
to verify that if s > en, then f̃(s) 6 βn,α(ln s)

1−α, where βn,α is a positive number depending
only on n and α. Then the following implication holds:

λ >
1

α− 1
=⇒

+∞∫

1

1

s

[
f̃(s)

]λ
ds < +∞.

Therefore, under the conditions p ∈ (1, n) and τ ∈ [0, p− 1), the inequality α > 2− (1+ τ)/n
implies inequality (5.2). Furthermore, under the same conditions on p and τ , the inequality
α > 2− (1 + τ)/n implies that, for every λ > (n − 1 − τ)/n, inclusion (5.3) holds. However,
the inclusion f ln(1 + |f |) ∈ L1(Ω) holds if and only if α > 2.
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Cham, Birkhäuser, 2014, pp. 135–143. DOI: 10.1007/978-3-319-04214-5_7.

21. Boccardo, L. A Quasilinear Elliptic Equation with W 1,1
0 -Solutions, Bollettino dell’Unione Matematica

Italiana, 2015, vol. 8, no. 1, pp. 17–29. DOI: 10.1007/s40574-015-0022-4.
22. Souilah, R. Existence and Regularity Results for Some Elliptic Equations with Degenerate Coercivity

and Singular Quadratic Lower-Order Terms, Mediterranean Journal of Mathematics, 2019, vol. 16,
no. 4, Article no. 87, 21 p. DOI: 10.1007/s00009-019-1360-8.

23. Gao, H., Huang, M. and Ren, W. Regularity for Entropy Solutions to Degenerate Elliptic Equations,
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 2020, vol. 491, no. 1, Article ID 124251, 18 p.
DOI: 10.1016/j.jmaa.2020.124251.

24. Xiawu, J., Huang, S., Mi, Y. and Ri, M. Existence of W 1,1
0 (Ω) Solutions to Non-Coercivity

Quasilinear Elliptic Problem, Journal of Function Spaces, 2020, Article ID 5017818, 6 p. DOI:
10.1155/2020/5017818.

25. Zhang, J. and Gao, H. Gradient Estimates for Entropy Solutions to Elliptic Equations with Degenerate
Coercivity, Rocky Mountain Journal of Mathematics, 2023, vol. 53, no. 1, pp. 275–284. DOI:
10.1216/rmj.2023.53.275.

26. Grenon, N. Lr estimates for Degenerate Elliptic Problems, Potential Analysis, 2002, vol. 16, no. 4,
pp. 387–392. DOI: 10.1023/A:1014895230754.

27. Benkirane, A., Meskine, D. and Youssfi, A. Bounded Solutions for Nonlinear Elliptic Equations with
Degenerate Coercivity and Data in an L logL, Bulletin of the Belgian Mathematical Society – Simon

Stevin, 2008, vol. 15, no. 2, pp. 369–375. DOI: 10.36045/bbms/1210254830.
28. Zhang, X. and Fu, Y. Solutions for Nonlinear Elliptic Equations with Variable Growth and Degenerate

Coercivity, Annali di Matematica Pura ed Applicata, 2014, vol. 193, no. 1, pp. 133–161. DOI:
10.1007/s10231-012-0270-1.

29. Li, Z. and Gao, W. Existence Results to a Nonlinear p(x)-Laplace Equation with Degenerate Coercivity
and Zero-Order Term: Renormalized and Entropy Solutions, Applicable Analysis, 2015, vol. 95, no. 2,
pp. 373–389. DOI: 10.1080/00036811.2015.1004321.

30. Ayadi, H. and Mokhtari, F. Nonlinear Anisotropic Elliptic Equations with Variable Exponents and
Degenerate Coercivity, Electronic Journal of Differential Equations, 2018, vol. 2018, paper no. 45, 23 p.



Conditions for the Limit Summability of Solutions 51

31. Dai, L. Existence of Renormalized Solutions for a Degenerate Elliptic Equation with Degenerate
Coercivity in Weighted Sobolev Spaces, Journal of Zhejiang University, Science Edition, 2018, vol. 45,
no. 6, pp. 673–678 (in Chinese). DOI: 10.3785/j.issn.1008-9497.2018.06.005.

32. Dai, L. Existence of Entropy Solutions for an Elliptic Equation with Degenerate Coercivity, Journal

of East China Normal University, Natural Science Edition, 2019, no. 4, pp. 52–61 (in Chinese). DOI:
10.3969/j.issn.1000-5641.2019.04.006.

33. Gao, H., Leonetti, F. and Ren, W. Regularity for Anisotropic Elliptic Equations with Degenerate
Coercivity, Nonlinear Analysis, 2019, vol. 187, pp. 493–505. DOI: 10.1016/j.na.2019.06.017.

34. Kovalevsky, A. A. and Gorban, Yu. S. Solvability of Degenerate Anisotropic Elliptic Second-Order
Equations with L1-Data, Electronic Journal of Differential Equations, 2013, vol. 2013, paper no. 167,
17 p.

35. Gilbarg, D. and Trudinger, N. S. Elliptic Partial Differential Equations of Second Order, 2nd ed., Berlin,
Springer, 1983, 513 p.

36. Kovalevsky, A. A., Skrypnik, I. I. and Shishkov, A. E. Singular Solutions of Nonlinear Elliptic and

Parabolic Equations, Berlin, De Gruyter, 2016, 434 p. DOI: 10.1515/9783110332247.

Received February 16, 2025

Alexander A. Kovalevsky

Institute of Applied Mathematics and Mechanics,
74 Rosa Luxemburg St., Donetsk 283048, Russia,
Leading Researcher

E-mail: alexkvl71@mail.ru
https://orcid.org/0000-0003-1431-2075

Владикавказский математический журнал
2025, Том 27, Выпуск 2, С. 35–51

УСЛОВИЯ ПРЕДЕЛЬНОЙ СУММИРУЕМОСТИ РЕШЕНИЙ
НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

С ВЫРОЖДАЮЩЕЙСЯ КОЭРЦИТИВНОСТЬЮ И L1-ДАННЫМИ
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Аннотация. Изучаются энтропийные и слабые решения задачи Дирихле для одного класса нелиней-
ных эллиптических уравнений второго порядка с вырождающейся коэрцитивностью и правой частью f
из L1(Ω), где Ω — ограниченное открытое множество в R

n (n > 2). Условие роста на коэффициенты
уравнений допускает любой их рост относительно самой неизвестной функции. Используя некоторую
функцию f̃ : [0,+∞) → R, порожденную функцией f , получены оценки функции распределения энтро-
пийного решения и его градиента. С помощью этих оценок установлены интегральные условия на функ-
цию f̃ , гарантирующие принадлежность энтропийных решений и их градиентов предельным простран-
ствам Лебега. Как следствие, получены условия принадлежности энтропийных решений предельному
пространству Соболева W 1,r

0 (Ω) и, как частный случай, пространству W 1,1
0 (Ω). Кроме того, установ-

лены условия существования слабых решений рассматриваемой задачи, принадлежащих пространству
W 1,r

0 (Ω). Полученные результаты обобщают известные результаты для уравнений, коэффициенты кото-
рых удовлетворяют обычному условию коэрцитивности.

Ключевые слова: нелинейное эллиптическое уравнение, вырождающаяся коэрцитивность, задача
Дирихле, энтропийное решение, слабое решение, суммируемость решений.
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Abstract. The article is devoted to the study of second-order quasilinear elliptic equations with variable
nonlinearity exponents and a locally integrable right-hand side in the space R

n. The author adapts the
concept of a locally renormalized solution for equations with variable growth exponents, generalizing the
results of M. F. Bidaut-Véron and L. Véron obtained for equations with constant exponents. The work
establishes conditions on the structure of the quasilinear elliptic operator with variable growth that are
sufficient for the correct definition of a locally renormalized solution. The author derives a priori local
estimates characterizing the regularity of the solution and, based on these, proves the existence of a
locally renormalized solution in the space R

n without additional restrictions on its growth at infinity.
Furthermore, the work demonstrates that for a non-negative right-hand side, the solution is also non-
negative almost everywhere. The research employs methods of functional analysis, including the theory
of Lebesgue and Sobolev spaces with variable exponents. The proofs are based on compactness and
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Introduction

In R
n = {x = (x1, x2, . . . , xn)}, n > 2, we consider the following second-order quasilinear

elliptic equation with variable growth and a locally summable function f :

−div a(x,∇u) + b(x, u,∇u) = f. (1)

c© 2025 Kozhevnikova, L. M.
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The concept of a renormalized solution is an important tool for studying large classes of
degenerate elliptic equations with data in the form of a measure. The original definition is
given in [1] for the Dirichlet problem

−div a(x,∇u) = µ, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω, (2)

and it was extended by M. F. Bidaut-Veron [2] to a local form for an equation with the
p-Laplacian, absorption, and a Radon measure µ:

−∆pu+ |u|p0−2u = µ, p ∈ (1, n), 0 < p− 1 < p0. (3)

In particular, M. F. Bidaut-Veron proved the existence of a local renormalized solution in R
n

of the equation with µ ∈ L1,loc(R
n). In the monograph [3], L. Veron generalized the concept

of a local renormalized solution for an equation with power type nonlinearities of the form

−div a(x,∇u) + b(x, u,∇u) = µ.

In the present work, the concept of a local renormalized solution is adapted to the equati-
on (1) with variable growth exponents. We prove the existence of a local renormalized solution
of the equation (1) in R

n and establish its sign-definiteness.

1. Lebesgue and Sobolev Spaces with Variable Exponents

In this section, we provide the necessary information from the theory of spaces with
variable exponents. For Q ⊂ R

n, denote

L+
∞(Q) = {p ∈ L∞(Q) : 1 6 p− 6 p+ < +∞},

where p− = vrai infx∈Q p(x) and p+ = vrai supx∈Q p(x). Taking p(·) ∈ L+
∞(Q), we define the

Lebesgue space Lp(·)(Q) as the set of measurable real-valued functions v on Q such that

ρp(·),Q(v) =
∫

Q

|v(x)|p(x) dx <∞,

with the Luxemburg norm ‖v‖Lp(·)(Q) = ‖v‖p(·),Q = inf
{
k > 0 : ρp(·)(v/k) 6 1

}
. For v ∈

Lp(·)(Q), the following relations are valid:

‖v‖p−p(·),Q − 1 6 ρp(·),Q(v) 6 ‖v‖p+p(·),Q + 1.

Due to convexity, the following inequality holds:

|y + z|p(x) 6 2p+−1
(
|y|p(x) + |z|p(x)

)
, z, y ∈ R, x ∈ Q. (4)

For p− > 1, we have the Young inequality

|zy| 6 |y|p(x) + |z|p′(x), z, y ∈ R, p′(·) = p(·)
p(·)− 1

, x ∈ Q. (5)

Let us define the Sobolev space with variable exponent

W 1
p(·)(Q) =

{
v ∈ Lp(·)(Q) : |∇v| ∈ Lp(·)(Q)

}
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with the norm ‖v‖1p(·),Q = ‖v‖p(·),Q + ‖∇v‖p(·),Q. The space W̊ 1
p(·)(Q) is defined as the

completion of C∞
0 (Q) with respect to the norm ‖ · ‖W 1

p(·)
(Q). The spaces Lp(·)(Q), W 1

p(·)(Q),

W̊ 1
p(·)(Q) are separable, Banach, and reflexive for p− > 1 (see [4, Chapter 3, § 3.2, § 3.4, § 8.1]).

For two bounded functions q(·), r(·) ∈ C(Q) we write q(·) < r(·), provided infx∈Q(r(x)−
q(x)) > 0. Let C+(Q) = {p ∈ C(Q) : 1 < p− 6 p+ < +∞}, where p− = infx∈Q p(x),
p+ = supx∈Q p(x).

Lemma 1 [5]. Let Q be bounded, p(·), q(·) ∈ C+(Q), p+ < n, q(·) < p∗(·) = np(·)
n−p(·) . Then

the embedding W 1
p(·)(Q) →֒ Lq(·)(Q) is continuous and compact.

2. Assumptions and Definition of the Renormalized Solution

Assumption P . We assume that the functions

a(x, s) = (a1(x, s), . . . , an(x, s)) : R
2n → R

n, b(x, s0, s) : R
2n+1 → R,

from the equation (1), are Carathéodory functions. Let there exist a nonnegative function
Φ ∈ Lp′(·),loc(R

n) and positive numbers â, a such that for a. e. x ∈ R
n and all s, t ∈ R

n the
following inequalities hold:

|a(x, s)| 6 â
(
|s|p(x)−1 +Φ(x)

)
; (6)

(a(x, s) − a(x, t)) · (s− t) > 0, s 6= t; (7)

a(x, s) · s > a|s|p(x). (8)

Here, s · t =
∑n

i=1 siti, s = (s1, . . . , sn), t = (t1, . . . , tn).
Moreover, let there exist a nonnegative function Φ0 ∈ L1,loc(R

n), a continuous
nondecreasing function b̂ : R+ → R

+, and a positive number b such that for a. e. x ∈ R
n

and all s0 ∈ R, s ∈ R
n the following inequalities hold:

|b(x, s0, s)| 6 b̂(|s0|)
(
Φ0(x) + |s|p(x)

)
; (9)

b(x, s0, s)s0 > b|s0|p0(x)+1, p(·)− 1 < p0(·). (10)

Here, we assume that p, p0 ∈ C+(Rn) and p+ < n.
Following [6, 7], we introduce the notation q0(·) = p∗(·)

p′+
, q3(·) = q0(·)

p(·)−1 , q1(·) = q0(·)
q0(·)+1p(·),

q2(·) = q0(·)
q0(·)+1p

′(·), q4(·) = p0(·)
1+p0(·)p

′(·), where p′+ = p−
p−−1 . Let the following additional

assumption be satisfied
p(·)− 1 < q0(·). (11)

Then we can define q′2(·) =
q0(·)p(·)

q0(·)+1−p(·) .
Let us define the truncation Tk(r) = max(−k,min(k, r)). By Lip0(R) we denote the

space of all Lipschitz functions on R whose derivative has compact support.

Definition 1. Let the domain Ω be bounded. A measurable and a. e. bounded function
u : Ω → R is called a renormalized solution of the problem (1), (2) with f ∈ L1(Ω) if the
following conditions are satisfied:

a) Tk(u) ∈ W̊ 1
p(·)(Ω) for any k > 0;

b) b(x, u,∇u) ∈ L1(Ω);
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c) |∇u|p(·)−1 ∈ Lq(·)(Ω), 1 6 q(·) < q2(·);
d) |u|p(·)−1 ∈ Lq(·)(Ω), 1 6 q(·) < q3(·);

for any h ∈ Lip0(R) and ϕ ∈W 1
r(·)(Ω), r(·) > q′2(·), such that ϕh(u) ∈ W̊ 1

p(·)(Ω), ϕh(u) = 0 in
R
n \Ω, the following equality holds:

∫

Rn

(b(x, u,∇u)− f)h(u)ϕdx +

∫

Rn

a(x,∇u) · (∇uh′(u)ϕ+∇ϕh(u)) dx = 0. (12)

Denote by L∞,loc(R
n), L1,loc(R

n), W 1
p(·),loc(R

n) the spaces of functions v defined in R
n

such that v ∈ L∞(Q), L1(Q), W 1
p(·)(Q) for any bounded Q ⊂ R

n, respectively. For brevity of
notation, we write (Lp(·)(Q))n = Lp(·)(Q), (Lp(·),loc(R

n))n = Lp(·),loc(R
n).

Definition 1-loc. A measurable and a. e. bounded function u : Rn → R is called a local
renormalized solution of the equation (1) with f ∈ L1,loc(R

n) if the following conditions are
satisfied:

a− loc) Tk(u) ∈W 1
p(·),loc(R

n) for any k > 0;

b− loc) b(x, u,∇u) ∈ L1,loc(R
n);

c− loc) |∇u|p(·)−1 ∈ Lq(·),loc(R
n), 1 6 q(·) < q2(·);

d− loc) |u|p(·)−1 ∈ Lq(·),loc(R
n), 1 6 q(·) < q3(·);

for any h ∈ Lip0(R) and ϕ ∈ W 1
r(·)(R

n), r(·) > q′2(·), with compact support the equality (12)
holds.

Note that in [7] the definition of a renormalized solution of the Dirichlet problem for an
equation with the p(·)-growth in a bounded domain was formulated for the first time, and its
existence was proven.

Let u be a local renormalized solution of the equation (1). For any k > 0, we have

∇Tk(u) = χ{Rn: |u|6k}∇u ∈ Lp(·),loc(R
n). (13)

Using (4), we deduce from (6) that

|a(x, s)|p′(x) 6 Â|s|p(x) +Ψ(x) (6′)

with a nonnegative Ψ ∈ L1,loc(R
n). It follows from (13), (6′) that for any k > 0,

χ{Rn: |u|6k}a(x,∇u) = χ{Rn: |u|6k}a(x,∇Tk(u)) ∈ Lp′(·),loc(R
n). (14)

Evidently, q2(·) < p′(·), and hence Φ ∈ Lq(·),loc(R
n), q(·) < q2(·). Therefore, in view of c−loc),

(6), we get
a(x,∇u) ∈ Lq(·),loc(R

n), 1 6 q(·) < q2(·). (15)

Remark 1. Each integral in (12) is well defined. Let suppϕ = K. It is easy to prove
that q′2(·) > n, and hence the embeddings W 1

r(·)(K) ⊂W 1
q′2(·)

(K) ⊂W 1
n(K) ⊂ C(K) hold. The

first term in (12) is finite due to the condition b-loc), f ∈ L1,loc(R
n), and h(u)ϕ ∈ L∞(K).

Since supp h′ ⊆ [−M,M ] for some M > 0, the second term can be written as
∫

K

a(x,∇u) · (∇uh′(u)ϕ +∇ϕh(u)) dx

=

∫

K

a(x,∇TM (u)) · ∇TM (u)h′(u)ϕdx +

∫

K

a(x,∇u) · ∇ϕh(u) dx.



56 Kozhevnikova, L. M.

Thanks to (13), (14), and h′(u)ϕ ∈ L∞(K), the first integral is defined and finite. Since
a(x,∇u) ∈ Lq(·)(K) for any q(·) < q2(·) (see (15)) and h(u)∇ϕ ∈ Lr(·)(K) for any r(·) > q′2(·),
the term a(x,∇u) · ∇ϕh(u) is integrable on K.

The main result of the present work is the following

Theorem 1. Let f ∈ L1,loc(R
n) and Assumption P be satisfied. Then there exists

a local renormalized solution u of the equation (1). If f > 0 for a. e. x ∈ R
n, then u > 0 for

a. e. x ∈ R
n.

In [8], a nonlinear anisotropic elliptic equation of the form (1) (b(x, s0, s) ≡ b(x, s0))
with variable exponent nonlinearities and a locally integrable function f is considered in R

n.
F. Mokhtari proved the existence of a local weak solution in R

n.

3. Preliminaries

The Lebesgue measure of a measurable set Q will be denoted by meas (Q). All
constants appearing below are positive. We denote B(R) = {x ∈ R

n : |x| < r}. Let
ηR(̺) = min(1,max(0, R + 1− ̺)), ̺ ∈ R

+.

Assertion 1. Let u be a local renormalized solution of the equation (1). Then for any
R > 0 the following estimates hold:

∫

B(R)

(|u|+ 1)p0(x)dx 6 D1, (16)

∫

B(R)

(|u|+ 1)α−1|∇u|p(x)dx 6 D2(α), α < 0, (17)

meas ({B(R) : |u| > h}) 6 D1h
−p0− , h > 1. (18)

Moreover, |u|p(·)−1 ∈ Lq(·),loc(R
n), 1 6 q(·) < q3(·), and

∫

B(R)

|u|(p(x)−1)q(x)dx 6 D3; (19)

|∇u|p(·)−1 ∈ Lq(·),loc(R
n), 1 6 q(·) < q2(·), and

∫

B(R)

|∇u|(p(x)−1)q(x)dx 6 D4, (20)

and also |∇u|p(·)−1 ∈ Lq(·),loc(R
n), 1 6 q(·) < q4(·), and (20) holds.

Here, the constants D1 −D4 depend on N , where N(R+ 1) is the collection â, a, b, n,
R, p, p0, ‖Φ‖p′(·),B(R+1), ‖f‖1,B(R+1), which does not depend on u.

⊳ Let ρ > 0, α < 0 and h(̺) = (1 − (|̺| + 1)α) sign ̺, hρ(̺) = h(Tρ(̺)), ̺ ∈ R.
Then h′ρ(̺) = |α|(|Tρ(̺)| + 1)α−1χ{|̺|<ρ}. Let h = hρ in (12). Using (6), for a nonnegative
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ϕ ∈W 1
r(·)(R

n), r(·) > q′2(·) with compact support we get

|α|
∫

Rn

(|Tρ(u)|+ 1)α−1a(x,∇u) · ∇Tρ(u)ϕdx +

∫

Rn

b(x, u,∇u)ϕhρ(u) dx

= −
∫

Rn

a(x,∇u) · ∇ϕhρ(u) dx +

∫

Rn

ϕfhρ(u) dx 6 â

∫

Rn

|∇Tρ(u)|p(x)−1|∇ϕ| dx

+ â

∫

{Rn: |u|>ρ}

|∇u|p(x)−1|∇ϕ| dx + â

∫

Rn

Φ|∇ϕ| dx +

∫

Rn

ϕ|f | dx.

(21)

Then, using (5), we obtain

I = â

∫

Rn

|∇Tρ(u)|p(x)−1|∇ϕ| dx 6
|α|a
2

∫

Rn

|∇Tρ(u)|p(x)(|Tρ(u)|+ 1)α−1ϕdx

+C1(α, â, a)

∫

Rn

|∇ϕ|p(x)(|Tρ(u)|+ 1)(1−α)(p(x)−1)ϕ1−p(x) dx.

Let −α∗ = infRn
p0(x)
p(x)−1 − 1 > 0. For α ∈ (α∗, 0) and τα(x) =

p0(x)
(p(x)−1)(1−α) > 1, applying (5)

again, we deduce

I 6
|α|a
2

∫

Rn

|∇Tρ(u)|p(x)(|Tρ(u)|+ 1)α−1ϕdx

+ ε

∫

Rn

(|Tρ(u)|+ 1)p0(x)ϕdx + C2(ε, α, â, a)

∫

Rn

|∇ϕ|p(x)τ ′α(x)ϕ1−p(x)τ ′α(x) dx.

(22)

Combining (21), (22) and using (8), (10), we get the inequality

a
|α|
2

∫

Rn

(|Tρ(u)| + 1)α−1|∇Tρ(u)|p(x)ϕdx +

∫

Rn

|b(x, u,∇u)|ϕ|hρ(u)| dx

6 ε

∫

Rn

(|u|+ 1)p0(x)ϕdx + C2

∫

Rn

|∇ϕ|p(x)τ ′α(x)ϕ1−p(x)τ ′α(x) dx

+ â

∫

{Rn: |u|>ρ}

|∇u|p(x)−1|∇ϕ| dx + â

∫

Rn

Φ|∇ϕ| dx +

∫

Rn

ϕ|f | dx.

(23)

In view of the condition c-loc), |∇u|p(·)−1 ∈ L1,loc(R
n), and hence

lim
ρ→∞

∫

{Rn: |u|>ρ}

|∇u|p(x)−1|∇ϕ| dx = 0. (24)

Passing to the limit as ρ→ ∞ in (23) and noting (24), we establish

a
|α|
2

∫

Rn

(|u|+ 1)α−1|∇u|p(x)ϕdx +

∫

Rn

|b(x, u,∇u)|ϕ|h(u)| dx

6 ε

∫

Rn

(|u|+ 1)p0(x)ϕdx +C2

∫

Rn

( |∇ϕ|
ϕ

)p(x)τ ′α(x)

ϕdx + â

∫

Rn

Φ|∇ϕ|dx +
∫

Rn

ϕ|f | dx.
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Applying (10), we derive

a
|α|
2

∫

Rn

(|u| + 1)α−1|∇u|p(x)ϕdx + b

∫

Rn

|u|p0(x)ϕ|h(u)| dx

6 ε

∫

Rn

(|u|+ 1)p0(x)ϕdx + C2

∫

Rn

( |∇ϕ|
ϕ

)p(x)τ ′α(x)

ϕdx + â

∫

Rn

Φ|∇ϕ| dx +

∫

Rn

ϕ|f | dx.
(25)

For α ∈ (α∗, 0], consider the function θα(x) = p(x)τ ′α(x) =
p0(x)p(x)

p0(x)+1−p(x)+α(p(x)−1) : Rn → R
+.

Denote θ̂α = maxx∈Rn θα(x). Evidently, θ̂α is continuous, increasing for α ∈ (α∗, 0], and
bounded form below by θ̂0. For any α ∈ (α∗, 0), find θ̂α and fix some θ > θ̂α.

Let ϕ = ηθR(|x|). Then it follows from (25) that

a
|α|
2

∫

Rn

(|u| + 1)α−1|∇u|p(x)ηθR dx + b

∫

Rn

|u|p0(x)ηθR|h(u)| dx 6 ε

∫

Rn

(|u|+ 1)p0(x)ηθR dx

+C2

∫

Rn

(
ηθR + θθ|∇ηR|θ

)
dx + âθ

∫

Rn

Φ|∇ηR|ηθ−1
R dx +

∫

Rn

ηθR|f | dx.
(26)

Next, applying the inequality (5) and using the obvious inequality θ′ < p′(x), we establish

θ

∫

Rn

Φ|∇ηR|ηθ−1
R dx 6

∫

Rn

(
θθ|∇ηR|θ +Φθ′ηθR

)
dx 6

∫

Rn

(
θθ|∇ηR|θ +Φp′(x)ηθR + ηθR

)
dx. (27)

Combining (26), (27), we get
∫

Rn

(|u| + 1)α−1|∇u|p(x)ηθR dx +
∫

Rn

|u|p0(x)ηθR|h(u)| dx

6 εC3

∫

Rn

(|u|+ 1)p0(x)ηθR dx + C4

∫

Rn

(
|∇ηR|θ + ηθR

(
1 + |f |+Φp′(x)

))
dx.

(28)

For |u| > 1, we have |h(u)| = 1− (|u|+1)α > 1−2α > 0. Then, taking into account (4),
we have the following chain of inequalities:

∫

Rn

(|u|+ 1)p0(x)ηθR dx 6 2p0+−1

∫

Rn

(|u|p0(x) + 1)ηθR dx 6 2p0+
∫

{Rn: |u|>1}

|u|p0(x)ηθR dx

+2p0+
∫

{Rn: |u|<1}

ηθR dx 6
2p0+

1− 2α

∫

Rn

|u|p0(x)ηθR|h(u)| dx + 2p0+
∫

Rn

ηθR dx.

(29)

Combining (28), (29) and choosing a sufficiently small ε > 0, we obtain

∫

Rn

(|u|+ 1)α−1|∇u|p(x)ηθR dx +

∫

Rn

(|u|+ 1)p0(x)ηθR dx

6 C5

∫

Rn

(
|∇ηR|θ + ηθR

(
1 + |f |+Φp′(x)

))
dx.



Existence of a Local Renormalized Solution of an Elliptic Equation 59

This yields (16) and (17) for α ∈ (α∗, 0). For α 6 α∗, the inequality (17) also holds. The
estimate (16) implies (18).

Let α ∈ (1 − p−, 0) and v = (1 + |u|)β , β = (α + p− − 1)/p− > 0. In view of βp(x) <
p(x)− 1 < p0(x), we use (16) to get

∫

B(R)

vp(x)dx 6

∫

B(R)

(1 + |u|)p0(x)dx 6 D1. (30)

Then ∇v = β(1 + |u|)β−1 ∇u signu and, according to (17), the following inequalities are
satisfied: ∫

B(R)

|∇v|p(x) dx 6 βp−
∫

B(R)

(1 + |u|)(β−1)p(x)|∇u|p(x) dx

6

∫

B(R)

(1 + |u|)α−1|∇u|p(x) dx 6 D2.

(31)

Combining (30), (31), we derive ‖v‖1p(·),B(R) 6 C6. Hence, in view of Lemma 1, we
obtain

‖v‖s(·)(p(·)−1),B(R) 6 C7, 1 6 s(·) < p∗(·)
p(·)− 1

.

Therefore, we have for any α ∈ (1− p−, 0) that
∫

B(R)

|u|βs(x)(p(x)−1) dx 6

∫

B(R)

(|u| + 1)βs(x)(p(x)−1) dx 6 D3. (32)

The estimate (19) follows from (32) under the assumption 1 6 q(x) < p∗(x)(α−1+p−)
p−(p(x)−1) , which is

satisfied for any sufficiently small α.
Next, applying the inequality (5), for 1 6 q(x) < p′(x) and α < 0 we have:
∫

B(R)

|∇u|(p(x)−1)q(x) dx 6

∫

B(R)

|∇u|p(x)(|u|+ 1)α−1 dx +

∫

B(R)

(|u|+ 1)
(1−α)q(x)

p′(x)−q(x) . (33)

The first integral in (33) is estimated by (17), and the second one by (19), provided that
(1−α)q(x)
p′(x)−q(x) < q0(x), which holds for 1 6 q(x) < p′(x)q0(x)

1−αq0(x)
and sufficiently small α < 0. Moreover,

the second integral can be estimated using (16) under the assumption (1−α)q(x)
p′(x)−q(x) < p0(x),

which holds for 1 6 q(x) < p′(x)p0(x)
1−αp0(x)

and sufficiently small α < 0. Thus, the estimate (20)
is established. ⊲

Notice that in the case of a bounded domain Ω, global estimates of the form (19), (20)
for the entropy solution are established in [6, Proposition 3.2, 3.6, Corollary 3.5, 3.7].

Assertion 2. Let u be a local renormalized solution of the equation (1). Then for all
k,R > 0, h > 0 the following estimate holds:

∫

{B(R): |u|>k+h}

|b(x, u,∇u)| dx +
1

k

∫

{B(R): h6|u|<k+h}

|∇u|p(x) dx 6 D5, (34)

where the constant D5(N(R + 2)) independent of u.
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⊳ Consider the function

Tk,h(̺) =





0 for |̺| < h,

̺− h sign ̺ for h 6 |̺| < k + h,

k sign ̺ for |̺| > k + h.

Taking h(u) = Tk,h(u), ϕ(x) = ηR(|x|) in (12), we get
∫

{Rn:h6|u|<k+h}

ηRa(x,∇u) · ∇u dx +
∫

{Rn:h6|u|}

b(x, u,∇u)Tk,h(u)ηR dx

+

∫

{Rn:h6|u|}

a(x,∇u) · ∇ηRTk,h(u) dx =

∫

{Rn:h6|u|}

Tk,h(u)ηRf dx.

Then, using (6), (10), we derive
∫

{B(R): h6|u|<k+h}

a(x,∇u) · ∇u dx + k

∫

{B(R): |u|>k+h}

|b(x, u,∇u)| dx

6 k

∫

{B(R+1): |u|>h}

|f | dx + kâ

∫

{B(R+1): |u|>h}

(
|∇u|p(x)−1 +Φ(x)

)
dx

6 k‖f‖1,B(R+1) + kâ

∫

B(R+1)

(
|∇u|p(x)−1 +Φ(x)

)
dx.

(35)

Combining the last inequality with (20) and applying (8), we obtain the estimate (34).
In particular, from (34) with h = 0 we have the estimate

∫

{B(R): |u|>k}

|b(x, u,∇u)| dx +
1

k

∫

{B(R): |u|<k}

|∇u|p(x) dx 6 D5. � (36)

Assertion 3. Let u be a local renormalized solution of the equation (1). Then for any
h > 1, R > 0 the following inequality holds:

meas
(
{B(R) : |∇u| > h}

)
6 D6(N(R + 2))h−γ0 , γ0 =

p0−p−
p0− + 1

. (37)

⊳ We deduce from (36) that
∫

{B(R): |u|<k}

|∇u|p(x) dx 6 D5k, k > 0. (38)

Let Φ(k, h) = meas {B(R) : |u| > k, |∇u|p(x) > h}, k, h > 0. It has been proved above
(see (18)) that

Φ(k, 0) 6 D1k
−p0− . (39)

Since h→ Φ(k, h) is nonincreasing, for k, h > 0 we have

Φ(0, h) 6
1

h

h∫

0

Φ(0, ̺) d̺ 6 Φ(k, 0) +
1

h

h∫

0

(Φ(0, ̺)− Φ(k, ̺)) d̺. (40)
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Note that

Φ(0, ̺)− Φ(k, ̺) = meas
{
B(R) : |u| < k, |∇u|p(x) > ̺

}
.

Consequently, it follows from (38) that

∞∫

0

(
Φ(0, ̺)− Φ(k, ̺)

)
d̺ 6 D5k. (41)

Combining (39)–(41), we deduce

Φ(0, h) 6 D1k
−p0− +D5k/h.

Choosing k = h
1

p0−+1 , we derive Φ(0, h) < D6h
− p0

p0−+1 . Hence, in view of the inclusion {B(R) :
|∇u|p(x) > h} ⊃ {B(R) : |∇u| > h1/p−}, we obtain the estimate

meas
({
B(R) : |∇u| > h1/p−

})
6 D6h

−γ0/p− , h > 1,

which implies (37). ⊲

Lemma 2. Let either V = Lp(·)(Q) or V = W 1
p(·)(Q), and vj , j ∈ N, v be functions

from V , such that {vj}j∈N is bounded in V and

vj → v a. e. in Q, j → ∞. (42)

Then
vj ⇀ v weakly in V, j → ∞.

Lemma 3. Let vj , j ∈ N, v ∈ L∞(Q) be such that {vj}j∈N is bounded in L∞(Q) and
the convergence (42) takes place. Then

vj
∗
⇀ v weakly in L∞(Q), j → ∞.

If, in addition, h ∈ Lp(·)(Q), then

vjh→ vh strongly in Lp(·)(Q), j → ∞.

Below, we will use the Vitali theorem in the following form (see [9, Chapter 3, § 6,
Theorem 15]).

Lemma 4. Let vj , j ∈ N, v be measurable function in a domain Q, meas (Q) < ∞,
such that the convergence (42) takes place, s = 1 or s = p(·), and the integrals

∫

Q

|vj(x)|s dx, j ∈ N,

uniformly absolutely equicontinuous. Then

vj → v strongly in Ls(Q), j → ∞.

Lemma 5 [10, Lemma 4.8]. Let the assumptions (6)–(8) hold in Q, vj ∈ W 1
p(·)(Q),

j ∈ N,
∇vj ⇀ ∇v in Lp(·)(Q), j → ∞,
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lim
j→∞

∫

Q

qj(x) dx = 0, qj(x) =
(
a(x,∇vj)− a(x,∇v)

)
· ∇(vj − v). (43)

Then, along a subsequence,

∇vj → ∇v strongly in Lp(·)(Q), j → ∞,

a(x,∇vj) → a(x,∇v) strongly in Lp′(·)(Q), j → ∞.

Definition 2. Let Ω be bounded. A measurable and a. e. bounded function u : Ω → R

is called a renormalized solution of the problem (1), (2) with f ∈ L1(Ω) if the assumptions
a)–d) are satisfied and for any w ∈ W̊ 1

p(·)(Ω) ∩ L∞(Ω), w = 0 in R
n \Ω, such that

there exist k > 0, w+∞, w−∞ ∈W 1
r(·)(R

n), r(·) > q′2(·),{
w = w+∞ a. e. for u > k,
w = w−∞ a. e. for u < −k, (44)

the following equality holds:
∫

Rn

(
b(x, u,∇u)− f

)
w dx +

∫

Rn

a(x,∇u) · ∇w dx = 0. (45)

Definition 2-loc. A measurable and a. e. bounded function u : Rn → R is called a
local renormalized solution of the equation (1) with f ∈ L1,loc(R

n) if the assumptions a-loc)–
d-loc) are satisfied and for any w ∈W 1

p(·)(R
n)∩L∞(Rn) with compact support such that the

assumptions (44) are satisfied, the equality (45) holds.

Remark 2. Each integral in (45) is well defined. Let suppw = K. The first term on
the left-hand side is finite due to the assumption b − loc), f ∈ L1,loc(R

n), and w ∈ L∞(K).
The second term can be written as

∫

{K:u<−k}

a(x,∇u) · ∇w dx +
∫

{K:u>k}

a(x,∇u) · ∇w dx +

∫

{K: |u|6k}

a(x,∇u) · ∇w dx.

Thanks to (15) and (44), the product a(x,∇u) · ∇w is integrable on {K : u < −k} and
{K : u > k}. Finally, in view of (14) and w ∈ W 1

p(·)(K), the product a(x,∇u) · ∇w is
integrable on {K : |u| 6 k}.

Theorem 2. Definitions 1-loc and 2-loc are equivalent.

The equivalence of Definitions 1 and 2 in the case of data in the form of a general
measure is proven in [7], the equivalence of Definitions 1-loc and 2-loc is established similarly.

4. Proof of Theorem 1. Beginning

For any m ∈ N there exists a renormalized solution to the problem

−div a(x,∇um) + b(x, um,∇um) = f, x ∈ B(m);

um = 0, x ∈ ∂B(m),
(46)

where f ∈ L1(B(m)) (see, e. g., [11]).
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Let us extend um by zero to R
n. Obviously, um is a local renormalized solution of the

equation (1). In this section, we will obtain some a priori estimates and convergence properties
of the sequence {um}.

Let R > 0 be fixed and ϕ ∈W 1
r(·)(R

n), r(·) > q′2(·), be with compact support suppϕ ⊂
B(R). By Definition of 1-loc, for any h ∈ Lip0(R), the solution um satisfies the equality
〈(
b(x, um,∇um)− f

)
h(um)ϕ+ a(x,∇um)

(
∇umh′(um)ϕ+∇ϕh(um)

)〉
= 0, R 6 m. (47)

Moreover, for any w ∈ W 1
p(·)(R

n) ∩ L∞(Rn) with compact support suppw ⊂ B(R) and such
that (44) holds, the following equality is satisfied in view of Definition 2-loc:

∫

Rn

(
b(x, um,∇um)− f

)
w dx +

∫

Rn

a(x,∇um) · ∇w dx = 0, R 6 m. (48)

Step 1: a priori estimates.
Using the estimates (16)–(20) from Assertion 1, for any α < 0 and m > R+1 we deduce

∫

B(R)

(|um|+ 1)p0(x)dx 6 D1, (49)

∫

B(R)

(|um|+ 1)α−1|∇um|p(x) dx 6 D2, (50)

meas
({
B(R) : |um| > h

})
6 D1h

−p0− , h > 1, (51)
∫

B(R)

|um|(p(x)−1)q(x)dx 6 D3, 1 6 q(·) < q3(·); (52)

∫

B(R)

|∇um|(p(x)−1)q(x)dx 6 D4, 1 6 q(·) < q2(·) (or q4(·)). (53)

Using the estimate (36) from Assertion 2, for any k > 0 and m > R+ 2 we get
∫

{B(R): |um|>k}

|b(x, um,∇um)|dx +
1

k

∫

{B(R): |um|<k}

|∇um|p(x)dx 6 D5. (54)

Hence, using (6′), for m > R+ 2 we obtain

ρp(·),B(R)

(∣∣∇Tk(um)
∣∣) 6 D5k, k > 0, (55)

ρp′(·),B(R)

(∣∣a
(
x,∇Tk(um)

)∣∣) 6 D7k, k > 1. (56)

From the inequality (54), due to the arbitrariness of k > 0, we establish the estimate
∥∥b(x, um,∇um)

∥∥
1,B(R)

6 D5. (57)

Then, according to Assertion 3, for any h > 1 and m > R + 2 the following inequality
holds (see (37)):

meas
({
B(R) : |∇um| > h

})
6 D6h

−γ0 , γ0 =
p0−p−
p0− + 1

. (58)
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Hereinafter, the constants Di, Ci independent of m, k.

Step 2: a. e. convergence of subsequences of {um}, {∇um}.
It follows from (51), (58) that

meas
({
B(R) : |um| > h

})
→ 0 uniformly with respect to m, h→ ∞, (59)

meas
({
B(R) : |∇um| > h

})
→ 0 uniformly with respect to m, h→ ∞.

Let us establish the following convergence along a subsequence:

um → u a. e. in R
n, m→ ∞. (60)

Let α ∈ (1 − p−, 0). Consider a sequence vm = (1 + |um|)β , β = (α + p− − 1)/p− > 0.
According to (49), (50), we have the estimates (see (30), (31))

∫

B(R)

|vm|p(x)dx 6 D1,

∫

B(R)

|∇vm|p(x)dx 6 D2. (61)

Let us also consider the sequences ṽm = (1+(um)+)β, ˜̃vm = (1+(um)−)β. It is clear that
|∇ṽm| 6 (1+|um|)(α−1)/p− |∇um|, |∇˜̃vm| 6 (1+|um|)(α−1)/p− |∇um|. The estimates (61) imply
the boundedness of ṽm, ˜̃vm in W 1

p(·)(B(R)) and, in view of the compactness of the embedding

into Lp(·)(B(R)), we have the strong convergences ṽm → ṽ, ˜̃vm → ˜̃v in Lp(·)(B(R)) and the
a. e. convergence in B(R). Thus, the convergence (60) is proved in B(R). Next, taking R
from N, we select a diagonal subsequence um (we denote it by the same indices) converging
a. e. to u in R

n.
It follows from (60) that for any k > 0,

Tk(u
m) → Tk(u) a. e. in R

n, m→ ∞.

The boundedness of {Tk(um)} in W 1
p(·)(B(R)) for a fixed k > 0 follows from the

estimate (55). Then one can select a weakly convergent subsequence Tk(um) ⇀ vk, m → ∞
in W 1

p(·)(B(R)), where vk ∈ W 1
p(·)(B(R)). The convergence (60) implies that vk = Tk(u) ∈

W 1
p(·)(B(R)). Thus, in view of the arbitrariness of R, we obtain the convergence

Tk(u
m)⇀ Tk(u) in W 1

p(·),loc(R
n), m→ ∞. (62)

Next, the convergence of the subsequence ∇um (we denote it by the same indices)

∇um → ∇u a. e. in R
n, m→ ∞ (63)

can be proved in much the same way as in [12, Step 4].

Step 3: strong convergences

|um|p(x)−1 → |u|p(x)−1 in Lq(·),loc(R
n), 1 6 q(·) < q3(·), m→ ∞, (64)

|∇um|p(x)−1 → |∇u|p(x)−1 in Lq(·),loc(R
n), 1 6 q(·) < q2(·) (or q4(·)), m→ ∞, (65)

a(x,∇um) → a(x,∇u) in Lq(·),loc(R
n), 1 6 q(·) < q2(·) (or q4(·)), m→ ∞. (66)

Applying Fatou’s lemma and the convergences (60), (63), from the estimates (52), (53)
we derive |u|p(·)−1 ∈ Lq(·),loc(R

n), 1 6 q(·) < q3(·), |∇u|p(·)−1 ∈ Lq(·),loc(R
n), 1 6 q(·) < q2(·)

(or q4(·)).
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Applying the inequalities (4), (6) and Young’s inequality, for any measurable set
Q ⊂ B(R) and any ǫ > 0 we establish

∫

Q

|a(x,∇um)|q(x) dx 6 âq+2q+−1

∫

Q

(
|∇um|(p(x)−1)q(x) +Φq(x)(x)

)
dx

6 ǫ

∫

B(R)

|∇um|(p(x)−1)q̂(x) dx + C8(ǫ)meas (Q) + C9

∫

Q

Φq(x)(x) dx,

(67)

where 1 6 q(·) < q̂(·) < q2(·).
Taking into account the absolute continuity of the second integral on the right-hand

side of (67), applying the estimate (53), for any ε > 0 we find δ(ε) such that for any Q with
meas (Q) < δ(ε) the following inequality holds:

∫

Q

|a(x,∇um)|q(x) dx 6 ε (∀m > R+ 1).

This implies that the sequence {|∇um|(p(x)−1)q(x)}, {|a(x,∇um)|q(x)} have uniformly
absolutely equicontinuous integrals over B(R). By Lemma 4, we have the convergen-
ces (65), (66). The convergence (64) is established similarly, by using (52).

The estimate (35) for um and k = 1, h > 1 is written as
∫

{B(R): h−16|um|<h}

a(x,∇um) · ∇umdx +

∫

{B(R): |um|>h}

|b(x, um,∇um)| dx

6

∫

{B(R+1): |um|>h−1}

|f | dx + â

∫

{B(R+1): |um|>h−1}

(
|∇um|p(x)−1 +Φ(x)

)
dx, m > R+ 2.

Since |∇um|p(x)−1 converges strongly in L1(B(R + 1)) and in view of the absolute
continuity of the integrals on the right-hand side of the last inequality, taking into account (59),
for any ε > 0 one can choose a sufficiently large h̃(ε) > 1 such that for h > h̃ the following
estimate holds:

∫

{B(R): h−16|um|<h}

a
(
x,∇um

)
·∇um dx+

∫

{B(R): |um|>h}

∣∣b
(
x, um,∇um

)∣∣ dx < ε

2
, m > R+3. (68)

The proof of the theorem will be continued in Section 6.

5. Step 4. Strong Convergence of Truncations in W 1
p(·)(B(R))

In this step, the following strong convergence will be established:

∇Tk(um) → ∇Tk(u) in Lp(·),loc(R
n), m→ ∞, (69)

a(x,∇Tk(um)) → a(x,∇Tk(u)) strongly in Lp′(·),loc(R
n), m→ ∞. (70)

It follows from (56) that for any k > 1 we have
∥∥a(x,∇Tk(um))

∥∥
p′(·),B(R)

6 D11(k), m > R+ 2. (71)
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For positive real numbers m,h, we denote by ω(h,m) any value such that

lim sup
h→+∞

lim sup
m→+∞

|ω(h,m)| = 0.

Moreover, by ωk(m) we denote any value such that, for a fixed k, lim supm→+∞ |ωk(m)| = 0.

Let h, k, h− 1 > k > 0, φk(̺) = ̺ exp(γ2̺2), ̺ ∈ R, where γ = b̂(k)
a . It is evident that

ψk(̺) = φ′k(̺)− γ|φk(̺)| > 7/8, ̺ ∈ R.

Hence, for zm = Tk(u
m)− Tk(u) we have

7/8 6 ψk(z
m) 6 max

[−2k,2k]
ψk(ρ) = C11(k), m ∈ N. (72)

In view of (60), we get

φk(z
m) → 0, ψk(z

m) → 1 a. e. in R
n, m→ ∞, (73)

and also

|φk(zm)| 6 φk(2k), 1 6 φ′k(z
m) 6 φ′k(2k), m ∈ N. (74)

Applying (73), (74), by Lemma 3 we establish the convergence

|φk(zm)| ∗
⇀ 0 in L∞(Rn), m→ ∞. (75)

According to Lemma 3, for g ∈ Lp(·),loc(R
n) we have

gφk(z
m) → 0 in Lp(·),loc(R

n), m→ ∞. (76)

Taking w = φk(z
m)ηR(|x|)ηh−1(|um|), R > 0, as a test function in (48), we obtain

∫

Rn

a
(
x,∇Th(um)

)
∇
(
ηR(|x|)φk(zm)ηh−1(|um|)

)
dx

+

∫

Rn

b
(
x, um,∇um

)
φk(z

m)ηR(|x|)ηh−1(|um|) dx

+

∫

Rn

fφk(z
m)ηR(|x|)ηh−1(|um|) dx = Imh

1 + Imh
2 + Imh

3 = 0, m > R+ 1.

(77)

Estimates for the integrals Imh
2 −Imh

3 . Thanks to (73), by Lebesgue’s theorem we obtain

|Imh
3 | 6

∫

B(R+1)

|fφk(zm)| dx = ω(m). (78)

Evidently, zmum > 0 for |um| > k. Therefore, in view of (10), we have

b(x, um,∇um)φk(z
m) > 0 for |um| > k.
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Taking this into account and applying (8), (9), we estimate

−Imh
2 6

∫

{Rn: |um|<k}

∣∣b(x, um,∇um)
∣∣|φk(zm)|ηR(|x|) dx

6 b̂(k)

∫

Rn

(∣∣∇Tk(um)
∣∣p(x) +Φ0(x)

)
|φk(zm)|ηR(|x|) dx 6 b̂(k)

∫

B(R+1)

Φ0(x)|φk(zm)| dx

+
b̂(k)

a

∫

Rn

a(x,∇Tk(um)) · ∇Tk(um)|φk(zm)|ηR(|x|) dx = Im21 + Im22.

(79)

In view of (75), we have

Im21 = b̂(k)

∫

B(R+1)

Φ0(x)|φk(zm)| dx = ω(m). (80)

Now, using (78), (79), (80), from (77) we derive the inequalities

Imh
4 = Imh

11 − Im22 =

∫

Rn

a(x,∇Th(um)) · ∇zmφ′k(zm)ηR(|x|)ηh−1(|um|) dx

− b̂(k)
a

∫

Rn

a(x,∇Tk(um)) · ∇Tk(um)|φk(zm)|ηR(|x|) dx

6 ω(m) +

∫

{Rn:h−16|um|<h}

a(x,∇Th(um)) · ∇umηR(|x|)|φk(zm)| dx

+

∫

{Rn: |um|<h}

|a(x,∇Th(um))||∇ηR(|x|)||φk(zm)| dx = ω(m) + Imh
12 + Imh

13 , m > R+ 1.

(81)

Estimate of the right-hand side in (81). Using (74), we have

Imh
12 =

∫

{Rn: h−16|um|<h}

a
(
x,∇Th(um)

)
· ∇umηR(|x|)|φk(zm)| dx

6 |φk(2k)|
∫

{B(R+1): h−16|um|<h}

a(x,∇um) · ∇um dx.

Thanks to (68), we get
Imh
12 6 ω(h), m > R+ 4. (82)

Next, using (71) and (76) with g = 1, we obtain

Imh
13 =

∫

{Rn: |um|<h}

|a(x,∇Th(um))||∇ηR(|x|)||φk(zm)| dx

6 D11(h)‖φk(zm)‖p(·),B(R+1) = ωh(m). (83)

Combining (81)–(83), we establish the inequalities

Imh
4 6 ω(h) + ωh(m), m > R+ 4. (84)
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Performing elementary transformations, we derive the equalities

Imh
4 =

∫

Rn

a(x,∇Th(um)) · ∇Tk(um)φ′k(z
m)ηR(|x|)ηh−1(|um|)) dx

−
∫

Rn

a(x,∇Th(um)) · ∇Tk(u)φ′k(zm)ηR(|x|)ηh−1(|um|)) dx

− b̂(k)
a

∫

Rn

a(x,∇Tk(um)) · ∇Tk(um)|φk(zm)|ηR(|x|) dx

=

∫

Rn

a(x,∇Tk(um)) · ∇Tk(um)ψ(zm)ηR(|x|)

−
∫

Rn

a(x,∇Th(um)) · ∇Tk(u)φ′k(zm)ηR(|x|)ηh−1(|um|)) dx

=

∫

Rn

a(x,∇Tk(um)) · ∇zmψ(zm)ηR(|x|) +
∫

Rn

a(x,∇Tk(um)) · ∇Tk(u)ψ(zm)ηR(|x|)

−
∫

Rn

a(x,∇Th(um)) · ∇Tk(u)φ′k(zm)ηR(|x|)ηh−1(|um|) dx.

Obviously, we have

Imh
4 =

∫

Rn

a(x,∇Tk(um)) · ∇zmψ(zm)ηR(|x|) dx

− b̂(k)

a

∫

Rn

a(x,∇Tk(um)) · ∇Tk(u)|φk(zm)|ηR(|x|) dx

+

∫

{Rn: |um|>k}

(a(x, 0) − ηh−1a(x,∇Th(um))) · ∇Tk(u)φ′k(zm)ηR dx = Im41 + Im42 + Imh
43 .

(85)

Using (71), we get

|Im42| 6
b̂(k)

a

∫

B(R+1)

∣∣a(x,∇Tk(um))
∣∣∣∣∇Tk(u)φk(zm)

∣∣ dx 6 D11(k)‖∇Tk(u)φk(zm)‖p(·),B(R+1).

In view of (76) with g = |∇Tk(u)| ∈ Lp(·)(B(R+ 1)), we obtain

Im42 = ω(m). (86)

Using (74), (71), we establish that

|Imh
43 | 6 D12(h, k)

∥∥∇Tk(u)χ{|um|>k}
∥∥
p(·),B(R+1)

. (87)

By (60), we get

∇Tk(u)χ{|um|>k} → ∇Tk(u)χ{|u|>k} = 0 a. e. in R
n, m→ ∞;

|∇Tk(u)|p(x)χ{|um|>k} 6 |∇Tk(u)|p(x) ∈ L1(B(R+ 1)), m > R+ 1.

Using Lebesgue’s lemma, we deduce that ∇Tk(u)χ{|um|>k} → 0 in Lp(·)(B(R + 1)), m → ∞.
Therefore, by (87), we obtain

Imh
43 = ω(m). (88)
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Since Im41 does not depend on h, it follows from (84), (85), (86), (88) that Im41 6 ωh(m)+
ω(h).

From here, using the notation (43), we have

0 6

∫

Rn

qm(x)ψk(z
m)ηR(|x|) dx

= Im41 −
∫

Rn

a(x,∇Tk(u)) · ∇(Tk(u
m)− Tk(u))ψk(z

m)ηR(|x|) dx

6 ωh(m) + ω(h)−
∫

Rn

a(x,∇Tk(u))∇(Tk(u
m)− Tk(u))ψk(z

m)ηR(|x|) dx

= ωh(m) + ω(h)− Im44.

(89)

Thanks to (73), by Lemma 3 we establish the convergence

ηR(|x|)ψk(z
m) a(x,∇Tk(u)) → ηR(|x|) a(x,∇Tk(u)) in Lp′(·)(R

n), m→ ∞.

From here, applying (62), we deduce

Im44 =

∫

Rn

ψk(z
m)a(x,∇Tk(u))∇(Tk(u

m)− Tk(u))ηR(|x|) dx = ω(m). (90)

Combining (89), (90), we arrive at
∫

B(R)

ψk(z
m)qm(x) dx 6 ωh(m) + ω(h). Using (72),

passing to the limit in the last inequality first by m → ∞ and then by h → ∞, we establish
that

lim
m→∞

∫

B(R)

qm(x) dx = 0.

By Lemma 5 (vm = Tk(u
m)), due to the arbitrariness of R > 0, we have the conver-

gences (69) and (70).

6. Proof of Theorem 1. Ending

Step 5: limit function is a renormalized solution.
As in [11, Step 6], we established the convergence

b(x, um,∇um) → b(x, u,∇u) in L1,loc(R
n), m→ ∞. (91)

Let us prove that the limit function u satisfies Definition 2-loc. The assumptions a-
loc)–d-loc) of Definition-loc are satisfied, which is proved in Steps 2, 3. Let us prove the
equality (12). Let h ∈ Lip0(R) and ϕ ∈ W 1

r(·)(R
n), r(·) > q′2(·) be with compact support.

Since h is bounded and continuous, due to the convergence (60), by Lemma 3 we establish

h(um) → h(u) a. e. in R
n, m→ ∞, (92)

h(um)
∗
⇀ h(u) weakly in L∞(Rn), m→ ∞, (93)

∇ϕh(um) → ∇ϕh(u) strongly in Lr(·)(R
n), r(·) > q′2(·), m→ ∞. (94)

If supph′ ⊂ [−M,M ] for M > 0, then for a. e. x ∈ R
n we have

|h(um)|p(x) + |∇h(um)|p(x) = |h(um)|p(x) + |∇umh′(um)|p(x) 6 C12 + C13|∇TM (um)|p(x).



70 Kozhevnikova, L. M.

Then, applying the estimate (55), we obtain the boundedness of the sequence {h(um)}
in W 1

p(·)(B(R)). From here and (92), by Lemma 2 we establish the convergence h(um) ⇀

h(u) weakly in W 1
p(·),loc(R

n), m → ∞. Then we conclude the convergence

∇h(um)ϕ ⇀ ∇h(u)ϕ weakly in Lp(·)(R
n), m→ ∞. (95)

Applying (91), (93), we get
∫

Rn

(b(x, um,∇um)− f)h(um)ϕdx =

∫

Rn

(b(x, u,∇u) − f)h(u)ϕdx + ω(m). (96)

Taking into account the convergences (70), (95), we have
∫

Rn

a(x,∇TM (um)) · ∇h(um)ϕdx

=

∫

Rn

a(x,∇TM (u)) · ∇h(u)ϕdx + ω(m) =

∫

Rn

a(x,∇u) · ∇uh′(u)ϕdx + ω(m).

Using the convergences (66), (94), we obtain
∫

Rn

a(x,∇um) · ∇ϕh(um) dx =

∫

Rn

a(x,∇u) · ∇ϕh(u) dx + ω(m). (97)

Combining (47), (96)–(97), we get (12).
If f > 0 a. e. in R

n, then for each m ∈ N the solution um of the problem (46) satisfies
um > 0 a. e. in R

n. Applying the convergence (60), we establish that u > 0 a. e. in R
n.

Theorem 1 is proved.
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Аннотация. Статья посвящена изучению квазилинейных эллиптических уравнений второго по-
рядка с переменными показателями нелинейностей и локально суммируемой правой частью в простран-
стве R

n. Автор адаптирует понятие локального ренормализованного решения для уравнений с перемен-
ными показателями роста, обобщая результаты М. Ф. Бидо-Верон, Л. Верон, полученные для уравнений
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зованного решения. Автором получены априорные локальные оценки, характеризующие регулярность
решения, на их основе доказано существование локального ренормализованного решения в простран-
стве R

n без дополнительных ограничений на его рост на бесконечности. Кроме того, в работе показано,
что при неотрицательной правой части решение также является неотрицательным почти всюду. В ра-
боте используются методы функционального анализа, включая теорию пространств Лебега и Соболева
с переменными показателями. Доказательства основаны на применении методов компактности и моно-
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значение для теории нелинейных эллиптических уравнений и могут быть применены в дальнейших
исследованиях вырождающихся уравнений и задач с данными в виде меры. Работа вносит вклад в раз-
витие методов анализа уравнений с переменными показателями нелинейностей и расширяет область
применимости понятия локального ренормализованного решения.
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Abstract. It is well known that any function f ∈ C(Rn) (n > 2) which has zero integrals over all balls
and spheres with fixed radius r is identically zero. In this paper, we study a similar phenomenon for ball
and spherical means with respect to the α-convolution of Bessel. Let α ∈ (−1/2,+∞), let L1,loc

♮,α (−R,R)

be the class of even locally summable functions with respect to the measure dµα(x) = |x|2α+1dx on the

interval (−R,R), and let f
α
⋆ g be the Bessel convolution of a function f ∈ L1,loc

♮,α (−R,R) and an even
distribution g on R with support in (−R,R). The main result of the article provides a solution to the
problem of injectivity of the operator

f → (f
α
⋆ χr, f

α
⋆ δr), f ∈ L1,loc

♮,α (−R,R), 0 < r < R,

where χr is the indicator of the segment [−r, r] and δr is an even measure that maps an even continuous
function ϕ on R to the number ϕ(r). Based on the technique associated with classical orthogonal
polynomials and recent research by the authors it is shown that for R > 2r, the kernel of the specified
operator is zero. For r < R < 2r, it consist of functions f ∈ L1,loc

♮,α (−R,R) that are zero in the interval
(2r−R,R) and have a zero integral (with respect to the measure dµα) over the interval (0, 2r−R). This
result allowed us to obtain a new criterion of the closure for the system of generalized Bessel shifts of
segment indicators in the space Lp

♮,α(−R,R), 1 6 p < ∞, as well as a new uniqueness theorem for solutions
of the Cauchy problem for the generalized Euler–Poisson–Darboux equation.

Keywords: generalized shift, mean periodicity, Gegenbauer polynomials, approximation by shifts, Euler–
Poisson–Darboux equation.
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1. Introduction

Let r be a fixed positive number. An obvious property of non-zero 2r-periodic functions
on the real axis is that they have no antiperiod equal to 2r. In other words, if a function f
on R satisfies relations

f(x+ r)− f(x− r) = 0, f(x+ r) + f(x− r) = 0

for x ∈ R, then f ≡ 0. In terms of integral averages, this means that any continuous function
on R having zero integrals over all segments [x − r, x + r] and their boundaries {x ± r}

# The research was carried out within the framework of the state contract, project № 124012400352-6.
c© 2025 Krasnoschekikh, G. V. and Volchkov, Vit. V.
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is identically zero. The above fact admits nontrivial generalizations for various
multidimensional spaces. For example, if a function f ∈ C(Rn), n > 2, has zero integrals
over all balls and spheres of fixed radius, then f ≡ 0 (see [1], the proof of Theorem 4.4).
We can also use close integral conditions to characterize analytic functions on the complex
plane C. Namely, a function f ∈ C(C) is entire only if, for some r > 0 and all z ∈ C, the
equalities

1

2π

2π∫

0

f
(
z + reiθ

)
dθ = f(z),

∫

|w−z|=r

f(w) dw = 0

hold (see [2, Corollary 2]). Statements of this type, called one radius theorems, are closely
related to questions of injectivity of the Pompeiu transform and spectral analysis-synthesis
problems for subspaces invariant under shifts [3–6]. For other variants of the one radius
theorem related to the characterization of harmonic functions, the Liouville property and
the so-called “freak”-theorems, see [7], Theorem 4.3.4, and [8–13].

It is more difficult to study such problems on domains other than the whole space.
The main difficulties that arise in this case stem from the violation of the group structure
of translations and, consequently, the inability to apply the Fourier transform. Here is
a formulation of one local result established in [14].

Let n > 2, BR = {x ∈ R
n : |x| < R}, and Ba,b = {x ∈ R

n : a < |x| < b}. For
0 < r < R, we put Wr(BR) = Ur(BR) ∩ Vr(BR), where Vr(BR) (respectively, Ur(BR)) is the
set of functions f ∈ L1,loc(BR) having zero integrals over all closed balls (respectively, almost
all spheres) of radius r in BR. Every function f ∈ L1,loc(BR) has a Fourier series

f(x) ∼
∞∑

k=0

dk∑

l=1

fkl
(
|x|
)
Y

(k)
l

(
x

|x|

)
,

where
{
Y

(k)
l

}
, 1 6 l 6 dk, is a fixed orthonormal basis in the space of spherical harmonics

of degree k, viewed as a subspace of L2(Sn−1) (Sn−1 is a unit sphere in R
n with center at the

origin).

Theorem А [14, § 5]. 1) If R > 2r and f ∈Wr(BR), then f = 0 in BR.
2) If R 6 2r, then in order that a function f ∈ L1,loc(BR) to belong to the class Wr(BR),

it is necessary and sufficient that

∫

|x|62r−R

f(x) dx = 0 (1)

and

fkl
(
|x|
)
=

k−2∑

m=0

cm,k,l|x|2m−n−k+2, cm,k,l ∈ C

for all integers k > 0, 1 6 l 6 dk, and almost all x ∈ B2r−R,R, where the sum is set to be
equal to zero for k = 0, 1.

If R = 2r, then the condition f ∈ L1,loc(BR) enables one to simplify the description
of Wr(BR). In this case, the constants cm,k,l vanish for 0 6 m < k−1

2 , and (1) holds
for each f ∈ L1,loc(BR) (see [14, § 5]). In [15, Part 2, Chap. 3, § 3.4], a generalization of
Theorem A to Riemannian two-point homogeneous spaces is contained. These results have
led, in particular, to a solution of the support problem for some classes of functions with zero
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ball means, and have also found unexpected applications to overdetermined interpolation
problems in the theory of entire functions (see [14] and [15, Part 2, Chap. 3, § 3.4]).

Theorem A solves the problem of describing the kernel of the operator

f →
(
f ∗ χBr , f ∗ δSr

)
, f ∈ L1,loc(BR),

where ∗ denotes the usual convolution in R
n, χBr is the indicator of the ball Br and δSr is the

surface delta function centered on the sphere Sr = ∂Br. In view of possible new applications
in analysis, similar results for other types of convolution are of interest. In this paper, based
on techniques related to classical orthogonal polynomials and recent research of the authors
from [16], we derive an analogue of Theorem A for the Bessel convolution case, and find
its applications to problems in approximation theory and the theory of partial differential
equations.

2. Formulation of the Main Results

Everywhere below, we assume that α ∈ (−1/2,+∞) is a given number. Let Lp
♮,α(IR)

and Lp,loc
♮,α (IR), p ∈ [1,+∞), be the classes of even complex-valued functions on the interval

IR = (−R,R) that are p-integrable and p-locally integrable with respect to the measure

dµα(x) = |x|2α+1dx,

respectively; let Ck
♮ (IR) be the set of even k times continuously differentiable functions on IR

and D♮(IR) the family of all compactly supported functions of class C∞
♮ (IR). The set D♮(IR)

is a topological vector space with the usual topology. Denote by D ′
♮(IR) the space of all even

distributions on IR, that is, linear continuous functionals on the space D♮(IR). The entry 〈f, ϕ〉
will mean the value of a functional f ∈ D ′

♮(IR) on a function ϕ ∈ D♮(IR). The space L1,loc
♮,α (IR)

is imbedded in D ′
♮(IR) by identifying of a function f ∈ L1,loc

♮,α (IR) with the distribution

ϕ→ 〈f, ϕ〉 =
R∫

0

f(x)ϕ(x) dµα(x), ϕ ∈ D♮(IR). (2)

Let E ′
♮ (R) be the set of all compactly supported distributions of the class D ′

♮(R). For
g ∈ E ′

♮ (R), we put

r(g) = inf{r > 0 : supp g ⊂ Ir},
where supp g is the support of the distribution g and Ir = [−r, r]. If f ∈ D ′

♮(IR) and R > r(g),

then the Bessel convolution f
α
⋆ g is defined as distribution of D ′

♮(IR−r(g)) acting according
to the rule

〈f α
⋆ g, ϕ〉 =

〈
f(x),

〈
g(y), Tα

x ϕ(y)
〉〉
, ϕ ∈ D♮

(
IR−r(g)

)
, (3)

where

Tα
x ϕ(y) = cα

π∫

0

ϕ
(√

x2 + y2 + 2xy cos θ
)
(sin θ)2α dθ, cα =

Γ(α+ 1)√
πΓ
(
α+ 1

2

) (4)

and Γ is the gamma function. The basic properties of this convolution are contained in [17,
§§ 2, 3] and [18, Chap. 1].
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For f , g ∈ L1,loc
♮,α (IR) and r(g) < R, we have f

α
⋆ g ∈ L1,loc

♮,α (IR−r(g)) and

(f
α
⋆ g)(y) =

r(g)∫

0

(
Tα
y f
)
(x)g(x) dµα(x), y ∈ IR−r(g).

In particular, if g = χr is the characteristic function (indicator) of the segment Ir, then

(
f

α
⋆ χr

)
(y) =

r∫

0

(
Tα
y f
)
(x) dµα(x), y ∈ IR−r. (5)

Note also that (
f

α
⋆ δr

)
(y) = Tα

r f(y), y ∈ IR−r, (6)

where δr is the even part of the Dirac measure with a support at point r.
For 0 < r < R, we define the classes Ur,α(IR), Vr,α(IR) and Wr,α(IR) by equalities

Ur,α(IR) =
{
f ∈ L1,loc

♮,α (IR) : f
α
⋆ δr = 0 on IR−r

}
,

Vr,α(IR) =
{
f ∈ L1,loc

♮,α (IR) : f
α
⋆ χr = 0 on IR−r

}
,

Wr,α(IR) = Ur,α(IR) ∩ Vr,α(IR).
The following result gives a description of the class Wr,α(IR) for any R > r.

Theorem 1. 1) If R > 2r, then Wr,α(IR) = {0}.
2) If r < R < 2r, then f ∈Wr,α(IR) if and only if f ∈ L1,loc

♮,α (IR), f = 0 on (2r −R,R)
and

2r−R∫

0

f(x) dµα(x) = 0. (7)

It is not difficult to establish a connection between this result and Theorem A. Indeed,
let f(x) = f0

(
|x|
)

be a radial locally summable function on BR and r ∈ (0, R). Using the
formulas for the transition to spherical coordinates and (6), we find

∫

Sn−1

f(x+ rσ) dσ =
2π

n
2

Γ
(
n
2

)
(
f0

n
2
−1
⋆ δr

)(
|x|
)
, x ∈ BR−r. (8)

Hence by equality
∫

Br

f(x+ y) dy =

r∫

0

ρn−1

∫

Sn−1

f(x+ ρσ) dσdρ

we obtain ∫

Br

f(x+ y) dy =
2π

n
2

Γ
(
n
2

)
(
f0

n
2
−1
⋆ χr

)(
|x|
)
, x ∈ BR−r. (9)

Relations (8) and (9) show that Theorem A for radial functions is a special case of Theorem 1
when α = n

2 − 1, n ∈ {2, 3, . . .}.
In the sequel, we will denote by the symbol clX M the closure of a set M in a topological

vector space X. Let also L inE be a linear span of a given set E ⊂ X.
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One of the applications of Theorem 1 is the following result on approximation
by generalized shifts in the space Lp

♮,α(IR).

Theorem 2. Let 1 6 p <∞, 0 < r < R and

M = L in {Tα
t (χr), T

α
r (χt) : 0 < t < R− r} .

Then in order that
clLp

♮,α(IR)M = Lp
♮,α(IR), (10)

it is necessary and sufficient that R > 2r.

Note that if p = ∞, then equality (10) is not satisfied for any R > r. Indeed, an arbitrary
function in M has a compact support on IR, so a non-zero constant cannot be approximated
with any precision in the space L∞

♮,α(IR) by functions of M . For other results on approximation
by shifts, see [6, Part 5, Chap. 2], [19, Chap. 2], and the references therein.

Theorem 1 also allow us to establish a new uniqueness theorem for solutions of the
Cauchy problem related to the generalized Euler–Poisson–Darboux equation.

Theorem 3. Let f ∈ C2
♮ (R), α > −1/2, and U be a classical solution of the Cauchy

problem
∂2U

∂x2
+

(2α + 1)

x

∂U

∂x
=
∂2U

∂t2
+

(2α+ 3)

t

∂U

∂t
, x > 0, t > 0

U(x, 0) = f(x),
∂U

∂t
(x, 0) = 0, x > 0.

For R > r > 0, the following statements hold.
1) If R > 2r, then U = 0 on the triangle T1 = {0 < x < R, 0 < t < R− x} if and only

if
U(x, r) = 0 for x ∈ (0, R − r) and U(r, t) = 0 for t ∈ (0, R − r). (11)

2) If R < 2r, then in order for condition (11) to be fulfilled, it is necessary and sufficient
that U = 0 on the triangle T2 =

{
2r −R < x < R, 0 < t < min{R − x, x+R− 2r}

}
and

2r−R∫

0

U(x, 0) dµα(x) = 0.

For various applications of the usual spherical means in R
n to partial differential

equations, see [6, Part 5, Chap. 6], [15, Part 2, Chap. 7, § 7.5 B], [20, Chap. 4–7] and [21,
Chap. 6, § 13]. The validity of Theorems 1–3 will be established in § 4 below. In § 3 the auxiliary
statements necessary to prove the main results are given.

3. Auxiliary Statements

As usual, the symbols N and Z+ denote the sets of all positive integers and nonnegative
integers, respectively.

For λ ∈ C, m ∈ Z+, we put (λ)m = λ(λ + 1) . . . (λ +m − 1) if m ∈ N, and (λ)0 = 1.
The classical Gegenbauer polynomials Cα

n (x) can be defined on the segment [−1, 1] by the
equalities

Cα
n (x) =

n∑

m=0

(α)m(α)n−m

m!(n −m)!
cos
(
(n− 2m) arccos x

)
, if α > −1/2, α 6= 0,
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C0
n(x) =

2

n
Tn(x), if n ∈ N, C0

0 (x) = T0(x) = 1,

where Tn(x) = cos(n arccos x) is the Chebyshev polynomial of the first kind of degree n
(see [22, Chap. 10, §§ 10.9 and 10.11]).

The following two statements are well-known theorems on the expansion of a function
into a Fourier series of Gegenbauer and Chebyshev polynomials (see, for example, [23, Chap. 3
and 7]).

Lemma 1. Let α > −1/2, α 6= 0, f ∈ C∞[−1, 1] and

an,α(f) =
n!(n+ α)Γ(α)√
π(2α)nΓ

(
α+ 1

2

)
1∫

−1

f(x)Cα
n (x)(1 − x2)α−

1
2 dx, n ∈ Z+. (12)

Then

f(x) =

∞∑

n=0

an,α(f)C
α
n (x), f ′(x) = 2α

∞∑

n=1

an,α(f)C
α+1
n−1 (x),

where the series converge absolutely and uniformly on [−1, 1].

Lemma 2. Let f ∈ C∞[−1, 1] and

an,0(f) =
2

π(2− signn)

1∫

−1

f(x)
Tn(x)√
1− x2

dx, n ∈ Z+. (13)

Then

f(x) =
∞∑

n=0

an,0(f)Tn(x), f ′(x) =
∞∑

n=1

nan,0(f)C
1
n−1(x),

where the series converge absolutely and uniformly on [−1, 1].

Let us now establish additional information about the coefficients of such expansions
for functions of a special kind depending on a parameter.

Lemma 3. Let 1 < R < 2, t ∈ IR−1, f ∈ C∞(2−R,R) and

fn(t) = an,α
(
F (·, t)

)
, n ∈ Z+, (14)

where
F (x, t) = f

(√
1 + 2xt+ t2

)
, x ∈ [−1, 1].

Then:
1) if α > −1/2, α 6= 0, then

1

n+ α

(
tf ′n(t)− nfn(t)

)
− 2tfn+1(t)

=
1

n+ α+ 2

(
tf ′n+2(t) + (n+ 2α+ 2)fn+2(t)

)
, n ∈ Z+; (15)

2) if α = 0, then

(2− signn)tf ′n(t)− nfn(t)− 2(n + 1)tfn+1(t)

= tf ′n+2(t) + (n+ 2)fn+2(t), n ∈ Z+; (16)

3) if α > −1/2 and f0 = f1 = 0 on IR−1, then f = 0 on (2−R,R).
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⊳ 1) It follows from the definition of the function F that

t
∂F

∂t
= (t+ x)

∂F

∂x
. (17)

On the other hand, by virtue of Lemma 1 we have

∂F

∂t
=

∞∑

n=0

f ′n(t)C
α
n (x),

∂F

∂x
= 2α

∞∑

n=1

fn(t)C
α+1
n−1 (x), x ∈ [−1, 1]. (18)

Substituting (18) into (17), we arrive at the equality

∞∑

n=0

tf ′n(t)C
α
n (x) = 2α

∞∑

n=1

(t+ x)fn(t)C
α+1
n−1 (x), x ∈ [−1, 1]. (19)

We transform the left-hand side of (19) using the formula

Cλ−1
n (x) =

λ− 1

n+ λ− 1

(
Cλ
n(x)− Cλ

n−2(x)
)
, n > 2, λ >

1

2
, λ 6= 1 (20)

(see [22, Chap. 10, § 10.9, formula (3.6)]), and the right-hand side using the relation

xCλ
n(x) =

(n+ 1)Cλ
n+1(x) + (n+ 2λ− 1)Cλ

n−1(x)

2(n+ λ)
, n ∈ N, λ 6= 0 (21)

(see [22, Chap. 10, § 10.9, formula (13)]). Then changing the summation indices in the sums
and collecting the coefficients for the polynomials Cα+1

n (x), we get (15).
2) This case is treated similarly to the previous one (see Lemma 2). In this case, instead

of (20) and (21) we should use the formulas

Tn(x) =
1

2

(
C1
n(x)−C1

n−2(x)
)
, n > 2,

xC1
n(x) =

1

2

(
C1
n+1(x) + C1

n−1(x)
)
, n ∈ N

(see [22, Chap. 10, § 10.11, formula (3), (6)], and equality (21) for λ = 1).
3) It is easy to see that if fn = fn+1 = 0 on IR−1 for some n ∈ Z+, then fn+2 = 0

on IR−1. Indeed, under the above condition relations (15) and (16) imply the equalities

fn+2(0) = 0 and
d

dt

(
|t|n+2α+2fn+2(t)

)
= 0, t ∈ IR−1, t 6= 0.

Hence, taking into account the fact that fn+2(t) is bounded as t → 0 (see (14), (12)
and (13)), we obtain fn+2(t) ≡ 0. Thus, all coefficients f0, f1, f2, . . . vanish on IR−1 and
f = 0 on (2−R,R). ⊲

Let β ∈ (−1,+∞),

Iβ(z) =
Jβ(z)

zβ
,

where Jβ is the Bessel function of the first kind of order β. It is well known (see [22, Chap. 7,
§ 7.9]) that the function Iβ has infinitely many zeros, all its zeros are real, simple and

Iβ(0) =
1

2βΓ(β + 1)
.

Denote by Nβ the set of all positive zeroes of Iβ numbered in ascending order.
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The following statement is a special case of the Theorem 1 established by the authors
in [16].

Lemma 4. Let R > 1, f ∈ V1,α(IR) ∩C∞(IR) and

cλ(f) =
21−α

Γ(α+ 1)λ4 I2α+2(λ)

1∫

0

f(x)Iα(λx) dµα(x), λ ∈ Nα+1.

Then
f(x) =

∑

λ∈Nα+1

cλ(f) Iα(λx), x ∈ IR,

where cλ(f) = O(λ−N ) as λ → +∞ for any fixed N > 0 and the series converges in the
space C∞(R).

Corollary 1. Let R > 1, t ∈ IR−1 and f ∈ V1,α(IR) ∩ C∞(IR). Then

1∫

−1

f
(√

1 + 2xt+ t2
)
x
(
1− x2

)α− 1
2 dx = 0.

⊳ For λ > 0, we have (see [22, Chap. 7, § 7.6, formula (14)])

1∫

−1

Iα

(
λ
√

1 + 2xt+ t2
)
x
(
1− x2

)α− 1
2 dx = −

√
π2αΓ

(
α+

1

2

)
λ2t Iα+1(λ) Iα+1(λt).

Hence by Lemma 4 we obtain the required statement. ⊲

Let f ∈ D ′
♮(IR), λ ∈ R \ {0}. We define the distribution fλ ∈ D ′

♮(IR/|λ|) by equality

〈fλ, ϕ〉 = 1

|λ|2α+2

〈
f(x), ϕ

(x
λ

)〉
, ϕ ∈ D♮(IR/|λ|). (22)

For f ∈ L1,loc
♮,α (IR), the distribution fλ belongs to L1,loc

♮,α (IR/|λ|) and fλ(x) = f(λx) (see (2)).
In addition,

Tα
x

(
fλ
)
=
(
Tα
λxf
)λ
. (23)

Lemma 5. Let f ∈ D ′
♮(IR), g ∈ E ′

♮ (R) and λ ∈ R \ {0}. If R|λ| > r(g), then

(
f

α
⋆ gλ

) 1
λ =

1

|λ|2α+2
f

1
λ

α
⋆ g on IR|λ|−r(g). (24)

⊳ For any functions ϕ ∈ D♮(IR|λ|−r(g)), ψ ∈ D♮(IR−r(g)/|λ|), from (3) and (22) we have

〈
f

1
λ

α
⋆ g, ϕ

〉
= |λ|2α+2

〈
f(x),

〈
g(y), Tα

λxϕ(y)
〉〉
, (25)

〈
f

α
⋆ gλ, ψ

〉
=

1

|λ|2α+2

〈
f(x),

〈
g(y), Tα

x ψ(y/λ)
〉〉
. (26)

Using (22), (23) and (26), we find
〈(
f

α
⋆ gλ

) 1
λ , ϕ

〉
= |λ|2α+2

〈
f

α
⋆ gλ, ϕλ

〉
=
〈
f(x),

〈
g(y), Tα

λxϕ(y)
〉〉
.

Comparing this relation with (25), we arrive at equality (24). ⊲
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Corollary 2. In order that f ∈ Wr,α(IR), it is necessary and sufficient that f r ∈
W1,α(IR/r).

⊳ Formula (24) shows that
(
f

α
⋆δr
)r

= f r
α
⋆δ1,

(
f

α
⋆χr

)r
= r2α+2f r

α
⋆χ1. These relations

yield the required statement. ⊲

4. Proof of Theorems 1–3

⊳ Proof of Theorem 1. In view of Corollary 2, we can assume that r = 1.
Let us prove assertion 2). Let 1 < R < 2 and f ∈ W1,α(IR). We fix ε ∈ (0, R − 1) and

consider a function ωε ∈ D♮(R) with the following properties: suppωε ⊂ Iε, ωε > 0 and

ε∫

0

ωε(x) dµα(x) = 1.

Since f
α
⋆ ωε ∈W1,α(IR−ε) ∩ C∞(IR−ε), from (6), (4) and Corollary 1 we find

1∫

−1

(
f

α
⋆ ωε

) (√
1 + 2xt+ t2

)
(1− x2)α−

1
2 dx = 0, t ∈ IR−1−ε,

1∫

−1

(
f

α
⋆ ωε

) (√
1 + 2xt+ t2

)
x(1− x2)α−

1
2 dx = 0, t ∈ IR−1−ε.

These equations and the third statement in Lemma 3 show that f
α
⋆ ωε = 0 on the interval

(2−R+ ε,R− ε). Letting ε→ 0, we conclude that f = 0 on (2−R,R) (see, for instance, [16,
Lemma 1]). Therefore (see (5)),

2−R∫

0

f(x) dµα(x) =

1∫

0

f(x) dµα(x) =
(
f

α
⋆ χ1

)
(0) = 0.

Conversely, let 1 < R < 2, f ∈ L1,loc
♮,α (IR), f = 0 on (2 − R,R) and equality (7) holds

for r = 1. First we show that f ∈ V1,α(IR). Let us transform f
α
⋆ χ1 using (5) and the formula

γα(xy)
2αTα

x f(y) =

x+y∫

|x−y|

uf(u)kα(u, x, y) du, (27)

where γα = 22α−1/cα,

kα(u, x, y) =
(
y2 − (u− x)2

)α− 1
2
(
(u+ x)2 − y2

)α− 1
2

(see (4)). For 0 < x < R− 1, we have

γαx
2α
(
f

α
⋆ χ1

)
(x) =

1∫

0

x+y∫

|x−y|

yuf(u)kα(u, x, y) dudy.
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Changing the order of integration and considering that f = 0 on the interval (1 − x, 1 + x),
we obtain

γαx
2α
(
f

α
⋆ χ1

)
(x) =

1+x∫

0

uf(u)

min{1,x+u}∫

|x−u|

ykα(u, x, y) dydu =

1−x∫

0

uf(u)

x+u∫

|x−u|

ykα(u, x, y) dydu.

The internal integral is calculated using the formulas

b∫

a

y
(
y2 − a2

)α− 1
2
(
b2 − y2

)α− 1
2 dy =

Γ2
(
α+ 1

2

)

2Γ(2α + 1)

(
b2 − a2

)2α
,

22αΓ(α+ 1)Γ

(
α+

1

2

)
=

√
πΓ(2α+ 1)

(see [22, Chap. 1, § 1.5.1, formula (13), and § 1.2, formula (15)]). Then

(
f

α
⋆ χ1

)
(x) =

1−x∫

0

f(u) dµα(u) =

2−R∫

0

f(u) dµα(u) = 0.

Thereby, f ∈ V1,α(IR).
Next,

1∫

−1

f
(√

1 + 2xy + x2
)
(1− y2)α−

1
2 dy = 0 for x ∈ IR−1,

since the argument of the function f in the integral lies on the segment [1 − |x|, 1 + |x|] ⊂
(2−R,R), and f = 0 on (2−R,R). Hence from (4) and (6) we see that f ∈ U1,α(IR). Thus,
f ∈W1,α(IR) and the second assertion of Theorem 1 is proved.

The first assertion follows immediately from assertion 2) and Lemma 4. ⊲

⊳ Proof of Theorem 2. Let R > 2r and assume that A is a linear continuous
functional on Lp

♮,α(IR) equal to zero on M . Owing to the Hanh-Banach theorem, to prove (10),
it must be established that A = 0. By the theorem on the general form of linear continuous
functionals on spaces Lp we have

A(g) =

∫

IR

g(x)f(x) dµα(x), g ∈ Lp
♮,α(IR),

where f is a function of the class Lq
♮,α(IR), q = p

p−1 . Then the condition A
(
Tα
t (χr)

)
=

0, 0 < t < R− r, formula (5) and commutativity of the Bessel convolution entail the relation(
f

α
⋆ χr

)
(x) = 0, x ∈ IR−r. Similarly, it follows from condition A

(
Tα
r (χt)

)
= 0, 0 < t < R− r

and (6) that f
α
⋆ δr = 0 on IR−r. Using the first assertion of Theorem 1 we obtain f = 0,

whence A = 0.
If R < 2r, then there exists a non-zero function f ∈Wr,α(IR)∩C∞(IR) (see the second

assertion of Theorem 1). Therefore, reasoning as above we conclude that equality (10) is not
satisfied. ⊲



82 Krasnoschekikh, G. V. and Volchkov, Vit. V.

⊳ Proof of Theorem 3. It is well known (see [24, Chap. 4, §§ 4.4 and 4.5]) that

U(x, t) = 2(α+ 1)

1∫

0

Tα
x f(ty) dµα(y) =

2(α+ 1)

t2(α+1)

t∫

0

(
Tα
x f
)
(y) dµα(y) =

2(α+ 1)

t2(α+1)

(
f

α
⋆ χt

)
(x).

This representation and formulas (5) and (6) show that condition (11) is satisfied if and only
if f ∈Wr,α(IR). Hence, using Theorem 1 and (27) we obtain the required statement. ⊲
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vol. 36, no. 1–2, pp. 67–91.

5. Zalcman, L. Supplementary Bibliography to “A Bibliographic Survey of the Pompeiu Problem”,
Contemporary Mathematics. Radon Transform and Tomography, 2001, vol. 278, pp. 69–74. DOI:
10.1090/conm/278/04595.

6. Volchkov, V. V. Integral Geometry and Convolution Equations, Dordrecht, Kluwer Acad. Publ., 2003,
454 p. DOI: 10.1007/978-94-010-0023-9.

7. Rudin, W. Function Theory in the Unit Ball of C
n, Berlin, Springer-Verlag, 1980, 449 p. DOI:

10.1007/978-3-540-68276-9.
8. Flatto, L. The Converse of Gauss Theorem for Harmonic Functions, Journal of Differential Equations,

1965, vol. 1, pp. 483–490.
9. Hansen, W. A Liouville Property for Spherical Averages in the Plane, Mathematische Annalen, 2001,

vol. 319, pp. 539–551. DOI: 10.1007/PL00004448.
10. Smith, J. D. Harmonic Analysis of Scalar and Vector Fields in R

n, Mathematical Proceedings of the

Cambridge Philosophical Society, 1972, vol. 72, no. 3, pp. 403–416. DOI: 10.1017/S0305004100047241.
11. Ungar, P. Freak Theorem about Functions on a Sphere, Journal of the London Mathematical Society (2),

1954, vol. 29, pp. 100–103.
12. Zalcman, L. Offbeat Integral Geometry, The American Mathematical Monthly, 1980, vol. 87, no. 3,

pp. 161–175. DOI: 10.2307/2321600.
13. Berenstein, C. A. and Zalcman, L. Pompeiu’s Problem on Symmetric Spaces, Commentarii Mathematici

Helvetici, 1980, vol. 55, pp. 593–621. DOI: 10.1007/BF02566709.
14. Volchkov, V. V. Solution of the Support Problem for Several Function Classes, Sbornik: Mathematics,

1997, vol. 188, no. 9, pp. 1279–1294. DOI: 10.1070/sm1997v188n09ABEH000255.
15. Volchkov, V. V. and Volchkov, Vit. V. Offbeat Integral Geometry on Symmetric Spaces, Basel,
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ТЕОРЕМА ОБ ОДНОМ РАДИУСЕ ДЛЯ ОПЕРАТОРА
СВЕРТКИ БЕССЕЛЯ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ

Краснощеких Г. В.1, Волчков Вит. В.1
1 Донецкий государственный университет,

Россия, 283001, Донецк, ул. Университетская, 24
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Аннотация. Хорошо известно, что всякая функция f ∈ C(Rn), n > 2, имеющая нулевые интегра-
лы по всем шарам и сферам фиксированного радиуса r, является тождественным нулем. В данной ра-
боте изучается подобное явление для шаровых и сферических средних относительно α-свертки Бесселя.
Пусть α ∈ (−1/2,+∞), L1,loc

♮,α (−R,R) — класс четных локально суммируемых по мере dµα(x) = |x|2α+1dx

функций на интервале (−R,R), f
α
⋆ g — свертка Бесселя функции f ∈ L1,loc

♮,α (−R,R) и четного распреде-
ления g на R с носителем на (−R,R). Основной результат статьи дает решение задачи об инъективности
оператора

f → (f
α
⋆ χr, f

α
⋆ δr), f ∈ L1,loc

♮,α (−R,R), 0 < r < R,

где χr — индикатор отрезка [−r, r], δr — четная мера, сопоставляющая четной непрерывной функции
ϕ на R число ϕ(r). На основе техники, связанной с классическими ортогональными многочленами и
недавними исследованиями авторов, показано, что при R > 2r ядро указанного оператора является
нулевым, а при r < R < 2r состоит из функций f ∈ L1,loc

♮,α (−R,R), равных нулю на (2r − R,R) и
имеющих нулевой интеграл (относительно меры dµα) по промежутку (0, 2r−R). Этот результат позволил
получить новый критерий замкнутости системы обобщенных сдвигов Бесселя индикаторов отрезков
в пространстве Lp

♮,α(−R,R), 1 6 p < ∞, а также новую теорему единственности для решений задачи
Коши обобщенного уравнения Эйлера — Пуассона — Дарбу.

Ключевые слова: обобщенный сдвиг, периодичность в среднем, многочлены Гегенбауэра, ап-
проксимация сдвигами, уравнение Эйлера — Пуассона — Дарбу.
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Abstract. In the study of order properties of homogeneous polynomials in vector lattices two constructions
are of fundamental importance: the symmetric positive tensor product and the vector lattice power. Both
associate a canonical n-homogeneous polynomial with each Archimedean vector lattice, such that any other
homogeneous polynomial of an appropriate class defined on the same vector lattice is the composition of
the canonical polynomial with a linear operator. With this so called “linearization” in hand, various tools of
the theory of positive linear operators can be used to study homogeneous polynomials. Thus, the problem
of description of the Fremlin symmetric tensor products and the vector lattice powers for special vector
lattices arises. The former enables one to study a large class of order bounded homogeneous polynomials,
but has a very complicated structure; the latter has a much more transparent structure, but handles a
narrower class of homogeneous polynomials, namely orthogonally additive ones. The purpose of this note
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1. Introduction

Of fundamental importance in the study of order properties of homogeneous polynomials
in vector lattices are two constructions: the symmetric positive tensor product, coming from
Fremlin [1], and the vector lattice power, introduced by Boulabiar and Buskes [2]; see also the
survey paper by Bu and Buskes [3]. Both associate a canonical n-homogeneous polynomial
with each Archimedean vector lattice, such that any other homogeneous polynomial of an
appropriate class defined on the same vector lattice is the composition of the canonical
polynomial with a linear operator. Thanks to this “linearization” various tools of the theory
of positive linear operators can be used to study homogeneous polynomials. Thus, the
problem of describing the Fremlin symmetric tensor products and the vector lattice powers for
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special vector lattices arises. The former enables one to study a large class of order bounded
homogeneous polynomials, but has a very complicated structure; the latter has a much more
transparent structure, but handles a narrower class of orthogonally additive homogeneous
polynomials, see [4–6].

The purpose of this note is to describe the power of the vector lattice of continuous or
Bochner measurable vector functions with values in a Banach lattice and to apply this result to
the representation of homogeneous orthogonally additive polynomials. We use the standard
notation and terminology of Aliprantis and Burkinshaw [7] for the Banach lattice theory,
Fremlin [8] for measure theory, Pei-Kee Lin [9] for spaces of measurable vector functions, and
the survey paper by Bu and Buskes [3] for order properties of homogeneous polynomials. In
the sequel all vector spaces are defined over the field of reals and all vector lattices are assumed
to be Archimedean.

2. Vector Lattice Powers

Let X be a relatively uniformly complete vector lattice. Then for every positive
homogeneous continuous function ϕ : R

N → R and any finite sequence x1, . . . , xN ∈ X
the member ϕ(x1, . . . , xN ) ∈ X can be correctly defined by using homogeneous functional
calculus, see Definition 3.1 and Theorem 3.7 in [10]. In view of this, we can introduce new
vector operations in X by putting x⊕y = (xp+yp)1/p and λ⊛x = λ1/px with fixed 0 < p ∈ R,
where x, y ∈ X and λ ∈ R. In more details, x ⊕ y = ϕp(x, y), where ϕp : R2 → R is defined
by ϕp(r, t) = |u|1/p signu and u = |r|p sign r+ |t|p sign t. Endowed with these new operations,
the original order and lattice structure, X becomes a new vector lattice (X,⊕,⊛,6) denoted
by X(p). For a positive integer p = n ∈ N the vector lattice X(n) is known as an n-power of
X [2].

Assume now that (X, ‖ · ‖) is a quasi-Banach lattice (see [5, Definition 2.2]) and define
the function ‖ · ‖(p) : X(p) → R by ‖ıp(x)‖(p) := ‖x‖p (x ∈ X). If C is the quasi-triangle
constant of the quasi-norm ‖ · ‖, then ‖x ⊕ y‖(p) 6 2|1−1/p|Cp(‖x‖(p) + ‖y‖(p)) and hence
‖ · ‖(p) is also a quasi-norm; moreover

(
X(p), ‖ · ‖(p)

)
is a quasi-Banach lattice. More details

on quasi-Banach space see in [11].

Definition 1. The pair
(
X(p), ‖ · ‖(p)

)
is called the p-concavification of X, see [12]

and [4]. Define the canonical order isomorphism ιp : X → X(p) as the identity mapping
of the ordered set (X,6). If p := n ∈ N, then the mapping p : X → X(p) defined as
n(x) := ın(x

+) + (−1)nın(x
−) (x ∈ X) is called the canonical polynomial of X.

Lemma 1. (1) The mapping ιp is an odd order isomorphism of X onto X(p) such that
for all x, y ∈ X and λ ∈ R the relations hold:

ιp
(
(xp + yp)

1
p
)
= ιp(x)⊕ ιp(y), ιp(λ

1
px) = λ⊛ ιp(x).

(2) If X is a (quasi-)Banach lattice then X(p) is a quasi-Banach lattice and ιp is a
homeomorphism from X onto X(p).

(3) If n ∈ N then the mapping n : X → X(n) is an orthogonally additive n-homogeneous
polynomial.

⊳ See [5, Proposition 3.6]. ⊲

Lemma 2. Let X and Y be uniformly complete vector lattices with respective canonical
order isomorphism ιX : X → X(n) and ιY : Y → Y(n). Given a lattice homomorphism

S : X → Y , the mapping Ŝ := ιY ◦ S ◦ ι−1
X is a lattice homomorphism from X(n) to Y(n).

⊳ Functional calculus in uniformly complete vector lattices commutes with any lattice
homomorphism, see [5, Propositions 3.4 and 3.8]. ⊲
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It may happen that X(p) is not a Banach lattice, even if X is. To avoid this pathology,
the additional requirement of p-convexity of X is needed.

Definition 2. A quasi-Banach lattice X is said to be p-convex with 0 < p <∞ if there
exists a constant C such that

∥∥∥∥∥

(
m∑

k=1

|xk|p
)1/p∥∥∥∥∥ 6 C

(
m∑

k=1

‖xk‖p
)1/p

,

for every finite collection {x1, . . . , xm} in X.

Lemma 3. Let X be a (quasi-)Banach lattice and 0 < p, q <∞. If X is p-convex and
p > q then X(q) is a Banach lattice with respect to some equivalent norm.

⊳ According to [5, Corollary 3.12], X is p-convex if and only if X(q) is p/q-convex and
if α := p/q > 1 then α-convexity implies 1-convexity. By [5, Proposition 2.12] there exists a
equivalent Banach lattice norm. ⊲

Definition 3. A mapping P : X → Y between vector spaces is called a homogeneous

polynomial of degree n (or n-homogeneous polynomial) if there exists a symmetric n-linear
operator P̌ : Xn → Y such that P (x) = P̌ (x, . . . , x) for all x ∈ X. (An n-linear operator
ϕ : Xn → Y is symmetric if ϕ(x1, . . . , xn) = ϕ(xσ(1), . . . , xσ(n)) for any permutation σ of
{1, . . . , n}.)

Definition 4. Assume that X is a vector lattice. An n-homogeneous polynomial
P : X → Y is called orthogonally additive whenever P (x + y) = P (x) + P (y) for any pair
of disjoint (i. e. |x| ∧ |y| = 0) members x, y of X.

Definition 5. Recall that a bornology on a set is a cover of the set that is closed under
finite unions and taking subsets. Members of a bornology are called bounded sets. A mapping
between bornological spaces is labeled as bounded if it sends bounded sets into bounded sets.
A bornology on a vector space is convex if it is stable under the formation of convex hulls.
A convex bornological vector space is a vector space equipped with a convex bornology such
that addition and scalar multiplication are both bounded.

Denote by Pb
o(

nX,Y ) the space of bounded n-homogeneous orthogonally additive
polynomials from X to Y and put L b(X,Y ) = Pb

o(
1X,Y ). A vector lattice X is always

considered with a bornology containing the totality {[a, b] : a, b ∈ X} of order bounded sets.

Theorem 1. Let X be a uniformly complete vector lattice and Y be a separated borno-
logical vector space. Then for any bounded orthogonally additive n-homogeneous polynomial
P : E → Y there exists a unique bounded linear operator S : X(n) → Y such that P = T ◦ n.

Moreover, Pb
o(

nX,Y ) and Lb(X(n), Y ) are linearly isomorphic under the mapping T 7→ T ◦n.

Remark 1. The result was proved in the author’s paper [13, Theorem 7] for the
case of convex bornology; Ben Amor [14, Theorem 26] improved this result showing that
the convexity assumption may be omitted. Some special cases of this result were obtained
in [3, Theorems 4.3 and 5.4], [15, Theorem 2.4], [16, Theorem 3.3].

3. Spaces of Vector Functions

In this section we present the necessary information about spaces of strongly measurable
and continuous vector functions.

In what follows, Q is an extremally disconnected compactum (i. e. compact Hausdorff
topological space) and (Ω,Σ, µ) is a measure space that is assumed to be complete and strictly

localizable [8, Definition 211E], or, what is the same, to have the direct sum property [17, Sec-
tion 0.6.4].
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Denote by C∞(Q,X) the set of equivalence classes of continuous functions u that act
from comeager subsets dom(u) ⊂ Q into X. Recall that a subset of Q is called meager if it is a
countable union of nowhere dense subsets of Q and comeager if its complement is meager. Two
vector-valued functions u and v are equivalent if u(q) = v(q) whenever q ∈ dom(u)∩ dom(v).
The set C∞(Q,X) is naturally endowed with the structure of a lattice ordered module over the
f -algebra C∞(Q). Observe that C∞(Q,X) can be represented also as the set of all extended
continuous X-valued functions, see [18, 2.5.1].

Lemma 4. Let Q be an extremally disconnected compact space and let X be a Banach
lattice. For every finite collection ũ1, . . . , ũN ∈ C∞(Q,X) we have

ϕ(ũ1, . . . , ũN ) = ϕ(u1(·), . . . , uN (·))∼,

i. e. there exists a comeager subset Q0 ⊂ Q such that Q0 ⊂ dom(ui) for all i := 1, . . . , N ,
and ϕ(ũ1, . . . , ũN ) is the equivalence class of the continuous function q 7→ ϕ(u1(q), . . . , uN (q))
(q ∈ Q0).

⊳ See [19, Proposition 4.3]. ⊲
Let X be a Banach lattice and let L 0(Ω,X) := L 0(Ω,Σ, µ,X) stand for the set of all

Bochner measurable functions defined almost everywhere on Ω with values in X. Denote by
L0(Ω,X) := L 0(Ω,X)/ ∼ the space of all equivalence classes (of almost everywhere equal)
functions from L 0(Ω,X). The equivalence class of a measurable vector function u ∈ L 0(Ω,X)
will be denoted by ũ. Define in addition, a scalar multiplication and ordering in L 0(Ω,X)
pointwise, thereby making L0(Ω,X) into a vector lattice. A cone of positive vector functions
L0(Ω,X)+ consists of ũ ∈ L0(Ω,X) such that u(ω) ∈ X+ for almost all ω ∈ Ω.

If ũ ∈ L0(Ω,X), then ω 7→ ‖u(ω)‖ (ω ∈ Ω) is a scalar measurable function whose
equivalence class is denoted by ũ ∈ L0(Ω).

Definition 6. For an order ideal E in C∞(Q) (resp., in L0(Ω)), assign by definition

E(X) := {u ∈ C∞(Q,X) (resp., u ∈ L0(Ω,X)) : u ∈ E}.

If, in addition, (E, ‖ · ‖E) is a Banach lattice, then E(X) is endowed with the mixed norm

defined as |||u||| :=
∥∥ u

∥∥
E
.

If E = Lp(Ω), then we write Lp(Ω,X) instead of E(X).

Lemma 5. The vector lattice of continuous or measurable vector functions E(X) is re-
latively uniformly complete. If, in addition, E is a Banach lattice, then E(X) is also a Banach
lattices.

⊳ Clearly, if ũ ∈ L0(Ω, E) then the modulus |ũ| of ũ coincides with the equivalence
class of the vector function ω 7→ |u(ω)| (ω ∈ Ω). ⊲

A complete measure space (Ω,Σ, µ) is strictly localizable if and only if there exists
a linear lifting of L∞(µ), see [8, Sections 341K and 363X(e)]. In this event the quotient
algebra B(Ω) := Σ/µ−1 is complete and its Stone space Q (whose clopen algebra Clop(Q) is
isomorphic to B(Ω)) is extremally disconnected. For a fixed lifting ρ of L∞(µ) there exists a
Borel measurable mapping τ : Ω → Q, called the canonical embedding, such that ρ = τ−1 ◦σ,
where σ : B(Ω) → Clop(Q) is the Stone representation, see [17, § 0.6.6 and 0.7.5].

The preimage τ−1(V ) of any meager set V ⊂ Q is measurable and µ-negligible. Denote
by τ∗ the mapping which sends each function v ∈ C∞(Q,X) to the equivalence class of the
measurable function v ◦ τ . The mapping τ∗ is a linear and order isomorphism of C∞(Q,X)
onto L0(Ω,Σ, µ,X).
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Lemma 6. There exists a linear and order isomorphism S from L0(Ω,X) onto
C∞(Q,X), the Stonian transform of L0(Ω,X). Moreover, ũ = ( S(ũ) ◦ τ)∼ for every
ũ ∈ L0(Ω,X).

⊳ Denote by τ̂ the mapping which sends each ṽ ∈ C∞(Q,X) to the equivalence class
(v ◦ τ)∼ ∈ L0(Ω,X). Then S = τ̂−1 and ũ = (S(ũ) ◦ τ)∼ for all ũ ∈ L0(Ω,X). Details can be
found in [17, Theorem 4.2.2]. ⊲

4. Main Results

Since both the continuous and measurable versions of the vector lattice E(X) are
uniformly complete, the expression ϕ(ũ1, . . . , ũN ) is well defined for any finite sequence
ũ1, . . . , ũN ∈ E(X) and every positively homogeneous continuous function ϕ : RN → R. If E
is a Banach lattice then E(X) and E(n)(X(n)) are equipped with respective mixed norms |||·|||
and |||·|||′ (Definition 6), while E(X)(n) is considered with the power norm |||·|||(n) (Definition 1).

Theorem 2. Let E be an order dense ideal of C∞(Q) and let X be a p-convex Banach
lattice with p > n. Denote by ıE , ıX , and ı̂n the canonical order isomorphisms of E, X and
E(X) onto their respective n-powers. Then there exists a · -preserving lattice isomorphism κ

from E(X)(n) onto E(n)(X(n)) such that κ(̂ın(ũ)) = (ιX ◦u)∼ for all ũ ∈ E(X). If, in addition,
E is a q-convex Banach lattice with q > n, then κ is an isometric lattice isomorphism of
Banach lattices E(X)(n) onto E(n)(X(n)).

⊳ Assume first that E is an order dense ideal of C∞(Q). Define a mapping κ from
E(X)(n) onto E(n)(X(n)) by letting κ(v) be the equivalence class of the vector-function ıX ◦u
whenever v = ı̂n(ũ) and ũ ∈ E(X). Observe that the vector-function u : dom(u) → X
is continuous if and only if so is the vector-function ıX ◦ u : dom(u) → X(n) as ıX is a
homeomorphism from X onto X(n), see Lemma 1. For the same reason, u1(q) 6 u2(q) for all
q ∈ Q0 := dom(u1)∩dom(u2) if and only if ıX ◦u1(q) 6 ıX ◦u2(q) for all q ∈ Q0 and hence u1
and u2 are equivalent if and only if so are ıX ◦ u1 and ıX ◦ u2. It follows that κ is a correctly
defined order preserving bijection from C∞(Q,X)(n) into C∞(Q,X(n)). In fact, κ is surjective,
since if ṽ ∈ C∞(Q,X(n)) for some continuous v : dom(v) → X(n) and u := ι−1

X ◦ v, then by
definition ũ ∈ C∞(Q,X) coincides with the equivalence class of ιX ◦ u = v, i. e. κ(ι̂nũ) = ṽ.

Prove that κ is linear. Let v1 = ı̂n(ũ1) and v2 = ı̂n(ũ2) for some ũ1, ũ1 ∈ C∞(Q,X). By
definition, κ(v1⊕v2) is the equivalence class of the vector-function ıX ◦u with ũ = ι̂−1

n (v1⊕v2),
so that

ı̂n(ũ) = v1 ⊕ v2 = ı̂n(ũ1)⊕ ı̂n(ũ2) = ı̂n
(
(ũn2 + ũn2 )

1/p
)
.

The last equality is ensured by Lemma 1. It follows that ũ = (ũn1 + ũn2 )
1/n and hence, by

Lemma 4, ũ is the equivalence class of the vector-function q 7→ (ıX ◦ u1)(q) ⊕ (ıX ◦ u2)(q).
The latter coincides with κ(v1) ⊕ κ(v2), since the sum in C∞(Q,X(n)) is defined pointwise,
i. e. κ(v1) ⊕ κ(v2) is the equivalence class of the vector-function q 7→ ıX(u1(q)) ⊕ ıX(v1(q))
(q ∈ Q); so κ(v1 ⊕ v2) = κ(v1)⊕ κ(v2).

Now, if λ ∈ R and v = ı̂n(ũ) for some ũ ∈ C∞(Q,X) and denote by ⊛ the scalar
multiplication in X(n), C∞(Q,X)(n), and C∞(Q,X(n)). Using again Lemma 1, we see that
λ⊛ κ(v) is the equivalence class of the vector function q 7→ λ⊛ ıX(u(q)) = ıX(λ1/nu(q)). At
the same time, λ ⊛ v = λ ⊛ ı̂n(ũ) = ı̂n(λ

1/nũ) and κ(λ ⊛ v) is the equivalence class of the
same vector-function by definition, so that κ(λ⊛ v) = λ⊛ κ(v).

It remains to verify that κ sends E(X)(n) onto E(n)(X(n)). Taking the definition of the
E-valued norm into account, we see that for ũ ∈ E(X) the following relations hold for all q
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in some comeager subset of Q:

κ(ι̂n(ũ)) (n)(q) = ‖ıXu(q)‖(n) = ‖u(q)‖n = ũ n(q).

Hence ũ ∈ E if and only if ũ n ∈ E(n) which amounts to saying that ũ ∈ E(X) if and only
if ũn ∈ E(n)(X(n)). Therefore, κ is a norm preserving lattice isomorphism from E(X)(n) onto
E(n)(X(n)) as claimed. If E is a q-convex Banach lattice and q > n, then for ũ ∈ E(X) and
v = ι̂n(ũ) we have

|||κ(v)|||′(n) =
∥∥ κ(v)

∥∥
E(n)

=
∥∥ ũ n

∥∥
E(n)

=
∥∥ιE( ũ )

∥∥
E
= |||ũ||| = |||ι̂n(ũ)||| = |||v|||(n).

Thus, we have proved that κ is an isometric lattice isomorphism of Banach lattices E(X)(n)
and E(n)(X(n)). ⊲

Theorem 3. Let Ê be an order dense ideal of L0(Ω) and ˆ̂ιn the canonical order iso-
morphisms of Ê(X) onto Ê(X)(n), whilst X and ıX be the same as in Theorem 2. Then

there exists a · -preserving lattice isomorphism κ̂ from Ê(X)(n) onto Ê(n)(X(n)) such that

κ̂(̂̂ın(ũ)) = (ιX ◦ u)∼ for all ũ ∈ Ê(X). If, in addition, Ê is a q-convex Banach lattice with
q > n, then κ̂ is an isometric lattice isomorphism of Ê(X)(n) onto Ê(n)(X(n)).

⊳ Suppose that Ê is an order dense ideal of the vector lattice of measurable functions
L0(Ω). Observe first that the vector-function u : Ω → X is measurable if and only if so is
the vector-function ıX ◦ u : Ω → X(n) and two measurable functions u1, u2 : Ω → R are
equivalent if and only if so are ıX ◦ u1 and ıX ◦ u2, as ıX is a homeomorphism from X onto
X(n), see Lemma 1. It follows that we can define correctly an order preserving bijection κ̂

from L0(Ω,X)(n) onto L0(Ω,X(n)) by setting κ̂(v) equal to the equivalence class of the vector-

function ıX ◦ u whenever v = ˆ̂ın(ũ) with ũ ∈ L0(Ω,X).
To verify that κ̂ has the required properties, we use Lemma 6, according to which

there are lattice isomorphisms S : L0(Ω) → C∞(Q), S : L0(Ω,X) → C∞(Q,X) and
Sn : L0(Ω,X(n)) → C∞(Q,X(n)) such that Sũ = S( ũ ) and Snṽ = S( ṽ ) for all ũ ∈
L0(Ω,X) and ṽ ∈ L0(Ω,X(n)). Clearly, E := S(Ê) is an order dense ideal in C∞(Q) and

S(Ê(n)) = E(n). Moreover, ũ ∈ Ê if and only if S(ũ) ∈ E and ũ ∈ Ê(n) if and only

if S(ũ) ∈ E(n). It follows that S is a lattice isomorphism from Ê(X) onto E(X) and

Sn is a lattice isomorphism from Ê(n)(X(n)) onto E(n)(X(n)). By Lemma 2, Ŝ is a lattice

homomorphism from Ê(X)(n) onto E(X)(n).
Let κ be a lattice isomorphism from E(X)(n) onto E(n)(X(n)), whose existence is

guaranteed by Theorem 2. To complete the proof, it suffices to show that the following diagram
is commutative:

E(X)
ι̂n

// E(X)(n)
κ

// E(n)(X(n))

Ê(X)
ˆ̂ιn

//

S

OO

Ê(X)(n)
κ̂

//

Ŝ

OO

Ê(n)(X(n))

Sn

OO

The left square is commutative due to Lemma 2. To prove the commutativity of the
right square, take ũ ∈ Ê(X) and ṽ ∈ E(X) with ṽ = S(ũ) or, what is the same, ũ = (v ◦ τ)∼.



90 Kusraeva, Z. A.

By sequence using of Lemma 2, Definition of S, κ, S−1
n , and κ̂ we deduce

S
−1
n ◦ κ ◦ Ŝ

(
ˆ̂ιn(ũ)

)
= S

−1
n ◦ κ ◦ ι̂n ◦ S(ũ) = S

−1
n ◦ κ ◦ ι̂n(ṽ)

= S
−1
n ((ιX ◦ v)∼) = (ιX ◦ v ◦ τ)∼ = (ιX ◦ u)∼ = κ̂

(
ˆ̂ιn(ũ)

)
.

It follows that κ̂ = S
−1
n ◦ κ ◦ Ŝ, whence the required properties of κ̂. ⊲

Definition 7. Let X be a Banach lattice with the canonical polynomial n : X → X(n).
Given a vector-function ũ ∈ L0(Ω,X) or ũ ∈ C∞(Q,X), define ũn ∈ L0(Ω,X(n)) or ũn ∈
C∞(Q,X(n)) as ũn := (un)∼ with un := n ◦ u : Ω → X(n). The definition is correct, as n ◦ u
is Bochner measurable or continuous whenever so is u, see Lemma 1 and Definition 1.

Theorem 4. Assume that E is an order dense ideal of L0(Ω) or C∞(Q). Let X
be a uniformly complete vector lattice and let Y be a separated bornological space. Then
for any bounded orthogonally additive n-homogeneous polynomial P : E(X) → Y there
exists a unique bounded linear operator T : E(n)(X(n)) → Y such that the representation

P (ũ) = T (ũn) for all ũ ∈ E(X). Moreover, Pb
o(

nE(X), Y ) and L b(E(n)(X(n)), Y ) are linearly
isomorphic under the mapping T 7→ T ((·)n).

⊳ We restrict ourselves to the continuous case E ⊂ C∞(Q), since the measurable case
E ⊂ L0(Ω) is considered in quite a similar way. Assume that κ and ι̂n are the same as in
Theorem 2. By Theorem 1, there exist a bounded linear operator S : E(X)(n) → Y such
that P (ũ) = S ◦ ̂n(ũ) for all ũ ∈ E(X)n, where ̂n is a canonical polynomial of the vector
lattice E(X), i. e. ̂n(f) := ı̂n(f

+) + (−1)n ı̂n(f
−). If n : X → X(n) stand for the canonical

polynomial of X, then for every ũ ∈ E(X) we have

κ(̂n(ũ)) = κ(̂ın(ũ
+)) + (−1)nκ(̂ın(ũ

−)) = (ιX ◦ u+(·))∼ + (−1)n(ιX ◦ u−(·))∼

= (n(u
+(·)))∼ + n(((−1)nu−(·)))∼ = (n ◦ u)∼ = ũn.

It remains to put T := S ◦ κ−1 and observe that P (ũ) = S ◦ ̂n(ũ) = T ◦ κ̂n(ũ) = T (ũn), as
required. ⊲
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СТЕПЕНЬ ВЕКТОРНОЙ РЕШЕТКИ:
НЕПРЕРЫВНЫЕ И ИЗМЕРИМЫЕ ВЕКТОР-ФУНКЦИИ
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Аннотация. В исследовании порядковых свойств однородных полиномов, действующих в век-
торных решетках, две конструкции имеют основополагающее значение: симметричное положительное
тензорное произведение и степень векторной решетки. Обе эти конструкции связывают с архимедовой
векторной решеткой канонический n-однородный полином, так что любой другой однородный полином
соответствующего класса, определенный на той же векторной решетке, является композицией этого ка-
нонического полинома с линейным оператором. Благодаря этой «линеаризации» можно использовать
различные инструменты теории положительных линейных операторов для изучения однородных поли-
номов. Таким образом, возникает задача описания симметричных тензорных произведений Фремлина и
степеней векторной решетки для специальных векторных решеток. Первое позволяет исследовать широ-
кий класс порядково ограниченных однородных полиномов, но имеет очень сложную структуру; второе
обладает гораздо более прозрачной структурой, но охватывает при этом более узкий класс однородных
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полиномов, а именно: ортогонально аддитивных однородных полиномов. Целью настоящей заметки яв-
ляется описание степени векторной решетки непрерывных или измеримых по Бохнеру вектор-функций
со значениями в банаховой решетке и применение этого результата к представлению однородных орто-
гонально аддитивных полиномов.

Ключевые слова: степень банаховой решетки, однородный полином, ортогональная аддитив-
ность, банахова решетка, измеримость по Бохнеру, непрерывная вектор-функция.
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Аннотация. Пусть T = {t0, t1, . . . , tN} и TN = {x1, x2, . . . , xN−1}, где xj = (tj + tj+1)/2, j =
0, 1, . . . , N − 1 — произвольные системы различных точек отрезка [−1, 1]. В данной работе для про-
извольной непрерывной на отрезке [−1, 1] функции f(x) построены средние типа Валле-Пуссена
Vn,m,N (f, x) для дискретных сумм Фурье Sn,N (f, x) по системе многочленов, образующих ортонор-
мированную систему на неравномерных сетках TN с весом ∆tj = tj+1 − tj . Исследуются аппрок-
симативные свойства построенных Vn,m,N (f, x) порядка n + m 6 N − 1 в пространстве непрерыв-
ных функций C[−1, 1]. А именно доказано, что средние Валле-Пуссена Vn,m,N (f, x) при n

m
≍ 1,

n 6 λδ
−

1
4

N (λ > 0), δN = max06j6N−1 ∆tj , равномерно ограничены, как семейство линейных опе-
раторов, действующих в пространстве C[−1, 1]. Кроме того, как следствие полученного результата
установлен порядок приближения непрерывной функции f(x) средними Валле-Пуссена Vn,m,N (f, x)
в пространстве C[−1, 1].

Ключевые слова: многочлен, ортогональная система, сетка, весовая оценка, асимптотическая фор-
мула, дискретные суммы Фурье, средние Валле-Пуссена.

AMS Subject Classification: 33C45, 42С05.

Образец цитирования: Нурмагомедов А. А., Шихшинатова М. М. Аппроксимативные свойства
средних Валле-Пуссена для дискретных сумм Фурье по многочленам, ортогональным на произволь-
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4914-r.

1. Введение

Пусть T = {tj}Nj=0 — дискретное множество (сетка), состоящее из конечного числа
различных точек отрезка [−1, 1] : −1 = t0 < t1 < . . . < tN−1 < tN = 1. Рассмотрим также
еще одну сетку TN = {x0, x1, . . . , xN−1}, состоящую из N точек xj, где xj = (tj + tj+1)/2,
j = 0, 1, . . . , N − 1.

Через
p̂k,N (x) = p̂k(x;TN ) (k = 0, 1, . . . , N − 1) (1.1)

обозначим последовательность многочленов, образующих ортонормированную систему
на сетке TN в следующем смысле (0 6 n,m 6 N − 1):

(p̂n,N , p̂m,N ) =

N−1∑

j=0

p̂n,N(xj)p̂m,N (xj)∆tj = δnm, (1.2)

где △tj = tj+1 − tj, j = 0, 1, . . . , N − 1.

c© 2025 Нурмагомедов А. А., Шихшинатова М. М.
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Далее, пусть
δN = max

06j6N−1
∆tj, (1.3)

æ2 — наименьшая константа в неравенстве типа В. А. Маркова для оценки производных
алгебраических многочленов в метрике пространства L1[−1, 1] (см. [1–3]):

1∫

−1

|q′′n(x)| dx 6 æ2n
4

1∫

−1

|qn(x)| dx,

P̂α,β
n (x) — ортонормированный многочлен Якоби, P̂n(x) — ортонормированный много-

член Лежандра, C[−1, 1] — пространство непрерывных на отрезке [−1, 1] функций f(x)
с нормой ‖ f ‖= max−16x61 |f(x)|, Pn — пространство алгебраических многочленов
степени не выше n, En(f) — наилучшее приближение функции f алгебраическими мно-
гочленами степени не выше n.

Далее, через Sn,N (f) = Sn,N(f, x) обозначим частную сумму n-ого порядка ряда
Фурье функции f(x) по системе {p̂k,N (x)}N−1

k=0 , т. е.

Sn,N(f) =

n∑

k=0

f̂kp̂k,N(x), (1.4)

где f̂k =
∑N−1

j=0 f(xj)p̂k,N (xj)∆tj.
В работе [4] нами найден порядок роста функции Лебега рассматриваемых дискрет-

ных сумм Фурье Sn,N(f) при n = O(δ
−2/7
N ). Отсюда, как следствие полученного резуль-

тата, можно говорить об оценке отклонения частной суммы Sn,N (f) порядка n 6 N − 1
от функции f ∈ C[−1, 1]. Аналогичные исследования были проведены также и в рабо-
тах [5, 6].

Стремление обеспечить как можно лучшее приближение заданной функции влечет
выбор того или иного аппарата приближения. Зачастую, вместо частной суммы Фурье по
выбранной ортонормированной системе в качестве аппарата приближения используются
средние Валле-Пуссена по этой же ортонормированной системе (см., например, [7–10]).
И по аналогии с этими работами мы также исследовали аппроксимативные свойства
средних Валле-Пуссена для сумм Фурье по многочленам, ортогональным на произволь-
ных сетках отрезка [−1, 1].

Составим средние Валле-Пуссена для сумм Sn,N(f) функции f(x) ∈ C[−1, 1] :

Vn,m,N (f) = Vn,m,N (f, x) =
1

m+ 1

[
Sn,N(f, x) + Sn+1,N (f, x) + . . . + Sn+m,N(f, x)

]
, (1.5)

где n+m 6 N − 1. Будем рассматривать Vn,m,N (f) как линейный оператор, действующий
в C[−1, 1], норму которого мы обозначим через ‖Vn,m,N‖ :

‖Vn,m,N‖ = max
−16x61

sup
|f |61

|Vn,m,N(f, x)| .

В данной работе доказано, что если 0 < b < 1, 0 < a 6
{
1−b
2æ2

} 1
4 , 0 < µ 6

n
m 6 ν,

n 6 λδ
− 1

4
N , λ > 0, то найдется такая константа c(a, b, λ, µ, ν), для которой

‖Vn,m,N‖ 6 c(a, b, λ, µ, ν).

Здесь и далее через c, c(a, b), c(a, b, . . . , ν) обозначаются положительные постоян-
ные, зависящие лишь от указанных параметров, вообще говоря, разные в разных местах.
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2. Некоторые вспомогательные утверждения

Здесь мы, в первую очередь, приведем ранее полученные нами результаты [11],
которые необходимы нам для дальнейшего исследования.

Теорема 2.1. Пусть 0 < b < 1, 0 < a 6
{
1−b
2æ2

} 1
4 и 1 6 n 6 aδ

− 1
2

N . Тогда имеет место
асимптотическая формула

p̂n,N(x) = P̂n(x) + vn,N (x), (2.1)

для остаточного члена vn,N (x) которой cправедлива оценка

|vn,N (x)| 6 c(a, b)δNn
5
2

[√
1− x2 +

1

n

]− 1
2

. (2.2)

Теорема 2.2. Пусть 0 < b < 1, 0 < a 6

{
1−b
2æ2

} 1
4
, 1 6 n 6 aδ

− 1
2

N . Тогда существует

постоянная c(a, b) > 0 такая, что

|p̂n,N (x)| 6 c(a, b)
(
δNn

5
2 + 1

) [√
1− x2 +

1

n

]− 1
2

(−1 6 x 6 1). (2.3)

Далее, в качестве следствия теоремы 2.2 отметим следующее утверждение.

Следствие 2.1. Пусть 0 < b < 1, 0 < a 6

{
1−b
2æ2

} 1
4
, n = O(δ

− 2
5

N ). Тогда имеют место
следующие оценки:

|p̂n,N(x)| 6 c(a, b)n
1
2 , −1 6 x 6 −1 + cn−2, 1− cn−2

6 x 6 1, (2.4)

|p̂n,N (x)| 6 c(a, b)(1 − x)−
1
4 , 0 6 x 6 1− cn−2, (2.5)

|p̂n,N (x)| 6 c(a, b)(1 + x)−
1
4 , −1 + cn−2

6 x 6 0, (2.6)

В дальнейшем нам также понадобится и следующее утверждение [10, § 2, лемма 1].

Лемма 2.1. Пусть функция f(x) непрерывна и неотрицательна на промежутке
[a1, b1] и {tj}mj=0 — сетка такая, что a1 < t0 < t1 < . . . < tm < b1. Пусть ∆tj = tj+1 − tj и
[a2, b2] ⊂ [a1, b1]. Тогда, если:

1) f(x) монотонно возрастает на [a2, b2], то

∑

a26tj6b2

f(tj)∆tj 6

b2∫

a2

f(x) dx+ f(b2)∆
∗, (2.7)

2) f(x) монотонно убывает на [a2, b2], то

∑

a26tj6b2

f(tj)∆tj 6

b2∫

a2

f(x) dx+ f(a2)∆
∗, (2.8)

где ∆∗ = maxj ∆tj.

3. Некоторые свойства многочленов Якоби

Мы здесь приведем некоторые сведения о многочленах Якоби и Лежандра [12–14].
Определим многочлены Якоби Pα,β

n (x) (n = 0, 1, 2, . . . ) с помощью формулы Родрига:

Pα,β
n (x) =

(−1)n

2nn!

1

(1− x)α(1 + x)β
dn

dxn

{
(1− x)α(1 + x)β(1− x2)n

}
,
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где α, β — произвольные действительные числа. Если α, β > −1, то многочлены Якоби
образуют ортогональную систему с весом (1− x)α(1 + x)β, т. е.

1∫

−1

(1− x)α(1 + x)βPα,β
n (x)Pα,β

m (x) dx = hα,βn δnm,

где hα,βn = 2α+β+1Γ(n+α+1)Γ(n+β+1)
n!(2n+α+β+1)Γ(n+α+β+1) , и, следовательно, hα,βn ≍ n−1 (n = 1, 2, . . . ). Как из-

вестно, в частности, при α = β мы получаем так называемые ультрасферические много-
члены, обозначаемые Pα,α

n (x).

Ниже нам понадобятся ряд свойств многочленов Якоби. Для удобства ссылок мы
приведем их в этом пункте:

а) весовая оценка:

√
n
∣∣Pα,β

n (x)
∣∣ 6 c(α, β)

(√
1− x+

1

n

)−α− 1
2
(√

1 + x+
1

n

)−β− 1
2

; (3.1)

б) равенство −1 6 x, t 6 1, x 6= t [9, лемма 3.2]:

Kα,α
k (x, t) =

k∑

i=0

{
hα,βi

}−1
Pα,α
i (x)Pα,α

i (t)

= −(k + α+ 1)(1 − x)(1 + t)

22α+1(x− t)
Pα+1,α
k (x)Pα,α+1

k (t)

+H1
k

Pα,α
k+1(x)P

α,α
k (t)

x− t
+H2

k

Pα,α
k (x)Pα,α

k+1(t)

x− t
+H3

k

Pα,α
k (x)Pα,α

k (t)

x− t

+H4
k

Pα,α
k+1(x)P

α,α
k+1(t)

x− t
−

(k + 2 + α)Pα,α
k+1(x)P

α,α
k+1(t)− (k + 1 + α)Pα,α

k (x)Pα,α
k (t)

22α+1(x− t)

+ δk
(1− x)(1 + t)

x− t
Pα+1,α
k (x)Pα,α+1

k (t),

(3.2)

где H l
k = O(1) (l = 1, 2, 3, 4), δk = O(1), k → ∞;

в) [9, лемма 3.4]

− (1− x)(1 + t)

22α+1(x− t)(m+ 1)

n+m∑

k=n

(k + α+ 1)Pα+1,α
k (x)Pα,α+1

k (t) =

5∑

i=1

Si(x, t), (3.3)

где

S1(x, t) =
(1− x)2(1 + t)

22α+1(x− t)2(m+ 1)

[
(n+m+ 2α+ 2)Pα+2,α

n+m (x)Pα,α+1
n+m (t)

− (n+ 2α+ 1)Pα+2,α
n−1 (x)Pα,α+1

n−1 (t)
]
,

S2(x, t) = − (1− x)(1− t)(1 + t)

22α+1(x− t)2(m+ 1)

[
(n+m+ 2α+ 2)Pα+1,α+1

n+m (t)Pα+1,α
n+m (x)

− (n+ 2α+ 1)Pα+1,α+1
n−1 (t)Pα+1,α

n−1 (x)
]
,
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S3(x, t) = − (1− x)(1 + t)

22α+1(x− t)2(m+ 1)

[
n+m+ 2α+ 2

2(n +m+ 1) + 2α+ 1
Pα+1,α
n+m (x)Pα,α+1

n+m (t)

− n+ 2α + 1

2n+ 2α+ 1
Pα+1,α
n−1 (x)Pα,α+1

n−1 (t)

]
,

S4(x, t) =
(1− x)(1 + t)

22α(x− t)2(m+ 1)

n+m∑

k=n

(2α + 1)(k + α+ 1)

(2k + 2α + 3)(2k + 2α + 1)
Pα+1,α
k (x)Pα,α+1

k (t),

S5(x, t) =
(1− x)(1 + t)

22α+1(x− t)2(m+ 1)

n+m∑

k=n

α(α+ 1)

2k + 2α+ 1

[
Pα+1,α
k−1 (x)Pα,α+1

k (t)

− Pα+1,α
k (x)Pα,α+1

k−1 (t)
]
.

Кроме ультрасферических многочленов, как известно, одним из частных случаев
многочленов Якоби при α = β = 0 являются многочлены Лежандра Pn(x) = P 0,0

n (x),
образующие ортогональную систему с весом k(x) ≡ 1 на отрезке [−1, 1] :

2n+ 1

2

1∫

1

Pn(x)Pm(x) dx = δnm,

для которых, в частности, неравенство (3.1) имеет вид

√
n |Pn(x)| 6 c

(√
1− x2 +

1

n

)− 1
2

. (3.4)

4. Оценка средних Валле-Пуссена для сумм Фурье по многочленам p̂n,N(x)

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 4.1. Пусть 0 < b < 1, 0 < a 6
{
1−b
2æ2

} 1
4 , µ, ν — положительные числа

(µ 6 ν). Тогда средние Валле-Пуссена Vn,m,N (f) равномерно относительно µ 6
n
m 6 ν,

n 6 λδ
− 1

4
N , λ > 0, ограничены, как линейные операторы, действующие в пространстве

C[−1, 1].

⊳ Обозначив

Fk,N (x, xj) =

k∑

i=0

p̂i,N (x)p̂i,N (xj), (4.1)

в силу (1.4)–(1.5) получаем

Vn,m,N (f, x) =

N−1∑

j=0

f(xj)
1

m+ 1

n+m∑

k=n

Fk,N (x, xj)∆tj .

Отсюда,

‖Vn,m,N (x)‖ = sup
‖f‖61

|Vn,m,N (f, x)| =
N−1∑

j=0

1

m+ 1

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

Fk,N (x, xj)

∣∣∣∣∣∆tj. (4.2)

Оценим Vn,m,N (x) для 0 6 x 6 1. Для этого, по аналогии с работами [7–10], мы
рассмотрим два случая: 1) 0 6 x 6 1− 4n−2; 2) 1− 4n−2 6 x 6 1.
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Чтобы оценить Vn,m,N (x) при 0 6 x 6 1− 4n−2, преобразуем сумму в правой части
равенства (4.2) и, соответственно, обозначим слагаемые:

Vn,m,N (x) 6
1

m+ 1

∑

−1<xj6− 1
2

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

Fk,N (x, xj)

∣∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

− 1
2
6xj<y1

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

Fk,N (x, xj)

∣∣∣∣∣∆tj +
1

m+ 1

∑

y16xj6y2

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

Fk,N(x, xj)

∣∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

y26xj<1

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

Fk,N (x, xj)

∣∣∣∣∣∆tj = σ1 + σ2 + σ3 + σ4,

(4.3)

где y1 = x−
√
1−x2

n , y2 = x+
√
1−x2

n .
Перейдем к оценке σ1. В силу (2.1) мы получаем

σ1 =
∑

−1<xj6− 1
2

1

m+ 1

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

Fk,N (x, xj)

∣∣∣∣∣∆tj

6
1

m+ 1

∑

−1<xj6− 1
2

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

k∑

i=0

P̂i(x)P̂i(xj)

∣∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

−1<xj6− 1
2

n+m∑

k=n

k∑

i=0

∣∣∣P̂i(x)υi,N (xj)
∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

−1<xj6− 1
2

n+m∑

k=n

k∑

i=0

∣∣∣P̂i(xj)υi,N (x)
∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

−1<xj6− 1
2

n+m∑

k=n

k∑

i=0

|υi,N (x)υi,N (xj)|∆tj = σ11 + σ12 + σ13 + σ14.

(4.4)

Оценим σ11. В силу (3.2) при α = 0 мы получаем

σ11 6
1

2(m+ 1)

∑

−1<xj6− 1
2

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

(k + 1)(1 − x)(1 + xj)

x− xj
P 1,0
k (x)P 0,1

k (xj)

∣∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

−1<xj6− 1
2

n+m∑

k=n

H1
k

∣∣∣∣
Pk+1(x)Pk(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

−1<xj6− 1
2

n+m∑

k=n

H2
k

∣∣∣∣
Pk(x)Pk+1(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

−1<xj6− 1
2

n+m∑

k=n

H3
k

∣∣∣∣
Pk(x)Pk(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

−1<xj6− 1
2

n+m∑

k=n

H4
k

∣∣∣∣
Pk+1(x)Pk+1(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj
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+
1

m+ 1

∑

−1<xj6− 1
2

n+m∑

k=n

δk

∣∣∣∣
(1− x)(1 + xj)

x− xj
P 1,0
k (x)P 0,1

k (xj)

∣∣∣∣∆tj +
1

2(m+ 1)

×
∑

−1<xj6− 1
2

∣∣∣∣
(n+m+ 2)Pn+m+1(x)Pn+m+1(xj)− (n+ 1)Pn(x)Pn(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj =
6∑

l=0

σ
(l)
11 .

(4.5)

Оценим σ
(0)
11 . Заметим, что если −1 < xj 6 −1

2 и 0 6 x 6 1 − 4n−2, то x − xj > 1
2 .

Далее, в силу (3.1) мы получаем

σ
(0)
11 6

c

m+ 1
(1− x)

1
4

n+m∑

k=n


k−

1
2

∑

−1<xj6−1+4k−2

∆tj +
∑

−1+4k−26xj6− 1
2

(1 + xj)
1
4∆tj




6
c

m+ 1

n+m∑

k=n

[
k−

5
2 + 1

]
6 c.

(4.6)

Теперь рассмотрим σ
(1)
11 . В силу (3.4), учитывая, что H1

k = O(1), n 6 k 6 n+m,
мы получаем

σ
(1)
11 6

c

m+ 1

∑

−1<xj6− 1
2

n+m∑

k=n

1

k
(1− x)−

1
4

(√
1− x2j +

1

k

)− 1
2

∆tj

6
c(1− x)−

1
4

m+ 1

n+m∑

k=n


k−

1
2

∑

−1<xj6−1+4k−2

∆tj +
∑

−1+4k−26xj6− 1
2

(1 + xj)
− 1

4∆tj




6
c√

m+ 1

n+m∑

k=n

[
k−

5
2 +

1

2
k−

1
2

]
∆tj 6

c(1 − x)−
1
4

m+ 1
n−

1
2 (m+ 1) 6 c(µ, ν).

(4.7)

Посредством аналогичных рассуждений можно также показать, что

σ
(l)
11 6 c, l = 2, 3, 4, 5. (4.8)

Теперь рассмотрим σ
(6)
11 . В силу (3.1) находим

σ
(6)
11 6

c

m+ 1
(1− x)−

1
4

∑

−1<xj6− 1
2

(√
1 + xj +

1

n

)− 1
2

∆tj

6
c(1 − x)−

1
4

m+ 1


n−

3
2 +

∑

−1+4n−26xj6− 1
2

(1 + xj)
− 1

4∆tj




6
c

m+ 1
(1− x)−

1
4n

1
2 6 c(µ, ν).

(4.9)

Сопоставляя (4.5)–(4.9), мы имеем

σ11 6 c(µ, ν). (4.10)
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Перейдем к оценке σ12. С учетом (2.2), (2.8) и (3.4) при n 6 λδ
− 1

4
N мы получаем

(0 6 i 6 k, n 6 k 6 n+m)

σ12 =
1

m+ 1

∑

−1<xj6− 1
2

n+m∑

k=n

k∑

i=0

∣∣∣P̂i(x)υi,N (xj)
∣∣∣∆tj

6
c(a, b)

m+ 1
(1− x)−

1
4 δN

n+m∑

k=n

k∑

i=0

∑

−1<xj6− 1
2

i
5
2

(√
1− x2j +

1

i

)− 1
2

∆tj

6
c(a, b)

m+ 1
(1− x)−

1
4 δN

×
n+m∑

k=n

k∑

i=0


i3

∑

−1<xj6−1+4i−2

∆tj + i
5
2

∑

−1+4i−26xj6− 1
2

(1 + xj)
− 1

4∆tj




6
c(a, b)(1 − x)−

1
4

m+ 1
δN

n+m∑

k=n

k∑

i=0


i+ i

5
2

− 1
2∫

−1+4i−2

(1 + ξ)−
1
4 dξ +

√
2

2
i3δN




6
c(a, b)(1 − x)−

1
4

m+ 1
δN

[
(m+ n)2 + (m+ n)

7
2 + (m+ n)4δN

]
(m+ 1)

6 c(a, b, µ, ν)n4δN 6 c(a, b, λ, µ, ν).

(4.11)

Аналогичное неравенство допускает и σ13 :

σ13 6 c(a, b, λ, µ, ν). (4.12)

Оценим σ14. В силу (2.2) при n 6 λδ
− 1

4
N выводим

σ14 6
c(a, b)

m+ 1
(1− x)−

1
4 δ2N

n+m∑

k=n

k∑

i=0

i5
∑

−1<xj6− 1
2

(√
1− x2j +

1

i

)− 1
2

∆tj

6
c(a, b)

m+ 1
(1− x)−

1
4 δ2N

n+m∑

k=n

k∑

i=0


i

7
2 + i5

− 1
2∫

−1+4i−2

(1 + ξ)−
1
4 dξ +

√
2

2
i3δN




6
c(a, b)

m+ 1
(1− x)−

1
4 δ2N (m+ n)

9
2 (m+ 1) 6 c(a, b, λ, µ, ν)n−3.

(4.13)

Сопоставляя (4.4) и (4.10)–(4.13), мы получаем

σ1 6 c(a, b, λ, µ, ν). (4.14)

Рассмотрим слагаемое σ2. В силу (2.1) мы заключаем

σ2 =
∑

− 1
2
6xj6y1

1

m+ 1

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

Fk(x, xj)

∣∣∣∣∣∆tj

6
1

m+ 1

∑

− 1
2
6xj6y1

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

k∑

i=0

P̂i(x)P̂i(xj)

∣∣∣∣∣∆tj
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+
1

m+ 1

∑

− 1
2
6xj6y1

n+m∑

k=n

k∑

i=0

∣∣∣P̂i(x)vi,N (xj)
∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

− 1
2
6xj6y1

n+m∑

k=n

k∑

i=0

∣∣∣P̂i(xj)vi,N (x)
∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

− 1
2
6xj6y1

n+m∑

k=n

k∑

i=0

|vi,N (x)vi,N (xj)|∆tj = σ21 + σ22 + σ23 + σ24.

(4.15)

Вначале оценим σ22. В силу (2.2) и (3.4) при 0 6 i 6 k, n 6 k 6 n+m, n 6 λδ
− 1

4
N

мы находим

σ22 =
1

m+ 1

∑

− 1
2
6xj6y1

n+m∑

k=n

k∑

i=0

∣∣∣P̂i(x)vi,N (xj)
∣∣∣∆tj

6
c(a, b)

m+ 1
δN (1− x)−

1
4

n+m∑

k=n

k∑

i=0

i
5
2

∑

− 1
2
6xj6y1

(1− xj)
− 1

4∆tj

6
c(a, b)

m+ 1
δN (1− x)−

1
4

n+m∑

k=n

k∑

i=0

i
5
2




y1∫

− 1
2

(1 − ξ)−
1
4 dξ + δNn

4




6
c(a, b, λ)δN
m+ 1

n
1
2 (n +m)

7
2 (m+ 1) 6 c(a, b, λ, µ, ν)n4δN 6 c(a, b, λ, µ, ν).

(4.16)

Аналогичным образом можно показать, что

σ23 6 c(a, b, λ, µ, ν), (4.17)

σ24 6
c(a, b)

m+ 1
δ2N (1− x)−

1
4

n+m∑

k=n

k∑

i=0

i5
∑

− 1
2
6xj6y1

(1− xj)
− 1

4∆tj 6 c(a, b, λ, µ, ν)n−
3
2 . (4.18)

Теперь рассмотрим σ21. В силу равенства (3.2) при α = 0 мы получаем

σ21 6
1

2(m+ 1)

∑

− 1
2
6xj6y1

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

(k + 1)(1 − x)(1 + xj)

x− xj
P 1,0
k (x)P 0,1

k (xj)

∣∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

− 1
2
6xj6y1

n+m∑

k=n

H1
k

∣∣∣∣
Pk+1(x)Pk(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

− 1
2
6xj6y1

n+m∑

k=n

H2
k

∣∣∣∣
Pk(x)Pk+1(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

− 1
2
6xj6y1

n+m∑

k=n

H3
k

∣∣∣∣
Pk(x)Pk(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj
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+
1

m+ 1

∑

− 1
2
6xj6y1

n+m∑

k=n

H4
k

∣∣∣∣
Pk+1(x)Pk+1(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

− 1
2
6xj6y1

n+m∑

k=n

δk

∣∣∣∣
(1− x)(1 + xj)

x− xj
P 1,0
k (x)P 0,1

k (xj)

∣∣∣∣∆tj +
1

2(m+ 1)

×
∑

− 1
2
6xj6y1

∣∣∣∣
(n+m+ 2)Pn+m+1(x)Pn+m+1(xj)−(n+ 1)Pn(x)Pn(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj =
6∑

l=0

σ
(l)
21 .

(4.19)

Так как для −1
2 6 xj 6 x−

√
1−x2

n , в силу (2.7) и (3.4) при µ 6
n
m 6 ν, n 6 k 6

n+m, n 6 δ
− 1

4
N , H1

k = O(1)

∑

− 1
2
6xj6y1

∣∣∣∣
Pk(x)Pk(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj 6 ck−1(1− x)−
1
4

∑

− 1
2
6xj6y1

(1− xj)
− 1

4

x− xj
∆tj

6 ck−1(1− x)−
1
4

∑

− 1
2
6xj6y1

∆tj

(x− xj)
5
4

6 ck−1(1− x)−
1
4




y1∫

− 1
2

dξ

(x− ξ)
5
4

+ δNn
5
2




6 ck−1(1− x)−
1
4

[
n

1
4 (1− x)−

1
8 + δNn

5
2

]
6 c(λ),

то получаем
σ
(1)
21 6 c(λ, µ, ν), (4.20)

σ
(6)
21 6

c

m+ 1
(1− x)−

1
4

∑

− 1
2
6xj6y1

(1− xj)
− 1

4

x− xj
∆tj 6 c(λ, µ, ν). (4.21)

Посредством аналогичных рассуждений также можно показать, что

σ
(l)
21 6 c(λ, µ, ν), l = 2, 3, 4, 5. (4.22)

Перейдем к оценке σ(0)21 . Воспользовавшись равенством (3.3) при α = 0, мы имеем

σ
(0)
21 6

4∑

i=1

|fi(x, xj)| , (4.23)

где

f1(x, xj) =
(1− x)2(1 + xj)

2(x− xj)2(m+ 1)

[
(n+m+ 2)P 2,0

n+m(x)P 0,1
n+m(xj)

− (n+ 1)P 2,0
n−1(x)P

0,1
n−1(xj)

]
, (4.24)

f2(x, xj) = −(1− x)(1− xj)(1 + xj)

2(x− xj)2(m+ 1)

[
(n+m+ 2)P 1,1

n+m(xj)P
1,0
n+m(x)

− (n+ 1)P 1,1
n−1(xj)P

1,0
n−1(x)

]
, (4.25)
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f3(x, xj) = − (1− x)(1 + xj)

2(x− xj)2(m+ 1)

[
n+m+ 2

2(n +m+ 1) + 1
P 1,0
n+m(x)P 0,1

n+m(xj)−

− n+ 1

2n+ 1
P 1,0
n−1(x)P

0,1
n−1(xj)

]
, (4.26)

f4(x, xj) =
(1− x)(1 + x)

2(x− xj)2(m+ 1)

n+m∑

k=n

(k + 1)

(2k + 3)(2k + 1)
P 1,0
k (x)P 0,1

k (xj). (4.27)

В силу (2.7), (3.1) и (4.24) при n 6 λδ
− 1

4
N , xj < x мы находим

∑

− 1
2
6xj6y1

|f1(x, xj)|∆tj 6
c

m+ 1
(1− x)

3
4

∑

− 1
2
6xj6y1

(1− xj)
− 1

4

(x− xj)2
∆tj

6
c

m+ 1
(1− x)

1
2

∑

− 1
2
6xj6y1

∆tj
(x− xj)2

6
c

m+ 1
(1− x)

1
2




y1∫

− 1
2

dξ

(x− ξ)2
+ δNn

4




6
c(λ)

m+ 1
(1− x)

1
2 (1− x)−

1
2n 6 c(λ, µ, ν).

(4.28)

Далее, посредством аналогичных рассуждений, с учетом (4.25) и неравенства

(1− xj)
1
2 6 (1− x)

1
2 + (x− xj)

1
2

также находим:

∑

− 1
2
6xj6y1

|f2(x, xj)|∆tj 6
c

m+ 1
(1− x)

1
4

∑

− 1
2
6xj6y1

(1− xj)
1
4

(x− xj)2
∆tj

6
c

m+ 1

∑

− 1
2
6xj6y1

(1− xj)
1
2

(x− xj)2
∆tj

6
c

m+ 1
(1− x)

1
2

∑

− 1
2
6xj6y1

∆tj
(x− xj)2

+
c

m+ 1

∑

− 1
2
6xj6y1

∆tj

(x− xj)
3
2

6
c

m+ 1
(1− x)

1
2




y1∫

− 1
2

dξ

(x− ξ)2
+ δNn

4


+

c

m+ 1




y1∫

− 1
2

dξ

(x− ξ)
3
2

+ δNn
3




6
c(λ)

m+ 1
(1− x)

1
2 (1− x)−

1
2n+

c(λ)

m+ 1
(1− x)−

1
4n

1
2 6 c(λ, µ, ν).

(4.29)

Кроме того, с учетом равенств (4.26) и (4.27), соответственно, также получаем

∑

− 1
2
6xj6y1

|f3(x, xj)|∆tj 6
c

(m+ 1)(m+ n)
(1− x)

1
4

∑

− 1
2
6xj6y1

(1− xj)
− 1

4

(x− xj)2
∆tj

6
c

m+ 1
(1− x)

1
2

∑

− 1
2
6xj6y1

∆tj
(x− xj)2

6 c(λ, µ, ν),

(4.30)
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∑

− 1
2
6xj6y1

|f4(x, xj)|∆tj

6
c

m+ 1
(1− x)

1
4

∑

− 1
2
6xj6y1

(1− xj)
− 1

4

(x− xj)2
∆tj

n+m∑

k=n

1

(2k + 3)(2k + 1)

6
c

n2

∑

− 1
2
6xj6y1

∆tj
(x− xj)2

6 c(λ, µ, ν).

(4.31)

Сопоставляя (4.23), (4.28)–(4.31), находим σ
(0)
21 6 c(λ, µ, ν). Отсюда и из (4.19)–

(4.22) выводим
σ21 6 c(λ, µ, ν). (4.32)

Далее, сопоставляя (4.15)–(4.18) и (4.32), находим (n 6 λδ
− 1

4
N )

σ2 6 c(a, b, λ, µ, ν). (4.33)

Теперь оценим σ3. В силу (2.3) и (4.1) при n 6 λδ
− 1

4
N получаем

σ3 =
1

m+ 1

∑

y16xj6y2

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

Fk,N(x, xj)

∣∣∣∣∣∆tj

6
c(a, b, λ)

m+ 1
(1− x)−

1
4

n+m∑

k=n

k∑

i=0

∑

y16xj6y2

(1− xj)
− 1

4∆tj

6
c(a, b, λ)

m+ 1

y2 − y1

(1− y2)
1
4

(m+ n)(m+ 1)(1 − x)−
1
4

6 c(a, b, λ, µ, ν)n(1− x)−
1
4

(
1− x−

√
1− x2

n

)− 1
4
√
1− x2

n

6 c(a, b, λ, µ, ν)(1− x)−
1
4 (1− x)

1
2 (1− x)−

1
4 6 c(a, b, λ, µ, ν).

(4.34)

Рассмотрим слагаемое σ4. В силу (2.1) и (4.1) имеем

σ4 =
1

m+ 1

∑

y26xj<1

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

Fk,N (x, xj)

∣∣∣∣∣∆tj

6
1

m+ 1

∑

y26xj<1

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

k∑

i=0

P̂i(x)P̂i(xj)

∣∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

y26xj<1

n+m∑

k=n

k∑

i=0

∣∣∣P̂i(x)vi,N (xj)
∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

y26xj<1

n+m∑

k=n

k∑

i=0

∣∣∣P̂i(xj)vi,N (x)
∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

y26xj<1

m+n∑

k=m

k∑

i=0

|vi,N (x)vi,N (xj)|∆tj = σ41 + σ42 + σ43 + σ44.

(4.35)
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В силу (2.2), (2.7) и (3.4) мы выводим

∑

y26xj<1

∣∣∣P̂i(x)vi,N (xj)
∣∣∣∆tj

6 c(a, b)δN i
5
2 (1− x)−

1
4


 ∑

y26xj61−i−2

(1− xj)
− 1

4∆tj + i
1
2

∑

1−i−26xj<1

∆tj




6 c(a, b)δN i
5
2 (1− x)−

1
4




1−i−2∫

y2

(1− ξ)−
1
4 dξ + δN i

1
2 + i−

3
2




6 c(a, b)δN (1− x)−
1
4

[
i
5
2 + δN i

3 + i
]
.

Отсюда при n 6 δ
− 1

4
N , 0 6 i 6 k, n 6 k 6 n+m, получаем

σ42 6
c(a, b)

m+ 1
δN (1− x)−

1
4

n+m∑

k=n

k∑

i=0

[
i
5
2 + δN i

3 + i
]

6
c(a, b)

m+ 1
n

1
2

[
δN (m+ n)

7
2 + δ2N (m+ n)4 + δN (n+m)2

]
(m+ 1) 6 c(a, b, λ, µ, ν).

(4.36)

Очевидно, что такую оценку допускает и

σ43 6 c(a, b, λ, µ, ν). (4.37)

Рассмотрим слагаемое σ44. В силу (2.2) при n 6 δ
− 1

4
N получаем

σ44 6
c(a, b)

m+ 1
δ2N (1− x)−

1
4

n+m∑

k=n

k∑

i=0

[
i5 + δN i

11
2 + i

7
2

]

6
c(a, b)

m+ 1
n

1
2

[
δ2N (n+m)6 + δ3N (m+ n)

13
2 + δ2N (n+m)

7
2

]
(m+ 1) 6 c(a, b, λ, µ, ν).

(4.38)

Теперь оценим σ41. С учетом равенства (3.2) при α = 0 выводим

σ41 6
1

m+ 1

∑

y26xj<1

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

k(1− x)(1 + xj)

x− xj
P 1,0
k (x)P 0,1

k (xj)

∣∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

y26xj<1

n+m∑

k=n

H1
k

∣∣∣∣
Pk+1(x)Pk(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

y26xj<1

n+m∑

k=n

H2
k

∣∣∣∣
Pk(x)Pk+1(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

y26xj<1

n+m∑

k=n

H3
k

∣∣∣∣
Pk(x)Pk(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj
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+
1

m+ 1

∑

y26xj<1

n+m∑

k=n

H4
k

∣∣∣∣
Pk+1(x)Pk+1(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj

+
1

m+ 1

∑

y26xj<1

n+m∑

k=n

δk

∣∣∣∣
(1− x)(1 + xj)

x− xj
P 1,0
k (x)P 0,1

k (xj)

∣∣∣∣∆tj +
1

2(m+ 1)

×
∑

y26xj<1

∣∣∣∣
(n+m+ 2)Pn+m+1(x)Pn+m+1(xj)− (n + 1)Pn(x)Pn(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj =
6∑

l=0

σ
(l)
41 .

(4.39)

Рассмотрим σ
(1)
41 . В силу (2.7), (2.8), (3.4) и, воспользовавшись тем, что n 6 k 6

n+m, m = O(n), 0 6 x 6 1− 4n−2, n 6 λδ
− 1

4
N , находим

∑

y26xj<1

∣∣∣∣
Pk+1(x)Pk(xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj 6
c

k
(1− x)−

1
4

×




∑

y2<xj6
1+x
2

(1− xj)
− 1

4

xj − x
∆tj +

∑

1+x
2

6xj61−k−2

(1− xj)
− 1

4

xj − x
∆tj + k

1
2

∑

1−k−2<xj<1

∆tj
xj − x




6
c

k
(1− x)−

1
4




∑

y26xj6
1+x
2

∆tj

(xj − x)
5
4

+
∑

1+x
2

6xj61−k−2

∆tj

(1 − xj)
5
4

+ k
1
2




6
c(λ)

k
(1− x)−

1
4




1+x
2∫

y2

dτ

(τ − x)
5
4

+

1−k−2∫

1+x
2

dξ

(1− ξ)
5
4

+ δNn
5
2 + k

1
2




6
c(λ)

k
(1− x)−

1
4

[
n

1
2 + δNn

5
2 + k

1
2

]
6 c(µ, ν, λ).

Отсюда, с учетом того, что H1
k = O(1), получаем

σ
(1)
41 =

1

m+ 1

n+m∑

k=n

H1
k

∑

y26xj<1

∣∣∣∣
Pk+1(x)Pk(xj)

xj − x

∣∣∣∣∆tj 6 c(µ, ν, λ). (4.40)

По аналогии также можно показать, что

σ
(l)
41 6 c(µ, ν, λ), l = 2, 3, 4, 5, 6. (4.41)

Теперь займемся оценкой σ
(0)
41 . Воспользовавшись (3.3) при α = 0 и равенствами

(4.24)–(4.27), покажем, что

σ
(0)
41 6 c(λ, µ, ν). (4.42)

Вначале, по аналогии с работами [7–9], введем обозначения. Пусть θ = arccos τ ,
ϕ = arccos x, ϕ0 = arccos

(
1− 4

n2

)
, x∗ = x cos 1

n +
√
1− x2 sin 1

n = cos
(
ϕ− 1

n

)
. Далеe,

заметим, что для 0 6 x 6 1− 4n−2, x∗ 6 y2 и 2 6 nϕ0 6 nϕ.
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Тогда, учитывая (2.8), (4.24) и (3.1), при n 6 λδ
− 1

4
N , получаем

∑

y26xj<1

|f1(x, xj)|∆tj 6
c

m+ 1
(1− x)

3
4

∑

y26xj<1

(1− xj)
− 1

4

(x− xj)2
∆tj

6
c

m+ 1
(1− x)

3
4




1∫

y2

(1− τ)−
1
4

(τ − x)2
dτ + δNn

4


 6

c(λ)

m+ 1
(1− x2)

3
4

1∫

y2

(1− τ2)−
1
4

(τ − x)2
dτ

6
c(λ)

m+ 1
(1− x2)

3
4

1∫

x∗

(1− τ2)−
1
4

(τ − x)2
dτ 6

c(λ)

m+ 1
(sinϕ)

3
2

ϕ− 1
n∫

0

(sin θ)
1
2

(cos θ − cosϕ)2
dθ

6
c(λ)

m+ 1
ϕ

3
2

(
ϕ− 1

n

) 1
2

ϕ− 1
n∫

0

dθ

((θ − ϕ)(θ + ϕ))2
6

c(λ)

m+ 1
n 6 c(λ, µ, ν).

(4.43)

Воспользовавшись (4.25), (3.1), при n 6 λδ
− 1

4
N , также выводим

∑

y26xj<1

|f2(x, xj)|∆tj 6
c

m+ 1
(1− x)

1
4



∑

y26xj<1

(√
1− x2j +

1
n+m

)− 3
2
(1− xj)

(xj − x)2
∆tj




6
c(µ, ν)

m+ 1
(1− x)

1
4


 ∑

y26xj61−4n−2

(1− xj)
1
4

(xj − x)2
∆tj + n

3
2

∑

1−4n−26xj<1

1− xj
(xj − x)2

∆tj




6
c(µ, ν)

m+ 1
(1− x2)

1
4


 ∑

y26xj61−4n−2

(1− x2j)
1
4

(xj − x)2
∆tj + n

3
2

(
n

(1− x2)
1
2

)2 ∑

1−4n−26xj<1

(1− xj)∆tj




6
c(µ, ν)

m+ 1
(1− x2)

1
4




1−4n−2∫

y2

(1− τ)
1
4

(τ − x)2
dτ + δNn

4




+
c(µ, ν)

m+ 1
n

7
2 (1− x2)−

3
4




1∫

1−4n−2

(1− ξ)dξ + δNn
−2




6
c(λ, µ, ν)

m+ 1
(1− x2)

1
4

1−4n−2∫

x∗

(1− τ2)
1
4

(τ − x)2
dτ + c(λ, µ, ν)n−

3
2 (1− x2)−

3
4

6
c(λ, µ, ν)

m+ 1
(1− x2)

1
4

1−4n−2∫

x∗

(1− τ2)
1
4

(τ − x)2
dτ 6

c(λ, µ, ν)

m+ 1
sin

1
2 ϕ

ϕ− 1
n∫

ϕ0

sin
3
2 θ

(cos θ − cosϕ)2
dθ
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6
c(λ, µ, ν)

m+ 1
ϕ

1
2

ϕ− 1
n∫

ϕ0

θ
3
2

(ϕ2 − θ2)2
dθ 6

c(λ, µ, ν)

m+ 1
ϕ−1

ϕ− 1
n∫

ϕ0

d
(

θ
ϕ

)

(
1− θ

ϕ

)2

6
c(λ, µ, ν)

m+ 1
ϕ−1

1− 1
nϕ∫

2
nϕ

dz

(1− z)2
6
c(λ, µ, ν)

m+ 1
ϕ−1nϕ 6 c(λ, µ, ν).

(4.44)

Аналогично можно показать, что
∑

y26xj<1 |fi(x, xj)|∆tj 6 c(λ, µ, ν), i = 3, 4.

Отсюда и из (4.43)–(4.44) следует оценка (4.42). Теперь, сопоставляя (4.3), (4.14),
(4.33), (4.34) и (4.42), получаем

Vn,m,N (x) 6 c(a, b, λ, µ, ν), (4.45)

0 6 x 6 1− 4n−2, µ 6 n
m 6 ν, n 6 λδ

− 1
4

N .
Пусть теперь 1 − 4n−2 6 x 6 1. В этом случае сумму (4.2) мы разобьем по следу-

ющей схеме:

Vn,m,N (x) =

N−1∑

j=0

1

m+ 1

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

Fk,N (x, xj)

∣∣∣∣∣∆tj

=
∑

−1<xj<− 1
2

1

m+ 1

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

Fk,N (x, xj)

∣∣∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
6xj61−8n−2

1

m+ 1

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

Fk,N (x, xj)

∣∣∣∣∣∆tj

+
∑

1−8n−2<xj<1

1

m+ 1

∣∣∣∣∣

n+m∑

k=n

Fk,N (x, xj)

∣∣∣∣∣∆tj = γ1 + γ2 + γ3.

(4.46)

Cуммы γ1 и γ2 оцениваются совершенно аналогично тому, как это было сделано

для σ1, σ2, и σ3. А именно, при µ 6
n
m 6 ν, n 6 λδ

− 1
4

N , n 6 k 6 n+m мы также получим:

γ1 6 c(a, b, λ, µ, ν), γ2 6 c(a, b, λ, µ, ν). (4.47)

Что касается γ3, то воспользовавшись оценкой (2.4) при n 6 λδ
− 1

4
N , мы получаем

γ3 6
1

m+ 1

∑

1−8n−2<xj<1

n+m∑

k=n

k∑

i=0

|p̂i,N (x)p̂i,N (xj)|∆tj

6
c(a, b)

m+ 1

∑

1−8n−2<xj<1

n+m∑

k=n

k∑

i=0

(i+ 1)∆tj

6
c(a, b)

m+ 1
(n+m)2(m+ 1)

∑

1−8n−2<xj<1

∆tj 6 c(a, b, µ, ν).

(4.48)

Из (4.46)–(4.48) получаем

Vn,m,N (x) 6 c(a, b, µ, ν), (4.49)

1− 4n−2 6 x 6 1, µ 6
n
m 6 ν, n 6 λδ

− 1
4

N .
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Сопоставляя (4.45) и (4.49), убеждаемся в справедливости теоремы в случае, когда
0 6 x 6 1. Далее, посредством аналогичных рассуждений, такую же оценку можно
получить и для случая, когда −1 6 x 6 0. Тем самым теорема доказана полностью. ⊲

В качестве следствия теоремы 4.1 приведем следующее утверждение.

Следствие 4.1. Пусть f ∈ C[−1, 1], En(f) — наилучшее приближение f алгебраи-
ческими полиномами степени не выше n в пространстве C[−1, 1]. Тогда при соблюдении
условий теоремы 4.1 имеет место оценка ‖f − Vn,m,N (f)‖ 6 c(a, b, λ, µ, ν)En(f).
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Abstract. Let T = {t0, t1, . . . , tN} and TN = {x0, x1, . . . , xN−1}, where xj = (tj + tj+1)/2, j =
0, 1, . . . , N − 1, are any system of different points from [−1, 1]. For arbitrary continuous function f(x) on the
segment [−1, 1] we construct Valle-Poussin type averages Vn,m,N (f, x) for discrete Fourier sums Sn,N (f, x)
on system of polynomials {p̂k,N (x)}N−1

k=0 forming an orthonormals system on any finite non-uniform grids
TN = {xj}N−1

j=0 with weight ∆tj = tj+1−tj . Approximation properties of the constructed averages Vn,m,N (f, x)
of order n+m 6 N − 1 in the space of continuous functions C[−1, 1] are investigated. Namely, it is proved that

the Vallee-Poussin averages Vm,n,N (f, x) for n
m

≍ 1, n 6 λδ
−

1
4

N (λ > 0), δN = max06j6N−1 ∆tj , are uniformly
bounded as a family of linear operators acting in the space C[−1, 1]. In addition, as a consequence of the
obtained result the order of approximation of the continuous function f(x) by the Vallee-Poussin Vn,m,N (f, x)
averages in space C[−1, 1] is established.
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Abstract. We study self-similar solutions of a multi-phase Stefan problem for a heat equation on the
moving ray x > α

√
t with Dirichlet or Neumann boundary conditions at the boundary x = α

√
t. In the

case of Dirichlet condition we prove that an algebraic system for determination of the free boundaries is
gradient one and the corresponding potential is an explicitly written strictly convex and coercive function.
Therefore, there exists a unique minimum point of the potential, which determines free boundaries and
provides the solution. In the case of Neumann condition solutions with different numbers (called types)
of phase transitions appear. For each fixed type the system for determination of the free boundaries is
again gradient with a strictly convex potential. This allows to find precise conditions for existence and
uniqueness of a solution. In the last section we study Stefan–Dirichlet problem on the half-line x > 0
with infinitely many phase transitions. Using again a variational approach, we find sufficient conditions of
existence and uniqueness of a solution to the problem under consideration.

Keywords: heat equation, Stefan problem, free boundaries, Dirichlet and Neumann boundary conditions,
self-similar solutions, variational formulation.

AMS Subject Classification: 35K58, 35K20, 35C06, 35R35, 80A22.

For citation: Panov, E. Yu. On Self-Similar Solutions of a Multi-Phase Stefan Problem in a Moving Ray,
Vladikavkaz Math. J., 2025, vol. 27, no. 2, pp. 112–127. DOI: 10.46698/p6735-7356-6252-u.

1. Stefan Problem with Dirichlet Boundary Condition

In a domain Πα = {(t, x) ∈ R
2 : t > 0, x > α

√
t } we consider the multi-phase Stefan

problem for the heat equation

ut = a2i uxx, ui < u < ui+1, i = 0, . . . ,m, (1.1)

#Supported by the Ministry of Science and Higher Education of the Russian Federation in the framework
of the State task.

c© 2025 Panov, E. Yu.
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where u0 < u1 < · · · < um < um+1 = uD, ui, i = 1, . . . ,m, being the temperatures of
phase transitions, ai > 0, i = 0, . . . ,m, are the diffusivity constants. We will study continuous
piecewise smooth solutions u = u(t, x) in Πα satisfying (1.1) in the classical sense in the
domains ui < u(t, x) < ui+1, i = 0, . . . ,m, filled with the phases. On the unknown lines
x = xi(t) of phase transitions where u = ui the following Stefan condition

dix
′
i(t) + kiux(t, xi(t)+)− ki−1ux(t, xi(t)−) = 0 (1.2)

is postulated, where ki > 0 is the thermal conductivity of the i-th phase, while di > 0
is the Stefan number (the latent specific heat) for the i-th phase transition. In (1.2)
the unilateral limits ux(t, xi(t)+), ux(t, xi(t)−) on the line x = xi(t) are taken from the domain
corresponding to the warmer/colder phase, respectively. For physical reasons, the Stefan
numbers di should be positive. We will study an even more general case di > 0.

In this case the problem (1.1), (1.2) is well-posed for u0 6 u 6 uD and reduces to
a degenerate nonlinear diffusion equation (see [1], [2, Chapter 5])

g(u)t −K(u)xx = 0, (1.3)

where g(u), K(u) are strictly increasing functions on [u0, uD] linear on each interval (ui, ui+1),
i = 0, . . . ,m, with slopes K ′(u) = ki, g′(u) = ki/a

2
i , and such that

K(ui+)−K(ui−) = 0, g(ui+)− g(ui−) = di, i = 1, . . . ,m.

We will study the initial-boundary value problem with constant initial and Dirichlet boundary
data

u(0, x) = u0, x > 0; u
(
t, α

√
t
)
= uD, t > 0. (1.4)

By the invariance of our problem under the transformation group (t, x) → (λ2t, λx), λ ∈ R,
λ > 0, it is natural to seek a self-similar solution of problem (1.1), (1.2), (1.4), which has
the form u(t, x) = u(ξ), ξ = x/

√
t. In view of (1.4),

u(α) = uD, u(+∞)
.
= lim

ξ→+∞
u(ξ) = u0 < uD.

Thus, it is natural to suppose that the function u(ξ) decreases. The case when uD 6 u0 can
be treated similarly. Certainly, in this case the function u(ξ) should be increasing.

For the heat equation ut = a2uxx a self-similar solution must satisfy the linear ODE
a2u′′ = −ξu′/2, the general solution of which is

u = C1F

(
ξ

a

)
+ C2, C1, C2 = const, where F (ξ) =

1

2
√
π

ξ∫

−∞

e−
s2

4 ds.

This allows to write our solution in the form

u(ξ) = ui +
ui+1 − ui

F
( ξi+1

ai

)
− F

( ξi
ai

)
(
F

(
ξ

ai

)
− F

(
ξi
ai

))
, ξi+1 < ξ < ξi, i = 0, . . . ,m, (1.5)

where +∞ = ξ0 > ξ1 > · · · > ξm > ξm+1 = α and we agree that

F (+∞) =
1

2
√
π

+∞∫

−∞

e−
s2

4 ds = 1.
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The parabolas ξ = ξi, i = 1, . . . ,m, where u = ui, are free boundaries, which must be determi-
ned by conditions (1.2). In the variable ξ these conditions have the form (cf. [3, Chapter XI])

diξi
2

+
ki(ui+1 − ui)F

′( ξi
ai

)

ai
(
F
( ξi+1

ai

)
− F

( ξi
ai

)) −
ki−1(ui − ui−1)F

′( ξi
ai−1

)

ai−1

(
F
( ξi
ai−1

)
− F

( ξi−1

ai−1

)) = 0, i = 1, . . . ,m. (1.6)

In the casem = 1 system (2.1) reduces to a single equation, which can be easily analysed.
As a result, we obtain the classical Neumann solution of the Stefan problem. To investigate
the nonlinear system (2.1) in general case of arbitrary number m of phase transitions, we
notice that this system is a gradient one and coincides with the equality ∇E(ξ̄) = 0, where
the function

E
(
ξ̄
)
= −

m∑

i=0

ki(ui+1−ui) ln
(
F

(
ξi
ai

)
−F

(
ξi+1

ai

))
+

m∑

i=1

diξ
2
i

4
, ξ̄ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Ω, (1.7)

the open convex domain Ω ⊂ R
m is given by the inequalities ξ1 > · · · > ξm > α. Observe

that E(ξ̄) ∈ C∞(Ω). Since the function F (ξ) takes values in the interval (0, 1), all the terms
in the first sum of expression (1.7) are positive. Therefore, E(ξ̄) > 0.

1.1. Coercivity of the function E and existence of a solution. We will call
a function (or a functional) ϕ coercive if it tends to +∞ when the argument approaches the
extremes of the domain on which it is defined. This may be exactly formulated as compactness
of the sub-level sets {ϕ 6 c}. Let us introduce the sub-level sets of the function E(ξ̄)

Ω(c) =
{
ξ̄ ∈ Ω : E

(
ξ̄
)
6 c
}
, c > 0.

Proposition 1 (coercivity). The sets Ω(c) are compact for each c > 0. In particular,
the function E(ξ̄) reaches its minimal value.

⊳ If ξ̄ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Ω(c) then

−ki(ui+1 − ui) ln

(
F

(
ξi
ai

)
− F

(
ξi+1

ai

))
6 E

(
ξ̄
)
6 c, i = 0, . . . ,m. (1.8)

It follows from (1.8) with i = m that F (ξm/am) − F (α/am) > e−c/(km(um+1−um)), which
implies the low bound

ξm > r1 = amF
−1
(
F
( α

am

)
+ e

− c
km(um+1−um)

)
> α.

Similarly, we derive from (1.8) with i = 0 that

1− F

(
ξ1
a0

)
> e

− c
k0(u1−u0)

(notice that F (ξ0/a0) = F (+∞) = 1). Therefore, F (ξ1/a0) 6 1− e−c/(k0(u1−u0)). This implies
the upper bound ξ1 6 r2 = a0F

−1(1− e−c/(k0(u1−u0))).
Further, it follows from (1.8) that for all i = 1, . . . ,m− 1

F

(
ξi
ai

)
− F

(
ξi+1

ai

)
> δi

.
= e

− c
ki(ui+1−ui) > 0. (1.9)
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Since F ′(ξ) = 1/(2
√
π )e−ξ2/4 < 1, the function F (ξ) is Lipschitz with constant 1, and it

follows from (1.9) that

ξi − ξi+1

ai
> F

(
ξi
ai

)
− F

(
ξi+1

ai

)
> δi, i = 1, . . . ,m− 1,

and we obtain the estimates ξi − ξi+1 > aiδi. Thus, the set Ω(c) is contained in a compact

K =
{
ξ̄ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ R

m : r2 > ξ1 > · · · > ξm > r1, ξi− ξi+1 > aiδi (∀ i = 1, . . . ,m−1)
}
.

Obviously, K ⊂ Ω. Since E(ξ̄) is continuous on K, the set Ω(c) is a closed subset of K and
therefore is compact. For c > N

.
= inf E(ξ̄), this set is not empty and the function E(ξ̄)

reaches on it a minimal value, which is evidently equal to N . ⊲
We have established the existence of minimal value E(ξ̄0) = minE(ξ̄). At the point ξ̄0

the required condition ∇E(ξ̄0) = 0 is satisfied, and ξ̄0 is a solution of the system (2.1).
The coordinates of ξ̄0 determine the solution (1.5) of our Stefan problem. Thus, we have
established the following existence result.

Theorem 1. There exists a self-similar solution (1.5) of the problem (1.1), (1.2), (1.4).

1.2. Convexity of the function E and uniqueness of a solution. In this section
we prove that the function E(ξ̄) is strictly convex. Since a strictly convex function can have
at most one critical point (and it is necessarily a global minimum), the system (2.1) has at
most one solution, that is, a self-similar solution (1.5) of the problem (1.1), (1.2), (1.4) is
unique. We will need the following simple lemma proven in [4] (see also [5, 6]). For the sake
of completeness we provide it with the proof.

Lemma 1. The function P (x, y) = − ln(F (x)−F (y)) is strictly convex in the half-plane
x > y.

⊳ The function P (x, y) is infinitely differentiable in the domain x > y. To prove
the lemma, we need to establish that the Hessian D2P is positive definite at every point.
By the direct computation we find

∂2

∂x2
P (x, y) =

(F ′(x))2 − F ′′(x)(F (x) − F (y))

(F (x)− F (y))2
,

∂2

∂y2
P (x, y) =

(F ′(y))2 − F ′′(y)(F (y) − F (x))

(F (x)− F (y))2
,

∂2

∂x∂y
P (x, y) = − F ′(x)F ′(y)

(F (x)− F (y))2
.

We have to prove positive definiteness of the matrix Q = (F (x) − F (y))2D2P (x, y) with
the components

Q11 = (F ′(x))2 − F ′′(x)(F (x) − F (y)),

Q22 = (F ′(y))2 − F ′′(y)(F (y) − F (x)), Q12 = Q21 = −F ′(x)F ′(y).

Since F ′(x) = 1/(2
√
π )e−x2/4, then F ′′(x) = −(x/2)F ′(x) and the diagonal elements of this

matrix can be written in the form

Q11=F
′(x)

(x
2
(F (x)−F (y))+F ′(x)

)
=F ′(x)

(x
2
(F (x)−F (y))+(F ′(x)−F ′(y))

)
+F ′(x)F ′(y),

Q22 = F ′(y)
(y
2
(F (y)− F (x)) + (F ′(y)− F ′(x))

)
+ F ′(x)F ′(y).

By Cauchy mean value theorem there exists such a value z ∈ (y, x) that

F ′(x)− F ′(y)
F (x)− F (y)

=
F ′′(z)
F ′(z)

= −z
2
.
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Therefore,

Q11 = F ′(x)
(F (x)− F (y))(x − z)

2
+ F ′(x)F ′(y),

Q22 = F ′(y)
(F (x)− F (y))(z − y)

2
+ F ′(x)F ′(y),

and it follows that Q = R1 + F ′(x)F ′(y)R2, where R1 is a diagonal matrix with the positive
diagonal elements

F ′(x)(F (x) − F (y))(x− z)

2
,

F ′(y)(F (x) − F (y))(z − y)

2
while R2 =

(
1 −1
−1 1

)
.

Since R1 > 0, R2 > 0, then the matrix Q > 0, as was to be proved. ⊲

Remark 1. In addition to Lemma 1 we observe that the functions P (x,−∞) =
− lnF (x), P (+∞, x) = − ln(1 − F (x)) of single variable x are strictly convex on R. In
fact, it follows from Lemma 1 in the limit as x > y → −∞ that the function P (x,−∞) =
limy→−∞ P (x, y) is convex on R. This implies that

(F (x))2
d2

dx2
P (x,−∞) = lim

y→−∞

[
F ′(x)

(x
2
(F (x) − F (y)) + (F ′(x)− F ′(y))

)
+ F ′(x)F ′(y)

]

= F ′(x)
(x
2
F (x) + F ′(x)

)
> 0.

If (d2/dx2)P (x,−∞) = 0 at some point x = x0 ∈ R then (x0/2)F (x0) + F ′(x0) = 0 and
therefore, x0 is a minimum point of the nonnegative function (x/2)F (x) + F ′(x). Hence,

0 =
(x
2
F (x) + F ′(x)

)′
(x0) =

F (x0)

2
+ F ′′(x0) +

F ′(x0)x0
2

=
F (x0)

2
> 0,

which is impossible. Hence, (d2/dx2)P (x,−∞) > 0 for all x ∈ R and the function P (x,−∞)
is strictly convex. The proof of the strict convexity of P (+∞, x) is similar. In the limit as
x < y → +∞ we derive from Lemma 1 that the function P (+∞, x) = limy→+∞ P (y, x) is
convex on R and in particular

(1−F (x))2 d2

dx2
P (+∞, x) = lim

y→+∞

[
F ′(x)

(x
2
(F (x)−F (y))+(F ′(x)−F ′(y))

)
+F ′(y)F ′(x)

]

= F ′(x)
(x
2
(F (x) − 1) + F ′(x)

)
> 0.

Assuming that (d2/dx2)P (+∞, x) = 0 at some point x = x0 ∈ R, we find that
(x0/2)(F (x0)− 1) + F ′(x0) = 0, which implies that x0 is a minimum point of the nonnegative
function (x/2)(F (x) − 1) + F ′(x). Therefore,

0 =
(x
2
(F (x) − 1) + F ′(x)

)′
(x0) =

F (x0)− 1

2
+ F ′′(x0) +

F ′(x0)x0
2

=
F (x0)− 1

2
< 0.

This contradiction implies that (d2/dx2)P (+∞, x) > 0 for all x ∈ R and, therefore, the func-
tion P (+∞, x) is strictly convex.

Now we are ready to prove the expected convexity of E(ξ̄).

Proposition 2. The function E(ξ̄ ) is strictly convex on Ω.

⊳ We introduce the functions

Ei

(
ξ̄
)
= −ki(ui+1 − ui) ln

(
F

(
ξi
ai

)
− F

(
ξi+1

ai

))
, i = 0, . . . ,m.
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By Lemma 1 and Remark 1 all these functions are convex. Since

E
(
ξ̄
)
=

m∑

i=1

Ei

(
ξ̄
)
+ E0

(
ξ̄
)
+

m∑

i=1

diξ
2
i

4

and all functions in this sum are convex, it is sufficient to prove strong convexity of the sum

Ẽ
(
ξ̄
)
=

m∑

i=1

Ei

(
ξ̄
)
.

By Lemma 1 and Remark 1 all terms in this sum are convex functions. Therefore, the func-
tion Ẽ is convex as well. To prove the strict convexity, we assume that for some vector
ζ = (ζ1, . . . , ζm) ∈ R

m.

D2Ẽ
(
ξ̄
)
ζ · ζ =

m∑

i,j=1

∂2Ẽ
(
ξ̄
)

∂ξi ∂ξj
ζiζj = 0. (1.10)

Since

0 = D2Ẽ
(
ξ̄
)
ζ · ζ =

m∑

i=1

D2Ei

(
ξ̄
)
ζ · ζ

while all the terms are nonnegative, we conclude that

D2Ei

(
ξ̄
)
ζ · ζ = 0, i = 1, . . . ,m. (1.11)

By Lemma 1 for i = 1, . . . ,m − 1 the function Ei(ξ̄ ) is strictly convex as a function of two
variables ξi, ξi+1 and it follows from (1.11) that ζi = ζi+1 = 0, i = 1, . . . ,m− 1. Observe that
in the case m = 1 there are no such i. In this case we apply (1.11) for i = m. Taking into
account Remark 1, we find that Em(ξ̄ ) is a strictly convex function of the single variable ξm,
and it follows from (1.11) that ζm = 0. In any case we obtain that the vector ζ = 0. Thus,
relation (1.10) can hold only for zero ζ, that is, the matrix D2Ẽ(ξ̄ ) is (strictly) positive
definite, and the function Ẽ(ξ̄) is strictly convex. This completes the proof. ⊲

Propositions 1, 2 imply the main result of this section.

Theorem 2. There exists a unique self-similar solution (1.5) of problem (1.1), (1.2),
(1.4), and it corresponds to the minimum of strictly convex and coercive function (1.7).

Corollary 1. The phase transition parameters ξi, i = 1, . . . ,m, corresponding to a
solution (1.5) of problem (1.1), (1.2), (1.4) depend continuously on the Dirichlet data uD.

⊳ Since the function E(ξ̄ ) is strictly convex and continuous with respect to the
parameter um+1 = uD, its minimum point ξ̄ = ξ̄(uD) is a continuous function of this
parameter. ⊲

As follows from Corollary 1, the unique solution (1.5) depends continuously (in the
uniform norm) on the Dirichlet data. Let us demonstrate that this dependence is also
monotone.

Corollary 2. Let ur = ur(ξ) be solutions (1.5) of problem (1.1), (1.2), (1.4) with
Dirichlet data uDr, r = 1, 2. If uD1 > uD2 then u1(ξ) > u2(ξ) for all ξ > α.

⊳ Assuming the contrary, we find a point β > α, where u1(β) < u2(β). Since u1(α) =
uD1 > uD2 = u2(α) and the functions u1, u2 are continuous on the segment [α, β], there exists
such α′ ∈ [α, β) that u1(α′) = u2(α

′). Then ur(ξ), ξ > α′, r = 1, 2, are different solutions (1.5)
of the same problem (1.1), (1.2), (1.4) in the domain Πα′ , which contradicts to the uniqueness
statement of Theorem 2. ⊲
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Remark 2. In paper [5] Stefan problem (1.1), (1.2) was studied in the half-plane t > 0,
x ∈ R with Riemann initial condition

u(0, x) =

{
u+, x > 0,

u−, x < 0.
(1.12)

Actually, this problem coincides with the problem (1.1), (1.2), (1.4), if we take α = −∞.
Solutions of problem (1.1), (1.2), (1.12) have the same structure as in (1.5) and correspond
to a unique minimum point of the function similar to (1.7) with only the difference that the
parameters ξi can take arbitrary real values. In this section we mainly follow the scheme of
paper [5], see also the paper [6], devoted to the case α = 0 of the fixed ray.

In paper [4] the Stefan–Riemann problem (1.1), (1.2), (1.12) was studied in the case
of arbitrary (possibly negative) latent specific heats di. We found a necessary and sufficient
condition for coercivity of E(ξ̄), as well as a stronger sufficient condition of its strict convexity.
The similar results can be obtained for the Stefan–Dirichlet problem (1.1), (1.2), (1.4).

Also remark that in recent paper [7] a variational description was given for self-similar
entropy solutions of nonlinear convection-diffusion equations (with the Dafermos diffusion).
It is shown that the corresponding variational functional (i. e., the potential) can now take its
minimal value at boundary points, that leads to inequalities in the criterion of minimality. We
demonstrate in [7] that these inequalities coincide with the known Oleinik–Carrillo entropy
conditions.

2. Stefan Problem with Neumann Boundary Condition

Now we consider the Stefan problem (1.1), (1.2) in Πα, where we suppose now that
α > 0, with the constant initial data u0 and with Neumann boundary condition:

u(0, x) = u0, x > 0; K(u)x
(
t, α

√
t
)
= t−

1
2 bN , t > 0, (2.1)

where K(u) is the diffusion function in equation (1.3), now defined on infinite interval
[u0,+∞) (we take um+1 = +∞), and bN < 0 is a constant. The specific form of Neumann
boundary data is connected with the requirement of invariance of our problem under the
scaling transformations (t, x) → (λ2t, λx), λ > 0. This allows to concentrate on the study
of self-similar solutions u = u(x/

√
t ) of the problem (1.1), (1.2), (2.1). For such solutions

conditions (2.1) reduce to the requirements

K(u)′(α) = bN , u(+∞) = u0. (2.2)

Since K(u) is a strictly increasing function and bN < 0, we will assume that the function u(ξ)
decreases. The case bN > 0 corresponds to an increasing u(ξ) and can be treated similarly.
For homogeneous Neumann problem bN = 0 there is only the constant solution u ≡ u0.
Let ui, i = 1, . . . ,m, be all phase transition temperatures in the interval (u0,+∞) so that
u0 < u1 < · · · < um < um+1 = +∞. Assume that u = u(ξ) is a decreasing self-similar
solution of (1.1), (1.2), (2.1). Then u(α) > u0 and there is an integer n, 0 6 n 6 m, such
that un < u(α) 6 un+1. We call this number n (i. e., the number of phase transitions) a type
of solution u. The Neumann condition for a solution of type n reads knu′(α) = bN (notice
that knux is exactly the heat flow through the boundary point). A solution of type 0 does not
contain free boundaries and can be found from the formula

u(ξ) = u0 +
a0bN

k0F ′( α
a0

)
(
F

(
ξ

a0

)
− 1

)
. (2.3)
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As is easy to verify, k0u′(α) = bN , u(+∞) = u0 and requirement (2.2) is satisfied. By easy
computation we find

u(α) = u0 +
a0bN

k0F ′( α
a0

)
(
F

(
α

a0

)
− 1

)
,

therefore, the necessary and sufficient condition for existence of a solution (2.3) is the inequa-
lity

u0 +
a0bN

k0F ′( α
a0

)
(
F

(
α

a0

)
− 1

)
6 u1,

which can be written in the form

−bN 6 γ1
.
=
k0(u1 − u0)F

′( α
a0

)

a0
(
1− F

(
α
a0

)) . (2.4)

A solution of type n > 0 has structure similar to (1.5) (with m = n)

u(ξ) = ui+
ui+1 − ui

F
(
ξi+1

ai

)
− F

(
ξi
ai

)
(
F

(
ξ

ai

)
−F

(
ξi
ai

))
, ξi+1 < ξ < ξi, i = 0, . . . , n− 1, (2.5)

u(ξ) = un +
anbN

knF ′( α
an

)
(
F

(
ξ

an

)
− F

(
ξn
an

))
, α < ξ < ξn. (2.6)

The necessary (but not sufficient, as we will soon realize) condition u(α) 6 un+1 of existence
of such a solution has the form

u(α) = ΦND
n (−bN )

.
= un − anbN

knF ′( α
an

)
(
F

(
ξn
an

)
− F

(
α

an

))
6 un+1 (2.7)

(if n = m then it is always fulfilled since um+1 = +∞). In (2.7) we introduce the Neumann-to-
Dirichlet mapping, which maps a Neumann data −bN to the Dirichlet data u(α). We underline
that the value ξn depends on −bN .

Assume that u(ξ) is a solution (2.5), (2.6) of type n. On a phase transition lines ξ = ξi,
the Stefan condition reads

diξi
2

+ ki
(ui+1 − ui)F

′
(

ξi
ai

)

ai

(
F
(
ξi+1

ai

)
− F

(
ξi
ai

)) − ki−1

(ui − ui−1)F
′
(

ξi
ai−1

)

ai−1

(
F
(

ξi
ai−1

)
− F

(
ξi−1

ai−1

)) = 0, i = 1, . . . , n− 1,

(2.8)

dnξn
2

+
bNF

′
(

ξn
an

)

F ′
(

α
an

) − kn−1

(un − un−1)F
′
(

ξn
an−1

)

an−1

(
F
(

ξn
an−1

)
− F

(
ξn−1

an−1

)) = 0, i = n. (2.9)

Like in the case of Dirichlet boundary condition, this system turns out to be gradient one, it
coincides with the equality ∇En = 0, where the function

En

(
ξ̄
)
= −

n−1∑

i=0

ki(ui+1 − ui) ln

(
F

(
ξi
ai

)
− F

(
ξi+1

ai

))

+
anbN

F ′( α
an

) F
(
ξn
an

)
+

1

4

n∑

i=1

diξ
2
i , ξ̄ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Ωn,

(2.10)
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Ωn is an open convex set in R
n consisting of vectors with strictly decreasing coordinates lying

in the interval (α,+∞). Remark that F ′′(s) = −s/2F ′(s) < 0 for all s > 0. Since bN < 0, this
implies that the term anbN

F ′(α/an)
F (ξn/an) is a strictly convex function of the single variable ξn on

the interval [α,+∞). In the same way as in the proof of Proposition 2 we find that the function

Ẽn

(
ξ̄
)
= −

n−1∑

i=0

ki(ui+1 − ui) ln

(
F

(
ξi
ai

)
− F

(
ξi+1

ai

))
+

1

4

n∑

i=1

diξ
2
i

is strictly convex on a domain Ωn =
{
ξ̄ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ R

n : ξ1 > · · · > ξn > α
}
⊃ Ωn. Since

En

(
ξ̄
)
= Ẽn

(
ξ̄
)
+ anbN

F ′

(
α
an

) F
( ξn
an

)
, the function En(ξ̄ ) is strictly convex on Ω̄n as well. Let us

demonstrate that this function is coercive on Ωn.

Proposition 3. For all c ∈ R the set Ωn(c) = {ξ̄ ∈ Ωn : En(ξ̄ ) 6 c} is compact.

⊳ Suppose that ξ̄ ∈ Ωn, En(ξ̄ ) 6 c. Then

Ẽn

(
ξ̄
) .
= −

n−1∑

i=0

ki(ui+1 − ui) ln

(
F

(
ξi
ai

)
− F

(
ξi+1

ai

))

+
1

4

n∑

i=1

diξ
2
i = E

(
ξ̄
)
− anbN

F ′( α
an

) F
(
ξn
an

)
6 c1

.
= c− anbN

F ′( α
an

) .

Since all the terms of the left-hand side of this inequality are positive, we obtain the relations

−ki(ui+1 − ui) ln

(
F

(
ξi
ai

)
− F

(
ξi+1

ai

))
6 c1, i = 0, . . . , n− 1, (2.11)

the same as inequalities (1.8). As follows from (2.11), the set Ωn(c) = ∅ if c1 6 0. Therefore,
we may (and will) suppose that c1 > 0. Arguing as in the proof of Proposition 1, we derive
from (2.11) the bounds

ξ1 6 r2 = a0F
−1
(
1− e

− c1
k0(u1−u0)

)
,

ξi − ξi+1

ai
> δi = e

− c1
ki(ui+1−ui) > 0, i = 1, . . . , n− 1.

Thus, the set Ωn(c) is contained in a compact

K =
{
ξ̄ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ R

n : r2 > ξ1 > · · · > ξn > α, ξi − ξi+1 > aiδi (∀ i = 1, . . . , n − 1)
}

(notice that this set is empty if r2 6 α). Since En(ξ̄) is continuous on K ⊂ Ω̄n, the set Ωn(c)
is a closed subset of K and therefore is compact. This completes the proof. ⊲

It follows from Proposition 3 and the strict convexity of function En that there exists
a point ξ̄ n = (ξn1 , . . . , ξ

n
n) ∈ Ωn of global minimum of En, and it is a unique local minimum

of this function. There are two possible cases:
A) ξ̄ n ∈ Ωn, i. e. ξnn > α. If, in addition, condition (2.7) is satisfied then there exists

a unique solution (2.5), (2.6) of type n with ξi = ξni , i = 1, . . . , n;
B) ξ̄ n /∈ Ωn, i. e. ξnn = α. Then En has no critical points in Ωn, and a solution of

type n does not exist. Let us investigate this case more precisely. The necessary and sufficient
conditions for the point ξ̄ n = (ξn1 , . . . , ξ

n
n−1, α) to be a minimum point of En(ξ̄ ) are the

following
∂

∂ξi
En

(
ξ̄ n
)
= 0, i = 1, . . . , n− 1, (2.12)

∂

∂ξn
En

(
ξ̄ n
)
> 0, (2.13)
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where condition (2.12) appears only if n > 1. Notice that for such n

En(ξ1, . . . , ξn−1, α) = −
n−1∑

i=0

ki(ui+1 − ui) ln

(
F

(
ξi
ai

)
− F

(
ξi+1

ai

))
+

1

4

n−1∑

i=1

diξ
2
i

+
anbN

F ′( α
an

) F
( α
an

)
+
dnα

2

4
, ξn = α, (ξ1, . . . , ξn−1) ∈ Ωn−1.

We see that E(ξ1, . . . , ξn−1)
.
= En(ξ1, . . . , ξn−1, α) coincides (up to an additive constant) with

function (1.7) corresponding to Stefan–Dirichlet problem (1.1), (1.2), (1.4), where m = n− 1
and uD = un. Relation (2.12) means that ∇E(ξn1 , . . . , ξ

n
n−1) = 0, that is, (ξn1 , . . . , ξ

n
n−1) ∈ Ωn−1

is a unique minimal point of E(ξ1, . . . , ξn−1). According to Theorem 2, the coordinates ξni ,
i = 1, . . . , n− 1, coincide with the phase transition parameters ξi of the unique solution (1.5)
of problem (1.1), (1.2), (1.4) with uD = un (in particular, they do not depend on the Neumann
data bN and on parameters ai, ki, di with i > n). As is easy to calculate, condition (2.13)
reads

−bN 6 γn +
dnα

2
, where γn

.
=

kn−1(un − un−1)F
′( α

an−1

)

an−1

(
F
( ξnn−1

an−1

)
− F

(
α

an−1

)) . (2.14)

In the case n = 1, we find that ξnn−1 = ξ10 = +∞, so that F (ξnn−1/an−1) = F (+∞) = 1,
and the constant γ1 coincides with the value introduced in (2.4). Under requirement (2.14)
the case B) is realised so that a solution of type n does not exist.

We introduce the Dirichlet-to-Neumann mapping ΦDN
n , which maps a value

r ∈ (un, un+1] to a value −knu′(α), where u = ur(ξ) is a solution of the Stefan–Dirichlet
problem (1.1), (1.2), (1.4) with m = n and uD = r. This mapping is inverse to the Neumann-
to-Dirichlet mapping ΦND

n introduced in (2.7) above. Notice that um+1 = +∞ and in the
case n = m the interval (un, un+1] is replaced by the unbounded interval (um,+∞). It follows
from (1.5) that

ΦDN
n (r) =

knF
′( α

an

)
(r − un)

an
(
F
( ξn
an

)
− F

(
α
an

)) , (2.15)

where ξn = ξn(r) depends on the Dirichlet data r = u(α). Notice that F (ξ0/a0) = F (+∞) = 1
and

ΦDN
0 (r) =

k0F
′( α

a0

)
(r − u0)

a0
(
1− F

(
α
a0

)) , u0 < r 6 u1, (2.16)

is a linear function. By the construction ur(ξ) is a solution of type n to the Stefan–Neumann
problem (1.1), (1.2), (2.1) with Neumann data bN = −ΦDN

n (r). Therefore, condition (2.14)
cannot hold, and we claim that ΦDN

n (r) > γn + dnα/2 for all r ∈ (un, un+1].

Lemma 2. The function ΦDN
n (r) is strictly increasing continuous function on (un, un+1],

such that

ΦDN
n (un+) = lim

r→un+
ΦDN
n (r) = γn +

dnα

2
, ΦDN

n (un+1) = γn+1. (2.17)

In particular, γn+1 > γn+dnα/2 for all n = 0, . . . ,m. Here we agree that γ0 = 0, γm+1 = +∞,
d0 = 0.

⊳ By Corollary 1 the function ξn = ξn(r) is continuous. In view of (2.15) we see that
ΦDN
n (r) is a continuous function on (un, un+1]. If this function is not strictly monotone then

we can find values r1, r2 such that un < r1 < r2 < un+1 and that ΦDN
n (r1) = ΦDN

n (r2). Then
the functions ur1(ξ), ur2(ξ) are different self-similar solutions of type n to Stefan–Neumann
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problem (1.1), (1.2), (2.1) with the same Neumann data bN = −ΦDN
n (r1) = −ΦDN

n (r2), which
contradicts to the uniqueness of this solution. Thus, ΦDN

n (r) is a strictly monotone function.
If n < m, then

ΦDN
n (un+1) =

knF
′( α

an

)
(un+1 − un)

an
(
F
( ξn+1

n

an

)
− F

(
α
an

)) = γn+1.

In the case n = m

ΦDN
n (r) =

kmF
′( α

am

)
(r − um)

am
(
F
( ξm
am

)
− F

(
α
am

)) >
kmF

′( α
am

)

am
(r − um) −→

r→+∞
+∞

and we claim that

ΦDN
m (um+1) = lim

r→um+1=+∞
ΦDN
m (r) = γm+1 = +∞.

We notice that by the strict convexity of function (2.10) its minimum point ξ̄ n depends
continuously on the parameter s = −bN . In particular, the last coordinate ξnn = ξnn(s) is
a continuous function of s, and the introduced in (2.7) Neumann-to-Dirichlet map ΦND

n is
a continuous function. As follows from (2.14), ξnn(γn + dnα/2) = α while ξnn(s) > α for
s > γn + dnα/2. Therefore, for sufficiently small h > 0 the value

rh = ΦND
n

(
γn +

dnα

2
+ h
)
∈ (un, un+1]

and rh → un as h→ 0. Since ΦDN
n (rh) = γn+dnα/2+h and the function ΦDN

n (r) is monotone,
we conclude that ΦDN

n (un+) = γn+dnα/2. In the case n = 0 the equality ΦDN
0 (u0+) = γ0 = 0

directly follows from expression (2.16). Remind that ΦDN
n (r) > γn + dnα/2 for r > un.

In particular,

γn+1 = ΦDN
n (un+1) > γn +

dnα

2
.

Therefore, the function ΦDN
n (r) strictly increases. ⊲

It follows from Lemma 2 that the Dirichlet-to-Neumann map

ΦDN(r) = ΦDN
n (r) if un < r 6 un+1, n = 0, . . . ,m

is a strictly increasing function on (u0,+∞) with the image

Imα =
m⋃

n=0

(
γn +

dnα

2
, γn+1

]
.

This function is continuous, except the points ui, i = 1, . . . ,m, where it has the jumps
ΦDN (ui+)− ΦDN (ui−) = diα/2. In particular, Imα = (0,+∞) and ΦDN (r) is a homeomor-
phism of (u0,+∞) onto (0,+∞) if either α = 0 or all di = 0. In general case, Theorem 2
implies the following results on correctness of problem (1.1), (1.2), (2.1).

Theorem 3. A solution of the Stefan–Neumann problem (1.1), (1.2), (2.1) is unique
and exists if and only if −bN ∈ Imα. The type n of this solution is determined by the condition
γn + dnα/2 < −bN 6 γn+1.

In the case m = 1 the parameter γ1 = k0(u1−u0)F ′(α/a0)
a0(1−F (α/a0))

. Hence, for 0 < −bN 6 γ1 a
unique solution u = u(ξ) of (1.1), (1.2), (2.1) has type 0 while for −bN > γ1 + d1α/2 it has
type 1. In the remaining case γ1 < −bN 6 γ1 + d1α/2 solutions are absent.
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Remark 3. In the case α = 0 we obtain the standard Stefan–Neumann problem (1.1),
(1.2), (2.1) in a half-line x > 0. As follows from Theorem 3, this problem has a unique
solution (2.5), (2.6), where the type n is determined from the relation γn < −bN 6 γn+1.

3. The Case of Infinitely Many Phase Transitions

In this section we consider the exotic case when the number m of phase transitions is
infinite. More precisely, we suppose that the phase transitions temperatures ui > u0 form
a strictly increasing sequence, ui+1 > ui, i ∈ N. In (1.1) there are infinitely many phases,
the i-th phase corresponds to the temperature u ∈ (ui, ui+1), i = {0} ∪ N. The parameters
ai, ki > 0 are, respectively, the diffusivity constant and the thermal conductivity of the i-th
phase, i = 0, 1, . . .; di > 0 is the latent specific heat of the i-th phase transition, i = 1, 2, . . .
We will study the problem (1.1), (1.2), (1.4) in the quarter-plane Π0 with possibly infinite
Dirichlet data uD = limi→∞ ui 6 +∞. A self-similar solution u = u(ξ), ξ = x/

√
t, of this

problem is given by expression (1.5), where now i runs over all nonnegative integers. The Stefan
conditions (1.2) reduce again to (now infinite) system (2.1), which can be written in the form
(∂/∂ξi)E(ξ̄) = 0, where the functional

E
(
ξ̄
)
= −

∞∑

i=0

ki(ui+1 − ui) ln

(
F

(
ξi
ai

)
− F

(
ξi+1

ai

))
+

∞∑

i=1

diξ
2
i

4
,

ξ̄ = (ξi)i∈N ∈ Ω =
{
ξ̄ = (ξi)i∈N ∈ l∞ : ξi > ξi+1 > 0 (∀ i ∈ N)

}
.

(3.1)

Here, as usual, l∞ is the space of bounded sequences equipped with the norm ‖ξ̄ ‖∞ = sup |ξi|.
As is well-known, this space is dual to the space of summable sequences l1. Observe also that
there is only finite number of terms in (3.1) depending on a fixed variable ξi. Therefore, the
partial derivatives (∂/∂ξi)E(ξ̄ ) are well defined whenever the value E(ξ̄ ) is finite.

We do not include the natural requirement limi→∞ ξi = 0 in the definition of Ω because
this requirement spoils coercivity of the functional E in the weak-∗ topology. Observe that
the functional E may take the value +∞, moreover, it can happen that E ≡ +∞. Assuming
that the latter does not however happen, i. e. the functional E is proper, E 6≡ +∞, we will
show that this functional admits a unique global minimum point. For that we need some nice
properties of E collected below.

Proposition 4. (i) The functional E(ξ̄ ) is low semi-continuous in weak-∗ topology;
(ii) It is coercive, that is, the sets Ω(c) = {ξ̄ ∈ Ω |E(ξ̄ ) 6 c} are weakly-∗ compact;
(iii) The functional E(ξ̄ ) is strictly convex on Ω.

⊳ It is known that weak-∗ convergence ξ̄n ⇀ ξ̄ of a sequence ξ̄n = (ξni )i∈N ∈ l∞, n ∈ N,
is equivalent to uniform boundedness |ξni | 6 const and elementwise convergence ξni →

n→∞
ξi of

this sequence. Assume that ξ̄n ∈ Ω, ξ̄ ∈ Ω, and ξ̄n ⇀ ξ̄ weakly-∗ in l∞. Then ξni → ξi as
n→ ∞ for each i ∈ N. Since all terms in formula (3.1) are nonnegative, we can apply Fatou’s
lemma for sums and conclude that

E
(
ξ̄
)
=

∞∑

i=0

−ki(ui+1 − ui) ln

(
F

(
ξi
ai

)
− F

(
ξi+1

ai

))
+

∞∑

i=1

diξ
2
i

4

6 lim inf
n→∞

{ ∞∑

i=0

−ki(ui+1 − ui) ln

(
F

(
ξni
ai

)
− F

(
ξni+1

ai

))
+

∞∑

i=1

di(ξ
n
i )

2

4

}
= lim inf

n→∞
E
(
ξ̄n
)
.

Hence, the functional E is weakly-∗ low semi-continuous, and (i) is proven.
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To prove (ii) we first notice that Ω(c) = ∅ if c 6 0 and we can suppose that c > 0. If ξ̄ =
(ξi)i∈N ∈ Ω(c) then relations (1.8) hold for all i ∈ {0} ∪ N. As in the proof of Proposition 1,
we derive from these relations that

ξ1 6 r2 = a0F
−1
(
1− e

− c
k0(u1−u0)

)
.

Further, it follows from (1.8) that for every i ∈ N

F

(
ξi
ai

)
− F

(
ξi+1

ai

)
> δi

.
= exp

(
− c

ki(ui+1 − ui)

)
.

Since F (ξ) is Lipschitz with constant 1, this implies the inequalities

ξi − ξi+1 > aiδi > 0, i ∈ N.

Hence, Ω(c) is contained in the set

K =
{
ξ̄ ∈ l∞ : 0 6 ξi 6 r2, ξi − ξi+1 > aiδi (∀ i ∈ N)

}
.

Obviously, this set is bounded and weakly-∗ closed in l∞. By the Banach–Alaoglu theorem
the setK is weakly-∗ compact. We notice that sequences ξ̄ ∈ K strictly decrease, ξi > ξi+1 > 0
for all i ∈ N, and K ⊂ Ω. Since E is weakly-∗ semi-continuous, the set Ω(c) is a closed subset
of K and, therefore, is compact. Coercivity of E is proved.

To prove (iii), we observe that the functional E(ξ̄ ) is convex as a sum of the convex
functionals −ki(ui+1 − ui) ln(F (ξi/ai)−F (ξi+1/ai)) and diξ2i /4. By the same reason for each
m ∈ N the functional

Rm

(
ξ̄
)
= −

∞∑

i=m

ki(ui+1 − ui) ln

(
F

(
ξi
ai

)
− F

(
ξi+1

ai

))
+

∞∑

i=m+1

diξ
2
i

4

is convex while the function

Em

(
ξ̄m
)
= −

m−1∑

i=0

ki(ui+1 − ui) ln

(
F

(
ξi
ai

)
− F

(
ξi+1

ai

))
+

m∑

i=1

diξ
2
i

4
, ξ̄m = (ξ1, . . . , ξm)

is strictly convex on R
m, this can be established on the base of Lemma 1 in the same way

as in the proof of Proposition 2. It is clear that E(ξ̄ ) = Em(ξ̄ ) + Rm(ξ̄m). Now we take
different points ξ̄ 1, ξ̄ 2 ∈ Ω and α ∈ (0, 1). Since ξ̄ 1 6= ξ̄ 2 then we can find such m ∈ N that
ξ̄ 1m 6= ξ̄ 2m, where ξ̄ nm, n = 1, 2, are the vectors in R

m formed by the first m elements of ξ̄ n.
Since the function Em is strictly convex then

Em

(
(1− α)ξ̄ 1

m + αξ̄ 2
m

)
< (1− α)Em

(
ξ̄ 1m
)
+ αEm

(
ξ̄ 2m
)

while
Rm

(
(1− α)ξ̄ 1 + αξ̄ 2

)
6 (1− α)Rm

(
ξ̄ 1
)
+ αRm

(
ξ̄ 2
)

by the convexity of Rm. Therefore,

E
(
(1− α)ξ̄ 1 + αξ̄ 2

)
< (1− α)E

(
ξ̄ 1
)
+ αE

(
ξ̄ 2
)
.

This proves the strict convexity of E(ξ̄ ). ⊲
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In the case E(ξ̄ ) 6≡ +∞ Proposition 4 allows to establish existence of a solution to
the problem (1.1), (1.2), (1.4) with infinite number of phase transitions. More precisely,
the following statement holds.

Theorem 4. Assume that the potential E(ξ̄ ) is a proper functional, i. e. N =
inf E(ξ̄ ) < +∞. Then there exists a unique minimum point ξ̄ 0 = (ξ0i )i∈N ∈ Ω of E(ξ̄ ),
i. e., E(ξ̄ 0) = N . Moreover, limi→∞ ξ0i = 0, and function (1.5)

u(ξ) = ui +
ui+1 − ui

F
( ξ0i+1

ai

)
− F

( ξ0i
ai

)
(
F

(
ξ

ai

)
− F

(
ξ0i
ai

))
, ξ0i+1 < ξ < ξ0i , i = 0, 1, . . . (3.2)

is a solution of (1.1), (1.2), (1.4).

⊳ We define for n ∈ N the sub-level sets Kn = Ω(N +1/n), where E 6 N +1/n. Then
these sets are nonempty. By Proposition 4 they are weakly-∗ compact. Obviously, Kn+1 ⊂ Kn

for all n ∈ N. By Cantor’s intersection theorem there exists a point ξ̄ 0 ∈ ⋂n∈NKn. Then,
N 6 E(ξ̄ 0) 6 N + 1/n for all n ∈ N, which implies that E(ξ̄ 0) = N , and ξ̄ 0 is a point of
global minimum of E. Uniqueness of this point directly follows from the strict convexity of E
stated in Proposition 4 (iii). It only remains to prove that the sequence ξ̄ 0 = (ξ0i )i∈N vanishes.
Assuming the contrary, we will have limi→∞ ξ0i = infi∈N ξ0i = r > 0. Then the sequence
ξ̄ r = ξ̄ 0 − r with components ξ0i − r lies in Ω. Since 1 − F ((ξ01 − r)/a0) > 1 − F (ξ01)/a0 and
for all i ∈ N (ξ0i − r)2 < (ξ0i )

2,

F

(
ξ0i −r
ai

)
−F

(
ξ0i+1−r
ai

)
=

1

2
√
π

(ξ0i −r)/ai∫

(ξ0i+1−r)/ai

e−
s2

4 ds>
1

2
√
π

ξ0i /ai∫

ξ0i+1/ai

e−
s2

4 ds=F

(
ξ0i
ai

)
−F

(
ξ0i+1

ai

)
,

all the terms in expression (3.1) became smaller if we replace ξ̄ 0 by ξ̄ r. Therefore, E(ξ̄ r) <
E(ξ̄ 0) = N , which is impossible. Hence, limi→∞ ξ0i = 0. Since ξ̄ 0 is a minimum point of E
then (∂/∂ξi)E(ξ̄ 0) = 0 for all i ∈ N and Stefan conditions (1.2) are satisfied. We conclude
that (3.2) is a solution of our problem (1.1), (1.2), (1.4). ⊲

Example. Assume that ki = a2i = 1, i > 0; di = 0, i > 0. Then Stefan conditions (1.2)
simply means that u(ξ) is a self-similar solution of the heat equation ut = uxx. Therefore,
u(ξ) = C1F (ξ)+C2, C1, C2 = const, and u(ξ) is a bounded function. In particular, a solution
of (1.1), (1.2), (1.4) with uD = limi→∞ ui = +∞ does not exist. As is easy to verify, in this case
E(ξ̄ ) ≡ +∞, so that the assumption of Theorem 4 is violated. On the other hand, if uD < +∞
then a unique solution of (1.1), (1.2), (1.4) has the form u(ξ) = 2uD − u0 − 2(uD − u0)F (ξ).
Solving the equations u(ξ) = ui, we find ξi = F−1((2uD − u0 − ui)/(2uD − 2u0)). Hence,

E
(
ξ̄
)
= −

∞∑

i=0

(ui+1 − ui) ln(F (ξi)−F (ξi+1)) =
∞∑

i=0

(ui+1 − ui)(ln(2(uD − u0))−ln(ui+1 − ui))

= (uD − u0) ln(2(uD − u0))−
∞∑

i=0

(ui+1 − ui) ln(ui+1 − ui).

As follows from Theorem 4 and the uniqueness of our solution, this value is the minimum
value of E whenever the functional E(ξ̄ ) is proper. In particular, E(ξ̄ ) ≡ +∞ if (and only if)
the series

∑∞
i=0(ui+1 − ui) ln(ui+1 − ui) is divergent. Choosing ui in such a way that

∞∑

i=0

(ui+1 − ui) = uD − u0 < +∞, −
∞∑

i=0

(ui+1 − ui) ln(ui+1 − ui) = +∞,
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we find that the condition E(ξ̄ ) 6≡ +∞ is not necessary for existence of a solution to the prob-
lem (1.1), (1.2), (1.4).

Concerning the uniqueness, the following result holds.

Theorem 5. Suppose that

∞∑

i=0

ki(ui+1 − ui) < +∞. (3.3)

Then a solution (3.2) of problem (1.1), (1.2), (1.4) is unique.

⊳ Let u1(ξ), u2(ξ) be two solutions (3.2) of problem (1.1), (1.2), (1.4). Suppose that
u1(ξ∗) 6= u2(ξ∗) at some point ξ∗ > 0. Changing the places u1, u2 if necessary, we may assume
that u1(ξ∗) > u2(ξ∗). We notice that K(ur(ξ)), r = 1, 2, are absolutely continuous decreasing
functions,

K(ur)(0+)−K(ur)(+∞)=K(uD−)−K(u0)=

∞∑

i=0

(K(ui+1)−K(ui))=

∞∑

i=0

ki(ui+1−ui)<+∞.

Since
ξ∗∫

0

(
K
(
u1
)′
(ξ)−K

(
u2
)′
(ξ)
)
dξ = K

(
u1
)
(ξ∗)−K

(
u2
)
(ξ∗) > 0,

K(u1)′(ξ) − K(u2)′(ξ) > 0 on a set A ⊂ (0, ξ∗) of positive Lebesgue measure. Let α ∈ A
be a common Lebesgue point of the functions K(u1)′(ξ),K(u2)′(ξ) ∈ L1((0,+∞)). Then
the functions K(ur), r = 1, 2, have classic derivatives K(ur)′(α) and K(u1)′(α) > K(u2)′(α).
By the construction the functions ur(ξ) are solutions of Stefan–Neumann problem (1.1),
(1.2), (2.2) in the domain Πα with Neumann data bN = K(ur)′(α) and with finite
number of phase transitions. The latter follows from the fact that the number of ui that
less than max(u1(α), u2(α)) < uD is finite. By Lemma 2 the Dirichlet-to-Neumann map
−K(u)′(α) → u(α) is strictly increasing. Since −K(u1)′(α) < −K(u2)′(α), we find that
u1(α) < u2(α). By Corollary 2 this implies that u1(ξ∗) 6 u2(ξ∗), which contradicts to our
assumption. We conclude that u1 ≡ u2 and a solution of problem (1.1), (1.2), (1.4) is unique. ⊲

Remark that F (ξi/ai) − F (ξi+1/ai) < F (+∞) − F (0) = 1/2 and therefore
− ln(F (ξi/ai)− F (ξi+1/ai)) > ln 2. This implies that

ln 2

∞∑

i=0

ki(ui+1 − ui) < inf E
(
ξ̄
)
,

and, in particular, condition (3.3) is always satisfied whenever E(ξ̄ ) is a proper functional.
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Аннотация. Изучаются автомодельные решения многофазной задачи Стефана для уравнения
теплопроводности на движущемся луче x > α

√
t с краевыми условиями Дирихле или Неймана на гра-

нице x = α
√
t. В случае условия Дирихле установлено, что алгебраическая система для определения

свободных границ является градиентной, а соответствующий потенциал — явно выписываемая строго
выпуклая и коэрцитивная функция. Поэтому, существует единственная точка минимума потенциала,
которая определяет свободные границы и задает решение. В случае условия Неймана возможны реше-
ния с различными числами фазовых переходов (называемыми типами). Для любого фиксированного
типа система для определения свободных границ снова оказывается градиентной со строго выпуклым
потенциалом. Это позволяет найти точные условия существования и единственности решения. В послед-
нем параграфе мы изучаем задачу Стефана — Дирихле на полупрямой x > 0 с бесконечным числом
фазовых переходов. Используя вариационный подход, мы находим достаточные условия существования
и единственности решения рассматриваемой задачи.
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Abstract. In this manuscript we consider a mixed problem for even-order differential equations with an
involution. In order to study this problem we use the corresponding differential operator with an involution,
acting in the space of square integrable on a finite interval functions. Applying the method of similar
operators, we transform this operator to the operator representable as orthogonal direct sum of a finite rank
operator and an operators of rank 1. Moreover, it has exactly the same spectral properties as the original
operator. Theorem on similarity is a basis for the construction of a group of operators, whose generator is
the even-order differential operator with an involution. Using the previously obtained asymptotic formulas
for the eigenvalues, we establish the main result dealing with the asymptotic representation for this group of
operators. The group of operators allows us to introduce the notion of a weak solution for the corresponding
mixed problem for the even-order differential operator with an involution and also to justify the Fourier
method. In addition, using the representation of a group of operators, we obtain a explicit formula for a
weak solution of the mixed problem and estimates for this group.
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1. Introduction

We consider a homogeneous mixed problem for a parabolic equation

∂u(t, s)

∂t
= (−1)ki

∂2k u(t,−s)
∂s2k

− ip(s)u(t, s)− iq(s)u(t,−s),

u(0, s) = ϕ(s), t ∈ J , s ∈ [−1, 1],

(1.1)

with k > 1 and one of the following boundary conditions

(a) u(j)(t,−1) = u(j)(t, 1), j = 0, 1, . . . , 2k − 1, t ∈ J , (1.2)

(b) u(j)(t,−1) = −u(j)(t, 1), j = 0, 1, . . . , 2k − 1, t ∈ J , (1.3)
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project/23-11-00009/.

c© 2025 Polyakov, D. M.
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where by the symbol J we denote the intervals (−∞,∞), (−∞, β], (α, β), [α,∞). Assume
that these intervals contain zero. All derivative in conditions (a) and (b) are taken with respect
to the variable s. Moreover, the functions p and q belong to space L2(−1, 1).

The differential equation (1.1) contains a transformation of an involution. We recall
that an involution on a set X is a function ψ such that ψ(ψ(x)) = x on X. Usually the
simplest version of involution ψ(x) = −x is used. This type is called a reflection. But in the
last time the case of differential equations with involution of general type is also studied (see,
for example, [1]). In this paper we consider only the involution of the reflection. The terms
with a reflection in (1.1) have the following sense. We first differentiate the function u and
then we apply to it the operator of a reflection.

The mixed problems for the differential equations with an involution are studied
in [2–5] (see also the references therein). Note that these papers are devoted to the
differential equations and the corresponding operators of the first and second order. However,
recently there are manuscripts concerning higher order equations. The solvability of direct
and inverse problems for the higher-order differential equations with an involution is
investigated in [6–9]. The spectral properties for the higher-order operators with an involution
are considered in [10–16].

The main goal of this manuscript is to describe the solutions of the mixed problems
(1.1), (1.2) and (1.1), (1.3) with the corresponding group of operators. We obtain explicit form
of mild solutions and classical solutions for these mixed problems for the even-order differential
operator with an involution. We develop the ideas and methods from the manuscript [4], where
mixed problems for the first-order differential operators were studied.

We denote a linear space of functions u : J × [−1, 1] → L2(−1, 1) by C(J , L2(−1, 1)).
These functions s 7→ u(t, s) belong to L2(−1, 1) for any fixed t ∈ J . Moreover, a function
ũ : J → L2(−1, 1), ũ(t)(s) = u(t, s), t ∈ J , s ∈ [−1, 1], is a continuous function. The
function ũ is called associated with the function u and they will be identified.

Now we rewrite the problems (1.1), (1.2) and (1.1), (1.3) in the following form

ũ′t = iLθũ, ũ(0) = ϕ. (1.4)

The non-self-adjoint even-order differential operator with involution Lθ acting on the Hilbert
space L2(−1, 1) given by

(Lθy)(s) = (−1)ky(2k)(−s)− p(s)y(s)− q(s)y(−s), θ ∈ {0, 1},

where p and q are complex-valued coefficients and p, q ∈ L2(−1, 1). The operator Lθ is
determined on the domain

D(Lθ) =
{
y ∈W 2k

2 (−1, 1) : y satisfies conditions (a) or (b)
}
,

where

(a) periodic θ = 0 : y(j)(−1) = y(j)(1), j = 0, 1, . . . , 2k − 1,

(b) antiperiodic θ = 1 : y(j)(−1) = −y(j)(1), j = 0, 1, . . . , 2k − 1.

Obviously, the operators Lθ, θ ∈ {0, 1}, correspond to one of the mixed problems (1.1), (1.2)
or (1.1), (1.3). Therefore, the study of these mixed problems is reduced to the investigations
of the operator equation (1.4).

Now we formulate definitions related to the notion of a solution to the Cauchy
problem (1.4). Note that the following two definitions are equivalent.
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Definition 1. A classical solution to problem (1.4) is a function u : J × [−1, 1] →
L2(−1, 1) belonging to the space C(J , L2(−1, 1)) such that the associated function ũ :
J → L2(−1, 1) is continuously differentiable and satisfies the problem (1.4). Moreover,
ϕ ∈W 1

2 (−1, 1) and ũ(0) = ϕ.

Definition 2. A function u : J → L2(−1, 1) is called a mild solution of the
problem (1.4) if the function ũ is uniform limit on each bounded interval in J of classical
solutions (ũn), n > 1, with ũn(0) = ϕn ∈W 1

2 (−1, 1), n > 1, where limn→∞ ϕn = ϕ.

Our first main result is devoted to the representation of a solution for mixed problems
(1.1), (1.2) and (1.1), (1.3). In this case the theory of semigroups of operators plays a key
role in justification of the Fourier method. Note that the notions of the theory of semigroups
of operators can be found in [17]. The symbol B(L2(−1, 1)) stands for the space of bounded
linear operators acting in L2(−1, 1).

Theorem 1. The differential operator iLθ is a generator of some strongly continuous
group of operators Tθ : R → B(L2(−1, 1)). Each classical solution u ∈ C(J , L2(−1, 1))
of the problem (1.4) is defined by

u(t, s) = (Tθ(t)ϕ)(s), s ∈ [−1, 1], t ∈ J , (1.5)

where ϕ ∈ W 1
2 (−1, 1). Moreover, the mild solution has the form (1.5) for any function ϕ ∈

L2(−1, 1).

The second main result is devoted to the asymptotic representation of the group of
operators described in Theorem 1. It will be formulated in the next section after introducing
the necessary notations.

2. Proof of the Main Results

In order to obtain the form of mild solution of the problem (1.4) and the asymptotic
representation of the corresponding group of operators, we study the spectral properties of
the operator Lθ. This operator is represented as Lθ = L0

θ − B̃, where

(L0
θy)(s) = (−1)ky(2k)(−s), (B̃y)(s) = p(s)y(s) + q(s)y(−s).

The operator L0
θ with boundary conditions (a) and (b) and the domain D(L0

θ) = D(Lθ) is the
self-adjoint operator with compact resolvent. The eigenvalues µn,θ, n ∈ Z, of the operator L0

θ

are simple and have the form

µn,θ =

{
−
(
π
2 θ + πn

)2k
, n < 0,(

π
2θ + πn

)2k
, n > 0,

θ ∈ {0, 1}.

We enumerate these eigenvalues in the following way:

· · · < µ−n−1,θ < µ−n,θ < · · · < µ−1,θ < µ0,θ < µ1,θ < · · · < µn,θ < µn+1,θ < . . .

We associate the eigenfunctions en,θ(s) = sin
(
π
2 θ + πn

)
s, n < 0, with the eigenvalues µn,θ,

n < 0, and the eigenfunctions en,θ(s) = cos
(
π
2 θ + πn

)
s, n > 0, with the eigenvalues µn,θ,

n > 0. These eigenfunctions form an orthonormal basis for the space L2(−1, 1). The Riesz
projections Pn,θ, n ∈ Z, constructed from the set {µn,θ} are given by

Pn,θx = (x, en,θ)en,θ, n ∈ Z,
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for x ∈ L2(−1, 1). The symbol P(m),θ stands for the following projection P(m),θ =
∑m

j=−m Pj,θ

for every m ∈ Z+ = N ∪ {0}.
Now we formulate auxiliary results about orthogonal direct sum of operators. Let H be

an abstract complex Hilbert space. Recall that B(H ) is the space of bounded linear operators
acting in H . Introduce a two-sided ideal of the Hilbert-Schmidt operators S2(H ) in B(H )
with the norm ‖X‖2 for X ∈ S2(H ). Assume that the space H can be represent as a direct
sum of nontrivial closed subspaces Hn, n ∈ Z. Then

H =
⊕

n∈Z
Hn, (2.1)

where Hi and Hj are orthogonal as i 6= j, i, j ∈ Z, and x =
∑

n∈Z xn, xn ∈ Hn, ‖x‖2 =∑
n∈Z ‖xn‖2, for any vector x ∈ H . Therefore, there exists a resolution of identity by a system

of orthogonal projections Pn,θ, n ∈ Z. Moreover, these projections Pn,θ with ImPn,θ = Hn,
n ∈ Z, have the following properties

1) P ∗
n,θ = Pn,θ, n ∈ Z;

2) Pi,θPj,θ = 0 and P 2
i,θ = Pi,θ, as i 6= j, i, j ∈ Z;

3) the series
∑

n∈Z Pn,θx unconditionally converges to x ∈ H and ‖x‖2 =∑
n∈Z ‖Pn,θx‖2 =

∑
n∈Z ‖xn‖2, where xn = Pn,θx, n ∈ Z.

Definition 3. A linear closed operator A : D(A ) ⊂ H → H is called the orthogonal
direct sum of bounded operators An ∈ B(Hn), n ∈ Z, with respect to the decomposition
(2.1) and A =

⊕
n∈Z An, if the following conditions hold:

1) Hn ⊂ D(A ) = {x ∈ H :
∑

n∈Z ‖Anxn‖2 <∞, xn = Pn,θx, n ∈ Z};
2) A x =

∑
n∈Z Anxn, x ∈ D(A );

3) each subspace Hn, n ∈ Z, is invariant with respect to operators A and An, n ∈ Z.
Moreover, An is the restriction of operator A to Hn, n ∈ Z.

Now we formulate some preliminary results. The first theorem is devoted to similarity
of the operator Lθ. We denote the image of projections ImP(m),θ and ImPj,θ, |j| > m+1, by
H(m) and Hj , |j| > m+ 1, respectively.

Theorem 2. There exists m ∈ Z+ such that Lθ is similar to the operator L0
θ−B, where

B ∈ S2(L
2(−1, 1)). Moreover, the subspaces H(m) and Hj, |j| > m + 1, are invariant with

respect to the operator L0
θ −B and

Lθ = U






−m−1⊕

j=−∞

((
L0
θ

)
j
−Bj

)

⊕

((
L0
θ

)
(m)

−B(m)

)⊕



∞⊕

j=m+1

((
L0
θ

)
j
−Bj

)



U−1,

where (L0
θ)(m) − B(m) and (L0

θ)j − Bj are the restrictions of the operator L0
θ − B to the

subspaces H(m) and Hj , |j| > m + 1, respectively. This formula is considered with respect
to the orthogonal decomposition of space L2(−1, 1) in the following form

L2(−1, 1) = H(m)

⊕

 ⊕

|j|>m+1

Hj


 . (2.2)

The operator U ∈ B(L2(−1, 1)) is invertible and U = I +W , where W ∈ S2(L
2(−1, 1)).

The proof of this theorem can be found in [14, Theorem 2.1] and [15, Theorem 3.1].
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It follows from Theorem 2 that the spectrum σ(Lθ) of the operator Lθ coincides with
the union of its parts. The second preliminary result is devoted to eigenvalue asymptotics of
the operator Lθ. Using it, we describe the parts of spectrum σ(Lθ). In order to formulate this
result we introduce the Fourier coefficients of a function f ∈ L2(−1, 1) in the following form

f̂n =

1∫

−1

f(x)e−i2πnx dx, f̂cn,n =

1∫

−1

f(x) cos πnx dx, n ∈ Z.

Theorem 3. There exists m ∈ Z+ such that the spectrum of the operators Lθ, θ ∈
{0, 1}, can be represented as

σ(Lθ) = σ(m)

⋃

 ⋃

|n|>m+1

σn


 ,

where σ(m) is finite set with number of points not exceeding 2m+1 and σn = {λn,θ}. Moreover,
the eigenvalues λn,θ satisfy the asymptotics

λn,θ =

(
π

2
θ + πn

)2k

− 1

2

(
p̂0 + q̂0 + p̂cn,2n+θ + q̂cn,2n+θ

)
+ bn, n→ +∞,

λn,θ = −
(
π

2
θ + πn

)2k

− 1

2

(
p̂0 − q̂0 − p̂cn,2n+θ + q̂cn,2n+θ

)
+ bn, n→ −∞,

(2.3)

where bn = O(n−2k+1).
The proof of this theorem can be found in [14, Theorem 1.1].
Based on Theorems 2 and 3, we construct a group of operators Tθ : R → B(L2(−1, 1)).

These theorems imply that the operator Lθ is similar to the operator L0
θ − B, where B ∈

S2(L
2(−1, 1)), and the eigenvalues of this operator has the asymptotics (2.3). The Stone

theorem [18] shows that the operator iLθ is a generator of group of operators Tθ : R →
B(L2(−1, 1)) and the operator i(L0

θ − B) is a generator of group of operators T̃θ : R →
B(L2(−1, 1)). Moreover, Tθ(t) = UT̃θ(t)U

−1, t ∈ R, where U is defined by Theorem 2.
Let m ∈ Z+ be large enough. Using again Theorem 2, we obtain the following represen-

tation

Tθ(t) = UT̃θ(t)U
−1 = U




−m−1⊕

j=−∞
eiλj,θt

⊕
e
i
((

L0
θ

)
(m)

−B(m)

)
t

∞⊕

j=m+1

eiλj,θt


U−1, t ∈ R,

(2.4)
with respect to the U -orthogonal decomposition (2.2). The restriction (L0

θ)(m)−B(m) and the
asymptotics of eigenvalues λn,θ are given by Theorem 2 and 3, respectively.

Therefore, we get the following result.

Theorem 4. The operator iLθ is a generator of a strongly continuous group of
operators Tθ : R → B(L2(−1, 1)). There exists m ∈ Z+ such that the group Tθ : R →
B(L2(−1, 1)) is similar to the group T̃θ : R → B(L2(−1, 1)). Moreover, this group satisfies
the representation (2.4), where the operator of transformation U ∈ B(L2(−1, 1)) is defined
by in Theorem 2.

⊳ Proof of Theorem 1. The statement of this theorem on representation of classical
and mild solutions to problem (1.4) follows from the general theory of semigroups of operators
and Theorems 2 and 4. ⊲
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Remark 1. The formula (2.4) gives immediately the following representation

Tθ(t)x = e
i
((

L0
θ

)
(m)

−B(m)

)
t
P(m),θx+

∑

|j|>m+1

eiλj,θtPj,θx, x ∈ L2(−1, 1). (2.5)

Finally, we prove the second main result about the estimates for corresponding group of
operators Tθ. We introduce sequences ζl = ‖UPl,θ‖2, l ∈ Z, and αm = sup|j|>m |bj |, m ∈ Z+.
Note that the sequence (bm) is square summable and limm→∞ αm = 0.

Theorem 5. Let a number m ∈ Z+ and the operator U be defined as in Theorem 2
and ψ = U−1ϕ. Then the following estimate holds:
∥∥∥∥∥∥
Tθ(t)ϕ− Uei((L

0
θ)(m)−B(m))tP(m),θψ −

∑

m+16|j|6N

Ueiλj,θtPj,θψ

∥∥∥∥∥∥
2

6 eαN+1|t|


 ∑

|j|>N+1

ζ2j ‖ψ‖2



1/2

for N > m, t ∈ R, and any function ϕ ∈ L2(−1, 1).

⊳ Let N > 0 be large enough and ϕ ∈ L2(−1, 1). The formula (2.5) gives

Tθ(t)ϕ = Uei((L
0
θ)(m)−B(m))tP(m),θψ + U

∑

|j|>m+1

eiλj,θtPj,θψ, m ∈ Z+.

Using the formulas (2.3) and the Hölder inequality, we obtain
∥∥∥∥∥∥
Tθ(t)ϕ− Uei((L

0
θ)(m)−B(m))tP(m),θψ −

∑

m+16|j|6N

Ueiλj,θtPj,θψ

∥∥∥∥∥∥
2

6




∑

|j|>N+1

|e2iλj,θt−2bjt|




1/2


∑

|j|>N+1

ζ2j ‖ψ‖2



1/2

6 eαN+1|t|




∑

|j|>N+1

ζ2j ‖ψ‖2



1/2

for N > m, t ∈ R. The proof is complete. ⊲
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ЧЕТНОГО ПОРЯДКА С ИНВОЛЮЦИЕЙ
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Аннотация. В настоящей работе изучается смешанная задача для дифференциального уравне-
ния четного порядка с инволюцией. Данная задача записывается с помощью соответствующего диф-
ференциального оператора с инволюцией, действующего в пространстве интегрируемых с квадратом
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модуля функций на отрезке. Используя метод, основанный на подобии операторов, мы преобразуем рас-
сматриваемый оператор в оператор, который является ортогональной прямой суммой оператора конеч-
ного ранга и операторов ранга 1. При этом он обладает точно такими же спектральными свойствами, что
и исходный оператор. Теорема о подобии служит основанием для построения группы операторов, генера-
тором которой является исходный оператор. Кроме того, используя ранее полученные асимптотические
формулы для собственных значений, мы установим основной результат, связанный с асимптотическими
формулами для построенной группы операторов. Соответствующая группа операторов позволяет ввести
понятие слабого решения для смешанной задачи с дифференциальным оператором четного порядка с
инволюцией, а также обосновать метод Фурье. Кроме того, с помощью представления группы операто-
ров будет выписана конкретная формула для слабого решения рассматриваемой смешанной задачи и
получены соответствующие оценки на эту группу.

Ключевые слова: спектр, дифференциальный оператор четного порядка, инволюция, смешан-
ная задача, группа операторов.
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Аннотация. В связи с развивающимися потребностями океанологии и прикладной геофизики воз-
растает интерес к задачам о распространении волн в стратифицированных жидкостях. Однако боль-
шинство исследований по динамике волн в данном классе жидкостей, как правило, опираются на
модель идеальной несжимаемой стратифицированной жидкости. Эффекты сжимаемости обычно
исключаются из рассмотрения. Ранее автором изучалась начально-краевая задача о малых движе-
ниях сжимаемой идеальной стратифицированной жидкости, целиком заполняющей неподвижный
контейнер. Данная задача сводилась к задаче Коши для дифференциально-операторного уравне-
ния второго порядка в ортогональной сумме некоторых гильбертовых пространств. С полученным
уравнением ассоциировалось уравнение с замкнутым оператором. Применение метода операторных
блок-матриц, а также теории абстрактных дифференциальных уравнений позволило найти доста-
точные условия существования решения соответствующей задачи. В представленной работе исследу-
ется соответствующая задача о собственных колебаниях данной гидросистемы. Предполагается, что
квадрат частоты колебаний данной гидросистемы превосходит квадрат частоты Вейсяля — Брента.
Данный случай в классификация из монографии С. А. Габова, А. Г. Свешникова носит название
«случай акустических волн». Задача исследуется на основе подхода, связанного с применением так
называемой спектральной теории операторных пучков (оператор-функций). Используя факториза-
цию операторного пучка (к которому сводится исходная задача) относительно окружности, с помо-
щью теоремы М. В. Келдыша получено утверждение о полноте и минимальности системы корневых
элементов. Далее доказано, что соответствующая система образует так называемый базис Рисса в
гильбертовом пространстве. Изучаются свойства полученных акустических волн. Для мод колебаний
этих волн составляющая x решения (x, z) принадлежит вихревому подпространству (асимптотиче-
ски стремится к нулю), а составляющая z асимптотически удовлетворяет определенному уравнению
акустических волн.

Ключевые слова: эффект стратификации в идеальных жидкостях, сжимаемая жидкость, спек-
тральная задача.
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1. Введение

Исследование многих задач гидродинамики идеальной несжимаемой жидкости
проводится методами функционального анализа. Общие идеи применяемых методов
можно найти, например, в [1]. Не обошлись без внимания и линейные задачи о колеба-
ниях идеальной сжимаемой жидкости. В монографии С. А. Габова, А. Г. Свешникова [2]
приводится система уравнений [2, c. 271], которая описывает малые движения идеальной
сжимаемой стратифицированной жидкости (см. подробнее (2), (3)).

c© 2025 Цветков Д. О.
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Полученная система уравнений изучается при ряде предположений. Квадрат ча-
стоты плавучести N2(x3) удовлетворяет условиям

0 < N2
min 6 N2(x3) 6 N2

max <∞,

N2(x3) := N2
0 −

(g
c

)2
, N2

0 := −gρ
′(x3)

ρ0(x3)
.

(1)

Это условие означает устойчивость рассматриваемого распределения плотности ρ0(x3)
в жидкости и отсутствие конвективных движений [3, c. 94]. Величина c, равная по сво-
ему смыслу скорости звука, является постоянной величиной. В [3, c. 277, пример 12.10]
отмечается, что такое предположение допустимо для некоторых видов стратифициро-
ванных сред. Отметим работы [4–6], а также диссертацию на соискание степени доктора
физико-математических наук С. Е. Холодовой [7, гл. 6], где рассматривалась аналогич-
ная модель.

Сформулированная система уравнений с краевыми и начальными условиями в [2]
была сведена к одному дифференциальному уравнению четвертого порядка и последую-
щему его изучению. На основе полученных результатов были установлены характерные
свойства процесса распространения волн в сжимаемой стратифицированной жидкости.
В частности, была проведена классификация типов установившихся волновых движений.
Эта классификация основана на сравнении типов уравнений для амплитудных функций
установившихся волн и характера фундаментальных решений, отвечающих этим урав-
нениям [2, c. 279–284]. В данной работе изучается задача о собственных колебаниях сжи-
маемой идеальной стратифицированной жидкости, целиком заполняющей неподвижный
контейнер. Предполагается, что величина частоты ω2 установившихся колебаний превос-
ходит N2(x3), данный случай в классификации [2] получил название «случай акустиче-
ских волн». Кроме того, считаем, что плотность в невозмущенном стационарном состо-
янии является функцией лишь x3 (в отличие от [2], где функция плотности является
экспоненциальной).

Даже в рамках такой постановки возникает непростая математическая задача, что
определяет самостоятельный интерес к ее изучению. Отметим также, что представлен-
ная работа является продолжением работы [8], в которой исследовалась задача о малых
движениях соответствующей гидросистемы. Исследование проводились на основе под-
хода, отличного от упомянутого в [2]. А именно, исходная начально-краевая задача сво-
дилась к задаче Коши для дифференциально-операторного уравнения второго порядка
в ортогональной сумме некоторых гильбертовых пространств. С полученным уравнени-
ем ассоциировалось уравнение с замкнутым оператором. Используя теорию полугрупп,
были найдены достаточные условия существования решения соответствующей задачи.

Изложение в работе проведено по следующей схеме. После введения во втором
параграфе формулируется постановка как исходной начально-краевой задачи, так и ее
операторная формулировка. В третьем параграфе непосредственно изучается задача о
собственных колебаниях исходной гидросистемы.

2. Постановка начально-краевой задачи,
операторная формулировка задачи

Пусть неподвижный контейнер целиком заполнен идеальной сжимаемой жидко-
стью. Жидкость предполагается стратифицированной, т. е. ее плотность в состоянии
покоя изменяется вдоль вертикальной оси Ox3 по закону ρ0 = ρ0(x3). Область, занятую
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жидкостью, обозначим через Ω, а ее границу (твердую стенку) — через ∂Ω. Считаем,
что система находится под действием силы тяжести с ускорением ~g = −g~e3, где ~e3 — орт
оси Ox3.

Будем рассматривать основной случай устойчивой стратификации жидкости по
плотности (1), а также предполагать, что величина c является постоянной величиной.

Рассмотрим малые движения жидкости, близкие к состоянию покоя. Обозначим че-
рез ~u = ~u(t, x) поле скорости в жидкости, p = p(t, x) — отклонение поля давлений от рав-
новесного давления, ρ = ρ(t, x) — отклонения поля плотности от исходного поля ρ0(x3),
а через ~f(t, x) — малое поле внешних массовых сил. Тогда малые движения исходной
системы описываются в следующей начально-краевой задачей [2, c. 271]:

∂~u

∂t
= ρ−1

0 (x3)
(
−∇p− gρ~e3

)
+ ~f(t, x),

∂ρ

∂t
+ ρ′0(x3)u3 + ρ0(x3) div ~u = 0 (в Ω), (2)

u3 := ~u · ~e3,
∂ρ

∂t
= c−2 ∂p

∂t
+ ρ0(x3)

N2(x3)

g
u3 (в Ω), (3)

~u · ~n =: un = 0 (на ∂Ω), ~u(0, x) = ~u 0(x), ρ(0, x) = ρ0(x), p(0, x) = p0(x).

Для перехода к операторной формулировке задачи введем основные пространства.
Свяжем с функцией ρ0 = ρ0(x3) пространство ~L2(Ω, ρ0) c нормой следующего вида:

∥∥~v
∥∥2
~L2(Ω,ρ0)

=

∫

Ω

ρ0
∣∣~v(x)

∣∣2 dΩ.

В силу свойств функции ρ0 = ρ0(x3), нормы в пространствах ~L2(Ω, ρ0) и ~L2(Ω) эк-
вивалентны, а значит ~L2(Ω, ρ0) — гильбертово. Можно проверить, что имеет место раз-
ложение (аналог разложения Г. Вейля пространства векторных полей ~L2(Ω) [1, c. 118]):

~L2(Ω, ρ0) = ~J0(Ω, ρ0)⊕ ~G(Ω, ρ0), ~G(Ω, ρ0) =

{
~v ∈ ~L2(Ω, ρ0) : ~v = ρ−1

0 ∇Φ,

∫

Ω

Φ dΩ = 0

}
,

~J0(Ω, ρ0) =
{
~v ∈ ~L2(Ω, ρ0) : div~v = 0 (в Ω), vn = 0 (на ∂Ω)

}
.

Откуда следует, что ~v(t, x) ∈ ~L2(Ω, ρ0) можно представить в виде

~v = ~w + ρ−1
0 ∇Φ, ~w ∈ ~J0(Ω, ρ0), ρ−1

0 Φ ∈ ~G(Ω, ρ0).

Отметим важное обстоятельство, что в полученной начально-краевой задаче мож-
но исключить две искомые функции — поле плотности ρ(t, x) и поле давления p(t, x), если
ввести взамен поля скорости ~u(t, x) поле малых смещений частиц жидкости ~v(t, x), свя-
занных с ~u(t, x) соотношениями ∂~v/∂t = ~u. Далее, путем проектирования уравнений по-
лученной начальной-краевой задачи на введенные функциональные пространства можно
перейти к задаче Коши для дифференциального уравнения второго порядка (см. подроб-
нее [8]):

X
′′

(t) + BA X (t) = F (t), X (0) = X 0, X ′(0) = X 1. (4)

Здесь X = X (t) = (~w; ρ−1
0 ∇Φ)τ — искомая функция переменной t со значениями

в гильбертовом пространстве H := ~J0(Ω, ρ0)⊕ ~G(Ω, ρ0) (индекс (. . .)τ означает операцию
транспонирования матрицы), F (t) выражается через ~f(t, x), оператор BA представим
в виде:

BA =

(
I 0

0 A
1
2

)
·
(
B11 Q
Q∗ M + I

)
·
(
I 0

0 A
1
2

)
,
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D(BA ) =
{(
~w, ρ−1

0 ∇Φ
)t

: A− 1
2Q∗ ~w + ρ−1

0 ∇Φ ∈ D(A)
}
,

Q ∈ L
(
~G(Ω, ρ0), ~J0(Ω, ρ0)

)
, M ∈ S∞

(
~G(Ω, ρ0)

)
, B11 ∈ L

(
~J0(Ω, ρ0)

)
,

оператор A является самосопряженным и положительно определенным в ~G(Ω, ρ0), при
этом A−1 ∈ Sp( ~G(Ω, ρ0)), p > 3/2; через L и S обозначены пространства ограниченных
и компактных операторов соответственно.

Замечание 1. В работе [8] установлено, что если выполнены следующие условия

X 0 ∈ D(BA ), X 1 ∈ D
(
B

1/2
A

)
, F (t) ∈ C1(R+;H ),

тогда задача Коши (4) имеет сильное решение. Иначе, такую функцию X (t), для ко-
торой выполнены условия X (t) ∈ C2(R+;H ) ∩ C(R+;D(BA )); выполнено уравнение и
начальные условия из (4).

3. О свойствах акустических волн

Рассмотрим проблему собственных колебаний идеальной стратифицированной
сжимаемой жидкости, полностью заполняющей контейнер произвольной формы. Таки-
ми колебаниями называют решения однородного уравнения (4), зависящее от времени t
по закону

X (t) = eiωtX , X ∈ H = ~J0(Ω, ρ0)⊕ ~G(Ω, ρ0),

где ω — неизвестная частота колебаний гидросистемы, а X 6= 0 — амплитудный элемент
или мода колебаний.

Для амплитудных элементов X из (4) получаем спектральную задачу

λX = BA X , λ := ω2, X =
(
~ω; ρ−1

0 ∇Φ
)τ
. (5)

Отметим, что поскольку самосопряженный оператор BA > 0, то спектр этого оператора
вещественный и неотрицательный.

Будем считать, что в (5) выполнено условие λ > N2
0 . Тогда, записав (5) в компонен-

тах, сделав замену A−1/2z = ρ−1
0 ∇Φ и применив ко второму уравнению оператор A−1/2,

придем к системе уравнений
(
I − λ−1B11

)
~w = λ−1Qz, Q∗ ~w + (M + I)z = λA−1z. (6)

В силу предположения λ > N2
0 и оценки ‖B11‖ 6 N2

0 (см. [8]), можно в (6) исключить ~w,
так как I − λ−1B11 обратим, и получить уравнение для z:

L(λ)z :=
(
I +M − λA−1 + λ−1F0(λ)

)
z = 0, λ > N2

0 ,

F0(λ) := Q∗R(λ)Q, R(λ) :=
(
I − λ−1B11

)−1
.

(7)

Осуществим в (7) замену λ = µ−1 и умножим обе части на µ:

M(µ)z := µL
(
µ−1

)
z =

(
µI −A−1 −B(µ)

)
z = 0, B(µ) = −µM − µ2F0

(
µ−1

)
. (8)

Замечание 2. Рассмотрим оператор-функцию вида

L(λ) := λI −A−B(λ), B(λ) :=

∞∑

k=1

Bkλ
k, |λ| < r,

A = A∗ ∈ L (E), Bk = B∗
k ∈ L (E), k = 1, 2, . . .

(9)
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Приведем условия факторизации оператор-функции указанного вида относительно
окружности (см. [1, c. 70]). Пусть для некоторого t ∈ (0, r) выполнено условие

‖A‖ t−1 +

∞∑

k=1

‖Bk‖ tk−1 < 1.

Тогда оператор-функция L(λ) допускает спектральную факторизацию (частич-
ную линеаризацию) вида L(λ) = A+(λ)(λI − Z), где спектр σ(Z) ⊂ {λ ∈ C : |λ| < t},
а A+(λ) — голоморфная и голоморфно обратимая оператор-функция в замкнутом круге
{λ ∈ C : |λ| 6 t}.

С учетом сказанного, для операторного пучка (8) возникла задача вида (9), так
как F0(µ

−1) является голоморфной функцией относительно µ:

F0

(
µ−1

)
=

∞∑

k=0

µkFk, Fk = Q∗Bk
11Q = F ∗

k .

Лемма 1. При |µ| = t < N−2
0 для M(µ) имеет место оценка

∥∥A−1
∥∥ t−1 +

∞∑

k=1

‖Bk‖ tk−1
6
∥∥A−1

∥∥ t−1 + JN−2
0

(
1− tN2

0

)−1
,

J :=
(∥∥A−1

∥∥ 1
2 N2

0 +
g

c
K
)2
,

где Bk — операторные коэффициенты голоморфной функции B(µ), K — константа из
оценки нормы оператора M .

⊳ Для доказательства данного утверждения воспользуемся следующими результа-
тами (следующими из [8], см. подробнее доказательство леммы 4):

M = A− 1
2 (B22 +A22)A

− 1
2 , ‖B22‖ 6 N2

0 ,

∥∥A22A
− 1

2

∥∥ 6
g

c
K
∥∥A−1

∥∥ 1
2 , ‖Q‖ 6

∥∥A−1
∥∥ 1

2 N2
0 +

g

c
.

С учетом представления (8) имеем

B(µ) = −µM − µ2F0

(
µ−1

)
= −µ

(
A− 1

2B22A
− 1

2 +A− 1
2A22A

− 1
2
)
− µ2

∞∑

k=0

µkFk

= −µ
(
A− 1

2B22A
− 1

2 +A− 1
2A22A

− 1
2
)
− µ2

(
F0 + µF1 + µ2F2 + . . .

)

=: −µB1 − µ2B2 − µ3B3 − . . .

Для операторных коэффициентов функции B(µ) выполнены следующие оценки:

‖B1‖ 6
∥∥A− 1

2B22A
− 1

2

∥∥+
∥∥A− 1

2A22A
− 1

2

∥∥ 6 N2
0

∥∥A−1
∥∥+ 2g

c
K
∥∥A−1

∥∥ 1
2 6 JN−2

0 ,

J :=
(∥∥A−1

∥∥ 1
2 N2

0 +
g

c
·K
)2
, ‖Bk‖ =

∥∥Q∗Bk−2
11 Q

∥∥ 6
(
N2

0

)k−2
J, k = 2, 3, . . .
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Таким образом,

∥∥A−1
∥∥ t−1 +

∞∑

k=1

‖Bk‖ tk−1
6
∥∥A−1

∥∥ t−1 + JN−2
0

(
1 +N2

0 t+
(
N2

0

)2
t2 + . . .

)

=

∥∥A−1
∥∥

t
+

J

N2
0

1

1−N2
0 · t . �

Следствием этой леммы и замечания 2 является такой факт.

Лемма 2. Пусть выполнено условие

D := 4
((g

c

)2
K −N2

0

) ∥∥A−1
∥∥+ 4

g

c
K
∥∥A−1

∥∥ 1
2 m+m2

> 0, m := N−2
0

(g
c

)2
− 1,

для выполнения которого достаточно потребовать

∥∥A−1
∥∥ 6

(N0 − g
c K)2

4N4
0

⇐⇒ λ1(A) >
4N4

0

(N0 − g
c K)2

. (10)

Тогда операторный пучок L(λ) из (7) допускает спектральную факторизацию

L(λ) = L+(λ)(I − λZ); (11)

при этом L+(λ) голоморфна и голоморфна обратима при |λ| > t−1 для любого t ∈ (0, t+),

t+ :=
1− 2 g

c K
∥∥A−1

∥∥ 1
2 −N−2

0

( g
c

)2
K2 +

√
D

2N2
0

, (12)

а спектр пучка I − λZ обладает свойством σ ⊂ (t−1,+∞).

⊳ Пусть для пучка M(µ) из (8) выполнено условие

∥∥A−1
∥∥ t−1 +

∞∑

k=1

‖Bk‖ tk−1
6
∥∥A−1

∥∥ t−1 + JN−2
0

(
1−N2

0 t
)−1

< 1,

которое равносильно неравенству

N2
0 t

2 +
(
N−2

0 J −N2
0

∥∥A−1
∥∥− 1

)
t+

∥∥A−1
∥∥ < 0.

Непосредственно проверяется, что при выполнении условия (10), появляется воз-
можность для спектральной факторизации:

M(µ) =M+(µ)(µI − Z), |µ| 6 t ∈ (0, t+), (13)

где t+ определяется из (12). После деления на µ и обратной замены µ = λ−1 приходим
к разложению (11), где L+(λ) :=M+(λ

−1). Согласно замечанию 2 оператор-функция
M+(µ) голоморфна и голоморфна обратима при |µ| 6 t, откуда получаем, что L+(λ)
голоморфна и голоморфна обратима при |λ| > t−1 > N2

0 . Из того же предложения и до-
казанного факта, что спектр задачи вещественный и неотрицательный, имеем последнее
утверждение леммы. ⊲

Лемма 3. Оператор Z из (11) имеет структуру

Z = (I + S)A−1, S ∈ S∞
(
~G(Ω, ρ0)

)
, (I + S)−1 ∈ L

(
~G(Ω, ρ0)

)
. (14)
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⊳ Пусть голоморфная оператор-функция M+(µ), отвечающая разложению (13),
имеет вид

M+(λ) =
∞∑

j=0

M+
j µ

j, M+
j ∈ L

(
~G(Ω, ρ0)

)
, j = 0, 1, . . .

Тогда тождество (13) с учетом (8) будет выглядеть следующим образом:

µI −A−1 + µM + µ2
∞∑

k=0

µkFk =

( ∞∑

j=0

M+
j µ

j

)
(µI − Z).

Приравнивание коэффициентов при µ0 и µ1 приводит к соотношениям

A−1 =M+
0 Z, I +M =M+

0 −M+
1 Z. (15)

Так как функция M+(µ) голоморфно обратима при |µ| 6 t, то оператор
M+

0 =M+(0) имеет ограниченный обратный: (M+
0 )−1. Поэтому из первого соотноше-

ния (15) устанавливаем, что Z = (M+
0 )−1A−1 ∈ S( ~G(Ω, ρ0)). Далее, второе соотноше-

ние (15) показывает, что

M+
0 = I + (M +M+

1 Z) =: I + T0, T0 ∈ S∞
(
~G(Ω, ρ0)

)
.

Отсюда по теореме Фредгольма получаем, что
(
M+

0

)−1
= I + S, S ∈ S∞

(
~G(Ω, ρ0)

)
. �

Замечание 3 (Теорема М. В. Келдыша [9, c. 314; 10, c. 20]). Пусть выполнены
условия

Z = A(I + S), A = A∗ ∈ Sp(E), 0 < p < +∞, S ∈ S∞(E).

Тогда справедливо следующее утверждение. Если KerZ = {0}, то система корневых эле-
ментов оператора Z полна в гильбертовом пространстве E.

Доказательство теоремы М. В. Келдыша, а также более общих теорем о кратной
полноте системы корневых элементов полиномиальных операторных пучков можно най-
ти в монографиях И. Ц. Гохберга и М. Г. Крейна [9], А. С. Маркуса [10].

Отметим, что условие KerZ = {0} равносильно тому, что оператор I + S обратим
(и тогда обратный ограничен), а также тому, что KerA = {0}. Более того, при выполне-
нии условий теоремы М. В. Келдыша можно также утверждать, что система корневых
элементов сопряженного оператора Z∗ = (I + S∗)A тоже полна в E.

Лемма 3 и замечание 3 позволяют доказать следующую теорему.

Теорема 1. Если выполнено условие (10), тогда задача (7) имеет дискретный
спектр {λk}∞k=1 ⊂ R+, λk = (λk(Z))

−1, состоящий из конечнократных собственных зна-
чений с предельной точкой λ = +∞. Собственные элементы {zk}∞k=1, zk = zk(Z), отвеча-
ющие собственным значениям {λk}∞k=1 ⊂ [(t+)

−1,+∞) (см. (12)), образуют систему век-

торов, полную и минимальную в пространстве ~G(Ω, ρ0).

⊳ При выполнении условия (10), согласно лемме 2, имеет место спектральная фак-
торизация (11), причем по лемме 3 фактор Z имеет структуру (14). Так как в (11) первый
сомножитель L+(λ) при λ > t−1 > (t+)

−1 обратим, то в этой области спектры операторов
L(λ) и I − λZ совпадают. Таким образом, приходим к спектральной задаче

Zz = µz, Z = (I + S)A−1, 0 6 µ = λ−1 < t. (16)
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Задача (16) есть задача на собственные значения для слабовозмущенного самосопряжен-
ного оператора Z (см. лемму 3), к которой применима теорема М. В. Келдыша (замеча-
ние 3).

Действительно, оператор A−1 ∈ Sp( ~G(Ω, ρ0)), а оператор I + S, как доказано выше,
обратим и S ∈ S∞( ~G(Ω, ρ0)). Поэтому из теоремы М. В. Келдыша следует, что система
корневых элементов задачи (16), а потому и задачи (13), отвечающая собственным зна-
чениям из открытого круга |µ| < t, полна в ~G(Ω, ρ0). Кроме того, эта система обладает
свойством минимальности в ~G(Ω, ρ0), поскольку (16) — задача на собственные значе-
ния для линейного пучка, когда свойство переполнения (не минимальности) корневых
элементов не имеет места.

Так как задачи (7), (16) не имеют присоединенных векторов (проверяется непосред-
ственно), то отсюда следует, что система собственных векторов {zk}∞k=1 операторного
пучка L(λ), отвечающая дискретному спектру

{λk}∞k=1 ⊂
[
(t+)

−1,+∞
)
, λk = (λk(Z))

−1 → +∞ (k → ∞),

полна и минимальна в пространстве ~G(Ω, ρ0). ⊲
Так как операторные пучки (7) и (8) обладают свойством самосопряженности, т. е.

например, (M(µ))∗ =M(µ), |µ| < t, то можно использовать построения, которые связаны
с наличием у таких пучков симметризатора F для фактора Z из (11), (14).

Введем оператор (интегрирование ведется против часовой стрелки)

F :=
1

2πi

∮

|µ|=t

M−1(µ) dµ. (17)

Лемма 4. Оператор F из (17) является положительно определенным и ограничен-
ным в ~G(Ω, ρ0), симметризует справа фактор Z из (11), (14), т. е. (ZF )∗ = ZF .

⊳ Доказательства проводятся по аналогии с соответствующими утверждениями
для операторного пучка общего вида (9) (см., например, [11, c. 87–89]). Для целостности
рассуждений приведем ее.

I этап. Заметим сначала, что F ∈ L ( ~G(Ω, ρ0)) как интеграл от непрерывной функ-
ции M−1(µ), заданной на кривой {µ ∈ C : |µ| = t} конечной длины.

Проверим свойство F ∗ = F . Действительно, из (17) имеем

F ∗ := − 1

2πi

∮

|µ̄|=t

(
M−1(µ̄)

)∗
dµ̄ = − 1

2πi

∮

|µ̄|=t

M−1(µ̄) dµ̄.

Осуществляя здесь замену µ̄ 7−→ µ, т. е. переходя от интегрирования по часовой стрел-
ке к интегрированию против часовой стрелки, получим по свойствам криволинейных
интегралов

F ∗ :=
1

2πi

∮

|µ|=t

M−1(µ) dµ = F.

Убедимся, что F симметризует оператор Z справа. Имеем

ZF = Z




1

2πi

∮

|µ|=t

M−1(µ) dµ


 =

1

2πi

∮

|µ|=t

(Z − µI)M−1(µ) dµ+
1

2πi

∮

|µ|=t

µM−1(µ) dµ

=
−1

2πi

∮

|µ|=t

M−1
+ (µ) dµ +

1

2πi

∮

|µ|=t

µM−1(µ) dµ =
1

2πi

∮

|µ|=t

µM−1(µ) dµ := F0.
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Так как M−1
+ (µ) голоморфна в круге {µ ∈ C : |µ| 6 t}, то интеграл от нее по теореме

Коши равен нулю, а оставшийся интеграл является самосопряженным оператором. Этот
последний факт доказывается так же, как выше приведенное рассуждение для F . Окон-
чательно получаем ZF = F1 = F ∗

1 = (ZF )∗.
II этап. Докажем, что оператор F положительно определен. Введем обозначение:

M0(µ) := µ−1M(µ) = I − µ−1A−1 −
∑

µk−1Bk, k = 1, 2, . . .

Если выполнено условие |µ| = t ∈ (0, t+), тогда справедлива оценка

∣∣((M0(µ)− I)z, z)
∣∣ =

∣∣∣
((

− µ−1A−1 −
∑

µk−1Bk

)
z, z
)∣∣∣

6

(∥∥A−1
∥∥ t−1 + JN−2

0

(
1− tN2

0

)−1
)
‖z‖2 := δ(t) ‖z‖2 < ‖z‖2.

(18)

Далее, при любом z ∈ ~G(Ω, ρ0) и µ с |µ| = t, в силу F ∗ = F , имеем

(Fz, z) = Re(Fz, z) = Re




1

2πi

∮

|µ|=t

(
M−1(µ)z, z

)
dµ


 = Re


 1

2π

2π∫

0

(
M−1

0 (teiθ)z, z
)
dθ


 ,

в последнем проведена замена µ = teiθ, dµ = iteiθdθ.
Введем еще функцию ψ(θ) := M−1

0 (teiθ)z, с учетом (18) получим

(Fz, z) = Re


 1

2π

2π∫

0

(
M−1

0

(
teiθ
)
z, z
)
dθ


 = Re


 1

2π

2π∫

0

(
ψ(θ),M0

(
teiθ
)
ψ(θ)

)
dθ




= Re


 1

2π

2π∫

0

[(
ψ(θ),

(
M0

(
teiθ
)
− I
)
ψ(θ)

)
+ ‖ψ(θ)‖2

]
dθ




>
1

2π

2π∫

0

(1− δ(t)) ‖ψ(θ)‖2dθ > (1− δ(t)) ρ2(t) ‖z‖2 = c ‖z‖2,

где c = c(t) := (1− δ(t))ρ2(t) > 0. В последнем переходе использовано неравенство

‖ψ(θ)‖ > ρ(t) ‖z‖, ρ(t) :=

(
max
|µ|=t

‖M0(µ)‖
)−1

. �

Воспользуемся теперь наличием симметризатора F у оператора спектральной за-
дачи (16), а также леммой 4.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 собственные элементы {zk}∞k=1 задачи (7), от-
вечающие собственным значениям {λk}∞k=1 из интервала [(t+)

−1,+∞), образуют базис

Рисса в пространстве ~G(Ω, ρ0): zk = F 1/2ψk, k = 1, 2, . . . , где {ψk}∞k=1 — ортонормиро-
ванный базис, составленный из собственных элементов самосопряженного компактного
оператора F−1/2(ZF )F−1/2.

⊳ При выполнении условия (10), как и в теореме 1, приходим к спектральной
задаче (16). Осуществим в (16) замену z = F 1/2ψ, ψ = F−1/2z, где F — симметризатор
фактора Z. Подействуем на обе части (16) оператором F−1/2. Возникнет задача

Kψ := F− 1
2 (ZF )F− 1

2ψ = µψ. (19)
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Поскольку здесь оператор ZF самосопряжен и вполне непрерывен, так как F−1/2,
F 1/2 ∈ L ( ~G(Ω, ρ0)) и Z ∈ S∞( ~G(Ω, ρ0)), а его ядро нулевое, то (19) есть задача на соб-
ственные значения для полного самосопряженного оператора K. Поэтому, согласно тео-
реме Гильберта — Шмидта, она имеет в качестве решений множество собственных эле-
ментов {ψk}∞k=1 оператора K, образующее ортонормированный базис в ~G(Ω, ρ0). А зна-
чит, элементы {zk}∞k=1, zk = F 1/2ψk, являющиеся решениями задачи (16), образуют базис
Рисса в ~G(Ω, ρ0). ⊲

Лемма 5. На интервале (N2
0 ,+∞) собственные значения λ = λk задачи (7) при

k → ∞ имеют асимптотическое поведение

λk = λk(A)[1 + o(1)] = c
−2/3
A λ

2/3
k [1 + o(1)], k → ∞. (20)

⊳ В операторном пучке (7) оператор-функция λ−1F0(λ) голоморфна при |λ| > N2
0

и аннулируется на бесконечности, собственные числа λk(A−1) оператора A−1 имеют сте-
пенную асимптотику (см. подробнее лемму 3 из работы [4]). Таким образом, собственные
числа λk задачи (7) и укороченной задачи (I − λA−1)z = 0 имеют одинаковое асимпто-
тическое поведение при k → ∞ (по теореме Маркуса — Мацаева, см. [1, c.71]). Отсюда
следует утверждение леммы. ⊲

4. Заключение

В работе исследуется задача о собственных колебаниях сжимаемой идеальной стра-
тифицированной жидкости, целиком заполняющей неподвижный контейнер. Предпола-
гается, что квадрат частоты колебаний данной гидросистемы превосходит квадрат ча-
стоты Вейсяля — Брента. Данный случай в классификации из монографии [2] носит
названия «случай акустических волн». Задача исследуется на основе подхода, связанно-
го с применением так называемой спектральной теории операторных пучков (оператор-
функций). Изучаются свойства полученных акустических волн. Для мод колебаний этих
волн составляющая ~wk решения (~wk; zk)

τ , принадлежащая вихревому подпространству
~J0(Ω, ρ0), асимптотически стремится к нулю (‖~wk‖Ω → 0, k → ∞), а составляющая zk
асимптотически (при k → ∞) удовлетворяет уравнению (20). Доказано свойство полно-
ты и базисности совокупности мод акустических волн.

В заключение отметим, если λ ∈ [0, N2
0 ] ⊂ R+, то для существования внутренних

волн (обусловленных ниличием сил плавучести) достаточно доказать, что в задаче (5)
отрезок [0, N2

0 ] принадлежит предельному спектру этой задачи. Однако, здесь возника-
ет задача на собственные значения для самосопряженного оператора возмущенным не
компактным (как в случае несжимаемой жидкости), а только ограниченным операто-
ром. Последнее не позволяет применить теорему Вейля об устойчивости существенного
спектра. Таким образом, пока остается открытым вопрос о том, что квадрат частот внут-
ренних волн образует множество [0, N2

0 ].
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29 мая 2025 г. исполнилось 70 лет известно-
му российскому математику, доктору физико-мате-
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го, а непосредственно интерес к математике привил
его дядя кандидат физико-математических наук, доцент Сулико Алексеевич Тедеев.
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ческими наставниками были учителя Казбек Григорьевич Бетеев и Отар Харитонович
Гассиев, А. Ф. Тедеев поступает на математический факультет Северо-Осетинского го-
сударственного университета им. К. Л. Хетагурова. По окончании вуза по ходатайству
доктора физико-математических наук Гудиева Амурхана Хаджумаровича был направ-
лен на стажировку на математико-механический факультет Ленинградского государ-
ственного университета, где его научным руководителем был выдающийся математик
доктор физико-математических наук, профессор, лауреат премии М. А. Лаврентьева
Всеволод Алексеевич Солонников. Их совместная деятельность и определила дальней-
шее направление научных исследований Анатолия Федоровича. В 1985 г. А. Ф. Тедеев
под руководством доктора физико-математических наук, профессора Андрея Евгенье-
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квазилинейных вырождающихся параболических уравнений в областях с некомпактной
границей».
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широкого класса вырождающихся параболических уравнений установлена точная дву-
сторонняя оценка в равномерной метрике. Отметим, что полученные результаты суще-
ственно расширяют смысл показателей Баренблатта и зависят от геометрии области.
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ся для чтения лекций и совместных научных исследований в различные университеты
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А. Ф. Тедеев является не только известным ученым и талантливым преподавате-
лем, но и образцом порядочности, скромности и доброжелательности. Благодаря этому
он пользуется заслуженным авторитетом и уважением среди своих учеников и коллег.
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пробела.

7. Статьи, содержащие рисунки, рассматриваются только после согласования с ре-
дакцией технических вопросов подготовки рисунков. Черно-белые рисунки должны быть
подготовлены в формате EPS (Encapsulated PostScript) таким образом, чтобы обеспечи-
вать адекватное восприятие их при последующем оптическом уменьшении в два раза.
При использовании рисунков необходимо подключить пакет epsfig. Подпись к рисунку
должна быть центрирована под рисунком и состоять из слова «Рис. » с последующим
номером. Номера рисунков должны иметь сквозную нумерацию по тексту статьи. Пояс-
нения к рисунку следует приводить в тексте статьи. Таблицы сопровождаются отформа-
тированной слева надписью «Таблица» с последующим номером. Номера таблиц должны
иметь сквозную нумерацию по тексту статьи. Пояснения к таблице приводятся в тексте
статьи. Графики выполняются в виде рисунков.

8. Список литературы должен содержать только те источники, на которые имеются
ссылки в тексте работы, расположенные в порядке цитирования. Ссылки на неопублико-
ванные работы, результаты которых используются в доказательствах, не допускаются.
Список литературы печатается в конце текста статьи, оформленные в соответствии с пра-
вилами издания, на основании требований, предусмотренных действующими ГОСТами.
В нем должны быть указаны: для статьей — автор, полное название статьи, журнал,
год издания, том, номер (выпуск), страницы начала и конца статьи; для книг — автор,
полное название, город, издательство, год издания, общее количество страниц. Ссылки
на литературу в тексте даются в квадратных скобках.

9. Список литературы полностью дублируется на английском языке, приводится
полностью отдельным блоком в конце статьи, повторяя список литературы к русско-
язычной части, независимо от того, имеются или нет в нем иностранные источники. Если
в списке есть ссылки на иностранные публикации, они полностью повторяются в списке,
готовящемся в романском алфавите. Список References используется международными
библиографическими базами (Scopus, WoS и др.) для учета цитирования авторов.

Примечание: более подробную информацию можно найти на официальном сайте
журнала http://www.vlmj.ru.



ВЛАДИКАВКАЗСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ

Том 27

Выпуск 2

Главный редактор А. Г. Кусраев

Зав. редакцией В. В. Кибизова

Зарегистрирован в Федеральной службе по надзору в сфере связи,
информационных технологий и массовых коммуникаций.

Свидетельство о регистрации ПИ №ФС77-70008 от 31 мая 2017 г.

Подписано в печать 24.06.2025. Дата выхода в свет 28.06.2025.
Формат бумаги A4. Гарн. шрифта Computer modern.

Усл. п. л. 17,67. Тираж 100 экз. Цена свободная.

Учредитель:

Федеральное государственное бюджетное учреждение науки
Федеральный научный центр «Владикавказский научный центр

Российской академии наук» (ВНЦ РАН)

Издатель:

Южный математический институт — филиал ФГБУН ФНЦ
«Владикавказский научный центр Российской академии наук»

Адрес издателя:

362025, Владикавказ, ул. Ватутина, 53

Отпечатано ИП Цопановой А.Ю.
362000, г. Владикавказ, пер. Павловский, 3.



Индекс 57380


	27_2_rus_IV.pdf
	Страница 1

	27_2_engl.pdf
	Страница 1

	oborot.pdf
	Страница 1


