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Universitat Politècnica de València, Valencia, Spain VSEVOLOD ZH. SAKBAEV

Keldysh Institute of Applied Mathematics,
EVGENY I. GORDON Moscow, Russia
Eastern Illinois University, Charleston, USA

STEFAN G. SAMKO
LE HAI KHOI Universidade do Algarve, Faro, Portugal
University of Science and Technology, Hanoi, Vietnam

VLADIMIR A. STUKOPIN,
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ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ
С ИНВОЛЮТИВНЫМ ОТКЛОНЕНИЕМ АРГУМЕНТА#

О. И. Бжеумихова1
1 Кабардино-Балкарский государственный университет им. Х. М. Бербекова,

Россия, 360004, Нальчик, ул. Чернышевского, 173

E-mail: bzhoksana@gmail.com

Аннотация. Настоящая работа посвящена исследованию разрешимости краевых задач в цилиндри-
ческой области, а также некоторых спектральных задач для линейного эллиптического уравнения
второго порядка с инволютивным отклонением аргумента по выделенной переменной в младших
членах. Данная работа состоит из двух частей. Объектом исследования первой части является изу-
чение разрешимости краевых задач, в том числе нелокальных краевых задач, для линейного эллип-
тического уравнения второго порядка с переменными коэффициентами и с общим инволютивным
отклонением аргумента по выделенной переменной. Для таких задач доказываются теоремы суще-
ствования и единственности регулярных (имеющих все обобщенные по С. Л. Соболеву производные,
входящих в уравнение) решений. Во второй части работы для эллиптического уравнения с посто-
янными коэффициентами и с линейным инволютивным отклонением аргумента по выделенной пе-
ременной изучается разрешимость некоторых спектральных задач. А именно, исследуется влияние
параметров на единственность и неединственность регулярных решений. Полученные результаты
показывают, что наличие в уравнении инволюции (инволютивного отклонения аргумента) может
существенно повлиять как на условия разрешимости, так и на корректность задач.

Ключевые слова: эллиптические уравнения, инволюция, краевая задача, спектральные задачи,
регулярные решения, существование, единственность.

AMS Subject Classification: 35J40, 35P05.

Образец цитирования: Бжеумихова О. И. Эллиптические уравнения с инволютивным отклоне-
нием аргумента // Владикавк. мат. журн.—2025.—Т. 27, вып. 3.—С. 5–20. DOI: 10.46698/i3311-3054-
4734-g.

1. Введение

В последние десятилетия исследование дифференциальных уравнений с отклоняю-
щимся аргументом, особенно тех, которые имеют инволютивное отклонение, стало одним
из наиболее динамично развивающихся направлений.

Отображение ϕ(t), для которого ϕ2(t) = ϕ(ϕ(t)) = t, называется инволюцией или
инволютивным отображением (см. [1]).

Теория краевых задач для дифференциальных уравнений, имеющих инволюцию, бы-
ла предметом изучения многих исследователей (см., например, [2–22] и библиографию
в них). В работах [2–5] изучены вопросы корректности задач и качественные свойства
решений уравнений с инволюцией. Исследованию разрешимости и свойств решений как

#Исследование выполнено при финансовой поддержке Внутреннего гранта КБГУ, договор № 8.
c© 2025 Бжеумихова О. И.
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обыкновенных дифференциальных уравнений, так и уравнений в частных производных
с инволютивным отклонением аргумента, были посвящены статьи [6–19]. Отметим, что
в работах [20–22] изучались спектральные задачи для дифференциальных уравнений с
инволюцией. Заметим, что большинство указанных статей посвящены одномерным за-
дачам для уравнений с постоянными коэффициентами и с линейной инволюцией.

Операторы с инволюцией возникают в некоторых геометрических задачах [23, с. 98],
в теории фильтрации [24, с. 61], теории прогнозирования и при изучении субгармониче-
ских колебаний [25, с. 271].

Изучаемые в настоящей работе дифференциальные уравнения с инволюцией, а также
методы исследования краевых задач для них имеют существенные отличия от известных
ранее. Ранее они рассматривались лишь в случае уравнений с постоянными коэффици-
ентами и с линейной инволюцией, в которых основным методом исследования был метод
Фурье. В данной статье доказаны теоремы существования решений краевых задач для
эллиптических уравнений с переменными коэффициентами и с общей инволюцией по
выделенной переменной в цилиндрической области. Также в работе для одного частно-
го случая исследовано влияние параметров эллиптических уравнений с инволюцией на
единственность и неединственность решений краевых задач. Получены теоремы, опре-
деляющие условия единственности и неединственности решений.

2. Постановка задач

Пусть Ω — ограниченная область из пространства Rn переменных x1, x2, . . . , xn с глад-
кой границей Γ. В цилиндрической области Q = Ω × (0, T ), 0 < T < +∞, рассмотрим
дифференциальное уравнение

utt(x, t) + ∆u(x, t) + a(x, t)u(x, t) + b(x, t)u(x, ϕ(t)) = f(x, t), (1)

где a(x, t), b(x, t) и f(x, t) — заданные функции, определенные при x ∈ Ω, t ∈ [0, T ],
ϕ(t) — заданная на отрезке [0, T ] инволюция, ∆ — оператор Лапласа, действующий по
переменным x1, x2, . . . , xn.

Задача 1. Найти решение u(x, t) уравнения (1) в области Q, удовлетворяющее усло-
виям

u(x, t) |S = 0, (2)

u(x, 0) = 0, u(x, T ) = 0, x ∈ Ω, (3)

где S = Γ× (0, T ).

Задача 2. Найти решение u(x, t) уравнения (1) в области Q, удовлетворяющее (2),
а также условиям

ut(x, 0) = 0, ut(x, T ) = 0, x ∈ Ω. (4)

Задача 3. Найти решение u(x, t) уравнения (1) в области Q, удовлетворяющее (2),
а также условиям

u(x, 0) = αu(x, T ), ut(x, T ) = 0, x ∈ Ω, (5)

где α — действительное число.

Заметим, что в случае α = 1 тождества (5) представляют собой нелокальное условие
Ионкина [26].

Задачи 1 и 2 хорошо изучены в случае b(x, t) = 0 (см., например, [27]). Если же
b(x, t) 6= 0 и при наличии переменных коэффициентов разрешимость краевых задач 1
и 2 для уравнения (1) представляется неизученной.
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Нелокальные задачи для эллиптических уравнений без инволюции были исследованы
А. Л. Скубачевским [28, 29], А. К. Гущиным и В. П. Михайловым [30], а их разрешимость
в работах в [31, 32]. Отметим, что для таких задач с инволюцией подобные вопросы ранее
не затрагивались.

3. Исследование разрешимости задач

Пусть w(x) принадлежит пространству W̊ 1
2 (Ω). Имеет место неравенство

∫

Ω

w2(x, t) dx 6 c0

n∑

i=1

∫

Ω

w2
xi
(x, t) dx (6)

с постоянной c0, определяющейся лишь областью Ω [33].
Доказательство разрешимости исследуемых задач будем проводить методом продол-

жения по параметру [34, с. 146] и априорных оценок.
Для задачи 1 справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть для функций a(x, t), b(x, t) и ϕ(t) выполняются условия:

a(x, t) ∈ C(Q), b(x, t) ∈ C(Q), ϕ(t) ∈ C1([0, T ]), (7)

a(x, t) < 0 при (x, t) ∈ Q, −ϕ1 6 ϕ′(t) 6 −ϕ0 < 0 при t ∈ [0, T ], (8)

1

c0
+

2

T 2
−min

Q
a(x, t)−√

ϕ1 max
Q

|b(x, t)| > 0. (9)

Тогда для любой функции f(x, t) ∈ L2(Q) задача 1 имеет единственное решение

u(x, t) ∈W 2
2 (Q).

⊳ Пусть ρ = const ∈ [0, 1]. Рассмотрим вспомогательное семейство краевых задач:
найти функцию u(x, t), являющуюся в области Q решением уравнения

utt(x, t) + ∆u(x, t) + a(x, t)u(x, t) + ρb(x, t)u(x, ϕ(t)) = f(x, t), (10)

и удовлетворяющую условиям (2), (3).
Согласно теореме о методе продолжения по параметру, краевая задача (10), (2), (3)

будет разрешима в пространстве W 2
2 (Q) при принадлежности функции f(x, t) простран-

ству L2(Q) для всех чисел ρ из отрезка [0, 1], если:
1) задача (10), (2), (3) разрешима в пространстве W 2

2 (Q) при ρ = 0;
2) для всевозможных решений u(x, t) краевой задачи (10), (2), (3) имеет место рав-

номерная по ρ априорная оценка

‖u‖W 2
2 (Q) 6M0‖f‖L2(Q), (11)

с постоянной M0, определяющейся функциями a(x, t), b(x, t) и ϕ(t), а также областью Ω
и числом T .

Хорошо известно, что при ρ = 0 задача (10), (2), (3) разрешима в пространстве W 2
2 (Q)

при выполнении условий (7), а также условия 1/c0 + 2/T 2 − a(x, t) > 0 (условие выпол-
няется вследствие (9)) [27].

Покажем теперь, что для всевозможных решений u(x, t) краевой задачи (10), (2), (3)
имеет место равномерная по ρ оценка (11).
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Рассмотрим равенство

−
∫

Q

[
utt(x, t) + ∆u(x, t) + a(x, t)u(x, t) + ρb(x, t)u(x, ϕ(t))

]
u(x, t) dxdt

= −
∫

Q

f(x, t)u(x, t) dxdt.

Применяя формулу интегрирования по частям с учетом условий (2), (3), получим

n∑

i=1

∫

Q

u2xi
(x, t) dxdt +

∫

Q

u2t (x, t) dxdt −
∫

Q

a(x, t)u2(x, t) dxdt

− ρ

∫

Q

b(x, t)u(x, ϕ(t))u(x, t) dxdt = −
∫

Q

f(x, t)u(x, t) dxdt.

Принимая во внимание (6), а также неравенство
∫

Q

u2t (x, t) dxdt >
2

T 2

∫

Q

u2(x, t) dxdt,

и применяя неравенства Юнга и Гельдера, будем иметь
[
1

c0
+

2

T 2
−min

Q
a(x, t)

] ∫

Q

u2(x, t) dxdt 6
δ2

2

∫

Q

u2(x, t) dxdt

+
1

2δ2

∫

Q

f2(x, t) dxdt+max
Q

|b(x, t)|



∫

Q

u2(x, t) dxdt




1
2


∫

Q

u2(x, ϕ(t)) dxdt




1
2

.

(12)

Выполнив в последнем интеграле, содержащем инволюцию, замену z = ϕ(t) и учи-
тывая (8), можем от (12) перейти к неравенству:

[
1

c0
+

2

T 2
−min

Q
a(x, t)−√

ϕ1 max
Q

|b(x, t)|
] ∫

Q

u2(x, t) dxdt

6
δ2

2

∫

Q

u2(x, t) dxdt+
1

2δ2

∫

Q

f2(x, t) dxdt.

Используя условия (9) и считая δ достаточно малым, из последнего неравенства сле-
дует оценка ∫

Q

u2(x, t) dxdt 6M1

∫

Q

f2(x, t) dxdt, (13)

где постоянная M1 определяется функциями a(x, t), b(x, t) и ϕ(t), а также областью Ω и
числом T .

Таким образом, из оценки (13) получаем, что для всевозможных решений u(x, t) за-
дачи (10), (2), (3) имеет место равномерная по ρ априорная оценка (11).
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Выше изложенные рассуждения означают, что краевая задача (10), (2), (3) будет раз-
решима в пространстве W 2

2 (Q) для всех чисел ρ из отрезка [0, 1], включая случай ρ = 1.
Следовательно, краевая задача 1 также будет иметь решение в том же пространстве.

Единственность решений краевой задачи 1 в пространстве W 2
2 (Q) очевидна. Теорема

доказана. ⊲
Для задачи 2 справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (7), (8), а также условие

1

c0
−min

Q
a(x, t)−√

ϕ1 max
Q

|b(x, t)| > 0. (14)

Тогда для любой функции f(x, t) ∈ L2(Q) задача 2 имеет единственное решение

u(x, t) ∈W 2
2 (Q).

⊳ Для чисел ρ ∈ [0, 1] рассмотрим задачу (10), (2), (4). При ρ = 0 и при выполнении
условий теоремы 2 задача (10), (2), (4) будет разрешима в пространстве W 2

2 (Q) для
любой функции f(x, t) ∈ L2(Q) (см. [27]).

Для решений u(x, t) задачи (10), (2), (4) при всех ρ 6= 0 и при выполнении условий
теоремы 2 имеет место следующая оценка:

∫

Q

u2t (x, t) dxdt +

∫

Q

u2(x, t) dxdt 6 N

∫

Q

f2(x, t) dxdt, (15)

где постоянная N определяется функциями a(x, t), b(x, t), ϕ(t) и областью Ω.
Из разрешимости задачи (10), (2), (4) при ρ = 0 в пространстве W 2

2 (Q), а также из
оценки (15) и из теоремы о методе продолжения по параметру следует разрешимость
задачи 2 в том же пространстве. Единственность очевидна. ⊲

Перейдем к изучению разрешимости нелокальной задачи 3.
Пусть α1 и α2 — фиксированные числа такие, что

1− α2 = α1 − α2, α1 = max
(
1− α2, 0

)
, α2 = α1 −

(
1− α2

)
.

Теорема 3. Пусть для функций a(x, t) и b(x, t), заданной инволюции ϕ(t) и числа α2

выполняются условия:

a(x, t) ∈ C(Q), a(x, y) 6 −a0 < 0 при (x, t) ∈ Q, (16)

b(x, t) ∈ C(Q),
√
t |b(x, t)| 6 b0

√
ϕ(t) (∀ (x, t) ∈ Q), (17)

ϕ(t) ∈ C1([0, T ]), −ϕ1 6 ϕ′(t) 6 −ϕ0 < 0 при t ∈ [0, T ], (18)

α2
2

2T
+

2α2

T
+ 2Tb0

√
ϕ1 < 2Ta0 +

T

c0
. (19)

Тогда для любой функции f(x, t) такой, что f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q), задача 3
имеет единственное решение, принадлежащее пространству W 2

2 (Q).

⊳ Следуя [32], рассмотрим нелокальную краевую задачу: найти функцию u(x, t), яв-

ляющуюся в цилиндре Q решением уравнения

utt(x, t) + ∆u(x, t)− ε∆utt(x, t) + a(x, t)u(x, t) + b(x, t)u(x, ϕ(t)) = f(x, t) (20)

(ε > 0), удовлетворяющую условиям (2) и (5).
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Покажем, что при ε ∈ (0, ε0) (величину числа ε0 уточним ниже) и при принадлежно-
сти функции f(x, t) пространству L2(Q) краевая задача (20), (2), (5) будет иметь решение
u(x, t) такое, что u(x, t) ∈ W 2

2 (Q), ∆utt(x, t) ∈ L2(Q). Сделаем это с помощью хороших
априорных оценок.

Для получения первой априорной оценки умножим уравнение (20) на функцию
−tu(x, t) и проинтегрируем по цилиндру Q. После несложных преобразований будем
иметь:

α1

2

∫

Ω

u2(x, T ) dx+

∫

Q

[
tu2t (x, t) +

n∑

i=1

tu2xi
(x, t) + a0tu

2(x, t) + ε
n∑

i=1

tu2xit(x, t)

]
dxdt

+
εα1

2

∫

Ω

n∑

i=1

u2xi
(x, T ) dx 6

α2

2

∫

Ω

u2(x, T ) dx+
εα2

2

∫

Ω

n∑

i=1

u2xi
(x, T ) dx

+

∣∣∣∣∣∣∣

∫

Q

tb(x, t)u(x, t)u(x, ϕ(t)) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

∫

Q

tu(x, t)f(x, t) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣
.

(21)

Оценим третий интеграл правой части (21) с помощью неравенства Гёльдера и сде-
лаем замену z = ϕ(t):

∣∣∣∣∣∣∣

∫

Q

tb(x, t)u(x, t)u(x, ϕ(t)) dxdt

∣∣∣∣∣∣∣
6



∫

Q

tb2(x, t)u2(x, ϕ(t)) dxdt




1
2


∫

Q

tu2(x, t) dxdt




1
2

6 b0
√
ϕ1



∫

Q

ϕ(t)u2(x, ϕ(t)) dxdt




1
2


∫

Q

tu2(x, t) dxdt




1
2

= b0
√
ϕ1

∫

Q

tu2(x, t) dxdt.

(22)

Из неравенств (21) и (22) в случае α2 = 0 очевидным образом вытекает нужная
первая априорная оценка, поэтому в дальнейшем считаем α2 положительным.

Для произвольной функции v(x, t) имеет место следующее неравенство:

∫

Ω

v2(x, T ) dxdt 6
δ20
T

∫

Q

tv2t (x, t) dxdt +

(
2

T 2
+

1

δ20T

)∫

Q

tv2(x, t) dxdt, (23)

где δ0 — произвольное положительное число (для доказательства этого неравенства до-
статочно в равенстве

∫

Ω

v2(x, T ) dxdt =
2

T 2

∫

Q

tv2(x, t) dxdt+
2

T 2

∫

Q

t2v(x, t)vt(x, t) dxdt

применить ко второму слагаемому правой части неравенство Юнга).
Используя неравенство (23) для функции u(x, T ) и для каждой производной uxi(x, T ),

i = 1, . . . , n, а также применяя неравенство Юнга и учитывая (6) и (22), нетрудно от
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неравенства (21) перейти к следующему:

α1

2

∫

Ω

u2(x, T ) dx+

[
1− δ20α2

2T

] ∫

Q

tu2t (x, t) dxdt+
1

2

∫

Q

n∑

i=1

tu2xi
(x, t) dxdt

+

[
a0 −

α2

2

(
2

T 2
+

1

δ20T

)
− b0

√
ϕ1 +

1

2c0

] ∫

Q

tu2(x, t) dxdt

+ ε

[
1− δ20α2

2T

] ∫

Q

n∑

i=1

tu2xit(x, t) dxdt +
εα1

2

∫

Ω

n∑

i=1

u2xi
(x, T ) dx

6
εα2

2

(
2

T 2
+

1

δ20T

)∫

Q

n∑

i=1

tu2xi
(x, t) dxdt +

δ2T

2

∫

Q

tu2(x, t) dxdt +
1

2δ2

∫

Q

f2(x, t) dxdt.

(24)

Условие (19), а также возможность выбора числа δ сколь угодно малым означают,

что если число ε0 принадлежит интервалу
(
0; 2T 2

α2
2+4α2

)
, то при ε < ε0 из (24) вытекает

априорная оценка

∫

Q

[
tu2t (x, t) + tu2(x, t) +

n∑

i=1

tu2xi
(x, t) + ε

n∑

i=1

tu2xit(x, t)

]
dxdt

+

∫

Ω

u2(x, T ) dx + ε

∫

Ω

n∑

i=1

u2xi
(x, T ) dx 6 R1

∫

Q

f2(x, t) dxdt,

(25)

с постоянной R1, определяющейся функциями a(x, t), b(x, t) и ϕ(t), областью Ω и числами
α и T .

На следующем шаге умножим уравнение (20) на функцию t∆u(x, t) и проинтегрируем
по цилиндру Q:

∫

Q

[
n∑

i=1

tu2xit(x, t) + t(∆u(x, t))2 + a0

n∑

i=1

tu2xi
+ εt (∆ut(x, t))

2

]
dxdt

+
α1

2

n∑

i=1

∫

Ω

u2xi
(x, T ) dx +

εα1

2

∫

Ω

(∆u(x, T ))2 dx+

∫

Q

tb(x, t)∆u(x, t)u(x, ϕ(t)) dxdt

6
α2

2

n∑

i=1

∫

Ω

u2xi
(x, T ) dx +

εα2

2

∫

Ω

(∆u(x, T ))2 dx+

∫

Q

t∆u(x, t)f(x, t) dxdt.

(26)

Повторив выкладки, которые привели к оценке (25), применив неравенство Юнга, а
также с учетом самой оценки (25) получим из (26) следующую априорную оценку:

∫

Q

[
n∑

i=1

tu2xit(x, t) + t(∆u(x, t))2 + εt (∆ut(x, t))
2

]
dxdt+

n∑

i=1

∫

Ω

u2xi
(x, T ) dx

+ ε

∫

Ω

(∆u(x, T ))2 dx 6 R2

∫

Q

f2(x, t) dxdt,

(27)
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где постоянная R2 определяется функциями a(x, t), b(x, t) и ϕ(t), областью Ω и числами
α и T .

Далее, умножив уравнение (20) на функцию −t∆utt(x, t) и проинтегрировав по ци-
линдру Q, получим:

∫

Q

[
n∑

i=1

tu2xitt(x, t) + t(∆ut(x, t))
2 + a0

n∑

i=1

tu2xit(x, t) + εt (∆utt(x, t))
2

]
dxdt

+
α1

2

∫

Ω

[
(∆u(x, T ))2 + a0

n∑

i=1

u2xi
(x, T )

]
dx 6

α2

2

∫

Ω

[
(∆u(x, T ))2 + a0

n∑

i=1

u2xi
(x, T )

]
dx

+

∫

Q

tb(x, t)∆utt(x, t)u(x, ϕ(t)) dxdt +

∫

Q

(tf(x, t))′t∆ut dxdt.

Аналогично, повторяя предыдущие рассуждения, используя оценки (25) и (27), а так-
же применяя неравенство Юнга, получим следующую априорную оценку:

∫

Q

[
n∑

i=1

tu2xitt(x, t) + t(∆ut(x, t))
2 + εt (∆utt(x, t))

2

]
dxdt

+

∫

Ω

(∆u(x, T ))2 dx 6 R3

∫

Q

[
f2(x, t) + f2t (x, t)

]
dxdt,

(28)

где постоянная R3 определяется функциями a(x, t), b(x, t) и ϕ(t), областью Ω и числами
α и T .

В свою очередь, из (28) следует, что выполняются равномерные по ε оценки

∫

Q

[
u2tt(x, t) +

n∑

i=1

u2xit(x, t) + ε2 (∆utt(x, t))
2

]
dxdt 6 R4

∫

Q

[
f2(x, t) + f2t (x, t)

]
dxdt,

∫

Q

(∆u(x, t))2 dxdt 6 R5

∫

Q

[
f2(x, t) + f2t (x, t)

]
dxdt,

постоянные R4 и R5, в которых определяются лишь функциями a(x, t), b(x, t) и ϕ(t),
областью Ω и числами α и T . Данные неравенства выводятся аналогично оценкам, при-
веденным в работе [32].

Полученных соотношений уже достаточно для осуществления процедуры предель-
ного перехода. Для этого выберем последовательность {εm}∞m=1 чисел из интервала
(0, ε0), сходящуюся к нулю. Далее, из семейства {um(x, t)}∞m=1 решений краевых за-
дач (20), (2), (5) в случае ε = εm выберем подсемейство {umk

(x, t)}∞m=1 такое, что для
некоторой функции u(x, t) имеют место сходимости при k → ∞: umk

(x, t) → u(x, t) сла-
бо в W 2

2 (Q), εmk
∆umktt(x, t) → 0 слабо в L2(Q), umk

(x, 0) → u(x, 0) слабо в W 2
2 (Ω),

umk
(x, T ) → u(x, T ) слабо в W 2

2 (Ω) (в силу свойства рефлексивности гильбертова про-
странства это возможно). Очевидно, что предельная функция u(x, t) и будет искомым
решением краевой задачи 3 при выполнении условий (16)–(19).

Единственность в пространстве W 2
2 (Q) решения нелокальной задачи 3 следует из

оценки (25), справедливой при выполнении условия (19). Из неравенства (25) следует,
что для решения u(x, t) нелокальной задачи 3 в случае f(x, t) ≡ 0 выполняется условие
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u(x, 0) = 0, т. е. функция u(x, t) будет решением однородной краевой задачи из про-
странства W 2

2 (Q) для эллиптического уравнения. Следовательно, решение нелокальной
задачи 3 единственно. Теорема доказана. ⊲

4. Влияние параметров на корректность задачи Дирихле
для эллиптического уравнения с инволюцией

Рассмотрим частный случай уравнения (1)

utt(x, t) + ∆u(x, t) + λu(x, t) + µu(x, T − t) = 0, (29)

где λ и µ — действительные параметры.
Целью этого раздела работы является исследование влияния параметров λ и µ на

единственность и неединственность решений задачи (29), (2), (3), т. е. задачи Дирихле.
Пусть {wk(x)}∞k=1 — ортонормированная в пространстве L2(Ω) последовательность

собственных функций задачи Дирихле для оператора Лапласа с упорядоченной по убы-
ванию последовательностью собственных чисел {γk}∞k=1. Хорошо известно, что последо-
вательности {γk}∞k=1 и {wk(x)}∞k=1 существуют и собственные числа γk — отрицатель-
ные [35].

Обозначим через µk,m числа µk,m = −λ− γk +m2π2/T 2, где k,m ∈ N .
Рассмотрим вначале случай λ ∈ (−∞,−γ1).
Теорема 4. Пусть λ — фиксированное число из промежутка (−∞,−γ1). Тогда:

1) Если |µ| < −λ− γ1, то однородная задача (29), (2), (3) имеет только тождественно

нулевое решение.

2) Если µ > −λ − γ1 и µ = µk,m для натуральных чисел m = 2l − 1, l, k = 1, 2, . . . ,
то однородная задача (29), (2), (3) имеет бесконечно много ненулевых решений, если же

µ 6= µk,m, то задача (29), (2), (3) имеет только тождественно нулевое решение.

3) Если µ 6 λ + γ1 и µ = −µk,m для натуральных чисел m = 2l, l, k = 1, 2, . . . , то

однородная задача (29), (2), (3) имеет бесконечно много ненулевых решений, если же

µ 6= −µk,m, то задача (29), (2), (3) имеет только тождественно нулевое решение.

⊳ Пусть для числа µ выполняется неравенство |µ| < −λ− γ1. Тогда при таких µ для
уравнения (29) выполняются условия теоремы 3.1. Следовательно, однородная первая
краевая задача для уравнения (29) имеет только тождественно нулевое решение.

Решение однородной первой краевой задачи для уравнения (29) можно представить
рядом Фурье

u(x, t) =

∞∑

k=1

uk(t)wk(x),

где функции uk(t) являются решениями следующей задачи:

u′′k(t) + (γk + λ)uk(t) + µuk(T − t) = 0, t ∈ [0, T ], (30)

uk(0) = uk(T ) = 0. (31)

Дифференцируя дважды уравнение (30) с учетом равенств

u′′k(T − t) = −(γk + λ)uk(T − t)− µuk(t),

uk(T − t) = − 1

µ

[
u′′k(t) + (γk + λ)uk

]
,

(32)
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получим уравнение

u
(4)
k (t) + 2(γk + λ)u′′k(t) +

[
(γk + λ)2 − µ2

]
uk(t) = 0, t ∈ [0, T ], (33)

кроме того из (30) и (31) имеют место условия

u′′k(0) = u′′k(T ) = 0, k = 1, 2, . . . (34)

Пусть µ > −λ− γ1 и число µ совпадает с одним из чисел µk,m для некоторых нату-
ральных чисел l, k = 1, 2, . . . , m = 2l−1. При таких значениях µ и λ краевая задача (33),
(31), (34) имеет ненулевые решения uk,m(t) = Ak sin

(
πm
T t
)
, где Ak = const. Подставляя

uk,m(t) в (32), получим

uk,m(T − t) = Ak sin
(πm
T

t
)
.

С другой стороны,

uk,m(T − t) = Ak sin
[πm
T

(T − t)
]
= (−1)m+1Ak sin

(πm
T

t
)
,

откуда следует, что (−1)m+1 = 1 верно для нечетного числа m.
Из приведенных рассуждений вытекает, что любая функция вида

um,k(x, t) = Ak sin
(πm
T

t
)
wk(x) (35)

будет решением однородной первой краевой задачи для уравнения (29) при µ = µk,m с
нечетным числом m.

Пусть теперь µ > −λ− γ1 и число µ не совпадает ни с одним из чисел µk,m. Краевая
задача (33), (31), (34) имеет ненулевые решения лишь в случае, когда определитель
системы, порожденной условиями (31), (34), обращается в нуль, т. е. при µ = µk,m.
Поскольку µ 6= µk,m, то функции uk(t) ≡ 0 (k = 1, 2, . . . ) для всех t ∈ [0, T ], тогда
u(x, t) ≡ 0.

Проведя аналогичные рассуждения, легко проверить, что функция (35) вновь будет
решением однородной первой краевой задачи для уравнения (29) в случае, если µ 6 λ+γ1
и µ = −µk,m с четным числом m, если же µ 6= −µk,m, то задача (29), (2), (3) имеет только
тождественно нулевое решение. Теорема полностью доказана. ⊲

Рассмотрим теперь случай λ ∈ [−γ1,∞).

Теорема 5. Пусть λ — фиксированное число из промежутка [−γ1,∞). Тогда:

1) Если µ > λ + γ1 и µ = µk,m для чисел m = 2l − 1, l, k = 1, 2, . . . , то однородная

задача (29), (2), (3) имеет бесконечно много ненулевых решений, если же µ 6= µk,m для

m = 2l − 1, то задача (29), (2), (3) имеет только тождественно нулевое решение.

2) Если µ < −λ − γ1 и µ = −µk,m для m = 2l, l, k = 1, 2, . . . , то однородная задача

(29), (2), (3) имеет бесконечно много ненулевых решений, если же µ 6= −µk,m для m = 2l,
то задача (29), (2), (3) имеет только тождественно нулевое решение.

3) Если |µ| < λ + γ1 и µ = µk,m для m = 2l − 1, l, k = 1, 2, . . . или µ = −µk,m
для m = 2l, l, k = 1, 2, . . . , то однородная задача (29), (2), (3) имеет бесконечно много

ненулевых решений, если же µ 6= µk,m для m = 2l − 1 или µ 6= −µk,m для m = 2l, то

задача (29), (2), (3) имеет только тождественно нулевое решение.

4) Если λ = −γk + π2m2/2T 2 и µ = π2m2/2T 2 для m = 2l − 1, l, k = 1, 2, . . . или

µ = −π2m2/2T 2 для m = 2l, l, k = 1, 2, . . . , то однородная задача (29), (2), (3) имеет

бесконечно много ненулевых решений.
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5) Если λ = −γk, µ = 0, k = 1, 2, . . . , однородная задача (29), (2), (3) имеет только

тождественно нулевое решение.

⊳ Решение задачи (29), (2), (3) при λ ∈ [−γ1,∞) вновь определим рядом

u(x, t) =

∞∑

k=1

uk(t)wk(x).

Для функции uk(t), чисел λ и µ должны выполняться равенства (33), (31), (34) и (32).
Пусть µ > λ+ γ1 и число λ из промежутка [−γ1,∞), тогда для таких λ и µ

uk(t) = Ake
√
yk t +Bke

−√
yk t + Ck cos

(√
zk t
)
+Dk sin

(√
zk t
)
,

где yk = µ− λ− γk, zk = µ+ λ+ γk, k = 1, 2, . . .
Для чисел Ak, Bk, Ck, Dk с учетом условий (31), (34) выполняются равенства

Ak +Bk + Ck = 0,

Ake
√
yk T +Bke

−√
yk T + Ck cos

(√
zk T

)
+Dk sin

(√
zk T

)
= 0,

ykAk + ykBk − zkCk = 0,

ykAke
√
yk T + ykBke

−√
yk T − zkCk cos

(√
zk T

)
− zkDk sin

(√
zk T

)
= 0.

Определитель системы ∆k = −8µ2 sinh (
√
yk T ) sin (

√
zk T ) обращается в нуль для всех

µ = µk,m. Следовательно, функции uk(t) будут ненулевыми, причем для этой функ-
ции будут выполняться условия (32) при µ = µk,m с нечетным числом m. Искомы-
ми ненулевыми решениями первой краевой задачи для уравнения (29) будут функции
um,k(x, t) = Dk sin

(
mπ
T t
)
wk(x), m = 2l−1, l = 1, 2, . . . Очевидно, что если µ не совпадает

ни с одним из чисел µk,m при m = 2l−1, то ∆k 6= 0. Следовательно, система будет иметь
только тривиальное решение и uk(t) ≡ 0, а значит, u(x, t) ≡ 0.

Пусть теперь µ < −λ− γ1 и λ ∈ [−γ1,∞). Тогда функции uk(t) имеют вид

uk(t) = Ak cos
(√−yk t

)
+Bk sin

(√−yk t
)
+ Cke

√−zk t +Dke
−√−zk t,

условия (31) и (34) порождают систему, определитель которой обращается в нуль
при µ = −µk,m. Следовательно, задача (33), (31), (34) имеет ненулевые решения
uk,m(t) = Bk sin

(
πm
T t
)
. Тогда

uk,m(T − t) = (−1)m+1Bk sin
(πm
T

t
)
, (36)

с другой стороны, из (32)

uk,m(T − t) = −Bk sin
(πm
T

t
)
, (37)

откуда, приравнивая правые части (36) и (37), получим, что равенство верно для чет-
ных чисел m. Таким образом, однородная первая краевая задача для уравнения (29)
имеет ненулевое решение um,k(x, t) = Bk sin

(
πm
T t
)
wk(x) при µ = −µk,m для m = 2l,

k, l = 1, 2, . . . Если же µ 6= −µk,m для m = 2l, l = 1, 2, . . . , то система имеет только нуле-
вое решение и uk(t) = 0, следовательно u(x, t) ≡ 0.

При |µ| < λ+ γ1 имеет место равенство

uk(t) = Ak cos
(√−yk t

)
+Bk sin

(√−yk t
)
+ Ck cos

(√
zk t
)
+Dk sin

(√
zk t
)
.
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Вновь удовлетворяя uk(t) условиям (31) и (34), получим систему, определитель которой
равен нулю при µ = ±µk,m, причем для этой функции будут выполняться условия (32)
при µ = µk,m дляm = 2l−1 и µ = −µk,m дляm = 2l (l = 1, 2, . . . ). Следовательно, краевая
задача (29), (2), (3) вновь имеет ненулевые решения um,k(x, t) = Dk sin

(
mπ
T t
)
wk(x) при

µ = µk,m для m = 2l − 1 и um,k(x, t) = Bk sin
(
πm
T t
)
wk(x) при µ = −µk,m для m = 2l

(l = 1, 2, . . . ). Если же µ 6= µk,m для m = 2l−1 и µ 6= −µk,m для m = 2l, то коэффициенты
Ak, Bk, Ck и Dk одновременно обращаются в нуль и функции uk(t) ≡ 0 (k = 1, 2, . . . ) при
для всех t ∈ [0, T ], а значит u(x, t) ≡ 0.

В случае 4) непосредственно проверяется, что при λ = −γk + π2m2/2T 2 и µ =
π2m2/2T 2, для m = 2l−1 (l, k = 1, 2, . . . ) или µ = −π2m2/2T 2 для m = 2l (l, k = 1, 2, . . . ),
задача (30), (31) будет иметь решение uk,m(t) = Ak sin

(
πm
T t
)
. Тогда однородная первая

краевая задача для уравнения (29) имеет бесконечно много ненулевых решений.
Рассмотрим теперь случай 5). При таких значениях λ и µ легко проверить, что

uk(t) ≡ 0, подставляя λ = −γk и µ = 0, k = 1, 2, . . . , в уравнение (30) и удовлетворяя (31),
а, следовательно, задача (29), (2), (3) имеет только тождественно нулевое решение.

Из приведенных выше рассуждений следует, что теорема полностью доказана. ⊲

5. Заключение

В работе получены достаточные условия разрешимости краевых задач 1–3 для эл-
липтических дифференциальных уравнений с инволютивным отклонением аргумента
в младших членах. Установленные результаты легко обобщаются на более общие урав-
нения — на уравнения с младшими производными ut(x, t) и ux(x, t) (с соответствующими
коэффициентами), на уравнения с переменными коэффициентами в старшей части.

Особое место среди изученных задач занимает задача 3. Эта задача в случае α = 1 со-
ответствует известной задаче Н. И. Ионкина [26] (см. также [32]), исследованию которой
посвящено весьма большое количество статей и диссертаций. Отметим, что в настоящей
работе допускается случай α = −1 (т. е. случай с «анти-условием Ионкина»), а также
случай |α| > 1, но при этом величина отклонения числа α от 1 определяется функциями
a(x, t) и b(x, t), размером области Ω, числом T , а также собственно инволюцией ϕ(t).

Заметим также следующее. Имея разрешимость задачи 3, нетрудно получить разре-
шимость еще одной задачи Н. И. Ионкина. А именно, задачи с заменой условия (5) на
условия

ut(x, 0) = αut(x, T ), u(x, T ) = 0, x ∈ Ω.

Доказанные результаты и особенно теоремы 4 и 5 показывают, что наличие в уравне-
нии инволютивного отклонения может существенно повлиять на условия разрешимости
и вообще на корректность задачи.

Автор выражает благодарность профессору А. И. Кожанову за неоднократные обсуждения
и ценные советы при выполнении данной работы.
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Аннотация. Пусть u — вершина двудольного Q-полиномиального дистанционно регулярного гра-
фа Γ диаметра D > 3, Σ = ΓD(u) и Λ = Σ2. Тогда Λ — дистанционно регулярныйQ-полиномиальный
граф. В случаях D = 4 и D = 5 граф Λ является сильно регулярным Q-полиномиальным. Поло-
винный граф Γ2 сильно регулярен и Λ — окрестность вершины в дополнении к Γ2. Поэтому необ-
ходимое условие Q-полиномиальности Γ — это сильная регулярность окрестностей и антиокрест-
ностей вершин в Λ. Двудольный дистанционно регулярный граф Γ диаметра D ∈ {4, 5} назовем
почти Q-полиномиальным, если окрестности и антиокрестности вершин в дополнении его половин-
ного графа сильно регулярны. Имеется два допустимых массива пересечений Q-полиномиальных
графов: {10, 9, 8, 7, 6; 1, 2, 3, 4, 10} (свернутый 10-куб) и {55, 54, 50, 35, 10; 1, 5, 20, 45, 55}. Эти графы
имеют сильно регулярные графы Λ (параметры (126, 25, 8, 4) и (210, 99, 48, 45)) и окрестности вер-
шин в Λ (параметры (25, 8, 4, 2) и (99, 48, 22, 24)). Имеются два допустимых массива пересечений,
отвечающих графам на 704 вершинах: {26, 25, 24, 2, 1; 1, 2, 24, 25, 26} и {36, 34, 32, 4, 1; 1, 4, 32, 34, 36}.
В работе изучаются почти Q-полиномиальные графы диаметра 5. Доказано, что дистанционно регу-
лярные графы с массивами пересечений {26, 25, 24, 2, 1; 1, 2, 24, 25, 26} и {36, 35, 32, 4, 1; 1, 4, 32, 35, 36}
не существуют.

Ключевые слова: дистанционно регулярный граф, Q-полиномиальный граф, двудольный граф.
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Введение

Рассматриваются неориентированные графы без петель и кратных ребер. Если вер-
шины u, w находятся на расстоянии i в графе Γ, то через bi(u,w) (через ci(u,w)) обозна-
чим число вершин в пересечении Γi+1(u) (в пересечении Γi−1(u)) с [w]. Граф диаметра d
называется дистанционно регулярным с массивом пересечений {b0, . . . , bd−1; c1, . . . , cd},

# Исследование выполнено при поддержке Естественно научного фонда Китая, проект №12171126,
и гранта Лаборатории инженерного моделирования и статистических вычислений провинции Хайнань.
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если значения bi = bi(u,w) и ci = ci(u,w) не зависят от выбора вершин u, w на рас-
стоянии i. Положим ai = k − bi − ci и ki = |Γi(u)| (значение ki не зависит от выбора
вершины u). Числа пересечений графа plij , параметры Крейна qlij и Q-полиномиальный
граф определены в [1] (стр. 43 и 48 соответственно).

Для двудольного дистанционно регулярного графа Γ половинным графом называ-
ется связная компонента в Γ2. Для антиподального дистанционно регулярного графа Γ
антиподальным частным Γ′ называется граф, вершинами которого являются антипо-
дальные классы графа Γ и две вершины u′, w′ смежны, если некоторые вершины u ∈ u′,
w ∈ w′ смежны в Γ. Пусть u — вершина двудольного Q-полиномиального дистанционно
регулярного графа Γ диаметра D > 3, Σ = ΓD(u) и Λ = Σ2. Тогда Λ — дистанционно ре-
гулярный Q-полиномиальный граф (Джон Кохман [2]). Имеется два допустимых массива
пересечений Q-полиномиальных графов: {10, 9, 8, 7, 6; 1, 2, 3, 4, 10} (свернутый 10-куб) и
{55, 54, 50, 35, 10; 1, 5, 20, 45, 55}. Эти графы имеют сильно регулярные графы Λ (пара-
метры (126, 25, 8, 4) и (210, 99, 48, 45)) и окрестности вершин в Λ (параметры (25, 8, 4, 2)
и (99, 48, 22, 24)). В [3] доказано, что дистанционно регулярный граф с массивом пе-
ресечений {55, 54, 50, 35, 10; 1, 5, 20, 45, 55} не существует. Имеются два допустимых мас-
сива пересечений, отвечающих графам на 704 вершинах: {26, 25, 24, 2, 1; 1, 2, 24, 25, 26} и
{36, 35, 32, 4, 1; 1, 4, 32, 35, 36}. Антиподальные частные этих графов сильно регулярны с
параметрами (352, 26, 0, 2) и (352, 36, 0, 4) соответственно.

Теорема 1. Дистанционно регулярный граф с массивом пересечений {26, 25, 24, 2, 1;
1, 2, 24, 25, 26} не существует.

Теорема 2. Дистанционно регулярный граф с массивом пересечений {36, 35, 32, 4, 1;
1, 4, 32, 35, 36} не существует.

Напомним, что сильно регулярный граф без треугольников существует тогда и только
тогда, когда существует его двудольное удвоение диаметра 5 (см. из [1, теорема 1.11.1,
п. (vi)]). Отсюда имеем следствие.

Следствие. Сильно регулярные графы с параметрами (352, 26, 0, 2) и (352, 36, 0, 4)
не существуют.

1. Тройные числа пересечений

Для доказательств теорем используются тройные числа пересечений [2].

2. Граф с массивом {26, 25, 24, 2, 1; 1, 2, 24, 25, 26}

Пусть Γ является дистанционно регулярным графом с массивом пересечений
{26, 25, 24, 2, 1; 1, 2, 24, 25, 26}. Тогда антиподальное частное — сильно регулярный
граф с параметрами (352,26,0,2), половинный граф сильно регулярен с параметра-
ми (352, 325, 300, 300). Далее, Γ имеет 1 + 26 + 325 + 325 + 26 + 1 вершин, cпектр:
261, 6143, 4208,−4208,−6143,−261, числа пересечений:

p111 = 0, p112 = 25, p122 = 0, p123 = 300, p133 = 0, p134 = 25, p145 = 1;
p211 = 2, p213 = 24, p222 = 300, p224 = 24, p233 = 300, p244 = 2, p235 = 1;
p312 = 24, p314 = 2, p323 = 300, p333 = 0, p334 = 24, p325 = 1;
p413 = 25, p422 = 300, p424 = 25, p433 = 300, p444 = 0, p415 = 1;
p514 = 26, p523 = 325,
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и матрицу Q дуальных собственных значений



1 143 208 208 143 1
1 33 32 −32 −33 −1

1 11
5 −16

5 −16
5

11
5 1

1 −11
5 −16

5
16
5

11
5 −1

1 −33 32 32 −33 1
1 −143 208 −208 143 −1




.

Пусть u, v, w — вершины графа Γ, {ijh} =
{

uvw
ijh

}
, [ijh] =

[
uvw
ijh

]
.

Положим Σ = Γ2(u), Λ = Σ2. Тогда Λ — регулярный граф степени p222 = 300 на
k2 = 325 вершинах.

Лемма 2.1. Пусть d(u, v) = d(u,w) = 2, d(v,w) = 4. Тогда выполняются следующие

утверждения:

[113] = [131] = 2, [133] = 22;

[222] = 277, [224] = [242] = 23;

[313] = [331] = 23, [315] = [351] = 1, [333] = 277;

[422] = 22, [424] = [442] = 2;

[533] = 1.

⊳ Упрощения формул (∗). ⊲
По лемме 2.1 имеем [222] = 277.
Пусть d(u, v) = 2. Напомним, что p422 = 300, p424 = 25, поэтому число ребер между

Λ(v) и Λ2(v) в графе Λ равно 277 · 25 = 6925.
С другой стороны, указанное число равно 300(299 − λ), где λ — среднее значение

параметра λ(Λ), поэтому 299 − λ = 23.083 и λ = 275.917.

Лемма 2.2. Пусть d(u, v) = d(u,w) = d(v,w) = 2. Тогда выполняются следующие

утверждения:

[111] = r1 − 22, [113] = [131] = −r1 + 24, [133] = r1;

[222] = −r1 + 299, [224] = [242] = r1, [244] = −r1 + 24;

[311] = −r1 + 24, [313] = [331] = r1, [333] = −r1 + 299, [335] = [353] = 1;

[422] = r1, [424] = [442] = −r1 + 24, [444] = r1 − 22;

[533] = 1,

где 22 6 r1 6 24.

⊳ Положив r1 = [224] и упростив формулы (∗) согласно [3], получим требуемые
равенства. ⊲

По лемме 2.2 имеем 275 6 [222] 6 277.

⊳ Доказательство теоремы 1. Пусть d(u, v) = 2. Подсчитаем число f4 пар вершин
y, z на расстоянии 4 в графе Σ, где y ∈

{
uv
24

}
и z ∈

{
uv
22

}
. С одной стороны, по лемме 2.1

имеем [224] = 23, поэтому f4 = 25 · 23 = 575. С другой стороны, по лемме 2.2 имеем
[244] = −r1+24, поэтому f4 = −∑i r

i
1+24 ·300 = 575,

∑
i r

i
1 = 6625 и

∑
i r

i
1/300 = 22.083.

Подсчитаем число f2 пар вершин y, z на расстоянии 2 в графе Σ, где y ∈
{
uv
24

}
и

z ∈
{
uv
22

}
. С одной стороны, по лемме 2.1 имеем [222] = 277, поэтому f2 = 25 · 277 =

6925. С другой стороны, по лемме 2.2 имеем [242] = r1, поэтому f4 =
∑

i r
i
1 = 6925 и∑

i r
i
1/300 = 23.083.

Противоречие с тем, что
∑

i r
i
1/300 = 22.083.

Теорема 1 доказана. ⊲
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3. Граф с массивом {36, 35, 32, 4, 1; 1, 4, 32, 35, 36}

Пусть Γ является дистанционно регулярным графом с массивом пересечений
{36, 35, 32, 4, 1; 1, 4, 32, 35, 36}. Тогда антиподальное частное — сильно регулярный
граф с параметрами (352,36,0,4), половинный граф сильно регулярен с параметрами
(352,315,282,280). Далее, Γ имеет 1 + 36 + 315 + 315 + 36 + 1 = 704 вершин, спектр:
361, 8120, 4231,−4231,−8120,−361, числа пересечений:

p111 = 0, p112 = 35, p122 = 0, p123 = 280, p133 = 0, p134 = 35, p145 = 1;
p211 = 4, p213 = 32, p222 = 282, p224 = 32, p233 = 282, p244 = 4, p235 = 1;
p312 = 32, p314 = 4, p323 = 282, p333 = 0, p334 = 32, p325 = 1;
p413 = 35, p422 = 280, p424 = 35, p433 = 280, p444 = 0, p415 = 1;
p514 = 36, p523 = 315,

и матрицу Q дуальных собственных значений



1 120 231 231 120 1

1 80
3

77
3 −77

3 −80
3 −1

1 8
3 −11

3 −11
3

8
3 1

1 −8
3 −11

3
11
3

8
3 −1

1 −80
3

77
3

77
3 −80

3 1

1 −120 231 −231 120 −1




.

Пусть u, v, w — вершины графа Γ, {ijh} =
{

uvw
ijh

}
, [ijh] =

[
uvw
ijh

]
.

Положим Σ = Γ2(u), Λ = Σ2. Тогда Λ — регулярный граф степени p222 = 282 на
k2 = 315 вершинах.

Лемма 3.1. Пусть d(u, v) = d(u,w) = 2, d(v,w) = 4. Тогда выполняются следующие

утверждения:

[113] = [131] = 4, [133] = 28;

[222] = 251, [224] = [242] = 31;

[313] = [331] = 31, [315] = [351] = 1, [333] = 251;

[422] = 28, [424] = [442] = 4;

[533] = 1.

⊳ Упрощения формул (∗). ⊲
По лемме 3.1 имеем [222] = 251.
Пусть d(u, v) = 2. Напомним, что p422 = 280, p424 = 35, поэтому число ребер между

Λ(v) и Λ2(v) в графе Λ равно 251 · 35 = 8785.
С другой стороны, указанное число равно 280(279 − λ), где λ — среднее значение

параметра λ(Λ), поэтому 279 − λ = 31.375 и λ = 247.625.

Лемма 3.2. Пусть d(u, v) = d(u,w) = d(v,w) = 2. Тогда выполняются следующие

утверждения:

[111] = r1 − 28, [113] = [131] = −r1 + 32, [133] = r1;

[222] = −r1 + 281, [224] = [242] = r1, [244] = −r1 + 32;

[311] = −r1 + 32, [313] = [331] = r1, [333] = −r1 + 281, [335] = [353] = 1;

[422] = r1, [424] = [442] = −r1 + 32, [444] = r1 − 28;

[533] = 1,

где 28 6 r1 6 32.

⊳ Упрощения формул (∗). ⊲
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По лемме 2.2 имеем 249 6 [222] 6 253.

⊳ Доказательство теоремы 2. Пусть d(u, v) = 2. Подсчитаем число f4 пар вершин
y, z на расстоянии 4 в графе Σ, где y ∈

{uv
24

}
и z ∈

{uv
22

}
. С одной стороны, по лемме 3.1

имеем [224] = 31, поэтому f4 = 35 · 31 = 1085. С другой стороны, по лемме 3.2 имеем
[244] = −r1+32, поэтому f4 = −∑i r

i
1+32·280 = 1085,

∑
i r

i
1 = 7875 и

∑
i r

i
1/280 = 28.125.

Подсчитаем число f2 пар вершин y, z на расстоянии 2 в графе Σ, где y ∈
{uv
24

}
и

z ∈
{uv

22

}
. С одной стороны, по лемме 3.1 имеем [222] = 251, поэтому f2 = 35 · 251 =

8785. С другой стороны, по лемме 3.2 имеем [242] = r1, поэтому f2 =
∑

i r
i
1 = 8785 и∑

i r
i
1/280 = 31.375.

Противоречие с тем, что
∑

i r
i
1/280 = 28.125.

Теорема 2 доказана.⊲
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Abstract. Let u be a vertex of a bipartite Q-polynomial distance-regular graph Γ of diameter D >

3, Σ = ΓD(u), and Λ = Σ2. Then Λ is a distance-regular Q-polynomial graph. In the cases D = 4 and
D = 5 the graph Λ is strongly regular Q-polynomial. The half graph Γ2 is strongly regular and Λ is a
neighbourhood of a vertex in the complement of Γ2. Therefore, a necessary condition for Q-polynomiality of Γ
is the strong regularity of neighbourhoods and antineighbourhoods of vertices in Λ. A bipartite distance-regular
graph Γ of diameter D ∈ {4, 5} is called almost Q-polynomial if neighbourhoods and antineighbourhoods of
vertices in its half-graph are strongly regular. There are two admissible intersection arrays of Q-polynomial
graphs: {10, 9, 8, 7, 6; 1, 2, 3, 4, 10} (a folded 10-cube) and {55, 54, 50, 35, 10; 1, 5, 20, 45, 55}. These graphs have
strongly regular graphs Λ (parameters (126, 25, 8, 4) and (210, 99, 48, 45)) and neighbourhoods of vertices in
Λ (parameters (25, 8, 4, 2) and (99, 48, 22, 24)). There are two admissible intersection arrays corresponding to
graphs on 704 vertices: {26, 25, 24, 2, 1; 1, 2, 24, 25, 26} and {36, 34, 32, 4, 1; 1, 4, 32, 34, 36}. In this manuscript
we study almost Q-polynomial graphs of diameter 5. We obtain that distance-regular graphs with intersection
arrays {26, 25, 24, 2, 1; 1, 2, 24, 25, 26} and {36, 35, 32, 4, 1; 1, 4, 32, 35, 36} do not exist.
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Abstract. We consider the existence of periodic solutions-cycles in nonlinear differential equations with
a small parameter. We obtain necessary and sufficient conditions for the existence of periodic solutions.
These conditions significantly expand the applicability of the Pontryagin small parameter method from the
theory of dynamical systems on the plane. We do not assume the differentiability of all functions involved in
the system. Moreover, the system is not Hamiltonian. In order to prove the existence of periodic solutions
of the system of nonlinear differential equations we use topological methods of nonlinear analysis. Based
on the proposed methods, we formulate and prove theorems on the necessary and sufficient conditions for
the existence of periodic solutions under the condition of continuity of all functions involved in the system.
Moreover, we use the transition to the polar coordinate system and Jordan transformations. In the last
section we propose a method for developing examples for a specific class of functions. Furthermore, we
give an example of a system such that we easy verify the conditions for the existence of periodic solutions
for small values of ε.

Keywords: nonlinear differential equations, small parameter, Jordan transformation, homotopy, rotation
of vector fields.
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1. Introduction and Assistive Information

Many natural processes are oscillatory. In the mathematical formulation, such processes
correspond to problems that have periodic solutions. Oscillatory processes are usually
described by differential equations. A typical example is an equation of the form:

ẍ+ x = µ · f(x, ẋ), (1)

where µ is a small parameter. It is known that for µ = 0 equation (1) has periodic solutions.
If µ 6= 0, then some perturbations arise in the right-hand side of this equation and, possibly,
periodic solutions do not exist. Therefore, the problem is to find conditions under which the
equation (1) has periodic solutions.

c© 2025 Grishanina, G. E., Muhamadiev, E. M., Nurov, I. J. and Sharifzoda, Z. I.
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The study of the system of the form (1) originates from the work A. Poincare [1] and
A. M. Lyapunova [2]. Among the many works devoted to the further development of the
theory of a small parameter, it is sufficient to mention the works of B. I. Bogolyubov [3],
I. G. Malkin [4], J. Guckenheimer [5], A. N. Tikhonov [6], A. D. Morozov [7] and others.

The determining role in the study of equations with a small parameter is played by the
linear parts of the equations, the properties of which allow us to study the issues of the
existence of periodic solutions of nonlinear equations.

The transition to equations with “essential” nonlinearities, as a rule, requires the deve-
lopment of fundamentally new approaches and methods. A significant contribution to the
theory of such equations was made by the works of M. A. Krasnoselsky and his students,
Yu. I. Neimark, V. A. Pliss, F. Hartman and others. In these works, topological, qualitative
and approximate methods for studying various classes of nonlinear equations were developed.

According to the Poincare method, the solution to the equation (1) is sought in the form [1]

x(t) = x0(t) + µx1(t) + µ2x2(t) + . . .+ µnxn(t) + . . .

By equating the coefficients of the same powers of µ, we obtain a system of recurrence relations,
for each of which it is necessary to use methods of variation of arbitrary constants to find
a solution. However, there are systems in which the use of this method is not effective. An
example of such a system could be a nonlinear system of the form

{
ẋ = y,

ẏ = µ · x · cos x− x,

where µ is a small parameter.
For such systems, other alternative methods are used [8].
Nonlinear systems depending on a small parameter were also the subject of research by

L. S. Pontryagin [9] and others (see, for example, [10, 11]). Let us briefly present some auxiliary
information from the theory of dynamic systems on the plane and from the general theory of
nonlinear analysis (see, for example, [12–16]). Let us consider a system of the form




ẋ = −∂H

∂y + µp(x, y, µ),

ẏ = ∂H
∂x + µq(x, y, µ).

(2)

For µ = 0 we get a Hamiltonian system

ẋ = −∂H
∂y

, ẏ =
∂H

∂x
, (3)

the integral of which is H(x, y) = C. It is assumed that for the considered values of C
(C1 < C < C2) the curves H(x, y) = C are closed curves. Let x = ϕ(t, C), y = ψ(t, C) be a
solution of the system (3) corresponding to some curve H(x, y) = C.

Consider the integral

I(C) =

τ∫

0

[
p(ϕ,ψ, 0)ψ′ − q(ϕ,ψ, 0)ϕ′] dt,

where τ = τ(C) — period of functions ϕ and ψ. This function is called the Pontryagin function.
Along with this function, the function is considered

I ′(C) =

τ∫

0

[
p′x(ϕ,ψ, 0) + q′y(ϕ,ψ, 0)

]
dt.
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Theorem L. S. Pontryagin’s [12, p. 203]. If for some value C = C0 the conditions are

satisfied

I(C0) = 0, I ′(C0) 6= 0,

then there are numbers ε > 0 and δ > 0 such that :
a) for anyone µ, |µ| < δ, system (2) has in ε — neighborhood of the curve H(x, y) = C0

one and only one limit cycle, and at µ→ 0 it contracts to this curve;

b) this limit cycle is a rough limit cycle, stable, when µ · I ′(C0) < 0, and unstable, when

µ · I ′(C0) > 0.

The conditions of Pontryagin’s theorem assume that the functions p and q are differenti-
able. We study the conditions for the existence of a cycle for the more general case, when the
functions p and q are only continuous.

For proof of the main statements obtained in the work, topological methods are used, in
particular, the apparatus of rotation of vector fields. These methods originate from the works
of J. Leray and Y. Schauder [17]. Below we will provide the necessary information from this
theory.

First of all, let us recall some definitions and concepts (see, for example, [13]).
Let E be a real Banach space and Ω ⊂ E be a bounded domain. Let a completely

continuous operator A acting in E be defined on the closure Ω of the domain Ω, and let
Ax 6= x for any x ∈ Ω̇; where Ω̇ is the boundary of the domain Ω. Then an integer characteristic
γ(I − A, Ω̇) is defined, which is called the rotation of the completely continuous vector field
Φx = x−Ax on the boundary Ω̇ of the domain Ω.

Two non-degenerate on Ω̇ (i. e. not taking zero values on Ω̇) completely continuous vector
fields

Φ0x = x−A0x, x ∈ Ω̇,

Φ1x = x−A1x, x ∈ Ω̇,

are called homotopic on Ω̇ if there exists a family of non-degenerate on Ω̇ vector fields

Φ(λ, x) = x−A(λ, x), x ∈ Ω̇, λ ∈ [0, 1],

such that the operator A(λ, x) is completely continuous with respect to the set of variables λ
and x, and

Φ(0, x) = Φ0x, Φ(1, x) = Φ1x.

The homotopy relation of vector fields has the following properties:
Property 1.1. If Φ0 and Φ1 homotopic on Ω̇, that

γ(Φ0, Ω̇) = γ(Φ1, Ω̇).

This property allows us to reduce the calculation of the rotation of complex vector fields
to the calculation of the rotation of simpler fields.

Property 1.2. If the likenes AΩ of the domain Ω lies in the subspace E0 ⊂ E and
Ω ∩ E0 6= ∅, then the field Ψx = x − Ax is defined on the boundary Ω̇0 of the domain
Ω0 = Ω ∩ E0 with a value on E0. Let Ω0 6= ∅. Then the equality γ(Φ, Ω̇) = γ(Ψ, Ω̇0) is true.

Property 1.3. Let a completely stable vector field Φx = x − Ax be non-degenerate on
the boundary of Ω̇ bounded domain Ω and continuity of its closure Ω and γ(Φ, Ω̇) 6= 0. Then
the field Φ has at least one singular point in the domain Ω.

It follows from property 1.3 that each sign of non-zero rotation of the field Φ on the
boundary Ω̇ of the domain Ω is a sign of the existence of at least one solution of the equation
Φx = 0 in the domain Ω.
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2. Statement of the Problem and Main Results

Let us consider a system of differential equations, the vector notation of which has the
form

ẋ = Ax+ εf(x, ε), (4)

where x = (x1, x2, x3) ∈ R3, A is a square real matrix, f(x, ε) — a continuous vector function
over a set of variables (x, ε) ∈ R3 × [−ε0, ε0], ε0 > 0, ε — parameter. In what follows, it is
assumed that the spectrum σ(A) of the matrix A has the representation: σ(A) = {±iβ, γ},
β > 0, γ 6= 0.

Of interest is finding conditions on the vector function f(x, ε) under which there exist
non-zero periodic solutions of the system (4) for sufficiently small non-zero values of ε.

For the study of the question of the existence of cycles, the starting point was the classical
theorem of L.S. Pontryagin [1, p. 214], which was formulated for systems of equations on a
plane under the assumption of analyticity of the function f(x, ε) with respect to the set of
variables x, ε. In contrast to Pontryagin’s conditions, below we do not assume differentiability
of the function f(x, ε); the continuity condition of this function with respect to both variables
is sufficient. We also note that the system we are considering is not Hamiltonian. It should
be noted that in the case of x ∈ R2 the system (4) was considered in the work [8].

Under the assumptions made regarding the spectrum of the matrix A, there exists a non-
singular matrix U , such that replacing x = Uy the system (4) leads to the system





ẏ1 = βy2 + εg1(y1, y2, y3, ε),

ẏ2 = −βy1 + εg2(y1, y2, y3, ε),

ẏ3 = γy3 + εg3(y1, y2, y3, ε).

(5)

Note that systems (5) and (4) are equivalent.
On the right side of the system (5) we define an analogue of the Pontryagin function [1]

F (ρ) =

2π∫

0

[g1 (ρ cosϕ, ρ sinϕ, 0, 0) cosϕ+ g2(ρ cosϕ, ρ sinϕ, 0, 0) sin ϕ] dϕ.

Let us recall that the norm in the space of continuous functions is defined by the following
equality: ‖x(t)‖ = maxt |x(t)|, where | · | is the euclidian norm in space R3.

Let us formulate a necessary condition for the existence of periodic solutions of the
system (4) at ε→ 0, ε > 0.

Theorem 1. Suppose that for some sequence of values ε = εk 6= 0, εk → 0, for k → ∞
the system (4) has a periodic solution x(t + ωk, εk) ≡ x(t, εk), with the smallest period

ωk = ω(εk) > 0, satisfying the condition C1 6 ‖x(t, εk)‖ < C2, where 0 < C1 < C2 — are

given numbers. Then there exists ρ0 ∈ [C1, C2], such that F (ρ0) = 0.

The formulated necessary condition, under some additional restrictions on the behavior
of the function F (ρ) in the neighborhood of the solution of the equation F (ρ) = 0, is also a
sufficient condition for the existence of a periodic solution of the system (4) for small |ε| > 0,
namely, the following theorem is valid.

Theorem 2. Let ρ0 > 0 be a solution to the equation F (ρ) = 0, and in the neighborhood

[ρ0 − δ0, ρ0 + δ0] points ρ0, where ρ0 − δ0 > 0, function F (ρ) 6= 0 for ρ 6= ρ0, and F (ρ0 − δ0) ·
F (ρ0+δ0) < 0. Then the system (4) for sufficiently small values of |ε| > 0 has a non-stationary

ω(ε)-periodic solution x(t, ε).

The proofs of the theorems are given below.
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3. Transition to Polar Coordinates

For ε = 0, system (5) is a linear system, and its general solution has an explicit re-
presentation, from which it follows that any solution (y1(t), y2(t), y3(t)) with initial condition
(y1(0), y2(0), 0), |y1(0)|+|y2(0)| > 0 is a cycle with period 2π

β in the plane (y1, y2, 0). Therefore,
for T > 0 the solution is (y1(t, ε), y2(t, ε), y3(t, ε)), |y1(0, ε)| + |y2(0, ε)| > σ > 0 satisfies the
condition r2(t, ε) = y21(t, ε) + y22(t, ε) > 0 for anyone |t| 6 T for sufficiently small absolute
values ε and y3(0, ε).

Let (y1(t), y2(t), y3(t)) be the solution of the system (5), satisfying the condition r(t) =√
y21(t) + y22(t) > 0. Believing

y1 = r cosϕ, y2 = r sinϕ, y3 = y3, (6)

we get





ṙ = ε[g1(r cosϕ, r sinϕ, y3, ε) cosϕ+ g2(r cosϕ, r sinϕ, y3, ε) sinϕ],

ϕ̇ = −β − ε
r [g1(r cosϕ, r sinϕ, y3, ε) sinϕ− g2(r cosϕ, r sinϕ, y3, ε) cosϕ],

ẏ3 = γy3 + εg3(r cosϕ, r sinϕ, y3, ε).

(7)

Let us assume that for the solution y(t) of the system (5) for a given value of ε the right-
hand side of the second equation of the system (7) is not equal to zero for all t. Then time t
can be expressed through the polar angle ϕ : t = T (ϕ), T (ϕ(t)) ≡ t. Let’s define complex
functions ρ(ϕ) = r(T (ϕ)), Y (ϕ) = y3(T (ϕ)). It is easy to show that these functions satisfy
the system of equations {

ρ
dϕ = εR1(ρ, Y, ϕ, ε),

dY
dϕ = R2(ρ, Y, ϕ, ε),

(8)

where

R1(ρ, Y, ϕ, ε) =
ρ(g1 cosϕ+ g2 sinϕ)

−βρ− ε[g1 sinϕ− g2 cosϕ]
,

R2(ρ, Y, ϕ, ε) =
ρ(γY + εg3)

−βρ− ε[g1 sinϕ− g2 cosϕ]
,

(9)

gi = gi(ρ cosϕ, ρ sinϕ, Y, ε), i = 1, 2, 3.
Conversely, if ρ(ϕ), Y (ϕ) is the solution of the system (8) for a given ε and satisfies the

condition −βρ+ε(g2 cosϕ−g1 sinϕ) < 0, then a monotonically decreasing function is defined

T (ϕ) =

ϕ∫

0

ρ(ψ) dψ

−βρ(ψ) + ε(g2 cosψ − g1 sinψ)
, (10)

and vector function (r(t), ϕ(t), y3(t)) = (ρ(T−1(t)), T−1(t), Y (T−1(t))) is a solution to the
system (7).

Under these conditions, in particular, to each ω-periodic solution of the system (7) (and,
consequently, of the system (4)) there corresponds a 2π-periodic solution of the system (8).

Thus, we have established the validity of the following lemma.
Lemma 1. If x(t) = Uy(t) is a solution (4), the function (r(t), ϕ(t), y3(t)), defined by

the equalities (6), satisfies the condition ε(g2 cosϕ − g1 sinϕ) < βr, then vector function

(ρ(ϕ), Y (ϕ)) = (r(T (ϕ)), y3(T (ϕ))) is a solution to the system (8).
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Conversely, if (ρ(ϕ), Y (ϕ)) is a solution of the system (8), and the function ϕ(t) is

determined from the equation T (ϕ) = t, then the vector function (r(t), ϕ(t), y3(t)) =
(ρ(ϕ(t)), ϕ(t), Y (ϕ(t))) is a solution of the system (7), where the function T (ϕ) is defined

by the equality (10).
If, in particular, the function x(t) = Uy(t) is ω-periodic, then the corresponding function

(ρ(ϕ), Y (ϕ)) is 2π-periodic, and ω = T (−2π).

4. Proof of Theorem 1

⊳ Let for some sequence of values ε = εk 6= 0, εk → 0, for k → ∞ the system (4)
has a periodic solution x(t + ωk, εk) ≡ x(t, εk) with the smallest period ωk = ω(εk) > 0,
satisfying the condition 0 < C1 6 ‖x(t, εk)‖ < C2. Then y(t, εk) = U−1y(t, εk) is a solution
of the system (5) for ε = εk. Without loss of generality, we can assume that the sequence
y(t, εk) uniformly converges to some function y0(t). The function y0(t) is a bounded solution
of the system (5) for ε = 0. It follows that the third coordinate of the sequence y(t, εk)
uniformly tends to zero. Therefore, after the transition to polar coordinates (6) for the obtained
sequence (r(t, εk), ϕ(t, εk), y3(t, εk)) the first coordinate r(t, εk) > 0. According to Lemma 1,
this sequence corresponds to a sequence of 2π-periodic solutions ρ(ϕ, εk), Y (ϕ, εk) of the
system (8): {

dρ(ϕ,εk)
dϕ = εkR1(ρ(ϕ, εk), Y (ϕ, εk), ϕ, εk),

dY (ϕ,εk)
dϕ = R2(ρ(ϕ, εk), Y (ϕ, εk), ϕ, εk).

Let us integrate the first equality of this system from 0 to 2π over the variable ϕ, taking
into account the 2π-periodicity of the function ρ(ϕ, εk). Reducing the resulting equality by εk,
we have

2π∫

0

R1(ρ(ϕ, εk), Y (ϕ, εk), ϕ, εk) dϕ = 0.

By definition of the sequence (ρ(ϕ, εk), Y (ϕ, εk)), the first coordinate uniformly converges
to some number ρ0 > C1, the second coordinate to zero. Therefore the sequence
R1(ρ(ϕ, εk), Y (ϕ, εk), ϕ, εk) converges uniformly to − 1

β (g1(ρ0 cosϕ, ρ0 sinϕ, 0, 0) cos ϕ +
g2(ρ0 cosϕ, ρ0 sinϕ, 0, 0) sinϕ). Therefore, after passing to the limit under the integral sign at
k → ∞, we obtain that ρ0 is a solution to the equation F (ρ) = 0. ⊲

5. Proof of Theorem 2

⊳ Let us consider a system of integral equations





ρ(ϕ)− ρ(2π) = ε
ϕ∫
0

R1(ρ(s), Y (s), s, ε) ds,

Y (ϕ)− Y (2π) =
ϕ∫
0

R2(ρ(s), Y (s), s, ε) ds,
(11)

where are the functions R1(ρ(s), Y (s), s, ε), R2(ρ(s), Y (s), s, ε) are defined by equalities (9) in
the domain ε(g2 cosϕ−g1 sinϕ) < βr. Every solution of the system (11) defines a 2π-periodic
solution of the system (8), and conversely, to each 2π-periodic solution of the system (8) there
corresponds a solution of the system of integral equations (11). If we show that the system (11)
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has a solution for small values of ε > 0, then, according to lemma 1, the system (4) also has
a periodic solution. Thus, theorem 2 will be proved. At the boundary of Ω̇(δ0, σ0) region

Ω(δ0, σ0) = {(ρ(ϕ), Y (ϕ)) : ‖ρ(ϕ) − ρ0‖ < δ0, ‖Y (ϕ)‖ < σ0} ,
where δ0 is determined by the conditions of theorem 2, σ0 > 0 is a fixed number, in the space
of continuous vector functions C[0, 2π] we consider families of completely continuous vector
fields

Φ(ρ, Y, ε)(ϕ) =


ρ(ϕ)−ρ(2π)−ε

ϕ∫

0

R1(ρ, Y, s, ε) ds, Y (ϕ)−Y (2π)−
ϕ∫

0

R2(ρ, Y, s, ε) ds


 , (12)

Ψ(ρ, Y, ε)(ϕ) =


ρ(ϕ)− ρ(2π) + ε

ϕ∫

0

F (ρ(s)) ds, Y (ϕ)− Y (2π) +
γ

β

ϕ∫

0

Y (s) ds


 . (13)

We will show that for sufficiently small ε > 0 on the boundary Ω̇(δ0, σ0) of the domain
Ω(δ0, σ0) these vector fields are linearly homotopic: there exists ε0 > 0, such that

λΦ(ρ, Y, ε)(ϕ) + (1− λ)Ψ(ρ, Y, ε)(ϕ) 6= 0

(∀λ ∈ [0, 1]) (∀ ε ∈ (0, ε0]) (ρ, Y ) ∈ Ω̇(δ0, σ0).

Indeed, if we assume the opposite, then there are sequences εk → 0, εk > 0, λk ∈ [0, 1],
(ρk, Yk) ∈ Ω̇(δ0, σ0), such that





ρk(ϕ)− ρk(2π) = εk
ϕ∫
0

[
λkR1(ρk(s), Yk(s), s, εk)− (1− λk)F (ρk(s))

]
ds,

Yk(ϕ)− Yk(2π) =
ϕ∫
0

[
λkR2(ρk(s), Yk(s), s, εk)− (1− λk)

γ
βYk(s)

]
ds.

(14)

From the limited sequence (ρk, Yk) and equality (14) its equicontinuity follows. Therefore,
without loss of generality, we can assume that it converges to some vector function
(ρ∗(ϕ), Y∗(ϕ)) and λk → λ∗. Note that from the equalities (14) it follows that ρ∗(ϕ) ≡ ρ∗(0),
а Y∗(ϕ) is a solution to the equation

dY

dϕ
= −γ

β
Y

and satisfies the condition Y∗(0) = Y∗(2π). Therefore, (ρ∗(ϕ), Y∗(ϕ)) ≡ (ρ∗(0), 0). Further,
from the condition that (ρ∗(ϕ), Y∗(ϕ)) ∈ Ω̇(δ0, σ0) it follows that ρ∗(ϕ) ≡ ρ0 + δ or ρ∗(ϕ) ≡
ρ0 − δ.

On the other hand, assuming equality (14) ϕ = 2π and reducing the resulting equality
by εk, we have

2π∫

0

[
λkR1(ρk(s), Yk(s), s, εk)− (1− λk)F (ρk(s))

]
ds = 0.

Let’s move to the limit at k → ∞ in this equality. We get

2π∫

0

[
− λ∗

β

(
g1(ρ∗(s) cos s, ρ∗(s) sin s, Y∗(s), 0) cos s

+ g2(ρ∗(s) cos s, ρ∗(s) sin s, Y∗(s), 0) sin s
)
− (1− λ∗)F (ρ∗(s))

]
ds = 0.
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Given that Y∗ = 0, ρ∗(s) = const ∈ [ρ0 − ε, ρ0 + ε], it follows from the last equality that
ρ∗(s) ≡ ρ0. This contradicts the condition that ρ∗(ϕ) ≡ ρ0+δ or ρ∗(ϕ) ≡ ρ0−δ. The obtained
contradiction proves that for sufficiently small ε > 0 on the boundary Ω̇(δ0, σ0) of the domain
Ω(δ0, σ0) the vector fields (12) and (13) are linearly homotopic.

Now let us consider the family of vector fields

Ψλ(ρ, Y, ε)(ϕ) = ρ(ϕ) − ρ(2π) + ε

ϕ∫

0

F (ρ(s)) ds + ελ

2π∫

ϕ

F (ρ(s)) ds,

Y (ϕ)− Y (2π) +
γ

β

ϕ∫

0

Y (s) ds +
γ

β
λ

2π∫

ϕ

Y (s) ds

at 0 6 λ 6 1. It is easy to show that there exists ε0 > 0, such that for all 0 < ε 6 ε0 and
any 0 6 λ 6 1 on the boundary of Ω̇(δ0, σ0) the domain Ω(δ0, σ0) Ψλ(ρ, Y, ε)(ϕ) 6= 0. In
particular, for λ = 0 we obtain the original vector field (13), and for λ = 1 we obtain

Ψ1(ρ, Y, ε)(ϕ) =


ρ(ϕ) − ρ(2π) + ε

2π∫

0

F (ρ(s)) ds, Y (ϕ) − Y (2π) +
γ

β

2π∫

0

Y (s) ds


 .

Operator

A(ρ, Y, ε)(ϕ) =


ε

2π∫

0

F (ρ(s)) ds,
γ

β

2π∫

0

Y (s) ds


 ,

defining the vector field Ψ1, acts from the closure of the domain Ω(δ0, σ0) of the space of
vector functions C[0, 2π] into the subspace of constant functions. Therefore, according to the
Leray–Schauder lemma [17], the rotation of the completely continuous vector field Ψ1 on the
boundary Ω̇(δ0, σ0) of the domain Ω(δ0, σ0) coincides with the rotation of its restriction

Ψ̄1(ρ, Y ) =

(
2πεF (ρ), 2π

γ

β
Y

)

on the boundary of the intersection of the region Ω(δ0, σ0) with the space of constant vector
functions, that is, a rectangular region {(ρ, Y ) : |ρ− ρ0| < δ0}, |Y | < σ0.

Thus, the equalities are valid

γ(Ψ1, Ω̇) = γ(Ψ̄1, Ω̇) =
signF (ρ0 + ξ0)− signF (ρ0 − ξ0)

2
.

Therefore, rotation γ(Φ, Ω̇) fields (14) on the boundary Ω̇ of the domain Ω are non-zero.
This implies the existence of a 2π-periodic solution of the system of equations (8) in the
domain Ω, and by lemma 1 the system (4) has an ω-periodic solution for sufficiently small
ε > 0. ⊲

Remark. The results above can be extended to the case where the dimension of the
solution space is greater than three.
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6. Example

Consider a system of the form





ẋ1 = −x1 − x2 + x3 + εf1(x1, x2, x3, ε),

ẋ2 = −x2 + εf2(x1, x2, x3, ε),

ẋ3 = −2x1 + x3 + εf3(x1, x2, x3, ε),

(15)

where

f1 =

√∣∣∣∣(x2 − x1)2 + (x3 − x1)2 −
1

2

∣∣∣∣ · sign
(
(x2 − x1)

2 + (x3 − x1)
2 − 1

2

)
· (x3 − x2) + εx2,

f2 = 2 ·
√∣∣∣∣(x2 − x1)2 + (x3 − x1)2 −

1

2

∣∣∣∣ · sign
(
(x2 − x1)

2 + (x3 − x1)
2 − 1

2

)
· (x3−x2)+ εx2,

f3 = (x2 − x1)
2 + εx3.

The linear part of the system (15) is determined by the matrix A:

A =




−1 −1 1
0 −1 0
−2 0 1


 .

The spectrum σ(A) of the matrix A has the present: σ(A) = {±i,−1}. Accordingly, we
can assume that in the system (15) the matrix A has a Jordan presentation. Then the system
corresponding to the system (5) has the following form





ẏ1 = y2 + εg1(y1, y2, y3, ε),

ẏ2 = −y1 + εg2(y1, y2, y3, ε),

ẏ3 = −y3 + εg3(y1, y2, y3, ε),

(16)

where

g1(y1, y2, y3, ε)=−2·
√∣∣∣∣

1

2
y21 +

1

2
y22 −

1

2

∣∣∣∣ sign
(
1

2
y21 +

1

2
y22 −

1

2

)
y1+

(
1

4
y21 −

1

2
y1y2 +

1

4
y22

)
−εy3,

g2(y1, y2, y3, ε) =
1

4
y21 −

1

2
y1y2 +

1

4
y22,

g3(y1, y2, y3, ε) = 2 ·
√∣∣∣∣

1

2
y21 +

1

2
y22 −

1

2

∣∣∣∣ sign
(
1

2
y21 +

1

2
y22 −

1

2

)
y1 + εy3.

After the transition to the polar coordinate system using formulas (6), the system (16)
will take the form





ρ̇ = ε[g1(ρ cosϕ, ρ sinϕ, y3, ε) · cosϕ+ g2(ρ cosϕ, ρ sinϕ, y3, ε) · sinϕ],
ϕ̇ = −1 + ε

ρ [g2(ρ cosϕ, ρ sinϕ, y3, ε) · cosϕ− g1(ρ cosϕ, ρ sinϕ, y3, ε) · sinϕ],
ẏ3 = −y3 + εg3(ρ cosϕ, ρ sinϕ, y3, ε),
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where

g1(ρ cosϕ, ρ sinϕ, y3, ε)=−2ρ·
√∣∣∣∣

1

2
(ρ2−1)

∣∣∣∣ sign
(
1

2
(ρ2−1)

)
cosϕ+

1

4
ρ2−1

2
ρ2 cosϕ sinϕ−εy3,

g2(ρ cosϕ, ρ sinϕ, y3, ε) =
1

4
ρ2 − 1

2
ρ2 cosϕ sinϕ,

g3(ρ cosϕ, ρ sinϕ, y3, ε) = 2ρ ·
√∣∣∣∣

1

2
(ρ2 − 1)

∣∣∣∣ sign
(
1

2
(ρ2 − 1)

)
cosϕ+ εy3.

Let’s introduce the functions

g11(ρ) = −2ρ ·
√∣∣∣∣

1

2
(ρ2 − 1)

∣∣∣∣ sign
(
1

2
(ρ2 − 1)

)
, g12(ρ) = g21(ρ) = ρ2, g22(ρ) ≡ 0,

P1(ϕ) = cosϕ, P2(ϕ) = Q1(ϕ) =
1

4
− 1

2
cosϕ sinϕ, Q2(ϕ) ≡ 0,

and we rewrite the last equalities in the form

g1 = g11(ρ)P1(ϕ) + g12P2(ϕ) − εy3, g2 = g21Q1(ϕ).

The function F (ρ) corresponding to the system (16) will take the following form

F (ρ) = −2πρ

√∣∣∣∣
1

2
(ρ2 − 1)

∣∣∣∣ sign
(
1

2
(ρ2 − 1)

)
.

The function F (ρ) at the point ρ0 = 1 is equal to zero. If we take the neighborhood
[ρ0 + δ0, ρ0 − δ0] point ρ0, then at δ0 ∈ (0, 1) function F (ρ0 + δ0) < 0, and F (ρ0 − δ0) > 0. It
follows that the conditions of theorem (2) are satisfied, therefore, the system has a periodic
solution for small ε > 0. Note that here the function F (ρ) is continuous, but not smooth,
since at the point ρ0 = 1 it has no derivative.
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Аннотация. В работе изучается вопрос о существовании периодических решений-циклов в нели-
нейных дифференциальных уравнениях с малым параметром. Получены необходимые и достаточные
условия существования периодических решений, которые существенно расширяют область применимо-
сти метода малого параметра Л. С. Понтрягина из теории динамических систем на плоскости. При
этом не предполагается дифференцируемость всех входящих в систему функций, а также того, что
система является гамильтоновой. Для доказательства существования периодических решений системы
нелинейных дифференциальных уравнений в работе применяются топологические методы нелинейно-
го анализа. На основе предложенных методов сформулированы и установлены теоремы о необходимых
и достаточных условиях существования периодических решений при условии непрерывности всех вхо-
дящих в систему функций. С целью упрощения изучаемой системы в работе используется переход к
полярной системе координат и жордановы преобразования. В заключительной части предложен метод
разработки примеров для конкретного класса функций, а также приведен пример системы, для которой
легко проверяются условия существования периодических решений при малых значениях ε.
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Abstract. We consider some multiplicative interpolation inequalities between the Hölder space and the
Lebesgue space. Multiplicative interpolation inequalities of the Gagliardo–Nirenberg type are used in
the investigations of partial differential equations. Several such inequalities involving the Hölder norm
(seminorm) were already proved and applied. In the present paper we generalise previous results to the
anisotropic “parabolic” case with another simple proof due to idea of Olga Ladyzhenskaya. The manuscript
also contains an application of such Gagliardo–Nirenberg type inequality with the Hölder norm. Some
integral estimate and this inequality give a priori estimate of the solution to quasilinear parabolic problem
in the smooth Hölder classes. Moreover, using this a priori estimate, we establish the existence of solution
of the quasilinear parabolic problem. In order to prove multiplicative inequality of the Gagliardo–Nirenberg
type with the Hölder norm we use an equivalent normalization of the higher order Hölder spaces over higher
order finite differences. The key technical tool is the representation of a function u(x, t) at an arbitrary
fixed point (x, t) over a higher order finite difference at this point and the corresponding additional sum of
values at neighboring points. After that we integrate with respect to the neighboring points over the balls
Br((x, t)) of small radius r. Estimating the finite difference over the corresponding Hölder seminorm, we
obtain an additive inequality with the parameter r, involving the Hölder and integral norms. Optimizing
this inequality over r we get the multiplicative estimate of the Gagliardo–Nirenberg type with the Hölder
norm and the Lebesgue norm.
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1. Introduction

In the present paper we deal with some simple interpolation inequalities between
the Hölder and the Lebesgue spaces. The importance of interpolation inequalities in the
investigations of different problems for partial differential equations is widely known, see, for
example, [1, Ch. 5, Ch. 6]. The inequalities from this paper can be used, for example, in some
appropriate situations to obtain a priori estimate in the Hölder spaces when the estimate in
a particular the Lebesgue space has already been obtained. The last estimate can very often
be obtained more easily. We give a simple example of an application of the interpolation
inequalities from this paper to a priori estimate for a solutions to some quasilinear parabolic
initial boundary value problem.

c© 2025 Degtyarev, S. P.
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The subject of interpolation inequalities is so vast that it is impossible to describe even
short history of this question, so we confine ourselves to refereing to books [1, Ch. 5, Ch. 6;
2, Ch. 1; 3, from section 1.6 and throughout], and the references therein.

From the previous papers with aggregate results on the interpolation of norms between
different scales of function spaces we mention only the papers [4–10], where the more
comprehensive bibliography can be found. Here the papers [4] and [5] deal with interpolation
inequalities in the Lebesgue and the Sobolev spaces involving the Hölder norms (similar to the
present paper). Moreover, the papers [6, 7] contain multiplicative estimates of the Lebesgue
and the Sobolev norms over the Lebesgue and the Besov norms, including the limiting the
Hölder case Bγ

∞,∞ = Cγ . On the other hand, in the papers [8, 9] multiplicative interpolation
inequalities between the Hölder (or BMO) and the Lorentz norms of a function are proved.
Besides, inequalities from [9] bind together the Lebesgue or the Sobolev, the Lorentz and the
Besov–Lorentz norms. Mention also that the inequalities from the paper [10] include BMO
norm.

Thus the present paper can be viewed as an extension of the results in [4–10] to the aniso-
tropic “parabolic” case and with another proof. Moreover, the present paper is motivated, in
particular, by [11], where the simplest situation was considered, and where we got the idea of
simple proof for such sharp inequalities. Note also that in this paper we consider for simplicity
the known functional spaces, designed for parabolic and elliptic equations of the second order.

Let us now give several definitions and auxiliary facts. We are going to use standard
spaces Cm+α(Ω) and Cm+α,m+α

2 (ΩT ) of the Hölder continuous functions u(x) and u(x, t),
where m = 0, 1, 2, . . . , α ∈ (0, 1), Ω is a given domain in RN (bounded or unbounded) with
smooth boundary (of the class Cm+α), ΩT = Ω × (0, T ), ΩT = Ω × [0, T ], T > 0 is a given
constant. The norm in the space Cm+α(Ω) is defined by

‖u‖Cm+α(Ω) ≡
∣∣u
∣∣(m+α)

Ω
=
∣∣u
∣∣(m)

Ω
+
〈
u
〉(m+α)

Ω
, (1)

where ∣∣u
∣∣(m)

Ω
≡
∑

|β|6m

max
Ω

∣∣Dβ
xu(x)

∣∣,
〈
u
〉(m+α)

Ω
≡
∑

|β|=m

〈
Dβ

xu(x)
〉(α)
Ω
, (2)

〈
w(x)

〉(α)
Ω

≡
〈
w(x)

〉(α)
x,Ω

≡ sup
x,y∈Ω

|w(x) − w(y)|
|x− y|α ,

β = (β1, β2, . . . , βN ) is a multiindex, βi = 0, 1, 2, . . . , |β| = β1 + β2 + . . .+ βN ,

Dβ
xu =

∂β1∂β2 . . . ∂βNu(x)

∂xβ1
1 ∂x

β2
2 . . . ∂xβN

N

.

Analogously, the norm in the space Cm+α,m+α
2 (ΩT ) is defined by (k, l are positive integers)

‖u‖
Cm+α,m+α

2 (ΩT )
≡
∣∣u
∣∣(m+α)

ΩT
=
∣∣u
∣∣(m)

ΩT
+
〈
u
〉(m+α)

ΩT
, (3)

∣∣u
∣∣(m)

ΩT
≡

∑

|β|+2l6m

max
ΩT

∣∣Dl
tD

β
xu(x, t)

∣∣,
〈
u
〉(m+α)

ΩT
=
〈
u
〉(m+α)

x,ΩT
+
〈
u
〉(m+α)

t,ΩT
, (4)

〈
u
〉(m+α)

x,ΩT
≡

∑

06m−|β|−2l61

〈
Dl

tD
β
xu(x)

〉(α)
x,Ω
,

〈
u
〉(m+α)

t,ΩT
≡

∑

06m−|β|−2l61

〈
Dl

tD
β
xu(x)

〉(m−|β|−2l+α
2

)

t,Ω
. (5)
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Note that for the space Cm+α,m+α
2 (ΩT ) we also have the estimate (see, for example, [12])

〈
u
〉(m+α)

t,ΩT
=

∑

06m−|β|−2l61

〈
Dl

tD
β
xu(x)

〉(m−|β|−2l+α
2

)

t,Ω

6 C

(〈
u
〉(m+α)

x,ΩT
+
〈
D

[m/2]
t u(x)

〉(m−2[m/2]+α
2

)

t,Ω

)
,

(6)

where here and everywhere below we denote by C and ν all absolute constants or constants
depending on fixed data of the problem. It is known (see [3, 5, 13]) that the seminorm 〈u〉(m+α)

ΩT

is equivalent to the seminorm

〈
u
〉(m+α)

ΩT
≃ Ck,l

(
sup

h∈R3;x, x+h∈Ω; t∈[0, T ]

∣∣∆k
x,h

u(x, t)
∣∣

∣∣h
∣∣m+α + sup

∆t>0; x∈Ω; t∈[0,T ]

∣∣∆l
t,∆tu(x, t)

∣∣

|∆t|m+α
2

)
. (7)

Here k and l are some fixed integers such that

k > m+ α, l >
m+ α

2
, ∆k

x,h
u = ∆x,h

(
∆k−1

x,h
u
)
, ∆x,h u = u(x+ h, t)− u(x, t)

and analogously

∆l
t,∆tu = ∆t,∆t

(
∆l−1

t,∆tu
)
, ∆t,∆tu = u(x, t+∆t)− u(x, t).

The above relations can be written also in a more concise way. Denote H = (h,∆t) ,

∥∥H
∥∥ ≡

∣∣h
∣∣+ |∆t| 12 ,

and denote ∆H u(x, t) = u(x+ h, t+∆t)− u(x, t). Then (7) is equivalent to

〈
u
〉(m+α)

ΩT
≃ Ck sup

(x,t),(x,t)+H∈ΩT

∣∣∆k
H
u(x, t)

∣∣
∥∥H
∥∥m+α . (8)

We also use for functions u(x) or u(x, t) spaces Lp(Ω) or Lp(ΩT ) respectively with the
norms ‖u‖p,Ω and ‖u‖p,ΩT

correspondingly, p > 1.

For the spaces Cm+α(Ω) = C l(Ω) with noninteger l = m+ α and also with integer l > 0
we have the following interpolation inequalities (see, for example, [2])

∣∣u
∣∣(l)
Ω

6 C
(
|u|(l2)

Ω

)ω (
|u|(l1)

Ω

)1−ω
, ω =

l − l1
l2 − l1

, l1 < l < l2, (9)

and analogous inequalities for anisotropic spaces C l, l
2 (ΩT )

∣∣u
∣∣(l)
ΩT

6 C
(
|u|(l2)

ΩT

)ω (
|u|(l1)

ΩT

)1−ω
, ω =

l − l1
l2 − l1

, l1 < l < l2, (10)

where l1, l2 may be either integer or noninteger.
The further content of the paper is as follows. In the next section of the paper we prove

some interpolation inequalities for functions from the Hölder spaces (in the case of unbounded
domain we need the intersection of the Hölder and the Lesbesgue spaces). And in the last
third section we apply these inequalities to a priori estimates and solvability of a model (just
for simplicity) problem for partial differential equations.
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2. Interpolation Inequalities

We start with the following interpolation inequality as the key particular case.

Lemma 1. Let l > 0 be a positive noninteger and let u(x, t) ∈ C l, l
2 (ΩT ) ∩ Lp(ΩT ). Then

∣∣u
∣∣(0)
ΩT

6 C
(∣∣u
∣∣(l)
ΩT

)ω (
‖u‖p,ΩT

)1−ω
, ω =

N + 2

lp+N + 2
. (11)

If for the function u(x, t) the following parabolic norm is finite

sup
0<t<T

‖u(·, t)‖p,Ω <∞, (12)

then
∣∣u
∣∣(0)
ΩT

6 C
(∣∣u
∣∣(l)
ΩT

)σ (
sup

0<t<T
‖u(·, t)‖p,Ω

)1−σ

, σ =
N

lp+N
. (13)

⊳ We are going to use relation (8). Let first Ω = RN , T = ∞. Let x, y ∈ RN , x is fixed,
t, τ > 0, t is fixed, h = y−x, ∆t = t− τ , H = (h,∆t), k is an integer, k > l, ε > 0. Represent
u(x, t) in the form

u(x, t) = ∆k
H
u+

k∑

i=1

Ciu
(
x+ ih, t+ i∆t

)
=

∆k
H
u

∥∥H
∥∥l
∥∥H
∥∥l +

k∑

i=1

Ciu
(
x+ ih, t+ i∆t

)
, (14)

where Ci, i = 1, . . . , k, are some integers, depending only on k. From this we obtain

|u(x, t)| 6 C
〈
u
〉(l)
RN×R1

+

∥∥H
∥∥l +

k∑

i=1

ci
∣∣u
(
x+ ih, t+ i∆t

)∣∣ (15)

with some constants ci, R1
+ = {t > 0}.

Raising this inequality to the power p > 1 and applying the inequality
(

N∑

i=1

ai

)p

6 Np
N∑

i=1

api , N ∈ N, ai > 0, i = 1, . . . , N, p > 0,

we obtain

|u(x, t)|p 6 C
(〈
u
〉(l)
RN×R1

+

)p ∥∥H
∥∥pl + C

k∑

i=1

|u|p
(
x+ ih, t+ i∆t

)
. (16)

Integrating in (y, τ) over the cylinder Qε(x, t) = {(y, τ) : |y − x| 6 ε, t 6 τ 6 t+ ε2}, we get

CεN+2 |u(x, t)|p 6 C
(〈
u
〉(l)
RN×R1

+

)p
εN+2+pl + Ci

k∑

i=1

∫

Qiε(x,t)

|u|p(z, θ) dz dθ, (17)

where for each i in the sum we made the change of the variables z = x+i(y−x), θ = t+i(τ−t)
and we took into account that for each i we have (y − x) = (z − x)/i. If the norm in (12) is
finite, we can integrate just in y over the ball Bε(x, t) = {y : |y − x| 6 ε} and obtain

CεN |u(x, t)|p 6 C
(
〈u〉(l)

RN×R1
+

)p
εN+pl + Ci

k∑

i=1

∫

Biε(x,t+i∆t)

|u|p(z, t+ i∆t) dz. (18)
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Estimate now the integrals over Qiε(x, t) in (17) by the integral over RN × R1
+, divide

both sides of (17) by CεN+2 and take the roots of power p from the terms of this relation. As
a result we obtain

|u(x, t)| 6 Cεl
〈
u
〉(l)
RN×R1

+
+ Cε−

N+2
p ‖u‖p,RN×R1

+
,

or, taking supremum over (x, t) ∈ RN ×R1
+,

∣∣u
∣∣(0)
RN×R1

+
6 Cεl

〈
u
〉(l)
RN×R1

+
+Cε

−N+2
p ‖u‖p,RN×R1

+
. (19)

Optimizing this inequality with respect to ε > 0, or just taking

ε =

(‖u‖p,RN×R1
+

〈u〉(l)
RN×R1

+

) p
pl+N+2

with 〈u〉(l)
RN×R1

+
6= 0, we finally obtain

∣∣u
∣∣(0)
RN×R1

+
6 C

(〈
u
〉(l)
RN×R1

+

) N+2
pl+N+2 (‖u‖p,RN×R1

+

) pl
pl+N+2 (20)

that is exactly inequality (11). If now 〈u〉(l)
RN×R1

+
= 0, then from (19) after letting ε → ∞ it

follows that |u|(0)
RN×R1

+
= 0 and so (20) is valid in this case also.

If the norm in (12) is finite, completely analogously to (20), we have subsequently from (18)

|u(x, t)| 6 Cεl
〈
u
〉(l)
RN×R1

+
+ Cε−

N
p sup

t∈R1
+

‖u(·, t)‖p,RN ,

∣∣u
∣∣(0)
RN×R1

+
6 Cεl

〈
u
〉(l)
RN×R1

+
+ Cε−

N
p sup

t∈R1
+

‖u(·, t)‖p,RN ,

and, optimizing this inequality with respect to ε > 0,

∣∣u
∣∣(0)
RN×R1

+
6 C

(〈
u
〉(l)
RN×R1

+

) N
pl+N

(
sup
t∈R1

+

‖u(·, t)‖p,RN

) pl
pl+N

that is exactly inequality (13).
Now in the case of general smooth domain Ω 6= RN and T < ∞ the lemma follows by

an extension of a given function to RN ×R1
+ with the preserving of the corresponding norms

up to a multiple constant (the way of such extension for smooth domains is described in, for
example, [14, Ch. IV]). The lemma is proved. ⊲

Now we can easily get the following more general assertion.

Theorem 1. Let l be any positive number and let l2 > l be a positive noninteger. Let

also u(x, t) ∈ C l2,
l2
2 (ΩT ) ∩ Lp(ΩT ). Then

∣∣u
∣∣(l)
ΩT

6 C
(∣∣u
∣∣(l2)
ΩT

)ω (
‖u‖p,ΩT

)1−ω
, ω =

pl +N + 2

pl2 +N + 2
. (21)

If the parabolic norm

sup
0<t<T

‖u(·, t)‖p,Ω <∞
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is finite, then

∣∣u
∣∣(l)
ΩT

6 C
(∣∣u
∣∣(l2)
ΩT

)σ (
sup

0<t<T
‖u(·, t)‖p,Ω

)1−σ

, σ =
pl +N

pl2 +N
. (22)

⊳ From (10) with l1 = 0 we have

∣∣u
∣∣(l)
ΩT

6 C
(∣∣u
∣∣(l2)
ΩT

) l
l2

(∣∣u
∣∣(0)
ΩT

) l2−l
l2 .

At the same time, from (11) it follows that

∣∣u
∣∣(0)
ΩT

6 C
(∣∣u
∣∣(l2)
ΩT

)ω (
‖u‖p,ΩT

)1−ω
, ω =

N + 2

l2p+N + 2
.

Substituting this estimate for |u|(0)
ΩT

in the previous inequality, we obtain

∣∣u
∣∣(l)
ΩT

6 C
(∣∣u
∣∣(l2)
ΩT

) l
l2

[(∣∣u
∣∣(l2)
ΩT

) N+2
pl2+N+2 (‖u‖ΩT

) pl2
pl2+N+2

] l2−l
l2

= C
(∣∣u
∣∣(l2)
ΩT

) pl+N+2
pl2+N+2 (‖u‖ΩT

) p(l2−l)
pl2+N+2

that is (21). Inequality (22) is completely analogous on the base of (13). The Theorem is
proved. ⊲

By exactly the same arguments we have also an assertion for isotropic the Hölder spaces
in an “elliptic” case.

Theorem 2. Let l be any positive number and let l2 > l be a positive noninteger. Let

also u(x) ∈ C l2(Ω) ∩ Lp(Ω). Then

∣∣u
∣∣(l)
Ω

6 C
(∣∣u
∣∣(l2)
Ω

)ω (
‖u‖p,Ω

)1−ω
, ω =

pl +N

pl2 +N
. (23)

In the next section we give some simple application to an initial boundary value problem
for a quasilinear parabolic equation, mostly to illustrate the idea of applications.

3. Solvability of a Quasilinear Initial Boundary Value Problem

Consider the following initial boundary value problem in a bounded domain ΩT for an
unknown function u(x, t)

∂u

∂t
−△u+ |u|q−2u = f(x, t), (x, t) ∈ ΩT , (24)

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, (25)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω. (26)

Here f(x, t) is a given function, u0(x) is a given initial datum and we suppose that

f(x, t) ∈ Cα,α
2

(
ΩT

)
, u0(x) ∈ C2+α

(
Ω
)
, 2 6 q < 2 +

4

N
. (27)
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We note again that we consider the case of a bounded domain Ω just for simplicity of
estimates. (In the case of an unbounded domain we can consider the data of the problem to
be from an appropriate the Lebesgue spaces, besides (27).) We are going to prove carefully only

a priori estimate for a solution to problem (24)–(26) in the space C2+α, 2+α
2 (ΩT ). The existence

and uniqueness of the solution can be proved after this in a more-less standard (nowadays)
way (see, for example, [2, Ch. 7]), about the quasilinear parabolic equations. Namely, we have
the following assertion.

Theorem 3. Let α ∈ (0, 1). Let, further, a function u(x, t) ∈ C2+α, 2+α
2 (ΩT ) satisfy

problem (24)–(26). Let also

A =
qα+ (q − 1)(N + 2)

q(2 + α) +N + 2
, B =

q [(q − 2)(2 + α) + 2]

q(2 + α) +N + 2
. (28)

There exists a constant C > 0, which does not depend on f(x, t) and u0(x), with

∣∣u
∣∣(2+α)

ΩT
6 C

(∣∣f
∣∣(α)
ΩT

+
∣∣u0
∣∣(2+α)

Ω

)
+ C




T∫

0

∫

Ω

f2(x, t) dxdt +

∫

Ω

u20(x) dx




B
q(1−A)

. (29)

⊳ First we get some integral estimates for u(x, t). Multiply equation (24) by u(x, t) and
integrate over ΩT . After integrating by parts in the first two terms of the equation with taking
into account the boundary and the initial conditions we get

1

2

∫

Ω

u2(x, T )dx+

T∫

0

∫

Ω

|∇u|2 dxdt+
T∫

0

∫

Ω

|u|q dxdt =
T∫

0

∫

Ω

f(x, t)u(x, t)dxdt+
1

2

∫

Ω

u20(x)dx. (30)

For the first term in the right hand side of (30) we have

∣∣∣∣∣∣

T∫

0

∫

Ω

f(x, t)u(x, t) dxdt

∣∣∣∣∣∣
6 ‖f‖2,ΩT

‖u‖2,ΩT
6 ε
∥∥u
∥∥2
2,ΩT

+
1

ε

∥∥f
∥∥2
2,ΩT

= ε

T∫

0

∫

Ω

u2(x, t) dxdt +
1

ε

T∫

0

∫

Ω

f2(x, t) dxdt 6 εCΩ

T∫

0

∫

Ω

|∇u|2 (x, t) dxdt + 1

ε

T∫

0

∫

Ω

f2(x, t) dxdt,

where we took advantage first of the Hölder inequality, then of the Cauchy inequality with ε,
and then of the Poincare inequality. Taking into account this estimate, choosing ε such that
εCΩ = 1/2, and absorbing the term with ε into the left hand side of (30), we obtain

∫

Ω

u2(x, T ) dx+

T∫

0

∫

Ω

|∇u|2dxdt+
T∫

0

∫

Ω

|u|qdxdt 6 C




T∫

0

∫

Ω

f2(x, t) dxdt +

∫

Ω

u20(x) dx


 . (31)

Thus, in particular, we get the following estimate

‖u‖q,ΩT
6 C




T∫

0

∫

Ω

f2(x, t) dxdt+

∫

Ω

u20(x) dx




1
q

. (32)
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Now we are ready to obtain a priori estimate for a solution to (24)–(26) from the space

C2+α, 2+α
2 (ΩT ). Let us apply inequality (21) to estimate the norm of the term |u|q−2u in the

space Cα,α
2 (ΩT ). Note first that by elementary considerations we have

∣∣|u|q−2u
∣∣(α)
ΩT

6 C
(∣∣u
∣∣(0)
ΩT

)q−2 ∣∣u
∣∣(α)
ΩT
. (33)

Use (21) with l2 = 2 + α, l1 = 0, p = q to obtain

∣∣u
∣∣(0)
ΩT

6 C
(∣∣u
∣∣(2+α)

ΩT

)ω0 (‖u‖q,ΩT

)1−ω0 , ω0 =
N + 2

q(2 + α) +N + 2
. (34)

Then use (21) with l2 = 2 + α, l1 = α, p = q to obtain also

∣∣u
∣∣(α)
ΩT

6 C
(∣∣u
∣∣(2+α)

ΩT

)ωα (‖u‖q,ΩT

)1−ωα , ωα =
qα+N + 2

q(2 + α) +N + 2
. (35)

From (33)–(35) it follows that

∣∣|u|q−2u
∣∣(α)
ΩT

6 C
(∣∣u
∣∣(2+α)

ΩT

)A (
‖u‖q,ΩT

)B
, (36)

where
A = (q − 2)ω0 + ωα, B = (q − 2)(1 − ω0) + 1− ωα (37)

are defined in (28). On the base of the condition on q in (27) we have A < 1. So, applying
to (36) the Young inequality with ε, we obtain

∣∣|u|q−2u
∣∣(α)
ΩT

6 ε
∣∣u
∣∣(2+α)

ΩT
+ C

1
1−A ε−

A
1−A
(
‖u‖q,ΩT

) B
1−A . (38)

Moving now the term |u|q−2u to the right hand side of equation (24) we represent it in the form

∂u

∂t
−△u = g(x) ≡ f(x, t)− |u|q−2u, (x, t) ∈ ΩT . (39)

Now we use the well known estimate in Hölder spaces for a solution to initial-boundary
problem (39), (25), (26) (with the given function |u|q−2u) to obtain

∣∣u
∣∣(2+α)

ΩT
6 C

(∣∣g
∣∣(α)
ΩT

+
∣∣u0
∣∣(2+α)

Ω

)
6 C

(∣∣f
∣∣(α)
ΩT

+
∣∣u0
∣∣(2+α)

Ω
+
∣∣|u|q−2u

∣∣(α)
ΩT

)

6 C
(∣∣f
∣∣(α)
ΩT

+
∣∣u0
∣∣(2+α)

Ω

)
+Cε

∣∣u
∣∣(2+α)

ΩT
+ Cε−

A
1−A
(
‖u‖q,ΩT

) B
1−A

6 Cε
∣∣u
∣∣(2+α)

ΩT
+ C

(∣∣f
∣∣(α)
ΩT

+
∣∣u0
∣∣(2+α)

Ω

)
+ Cε−

A
1−A




T∫

0

∫

Ω

f2(x, t)dxdt +

∫

Ω

u20(x)dx




B
q(1−A)

,

where we took advantage of (38), and then (32). Absorbing now the first term with sufficiently
small ε (Cε = 1/2) into the left hand side of the last inequality, we arrive at the estimate

∣∣u
∣∣(2+α)

ΩT
6 C

(∣∣f
∣∣(α)
ΩT

+
∣∣u0
∣∣(2+α)

Ω

)
+ C




T∫

0

∫

Ω

f2(x, t) dxdt+

∫

Ω

u20(x) dx




B
q(1−A)

that is at (29). Theorem is proved. ⊲
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Note that, of cause, the estimate of the kind (29) can be obtained in some other ways. For
example, starting with estimate (31), one can consider problem (24)–(26) in the Sobolev spaces
first (under even weaker restrictions on the exponent q). And then one can use some bootstrap
arguments to gradually raise up the smoothness of the solution with some corresponding
estimates. For example, we can first consider the problem in the space W 2,1

q
q−1

(ΩT ) when the

term |u|q−2u ∈ L q
q−1

. Well known results on parabolic equations in the Sobolev spaces give

us the solution from W 2,1
q

q−1
(ΩT ). Then the Sobolev embedding gives us that u ∈ Lp1(ΩT ) and

depending on q and n it may occur p1 > q. Now we can repeat the considerations in the space
W 2,1

p1
q−1

(ΩT ) to obtain u ∈ Lp2(ΩT ) with p2 > p1. And so on till by embedding u ∈ Cε(ΩT )

with some ε > 0.
Our goal was just to demonstrate how easy it is to apply the interpolation inequalities from

section 2 to a priori estimates of solutions to nonlinear PDE in smooth classes of functions.
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tical Journal, 1995, vol. 2, no. 6, pp. 603–612. DOI: 10.1007/BF02262857.
5. Mengxia Dong. Gagliardo–Nirenberg Inequality with Hölder Norms, arXiv: 2405.00941, 2024.
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Аннотация. В статье рассмотрены некоторые мультипликативные интерполяционные неравенства
между пространствами Гельдера и Лебега. Мультипликативные интерполяционные неравенства типа
Гальярдо — Ниренберга широко используются в исследованиях по дифференциальным уравнениям
в частных производных. Ранее были доказаны и применены несколько типов таких неравенств, вклю-
чающих норму (полунорму) Гельдера. Настоящая статья обобщает имеющиеся результаты на случай
анизотропных «параболических» пространств, предлагая простое доказательство, основанное на идее
О. А. Ладыженской. В работе приводится применение такого неравенства типа Гальярдо — Ниренбер-
га с нормой Гельдера. Используя более слабую интегральную оценку, это неравенство позволяет легко
получить априорную оценку решения квазилинейной параболической задачи в гладких классах Гель-
дера. На основании этой априорной оценки устанавливается существование решения этой задачи. Для
доказательства мультипликативного неравенства типа Гальярдо — Ниренберга с нормой Гельдера ис-
пользуется эквивалентная нормировка пространств Гельдера высоких порядков в терминах поведения
конечных разностей высокого порядка. Ключевой технический прием заключается в представлении зна-
чения функции u(x, t) в произвольной точке (x, t) в терминах ее конечной разности высокого порядка
в этой точке, а также добавочной суммы значений функции в соседних точках. После этого производится
интегрирование по соседним точкам по шарам Br((x, t)) малого радиуса r с центром в (x, t). Оценивая
конечную разность через полунорму Гельдера, мы приходим к аддитивному неравенству с параметром r,
которое включает полунорму Гельдера и интегральную норму. Наконец, оптимизируя полученное ад-
дитивное неравенство по параметру r, приходим непосредственно к мультипликативному неравенству,
включающему нормы Гельдера и Лебега.

Ключевые слова: интерполяционные неравенства, априорные оценки, нелинейные дифференци-
альные уравнения.
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Abstract. In this article we study the properties of quasiconformal mappings on the Heisenberg group H1

and consider the definition of quasiconformal mappings in terms of the Beltrami equation. In particular,
we obtain an explicit expression for the Beltrami coefficient for the composition of two quasiconformal
mappings and we prove an analogue of the Stoilow factorization theorem on the plane. Namely, if the
Beltrami coefficients of two quasiconformal mappings are equal almost everywhere, then there exists a
conformal mapping such that by acting on one of the given quasiconformal mappings from the left, we
obtain another given mapping. As an application of these results on the Heisenberg group H1 we compute
the Beltrami coefficients of some quasiconformal mappings and we prove a theorem on the images of
quasi–Brownian motions. In specific examples we demonstrate the invariance of the Beltrami coefficient
under the action of the composition of a conformal function on the corresponding left mapping. Using
the Stoilow factorization on the Heisenberg group, we show that if two quasi–Brownian motions have the
corresponding Beltrami coefficients equal almost everywhere, then their trajectories are equivalent only
if the conformal map in the Stoilov factorization is a map obtained from a composition of translations,
rotations and dilations.

Keywords: Heisenberg group, Stoilow factorization, quasiconformal mappings, Beltrami system, Brow-
nian motion.
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1. Introduction

It is known, see, for example, [1], that W 1,2
loc -homeomorphism f : Ω → Ω′, Ω,Ω′ ⊂ C, is

K-quasiconformal if and only if, when

∂f

∂z
(z) = µ

∂f

∂z
(z) a. e. z ∈ Ω, (1)

where µ = µ(z) (the Beltrami coefficient) is a bounded measurable function satisfying

‖µ‖∞ 6
K − 1

K + 1
< 1.

The equation (1) is called the Beltrami equation. Next theorem characterizes all solutions of
the Beltrami equation.

#The work was supported by the Russian Science Foundation, project № 24-21-00319.
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Theorem 1 (Stoilow Factorization). Let a homeomorphism f(z) ∈W 1,2
loc be a solution of

the Beltrami equation (1) and |µ(z)| 6 k < 1. Also let g(z) ∈ W 1,2
loc be any other solution of

the Beltrami equation (1). Then there exists a holomorphic function Φ : Ω′ → C such that

g(z) = Φ(f(z)), z ∈ Ω. (2)

Conversely, if Φ is holomorphic on Ω′, then the composition Φ◦f is W 1,2
loc -solution of the equa-

tion (1) on Ω.

Initially, S. Stoilow in the paper [2] showed that if there is a continuous, open mapping f
between two Riemann surfaces S and S′ for which the preimage of any point is a totally
disconnected set, then there exists the Riemann surface S̃ and a homeomorphism h : S → S̃
such that f ◦h−1 : S̃ → S′ is a holomorphic mapping. Theorem has significant generalizations
in 2D analysis: every open and discrete map h is topologically equivalent to some analytic
function, so h = ϕ ◦ f , where f is some homeomorphism, ϕ is some holomorphic function
(mapping h : Ω → C is called discrete, if set h−1(w) is discrete for every w ∈ C). Y. G.
Reshetnyak proved [3] that every mappings with bounded distortion are open and discrete;
on the other hand, the quasiconformal mappings are homeomorphic mapping with bounded
distortion.

The Beltrami equation has importance for isometrical coordinates on the 2-dimensional
manifolds and also in the calculus of variations in minimizing the energy functional for
homeomorphisms acted from a unit disk to defined domain [1].

Quasiconformal maps on non-Riemannian structures were first considered by G. D. Mostov
because of the classification of metric spaces of constant negative curvature [4]. To prove the ri-
gidity theorem, G. D. Mostow needed quasiconformal transformations of the ideal boundary of
some symmetric space [5]. M. L. Gromov, using the Gromov–Hausdorff convergence, proved [6–
8] that the geometry of such an ideal boundary is modeled by a nilpotent group with the
Carnot–Caratheodory metric. This was one of the incentives for studying quasiconformal
maps on the Carnot groups and more general Carnot spaces [8, 9]. In the paper [10] P. Pansu
introduced the concept of differentiability of mappings “in terms” of the Carnot–Caratheodory
metric (P-differentiability). Using the concept of P-differentiability, A. Koranyi and
H. M. Reimann [11] systematized analytical methods for studying mappings on the Heisenberg
groups Hn, assuming a priori P-differentiability of mappings almost everywhere. The
analytical apparatus that allows one to develop the theory of quasiconformal mappings on
the Carnot groups under minimal assumptions was developed by S. K. Vodopyanov and his
students, see [12–16]. A. Koranyi and H. M. Reimann [11, 17] showed that on the Heisenberg
groups quasiconformal mappings can be defined in terms of systems of differential equations
similar to the classical Beltrami equations on the plane. It should be noted separately that
in the Euclidean case the Beltrami equations exist only in dimension 2; on the Heisenberg
groups Hn an analogue of the Beltrami equation exists in all dimensions [11, 17]. For strictly
pseudoconvex hypersurfaces the theory of the Beltrami equations was constructed in [18].

In our paper, we proved an analogue of the Stoilow factorization theorem on the first
Heisenberg group H1 (Theorem 4). Our proof is based on the use of a formula for the Beltrami
coefficient of a composition of quasiconformal mappings and an analogue of the Liouville
theorem proved by D. V. Isangulova in the paper [19]. To do this, we derive the notation
forms of the corresponding differential operators from the composition of quasiconformal
mappings (Lemma 1), using which we calculate the corresponding Beltrami coefficient for
compositions of quasiconformal mappings (Lemma 2). The last section of the paper is devoted
to the following problem: let two quasiconformal mappings with a common Beltrami coefficient
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be given; will the images of the corresponding Brownian motions then be equivalent, that is,
will these processes be expressed through each other by means of a time change (preserve
their trajectories)? We have proven the following

Theorem 2. Let Nt and Mt be quasi-Brownian motions on the Heisenberg group H1

with corresponding quasiconformal maps f and g whose Beltrami coefficients are equal almost

everywhere. Then, if the map g ◦f−1 is a composition of dilations, rotations, and translations

on the Heisenberg group H1, then there exists a time change a(t) such that almost surely

Nt =Ma(t).

2. Basic Definitions and Known Theorems

The first Heisenberg group H1 [11, 17, 19, 20] defined in the standard Euclidean space R3

with the coordinate system (x, y, t) induced by the coordinate frame (O, e1, e2, e3), using
the following table of commutators

{
[e1, e2] = −4e3,

[e1, e3] = [e2, e3] = 0.
(3)

Using the Baker–Campbell–Hausdorff formula and the table (3), we obtain an analytical
expression of the left translation of w1 ∗ w2 an arbitrary element w2 = (x2, y2, t2) ∈ H1 and
an other arbitrary element w1 = (x1, y1, t1) ∈ H1

α:

w1 ∗ w2 = (x1 + x2, y1 + y2, t1 + t2 − 2x1y2 + 2y1x2). (4)

Using (4), we obtain expressions for the basis of left-invariant vector fields (the Jacobi
basis [20]) of the Lie algebra V of the group H1 at each point (x, y, t):

X =
∂

∂x
+ 2y

∂

∂t
, Y =

∂

∂y
− 2x

∂

∂t
, T =

∂

∂t
.

Left-invariant vector fields X,Y are horizontal. We denote by V1 the tangent bundle
induced by horizontal vector fields X,Y . We have V = V1⊕V2, where V2 as tangent subbundle,
induced “vertical” field T [11, 20].

We will also use the representation of the Heisenberg group. H1 as (z, t) ∈ C×R [11, 17].
Then the group operation is defined as

(z1, t1) ∗ (z2, t2) =
(
z1 + z2, t1 + t2 − 2 Im(z1 · z̄2)

)
, (5)

where z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2.
Action is a one-parameter stretching group δs : H1 → H1, s > 0, set by the law

δs(z, t) =
(
sz, s2t

)
.

Homogeneous norm [17] (the Koranyi norm) ρ(z, t) = (|z|4 + t2)1/4 sets the metric on H1:

ρ
(
(z1, t1), (z2, t2)

)
= ρ
(
(z2, t2)

−1 ∗ (z1, t1)
)
.

Definition 1 [19]. Let Ω ⊂ H1 be an open set. Sobolev space W 1, q(Ω), where 1 6 q 6 ∞,
consists of locally integrable functions f : Ω → R, having weak derivatives Xf and Y f , with
norm

‖f‖W 1,q(Ω) = ‖f‖Lq(Ω) + ‖∇hf‖Lq(Ω) <∞,
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where ∇hf = (Xf, Y f) is a horizontal gradient. We will denote f ∈W 1, q
loc (Ω), if f ∈W 1, q(U)

for any open set U such that U ⊂ Ω.

Definition 2 [19, 20]. A mapping f : Ω → H1 belongs to W 1, q
loc (Ω,H

1), if f ∈ Lq(Ω,H1)
and satisfies:

(A) for any w ∈ H a function [f ]w : x ∈ Ω 7→ ρ(f(x), w) belongs to W 1, q
loc (Ω);

(B) a family of functions ∇h[f ]w has a majority belongs to Lq
loc(Ω).

Recall that the differential 1-form τ sets the contact structure on a (2n + 1)-dimensional
manifold, if τ ∧ (dτ)n 6= 0. On the Heisenberg group H1 the contact structure is determined
by the form

τ = 2xdy − 2ydx+ dt. (6)

We have ker τ = V1.

Definition 3 [17]. A diffeomorphism f : U → U ′, U,U ′ ⊂ H1, will be called a contact
map if it preserves the contact structure, that is

f∗τ = λτ, (7)

where λ 6= 0 is some function.

Condition (7) can be written in the following equivalent form
{
−2f2Xf1 + 2f1Xf2 +Xf3 = 0,

−2f2Y f1 + 2f1Y f2 + Y f3 = 0.
(8)

Mapping of the Sobolev space f : U → U ′, U,U ′ ⊂ H1 are weak contact, that is, the con-
ditions (8) are fulfilled for them almost everywhere (see, for example, [19]).

For mappings f = (f1, f2, f3) : Ω → H1 of the Sobolev space W 1, q
loc (Ω,H

1) we define the
formal horizontal differential Dhf as a matrix

Dhf =

(
Xf1 Y f1
Xf2 Y f2

)
.

It follows from general facts, see, for example, [21], that the horizontal differential Dhf
generates a linear mappingDf : V → V , called a formal differential, which is a homomorphism
preserving the grading of the Lie algebra V . The determinant of the matrix Df(x) will be
called the formal Jacobian of the mapping f and denoted by Jf (x).

Definition 4 [19, Definition 1]. The homeomorphism f : Ω → H1 defined on an open set
Ω ⊂ H, is a quasiconformal mapping if f ∈W 1, 4

loc (Ω;H
1), and there is a constant K > 1, such

that the inequality ∥∥Dhf(x)
∥∥4 6 KJf (x) (9)

for almost any x ∈ Ω. Consider the following vector fields

Z =
1

2
(X − iY ) and Z =

1

2
(X + iY ). (10)

Definition 5 [11, Definition 2]. The homeomorphism f = (f1, f2, f3) : Ω → H1 is defined
on an open set Ω ⊂ H1, is a quasiconformal mapping, if f is absolutely continuous, P-dif-
ferentiable almost everywhere, preserves orientation and almost everywhere on Ω satisfies
the Beltrami equation

ZfI = µZfI, (11)
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ZfII = µZfII, (12)

where fI = f1 + if2 and fII = f3+ i|fI|2, µ is some measurable function, such that ‖µ‖∞ < 1.

These two definitions of a quasiconformal mappping are equivalent, see [11, 21].

We have [22]

Dhf =

(
ZfI ZfI

ZfI ZfI

)
, ‖Dhf‖ = |ZfI|+

∣∣ZfI
∣∣,

Jf = det



ZfI ZfI 0

ZfI ZfI 0

0 0 |ZfI|2 −
∣∣ZfI

∣∣2


 =

(
|ZfI|2 −

∣∣ZfI
∣∣2
)2
.

(13)

Remark 1. If the Beltrami coefficient of the quasiconformal mapping f is zero almost eve-
rywhere, then almost everywhere it holds ZfI = 0. Then the inequality (9) has the form

|ZfI|4 6 K|ZfI|4. (14)

This is true for all K > 1, i. e. f is a 1-quasiconformal (conformal) mapping.

Theorem 3 [19, p. 326]. Any (not necessarily orientation-preserving) 1-quasiconformal

map on the Heisenberg group H1 is represented as a composition of the following type of

mappings:

(1) Left translation πa(x) = a ∗ x, a ∈ H;

(2) Dilation δs(x) = (sz, s2t), s > 0;

(3) Rotation φα(x) = (eiαz, t), α ∈ R;

(4) Inversion j(x) =
(

z
|z|2−it

, −t
ρ(x)4

)
;

(5) Reflection ι(x) = (z, t).

3. Stoilow Factorization on the Heisenberg Group H1

Lemma 1. Let Ω, Ω′, Ω′′ be domains of H1, g : Ω → Ω′ and h : Ω′ → Ω′′ are quasiconformal

mappings. Then

Z(hI ◦ g) = (ZhI ◦ g)ZgI +
(
ZhI ◦ g

)
Z gI,

Z(hI ◦ g) = (ZhI ◦ g)ZgI +
(
ZhI ◦ g

)
Z gI.
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⊳ We have

Z(hI ◦ g) =
1

2
(X − iY )(hI ◦ g) =

1

2

(
[X(h1 ◦ g) + Y (h2 ◦ g)] + i [X(h2 ◦ g)− Y (h1 ◦ g)]

)

=
1

2

([
(h1x ◦ g)g1x+(h1y ◦ g)g2x+(h1t ◦ g)g3x+2y

(
(h1x ◦ g)g1t+(h1y ◦ g)g2t+(h1t ◦ g)g3t

)]

+
[
(h2x ◦ g)g1y+(h2y ◦ g)g2y+(h2t ◦ g)g3y−2x

(
(h2x ◦ g)g1t+(h2y ◦ g)g2t+(h2t ◦ g)g3t

)]

+ i
[
(h2x ◦ g)g1x+(h2y ◦ g)g2x+(h2t ◦ g)g3x+2y

(
(h2x ◦ g)g1t+(h2y ◦ g)g2t+(h2t ◦ g)g3t

)]

− i
[
(h1x ◦ g)g1y+(h1y ◦ g)g2y+(h1t ◦ g)g3y−2x

(
(h1x ◦ g)g1t+(h1y ◦ g)g2t+(h1t ◦ g)g3t

)])

=
{
combine them gix+ 2ygit and giy− 2xgit into Xg1 and Y g1, accordingly, for all i=1, 2, 3

}

=
1

2

[
(h1x◦g)Xg1+(h1y◦g)Xg2+(h1t◦g)Xg3

]
+
[
(h2x◦g)Y g1+(h2y◦g)Y g2+(h2t◦g)Y g3

]

+ i
[
(h2x◦g)Xg1+(h2y◦g)Xg2+(h2t◦g)Xg3

]
−i
[
(h1x◦g)Y g1+(h1y◦g)Y g2+(h1t◦g)Y g3

]

=
{
by the condition of contact, we will Xg3 and Y g3

}
=

1

2

([
(Xh1◦g)Xg1+(Y h1◦g)Xg2

]

+
[
(Xh2 ◦ g)Y g1 + (Y h2 ◦ g)Y g2

]
+ i
[
(Xh2 ◦ g)Xg1 + (Y h2 ◦ g)Xg2

]
− i
[
(Xh1 ◦ g)Y g1

+(Y h1 ◦ g)Y g2
]
=

1

2

([
(XhI ◦ g)Xg1 + (Y hI ◦ g)Xg2

]
− i
[
(XhI ◦ g)Y g1 + (Y hI ◦ g)Y g2

])

= (XhI ◦ g)Zg1 + (Y hI ◦ g)Zg2 =
((
Z + Z

)
hI ◦ g

)
Zg1 − i

((
Z − Z

))
hI ◦ g

)
Zg2

= (ZhI ◦ g)ZgI +
(
ZhI ◦ g

)
Z gI.

Similarly:

Z(hI ◦ g) =
1

2
(X + iY )(hI ◦ g) =

1

2

([
X(h1 ◦ g) − Y (h2 ◦ g)

]

+ i
[
X(h2 ◦ g) + Y (h1 ◦ g)

])
= (ZhI ◦ g)ZgI +

(
ZhI ◦ g

)
Z gI. ⊲

Lemma 2. Let f : Ω → Ω1 and g : Ω → Ω2 be quasiconformal mappings on the Heisnberg

groups H1 with Beltrami coefficients µf and µg, accordingly. Then the composition

f ◦ g−1 : Ω2 → Ω1

is an quasiconformal mapping with the Beltrami coefficient

µf◦g−1 ◦ g =
ZgI

ZgI
· µf − µg
1− µf µg

. (15)

⊳ A mapping f ◦ g−1 is quasiconformal (see, for example, [11]). Let h = f ◦ g−1, then
fI = hI ◦ g. Using the Lemma 1 to ZfI and ZfI, we get

ZfI = (ZhI ◦ g)ZgI +
(
ZhI ◦ g

)
Z gI, ZfI = (ZhI ◦ g)ZgI +

(
ZhI ◦ g

)
Z gI.

Then

ZhI ◦ g =
ZfIZ gI − ZfIZ gI
ZgIZ gI − ZgIZ gI

, ZhI ◦ g = − ZfIZgI − ZfIZgI

ZgIZ gI − ZgIZ gI
.

From here we find µh ◦ g

µh ◦ g = − ZfIZgI − ZfIZgI

ZfIZ gI − ZfIZ gI
=

1

ZfIZ gI

ZfIZgI − ZfIZgI
1− µfµg

=
ZgI

Z gI

µf − µg
1− µfµg

.
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Note that 1 − µfµg 6= 0 almost everywhere, see Definition 5. The product ZfIZgI is also
non-zero almost everywhere. Indeed, if ZfI = 0, then using the Beltrami equation for f ,
we get that ZfI = 0, from which Jf = 0, see Remark 1. However, Jf 6= 0 is almost
everywhere [21, Theorem 4]. Thus, ZfI 6= 0 is almost everywhere. Similar arguments work
for ZgI. ⊲

As a result, we obtain the expression for the Beltrami coefficient of the inverse mapping
(in the Lemma 2, we need to put f(x) = x):

µg−1 ◦ g = −ZgI
ZgI

· µg. (16)

Theorem 4. Let f : Ω → Ω1 and g : Ω → Ω2 be quasiconformal mappings on the Heisen-

berg group H1 with the Beltrami coefficients µf and µg accordingly. The following conditions

are equivalent:

(1) µf = µg almost everythere on Ω;
(2) There is an quasiconformal mapping h : Ω2 → Ω1 so that f = h ◦ g.
⊳ (1) ⇒ (2) By the Lemma 2, we consider mappings with almost everywhere equal the Bel-

trami coefficients. We obtain that the Beltrami coefficient of the function h = f ◦ g−1 is zero
and, therefore, h is a conformal function such that f = h ◦ g, see Remark 1.

(2) ⇒ (1) Let f ◦ g−1 = h. Then by the Lemma 2 we get

0 = µf◦g−1 ◦ g =
ZgI

ZgI
· µf − µg
1− µfµg

. (17)

Therefore, µf = µg almost everywhere. ⊲

4. Examples

To demonstrate the results obtained, let us consider a number of examples.

4.1. Invariance of the Beltrami coefficient with respect to the conformal
mapping. Now we check that the composition from the left to the conformal mapping does
not change the Beltrami coefficient of the mapping. Consider the functions g = (tz, t3/3),
h = j ◦g =

(
3z/(3t|z|2− it2),−3/(9t|z|4+ t3)), where j is the inverse of the Heisenberg group.

Now µg:

µg =
ZgI
ZgI

= − izz

t+ i |z|2 . (18)

We check that µg and µh are equal almost everywhere:

µh =
ZhI
ZhI

=

−9tzz+i3zz(3|z|2−2it)
(3t|z|2−it2)2

9t|z|2−3it2−9tzz−i3zz(3|z|2−2it)
(3t|z|2−it2)2

=
−3tzz + izz(3|z|2 − 2it)

−it2 − izz(3|z|2 − 2it)
=

−izz(3|z|2 + it)

(t+ i|z|2)(3|z|2 + it)
= − izz

t+ i|z|2 .

4.2. The Beltrami coefficient for the inverse function. We show how the Beltrami
coefficient for the inverse mapping is expressed in terms of the Beltrami coefficient of
the original mapping. Consider the mappings h = (tz, t3/3) and h−1 = (z/ 3

√
3t, 3

√
3t ). Now µh

and µh−1

µh =
ZhI
ZhI

= − izz

t+ i|z|2 , µh−1 =
Zh−1

I

Zh−1
I

=
izz

3t− i|z|2 .
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On the other hand, by the Lemma 2

µh−1 =
Z(h−1

I)

Z(h−1
I)

= −
(
ZhI

ZhI
µh

)
◦ h−1 =

(
t+ izz

t− izz
· izz

t+ i|z|2
)
◦ h−1 =

izz

3t− i|z|2 .

4.3. The Beltrami coefficient of the composition of the mappings. Now we show
how the Beltrami coefficient for the composition of mappings can be expressed in terms of
the Beltrami coefficients of the original mappings. Consider the mappings h = (2z + z, 3t),
g = (tz, t3/3) and g−1 = (z/(3t)1/3, (3t)1/3). Now µh, µg and µg−1

µh =
ZhI
ZhI

=
1

2
, µg =

ZgI
ZgI

= − izz

t+ i|z|2 , µg−1 =
Zg−1

I

Zg−1
I

=
izz

3t− i|z|2 .

Consider the Beltrami coefficient for f = h ◦ g = (2tz + tz,−t3):

µf =
ZfI
ZfI

=
t− iz(2z + z)

2t+ iz(2z + z)
.

By the Lemma 2,

µh◦g =
Z(hI ◦ g)
Z(hI ◦ g)

=

(
Zg−1

I

Zg−1
I

· µh − µg−1

1− µhµg−1

)
◦ g =

(
(3t)−

1
3 − (3t)−

4
3 · i zz

(3t)−
1
3 + (3t)−

4
3 · i zz

·
1
2 − izz

3t−i|z|2

1 + 1
2

izz
3t+i|z|2

)
◦ g

=

(
3t− izz

3t+ izz
·

3t−i|z|2−2izz
3t−i|z|2

6t+2i|z|2+i zz
3t+i|z|2

)
◦ g =

t3 − it2|z|2 − 2it2zz

2t3 + 2it2|z|2 + it2zz
=

t− iz(2z + z)

2t+ iz(2z + z)
.

5. Quasi-Brownian Motion on the Heisenberg Group H1

The property of conformal invariance of the Brownian motion is known: on the plane,
the conformal image of the Brownian motion is the Brownian motion with modified time,
and in Rn this is possible only if the mapping is a harmonic morphism [23] (see also [24]).
A similar result for mappings on the Heisenberg group H1 was obtained in [25]. Then the
question of describing random processes invariant with respect to quasiconformal mappings
of the Heisenberg group is of interest. On the plane, such processes are described in the
dissertation [26].

Definition 6 [27]. Let Xt and Yt be independent standard one-dimensional Brownian
motions, and St = 2

∫ t
0 (YsdXs −XsdYs). The random process Mt = (Xt, Yt, St) will be called

the horizontal Brownian motion in the Heisenberg group H1.

Definition 7. The process At will be called the quasi-Brownian motion on the Heisenberg
group H1 if there exists a quasiconformal mapping f such that f(At) is the horizontal
Brownian motion.

⊳ Proof of Theorem 2. By the definition of the quasi-Brownian motion

g(Nt) =
(
g ◦ f−1

)
(Bt),

where Bt is the Brownian motion on the Heisenberg group. By Theorem 4.1 of [25] the mapping
g◦f−1 will preserve the trajectories of the Brownian motion if and only if g◦f−1 is a harmonic
morphism on the Heisenberg group, that is, if it is a composition of dilations, rotations, or
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translations. Note that by Theorem 4 the mapping g ◦ f−1 is conformal and orientation-
preserving. Then we get that (g ◦ f−1)(Bt) = B̃a(t), where B̃a(t) is another independent of Bt

Brownian motion with changed time a(t) and Nt =Ma(t). ⊲
Acknowledgement. The author expresses his deep gratitude to S. K. Vodopyanov, D. V. Isan-
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ФАКТОРИЗАЦИЯ СТОИЛОВА НА ГРУППЕ ГЕЙЗЕНБЕРГА
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Аннотация. В данной статье мы исследуем свойства квазиконформных отображений на группе
Гейзенберга H1 и рассматриваем определение квазиконформных отображений через уравнение Бельтра-
ми. В частности, получено явное выражение коэффициента Бельтрами для композиции двух квазикон-
формных отображений и доказан аналог факторизационной теоремы Cтоилова на плоскости. А именно,
если коэффициенты Бельтрами двух квазиконформных отображений почти всюду равны, то существует
конформное отображение такое, что подействовав им слева на какой-то из данных квазиконформных
отображений, мы получим другое заданное отображение. В качестве применения полученных резуль-
татов на группе Гейзенберга H1 вычислены коэффициенты Бельтрами некоторых квазиконформных
отображений, и доказана теорема об образах квазиброуновских движений. В конкретных примерах мы
демонстрируем инвариантность коэффициента Бельтрами под действием на соответствующее отобра-
жение слева композицией конформной функции. С помощью доказанной факторизации Стоилова на
группе Гейзенберга, мы показали, что если у двух квазиброуновских движений их соответствующие
коэффициенты Бельтрами равны почти всюду, то их траектории эквивалентны только в случае, ес-
ли конформное отображение в факторизации Стоилова есть отображение, полученное из композиции
сдвигов, поворотов и растяжений.

Ключевые слова: группа Гейзенберга, факторизация Стоилова, квазиконформные отображения,
система Бельтрами, броуновское движение.
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70-летию В. А. Койбаева посвящается

Аннотация. Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра d. Для i ∈ {1, 2, . . . , d}
граф Γi определен на множестве вершин графа Γ и две вершины u, w смежны в Γi тогда и только
тогда, когда dΓ(u, w) = i. Графом Шилла называется дистанционно регулярный граф диаметра 3 с
собственным значением θ1 = a3. Для графа Шилла число a = a3 делит k и полагают b = b(Γ) = k/a.
Граф Шилла имеет массив пересечений {ab, (a+1)(b−1), b2; c1, c2, a(b−1)}. А. Юришич и Я. Видали
нашли массивы пересечений дистанционно регулярных графов диаметра 3, содержащих максималь-
ный локально регулярный 1-код, совершенный относительно последней окрестности. Оказалось, что
такой граф Γ имеет массив пересечений {a(p+1), cp, a+1; 1, c, ap} (и сильно регулярный граф Γ3) или
{a(p+1), (a+1)p, c; 1, c, ap} (и является графом Шилла). В работе изучаются графы Γ, содержащие
максимальный локально регулярный 1-код. Для дистанционно регулярного графа c массивом пере-
сечений {a2, a2−1, c; 1, c, a(a−1)} и a < 1000, c < 1000 кратности собственных значений целые только
в случаях (a, c) = (3, 4) (и q113 < 0), (a, c) = (5, 3), (a, c) = (9, 18) (и q333 < 0), (a, c) = (21, 49) (и q333 < 0),
(a, c) = (21, 9). Таким образом, остались только массивы {25, 24, 3; 1, 3, 20} и {441, 440, 9; 1, 9, 420)}.
При этом дистанционно регулярный граф c массивом пересечений {a2, a2−1, c; 1, c, a(a−1)} не суще-
ствует. Как следствие, дистанционно регулярные графы c массивами пересечений {25, 24, 3; 1, 3, 20}
и {441, 440, 9; 1, 9, 420)} также не существуют.
Ключевые слова: дистанционно регулярный граф, сильно регулярный граф, граф Шилла.
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Введение

Рассматриваются неориентированные графы без петель и кратных ребер. Если a,
b — вершины графа Γ, то через d(a, b) обозначается расстояние между a и b, а через
Γi(a) — подграф графа Γ, индуцированный множеством вершин, которые находятся на
расстоянии i в Γ от вершины a. Подграф Γ1(a) называется окрестностью вершины a и
обозначается через [a]. Через a⊥ обозначается подграф, являющийся шаром радиуса 1
с центром a.

Граф Γ называется регулярным графом степени k, если [a] содержит точно k вершин
для любой вершины a из Γ. Граф Γ называется реберно регулярным графом с парамет-

рами (v, k, λ), если Γ содержит v вершин, является регулярным степени k, и каждое
ребро из Γ лежит в λ треугольниках. Граф Γ называется вполне регулярным графом с

параметрами (v, k, λ, µ), если Γ реберно регулярен с соответствующими параметрами и
подграф [a] ∩ [b] содержит µ вершин в случае d(a, b) = 2. Вполне регулярный граф диа-

c© 2025 Журтов А. Х., Гериева З. С.
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метра 2 называется сильно регулярным графом. Число вершин в [a]∩ [b] обозначим через
λ(a, b) (через µ(a, b)), если d(a, b) = 1 (если d(a, b) = 2), а соответствующий подграф
назовем (µ-) λ-подграфом.

Если вершины u, w находятся на расстоянии i в Γ, то через bi(u,w) (через
ci(u,w)) обозначим число вершин в пересечении Γi+1(u) (в пересечении Γi−1(u))
с [w]. Граф диаметра d называется дистанционно регулярным с массивом пересечений

{b0, . . . , bd−1; c1, . . . , cd}, если значения bi = bi(u,w) и ci = ci(u,w) не зависят от выбора
вершин u, w на расстоянии i. Положим ai = k − bi − ci и ki = |Γi(u)| (значение ki не
зависит от выбора вершины u). Числа пересечений графа plij и параметры Крейна qlij
определены в [2] (с. 43 и 48 соответственно).

Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра d. Для i ∈ {1, 2, . . . , d}
граф Γi определен на множестве вершин графа Γ и две вершины u,w смежны в Γi тогда
и только тогда, когда dΓ(u,w) = i.

Графом Шилла называется дистанционно регулярный граф диаметра 3 с собствен-
ным значением θ1 = a3 [1]. Для графа Шилла число a = a3 делит k и полагают
b = b(Γ) = k/a. Граф Шилла имеет массив пересечений {ab, (a+1)(b−1), b2 ; c1, c2, a(b−1)}.

Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра d = 2e + 1. Подмно-
жество вершин, попарно находящихся на расстоянии d, называется e-кодом.

Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра d = 2e+1, содержащим
e-код C. Тогда |C| 6 pddd+2. Если равенство достигается, то C называется максимальным

кодом. Далее, в случае равенства v = |C|(k + 1) код C называется совершенным.
Аналогично, |C| − 1 6 kd/

∑e
i=0 p

d
id. Если равенство достигается в этой границе, то

код C называется совершенным относительно последней окрестности.
Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра d = 2e+1, содержащим

максимальный e-код C. Тогда cd 6 adp
d
dd. Если равенство достигается, то C называется

локально регулярным кодом.
Юришич и Видали нашли массивы пересечений дистанционно регулярных графов

диаметра 3, содержащих максимальный локально регулярный 1-код, совершенный от-
носительно последней окрестности [3]. Оказалось, что такой граф Γ имеет массив пере-
сечений {a(p + 1), cp, a + 1; 1, c, ap} (и сильно регулярный граф Γ3) или {a(p + 1), (a +
1)p, c; 1, c, ap} (и Γ — граф Шилла), где a = a3, p = p333, c = c2.

Мы изучим вопрос, что надо добавить к сильной регулярности Γ3 (или к тому, что Γ
является графом Шилла), чтобы выполнялось заключение теоремы Юришича — Вида-
ли.

Сначала изучаются графы Γ, содержащие локально регулярный 1-код, для кото-
рых Γ3 является сильно регулярным графом.

Теорема 1. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф диаметра 3, содержащий

локально регулярный 1-код C. Если Γ3 является сильно регулярным графом, p = p333, то

c3 = a3p и Γ имеет массив пересечений {a3(p + 1), c2t, a3 + 1; 1, c2, a3p}.
Следствие 1. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф диаметра 3, содержащий

максимальный совершенный локально регулярный 1-код C. Если Γ3 является сильно ре-

гулярным графом, p = p333, то Γ имеет массив пересечений {a3(p+1), c2p, a3+1; 1, c2, a3p}.
Дистанционно регулярный граф Γ диаметра 3 с сильно регулярными графами Γ2 и

Γ3 имеет массив пересечений {r(c2 + 1) + a3, rc2, a3 + 1; 1, c2, r(c2 + 1)} [4].

Теорема 2. Пусть Γ является дистанционно регулярным графом диаметра 3 с сильно

регулярными графами Γ2 и Γ3. Если Γ содержит максимальный 1-код, p = p333, то r = p,
a3 = c2 + 1 и Γ имеет массив пересечений {(p + 1)(c2 + 1), pc2, c2 + 2; 1, c2, p(c2 + 1)}.
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Если Γ — граф из заключения теоремы 2, то Γ3 — псевдогеометрический граф для
GQ(p+1, c2+1), Γ̄2 — псевдогеометрический граф для pG2(p+1, 2c2+2). Если c2 6 4, то Γ
имеет массив пересечений {44, 30, 5; 1, 3, 40} и не существует ввиду границы Кулена —
Пака [1].

Гипотеза 1. Дистанционно регулярный граф с массивом пересечений {(p + 1)(c2 +
1), pc2, c2 + 2; 1, c2, p(c2 + 1)} не существует.

Теперь изучим графы Шилла, содержащие локально регулярный 1-код.

Теорема 3. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф Шилла, содержащий ло-

кально регулярный 1-код C, p = p333. Тогда p = b − 1 и Γ имеет массив пересечений

{a(p + 1), (a + 1)p, c; 1, c, ap}.
Имеется два способа сделать массив пересечений {a(p + 1), (a+ 1)p, c; 1, c, ap} двупа-

раметрическим. Если граф Шилла Γ с b2 = c2 имеет собственное значение θ2 = 0, то он
имеет массив пересечений {b(b + 1)s, (bs + s + 1)(b − 1), bs; 1, bs, (b2 − 1)s}. Аналогично,
если граф Шилла Γ с b2 = c2 не имеет треугольников, то он имеет массив пересечений
{a2, a2 − 1, c; 1, c, a(a − 1)}.

Рассмотрим дистанционно регулярный граф c массивом пересечений {xy + yz, yz −
y, xy− x; 1, x+ z, yz}, где x+ z = xy−x. Тогда Γ имеет неглавные собственные значения
xy + y − 1, 0, −x(y − 2) кратностей m1 = (xy − 2x− 1)(y2 − 2)x(y − 1)y/((2x+ 1)(y − 2)),
m2 = (xy2 − 2xy − y + 1)(xy − 2x − 1)(y2 − 2)y/(xy + y − 1)(y − 2)2), m3 = (xy2 − 2xy −
y + 1)(y − 1)y2/((2x + 1)(y − 2)2).

Далее, k2 = y2(xy− 2x− 1), k3 = xy(z− 1)(y− 1)/z, поэтому z делит xy(y− 1). Ввиду
целочисленности m3 число (y − 2)2 делит y2(y − 1)2 и y ∈ {3, 4}. Отсюда Γ имеет массив
пересечений {6x, 3x− 3, 2x; 1, 2x, 3x} или {12x, 4x − 4, 3x; 1, 3x, 8x}.

Если Γ имеет массив пересечений {6x, 3x − 3, 2x; 1, 2x, 3x}, то Γ имеет неглавные
собственные значения 3x+2, 0, −x кратностей 42(x−1)x/(2x+1), 21(3x−2)(x−1)/(3x+2),
18(3x− 2)/(2x+ 1). Отсюда (2x+ 1) делит 63, (3x+ 2) делит 140 и x = 4. Противоречие
с тем, что граф с массивом {24, 9, 8; 1, 8, 12} не существует.

Итак, дистанционно регулярный граф c b2 = c2 и собственным значением θ2 = 0 не
существует.

Далее изучаются графы Шилла Γ с b2 = c2, не имеющие треугольников.
В [5] доказано, что граф Шилла с b2 = sc2 без треугольников имеет собственные

значения

θ2 = (−c2s− c2 +
√
c22s

2 + 4b2 + c22 − 2(2bc2 − c22)s− 4c2/2,

θ3 = −(c2s+ c2 +
√
c22s

2 + 4b2 + c22 − 2(2bc2 − c22)s− 4c2/2.

Для дистанционно регулярного графа c массивом пересечений {a2, a2− 1, c; 1, c, a(a−
1)} и a < 1000, c < 1000 кратности собственных значений целые только в случаях
(a, c) = (3, 4) (и q113 < 0), (a, c) = (5, 3), (a, c) = (9, 18) (и q333 < 0), (a, c) = (21, 49)
(и q333 < 0), (a, c) = (21, 9). Таким образом, остались только массивы {25, 24, 3; 1, 3, 20} и
{441, 440, 9; 1, 9, 420}.

Теорема 4. Дистанционно регулярный граф c массивом пересечений {a2, a2 −
1, c; 1, c, a(a − 1)} не существует.

Следствие 2. Дистанционно регулярные графы c массивами пересечений

{25, 24, 3; 1, 3, 20} и {441, 440, 9; 1, 9, 420} не существуют.
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1. Доказательство теоремы 1 и следствия 1

Пусть Γ — дистанционно регулярный граф диаметра 3, содержащий локально регу-
лярный 1-код C. Тогда c3 = a3p.

Если Γ3 является сильно регулярным графом, то по [6] имеем b2 = a3+1, b1 = c2t и Γ̄3

является псевдогеометрическим графом для pGc3(k, t). В частности, v = (k+1)(1+kt/c3)
и 1 + kt/c3 = p+ 2. Отсюда kt = a3p(p+ 1).

Итак, k = a3(p+1), k2 = kt = a3p(p+1), v = (p+2)(k+1), k3 = (p+1)t(a3 +1)/p и Γ
имеет массив пересечений {a3(p+ 1), c2t, a3 + 1; 1, c2, a3p}. Для чисел пересечений имеем
равенства

p111 = a3p−c2t+a3−1, p112 = c2t, p122 = (a3p−c2−1)t, p123 = (a3+1)t, p133 = (a3+1)t/p;

p211 = c2, p212 = a3p− c2 − 1, p213 = a3 + 1, p222 = a3pt− a3p+ a3 + c2 − t+ 1,

p223 = (a3 + 1)(t− 1), p233 = (a3 + 1)t/p;

p312 = a3p, p313 = a3, p322 = a3p(t−1), p323 = a3t, p333 = −(a3p−a3t−pt+p− t)/p = p.

Поэтому −a3p+ a3t+ pt− p+ t = p2 и t = p. Теорема 1 доказана.

2. Доказательство теорем 2 и 3

⊳ Доказательство теоремы 2. Пусть Γ является дистанционно регулярным гра-
фом диаметра 3 с сильно регулярными графами Γ2 и Γ3. Тогда Γ имеет массив пересече-
ний {r(c2+1)+a3, rc2, a3+1; 1, c2, r(c2+1)} [4]. Далее, Γ̄3 является псевдогеометрическим
графом для pGr(c2+1)(r(c2 + 1) + a3, r).

Если Γ содержит максимальный 1-код C, p = p333, то |C| = p + 2. Ввиду границы
Дельсарта для коклик графа Γ̄3 имеем |C| = p + 2 = 1 + (r(c2 + 1) + a3)r/(r(c2 + 1)).
Отсюда p+ 1 = (r(c2 + 1) + a3)/(c2 + 1), c2 + 1 делит a3 и p+ 1 = r + a3/(c2 + 1).

Положим a3 = m(c2 + 1). Тогда

p111 = c2m+m+ r − 1, p112 = c2r, p122 = (c2 + 1)(r − 1)r,

p123 = (c2m+m+ 1)r, p133 = (c2m+m+ 1)m;

p211 = c2, p212 = (c2 + 1)(r − 1), p213 = c2m+m+ 1,

p222 = c2r
2 + c2m− c2r + r2 + c2 +m− 2r + 1,

p223 = (c2m+m+ 1)(r − 1), p233 = (c2m+m+ 1)m;

p312 = (c2 + 1)r, p313 = (c2 + 1)m, p322 = (c2 + 1)(r − 1)r,

p323 = (c2 + 1)mr, p333 = c2m
2 − c2m+m2 + r − 1.

Так как p333 + 1 = r +m, то c2m2 − c2m+m2 −m = 0 и a3 = c2 + 1. Теперь r = p и Γ
имеет массив пересечений {p(c2 + 1) + c2 + 1, pc2, c2 + 2; 1, c2, p(c2 + 1)}. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 3. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф Шилла
с b2 = c2. Тогда Γ имеет массив пересечений {ab, (a+ 1)(b − 1), c2; 1, c2, a(b− 1)}.

Если Γ содержит локально регулярный 1-код C, то c3 = a3p
3
33 и p = b− 1. Отсюда Γ

имеет массив пересечений {a(p + 1), (a + 1)p, c; 1, c, ap}. ⊲

3. Тройные числа пересечений

В доказательстве теорем используются тройные числа пересечений [7].
Пусть Γ — дистанционно регулярный граф диаметра d. Если u1, u2, u3 — вершины

графа Γ, r1, r2, r3 — неотрицательные целые числа, не большие d, то
{

u1u2u3

r1r2r3

}
— множе-
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ство вершин w ∈ Γ таких, что d(w, ui) = ri,
[
u1u2u3

r1r2r3

]
=
∣∣∣
{

u1u2u3

r1r2r3

}∣∣∣. Числа
[
u1u2u3

r1r2r3

]
назы-

ваются тройными числами пересечений. Для фиксированной тройки вершин u1, u2, u3

вместо
[
u1u2u3

r1r2r3

]
будем писать [r1r2r3].

Пусть u, v, w — вершины графа Γ, W = d(u, v), U = d(v,w), V = d(u,w). Так как
имеется точно одна вершина x = u такая, что d(x, u) = 0, то число [0jh] равно 0 или 1.
Отсюда [0jh] = δjW δhV . Аналогично, [i0h] = δiW δhU и [ij0] = δiUδjV .

Другое множество уравнений можно получить, фиксируя расстояние между двумя
вершинами из {u, v, w}, и сосчитав число вершин всех расстояний от третьей, получим:

d∑

l=1

[ljh] = pUjh − [0jh],

d∑

l=1

[ilh] = pVih − [i0h],

d∑

l=1

[ijl] = pWij − [ij0]. (+)

При этом некоторые тройки исчезают. При |i−j| > W или i+j < W имеем pWij = 0, по-

этому [ijh] = 0 для всех h ∈ {0, . . . , d}. Положим Sijh(u, v, w) =
∑d

r,s,t=0QriQsjQth

[uvw
rst

]
.

Если параметр Крейна qhij = 0, то Sijh(u, v, w) = 0.
Зафиксируем вершины u, v, w дистанционно регулярного графа Γ диаметра 3 и по-

ложим {ijh} =
{

uvw
ijh

}
, [ijh] =

[
uvw
ijh

]
, [ijh]′ =

[
uwv
ihj

]
, [ijh]∗ =

[
vuw
jih

]
и [ijh]∼ =

[
wvu
hji

]
.

В случаях d(u, v) = d(u,w) = d(v,w) = 2 или d(u, v) = d(u,w) = d(v,w) = 3 вычисление

чисел [ijh]′ =
[
uwv
ihj

]
, [ijh]∗ =

[
vuw
jih

]
и [ijh]∼ =

[
wvu
hji

]
(симметризация массива тройных

чисел пересечений) может дать новые соотношения, позволяющие доказать несущество-
вание графа.

4. Доказательство теоремы 4

В этом разделе Γ — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений {a2, a2−
1, c; 1, c, a(a − 1)}. Тогда Γ имеет 1 + (p + 1)(c2 + 1) + p(p + 1)(c2 + 1) + (p + 1)(c2 + 2) =
(p+ 2)((p+ 1)(c2 + 1) + 1) вершин, спектр ((p+ 1)(c2 + 1))1, 1455,−1220,−699 и дуальную
матрицу собственных значений

Q =




1 55 220 99
1 35/2 −5 −27/2
1 −5/4 −5 21/4
1 −15/2 20 −27/2


 .

Из [6] граф Γ3 сильно регулярен.
Лемма 1. Числа пересечений графа Γ равны:

(1) p111 = p+ c2, p
1
12 = pc2, p

1
22 = (p2 − p)(c2 + 1), p123 = p(c2 + 2), p133 = c2 + 2;

(2) p211 = c2, p
2
12 = (p− 1)(c2 +1), p213 = p(c2 + 1), p222 = p2(c2 +1)− p(c2 + 2) + 2c2 + 2,

p223 = (p− 1)(c2 + 2), p233 = c2 + 2;
(3) p312 = p(c2 + 1), p313 = c2 + 1, p322 = (p2 − p)(c2 + 1), p323 = p(c2 + 1), p333 = p.

⊳ Прямые вычисления. ⊲
Пусть u, v, w — вершины графа Γ, {rst} =

{uvw
rst

}
и [rst] =

[uvw
rst

]
. Положим Σ = Γ3(u),

Λ = Σ2. Тогда Λ является регулярным графом степени p323 = p(c2+1) на k3 = (p+1)(c2+2)
вершинах.

Лемма 2. Пусть d(u, v) = d(u,w) = 3, d(v,w) = 1. Тогда выполняются следующие

утверждения:

1) [122] = c2p− c2 + p+ r13 − 1, [123] = [132] = c2 − r13 + 1, [133] = r13;
2) [211] = c2 + p − r12, [212] = [221] = c2p − c2 + r12, [222] = r14, [223] = [232] =

c2p
2 − 2c2p + p2 + c2 − p − r12 − r14, [223] = [232] = c2p − 2c2 + 2p + r5 − r6 − r7 − 4,

[233] = −c2p2 + 3c2p− p2 − c2 + 2p − r12 − r14;
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3) [311] = r12, [312] = [321] = c2 − r12, [322] = c2p
2 − 2c2p+ p2 + c2 − 2p− r13 − r14 + 1,

[323] = [332] = −c2p2 + 3c2p− p2 − 2c2 + 3p+ r12 + r13 + r14 − 1, [333] = c2p
2 − 3c2p+ p2 +

2c2 − 2p − r12 − r13 − r14 + 1, где 0 6 r13 6 c2 + 1, r12 6 c2.

⊳ Упрощения формул (+). ⊲

По лемме 2 имеем [322] = c2p
2 − 2c2p + p2 + c2 − 2p − r13 − r14 + 1. Так как {u,w} ∪

Λ(u) ∪ Λ(w) содержит 2p(c2 + 1) + 2− [322] вершин, то pc2 − c2 6 [322] 6 p(c2 + 1).

Лемма 3. Пусть d(u, v) = d(u,w) = d(v,w) = 3. Тогда выполняются следующие

утверждения:

1) [122] = c2p
2 − 2c2p+ p2 + c2 − 2p+ r35 − r36 − r37 +1, [123] = [132] = −c2p2 + 3c2p−

p2 − c2 + 3p− r35 + r36 + r37 − 1, [133] = c2p
2 − 3c2p+ p2 + 2c2 − 3p + r35 − r36 − r37 + 2;

2) [212] = c2p − c2 + p + r37 − 1, [213] = c2 − r37 + 1, [221] = c2p − c2 + p + r34 + 1,
[222] = r36, [223] = c2p

2 − 2c2p + p2 + c2 − 2p − r34 − r36 + 1, [231] = c2 − r34 + 1, [232] =
c2p

2−2c2p+p
2+c2−2p−r36−r37+1, [233] = −c2p2+3c2p−p2−2c2+3p+r34+r36+r37−2;

3) [312] = c2− r37+1, [313] = r37, [321] = c2− r34+1, [322] = c2p− c2+p− r35+ r37−1,
[323] = r34 + r35 − r37, [331] = r34, [332] = r35, [333] = p− r34 − r35 − 1,
где r34, r37 6 c2 + 1, r37 6 r34 + r35 6 p− 1.

⊳ Упрощения формул (+). ⊲

По лемме 3 имеем [322] = c2p− c2 + p− r35 + r37 − 1. Как и выше, pc2 − c2 6 [322] 6
p(c2 + 1).

Найдем число ребер d между Λ(v) и Λ2(v). Так как p313 = c2 + 1, p323 = p(c2 + 1),
p333 = p, то (c2 + 1 + p)(pc2 − c2) 6 d 6 (c2 + 1 + p)p(c2 + 1).

С другой стороны, d = p(c2+1)(pc2+p−1−λ), поэтому (c2+1+p)(pc2−c2)/(p(c2+1)) 6
pc2+p−1−λ 6 c2+1+p и pc2− c2−2 6 λ 6 pc2+p−1− (c2+1+p)(pc2− c2)/(p(c2+1)),
где λ — среднее значение параметра λ(Λ).

Лемма 4. Пусть d(u, v) = d(u,w) = 3, d(v,w) = 2. Тогда выполняются следующие

утверждения:

1) [122] = c2p+ p− r32, [123] = [132] = r32, [133] = c2 − r32 + 1;

2) [211] = c2 − r39, [212] = c2p
2 − 2c2p + p2 + c2 − 2p − r30 − r31 + r33 + 2, [213] =

−c2p2 + 3c2p− p2 − 2c2 +3p+ r29 + r30 + r31 − r33 − 2, [221] = c2p− 2c2 + p+ r29 + r31 − 2,
[222] = r30, [223] = c2p

2 − 2c2p + p2 + 2c2 − 2p − r29 − r30 − r31 + 2, [231] = c2 − r31 + 2,
[232] = −c2p− c2 + p+ r31 − r33 − 2, [233] = r33;

3) [311] = r29, [312] = −c2p2 + 3c2p − p2 − 2c2 + 3p + r30 + r31 − r33 − 3, [313] =
c2p

2 − 3c2p + p2 + 3c2 − 3p − r29 − r30 − r31 + r33 + 4, [321] = c2 − r29 − r31 + 1, [322] =
c2p

2−2c2p+p
2+2c2−3p−r30+r32+2, [323] = −c2p2+3c2p−p2−3c2+4p+r29+r30+r31−r32−4,

[331] = r31, [332] = p− r31 − r32 + r33, [333] = r32 − r33,
где r32 6 c2 + 1, r39 6 c2, r29 + r31 6 c2 + 1, r33 6 r32, r31 + r32 − r33 6 p.

⊳ Упрощения формул (+). ⊲
По лемме 4 имеем [322] = c2p

2 − 2c2p+ p2 + 2c2 − 3p − r30 + r32 + 2.
Симметризация [123] = [132] = r32 = r′32, [222] = r30 = r′30, [233] = r33 = r′33, [311] =

r29 = r′29, [313] = c2p
2−3c2p+p

2+3c2−3p− r29− r30− r31+ r33+4 = [331]′ = r′31, поэтому
c2p

2 − 3c2p+ p2 + 3c2 − 3p+ 4 = r29 + r30 + r31 − r33 + r′31.

⊳ Доказательство теоремы 4. Пусть d(u, v) = 3.
Подсчитаем число f1 пар вершин y, z на расстоянии 1 в графе Γ, где y ∈

{
uv
31

}
и

z ∈
{
uv
32

}
. С одной стороны, по лемме 2 имеем [321] = c2 − r12, где r12 6 c2, поэтому

0 6 f1 6 (c2 + 1)c2. С другой стороны, по лемме 4 имеем [311] = r29, поэтому 0 6 f1 =∑
i r

i
29 6 (c2 + 1)c2 и 0 6

∑
i r

i
29/(p(c2 + 1)) 6 c2/p.



66 Журтов А. Х., Гериева З. С.

Подсчитаем число f2 пар вершин y, z на расстоянии 2 в графе Γ, где y ∈
{
uv
31

}
и

z ∈
{
uv
32

}
. С одной стороны, по лемме 2 имеем pc2 − c2 6 [322] 6 p(c2 + 1), поэтому

(c2+1)c2(p−1) 6 f2 6 (c2+1)p(c2+1). С другой стороны, по лемме 4 имеем [312] = [321]′ =
c2− r′29− r′31+1, поэтому (c2 +1)c2(p− 1) 6 f2 = −∑i((r

′
29)

i+(r′31)
i)+ (c2 +1)p(c2+1) 6

(c2+1)p(c2+1), 0 6
∑

i((r
′
29)

i+(r′31)
i) 6 (c2+1)(p+c2) и 0 6

∑
i((r

′
29)

i+(r′31)
i)/(p(c2+1)) 6

(p + c2)/p.
Подсчитаем число g1 пар вершин y, z на расстоянии 1 в графе Γ, где y ∈

{uv
33

}
и

z ∈
{uv

32

}
. С одной стороны, по лемме 3 имеем [321] = c2 − r34 + 1, где r34 6 c2 + 1,

поэтому 0 6 g1 6 p(c2 + 1). С другой стороны, по лемме 4 имеем [331] = r31, поэтому
0 6 g1 =

∑
i r

i
31 6 p(c2 + 1) и 0 6

∑
i r

i
31/(p(c2 + 1)) 6 1.

Если r31 = 0, то равенство [232] = −c2p−c2+p+r31−r33−2 влечет c2p+c2+r33+2 6 p.
Аналогично, если r31 = 1, то c2p+c2+r33+1 6 p. В любом случае имеем противоречие. ⊲
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ON CODES IN DISTANCE-REGULAR GRAPHS OF DIAMETER 3
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Abstract. Let Γ be a distance-regular graph of diameter d. For i ∈ {1, 2, . . . , d} the graph Γi is defined
on the vertex set of Γ and two vertices u, w are adjacent in Γi if and only if dΓ(u,w) = i. The Shilla graph is
a distance-regular graph of diameter 3 with the eigenvalue θ1 = a3. For the Shilla graph the number a = a3
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divides k and we set b = b(Γ) = k/a. The Shilla graph has intersection array {ab, (a+1)(b−1), b2; c1, c2, a(b−1)}.
Jurisic and Vidali found intersection arrays of distance-regular graphs of diameter 3 containing the maximal
locally regular 1-code perfect with respect to the last neighborhood. Moreover, such graph Γ has intersection
arrays {a(p + 1), cp, a + 1; 1, c, ap} (and is a strongly regular graph Γ3) or {a(p + 1), (a + 1)p, c; 1, c, ap}
(and is a Shilla graph). In this manuscript we study graphs Γ such that it contains the maximal locally
regular 1-code. For a distance-regular graph with intersection array {a2, a2 − 1, c; 1, c, a(a− 1)} and a < 1000,
c < 1000, the multiplicities of the eigenvalues are integer only in the cases (a, c) = (3, 4) (and q113 < 0),
(a, c) = (5, 3), (a, c) = (9, 18) (and q333 < 0), (a, c) = (21, 49) (and q333 < 0), (a, c) = (21, 9). Thus, only arrays
{25, 24, 3; 1, 3, 20} and {(441, 440, 9; 1, 9, 420)} remain. Moreover, a distance-regular graph with intersection
array {a2, a2 − 1, c; 1, c, a(a− 1)} does not exist. As a consequence, distance-regular graphs with intersection
arrays {25, 24, 3; 1, 3, 20} and {(441, 440, 9; 1, 9, 420)} do not exist.

Keywords: distance-regular graph, strongly regular graph, Shilla graph.
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Аннотация. Спектром ω(G) конечной группы G называется множество порядков элементов груп-
пы G. Это множество замкнуто относительно делимости его элементов, поэтому оно однозначно
восстанавливается по своему подмножеству µ(G), состоящему из максимальных по делимости эле-
ментов ω(G). Две группы называются изоспектральными, если их спектры совпадают. Конечная
группа G называется распознаваемой по спектру в классе конечных групп (распознаваемой), ес-
ли любая конечная группа, спектр которой совпадает с ω(G), изоморфна G. В недавнем обзоре,
посвященном распознаваемости конечных групп, в частности, отмечен нерешенный вопрос о рас-
познаваемости симметрической группы S10 всех подстановок степени 10. Трудность исследования
этого вопроса объясняется, в частности, обилием конечных простых групп, субспектральных S10,
т. е. простых групп, спектры которых являются подмножествами ω(S10). В настоящей работе изла-
гается методика нахождения групп, субспектральных данной группе, и для каждой знакопеременной
группы L перечисляются субспектральные S10 накрытия L, основания которых являются неприво-
димыми модулями представлений L над конечными полями.
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Введение

Спектром ω(G) конечной группы G называется множество порядков элементов груп-
пы G. Это множество замкнуто относительно делимости его элементов, поэтому оно од-
нозначно восстанавливается по своему подмножеству µ(G), состоящему из максималь-
ных по делимости элементов ω(G). Две группы называются изоспектральными, если их
спектры совпадают. Конечная группа G называется распознаваемой по спектру в классе
конечных групп (для краткости: распознаваемой), если любая конечная группа, спектр
которой совпадает с ω(G), изоморфна G.
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Вопросам распознаваемости конечных групп посвящен недавний обзор [1]. В нем,
в частности, отмечен нерешенный вопрос о распознаваемости симметрической груп-
пы S10 всех подстановок степени 10. Трудность исследования этого вопроса объясня-
ется, в частности, обилием конечных простых групп, субспектральных S10, т. е. простых
групп, спектры которых являются подмножествами ω(S10).

В настоящей работе излагается методика нахождения групп, субспектральных дан-
ной группе, и для каждой знакопеременной группы L перечисляются субспектраль-
ные S10 накрытия L, основания которых являются неприводимыми модулями представ-
лений L над конечными полями.

Теорема 1. Пусть G — конечная группа, субспектральная S10, N — ее нормальная

элементарная абелева p-подгруппа порядка pm, на которой G действует неприводимо

при сопряжении. Если G/N изоморфна простой знакопеременной группе An, то G изо-

морфна одной из групп L таблицы 1. В этой таблице символ pm.An, где p — конкретное

простое число, означает такое расширение элементарной абелевой группы N порядка pm

посредством знакопеременной группы An, при котором сопрягающее действие G на N
является неприводимым.

1. Предварительные факты

Лемма 1. Если L — почти простая группа, субспектральная симметрической группы

степени 10, то L находится в таблице 2.

⊳ Множество π = {2, 3, 5, 7} состоит из всех простых делителей порядка группы
S10 ≃ Aut(A10). В работе А. В. Заварницина [2] перечислены все простые группы G, для
которых π(G) ⊆ π. Это A5, A6, L2(7), U4(2), L2(8), U3(3), A7, U3(5), L3(4), A8, A9, J2, A10,
U4(3), S6(2), O

+
8 (2), L2(49), S4(7). Две последние группы этого списка содержат элемент

порядка 25 6∈ ω(S10). Множество µ(L) для перечисленных групп G можно извлечь из
таблиц характеров групп AutG [3], доказав тем самым справедливость леммы. ⊲

Лемма 2. Пусть G — конечная группа, V — ее неприводимый модуль над полем

характеристики p > 0, ϕ — соответствующий брауэров характер, a — элемент из G, по-

рядок n которого взаимно прост с p. Тогда размерность d подпространства неподвижных

точек a в V равна

d =
1

n

∑

x∈〈a〉
ϕ(x).

⊳ Поскольку порядок a не делится на p, ограничение ϕ на 〈a〉 является обыкновен-
ным (комплексным) характером группы A = 〈a〉, и скалярное произведение (ϕ|A, 1|A)
равно числу тривиальных композиционных факторов пространства V , рассматриваемо-
го в качестве A-модуля (см. [4, §§ 81–83] о связи брауэровых характеров с обыкновенными
характерами). Так как число (ϕ|A, 1|A) равно d, то лемма доказана. ⊲

Лемма 3. Пусть H = V 〈a〉 — полупрямое произведение элементарной абелевой

p-подгруппы V на циклическую группу 〈a〉 порядка m. Полупрямое произведение H то-

гда и только тогда содержит элемент порядка pm, когда ām+ ām−1 + · · ·+ ā 6= 0, где ā —

линейное преобразование подгруппы V , рассматриваемой как векторное пространство

над полем порядка p, определенное равенством

vā = va = a−1va

для любого v ∈ V .
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⊳ Пусть v ∈ V . Тогда

(va)m = a−m(va)(va) . . . (va)︸ ︷︷ ︸
m сомножителей

= va
m
+ va

m−1
+ . . . + va

= vām + vām−1 + . . .+ vā = v(ām + ām−1 + . . .+ ā).

Если порядок va равен m для любого v ∈ V , то (ām + ām−1 + · · · + ā) — нулевое
преобразование пространства V . С другой стороны, если это преобразование ненулевое,
то найдется v из подгруппы V , для которого (va)m 6= 1, т. е. порядок элемента va ∈ H
равен pm. ⊲

Таблица 1

Неприводимые накрытия простых знакопеременных групп подстановок,

субспектральные симметрической группе S10 степени 10 µ(S10) = {8, 9, 12, 14, 15, 20, 21, 30}

L µ(L) Примечание
A5 {2, 3, 5}
2.A5 {4, 6, 10} Нерасщепляемое расширение группы порядка 2 посредством A5 (на-

крывающая группа для A5)
2× A5 {6, 10}
241.A5 {3, 4, 5} Расширение естественного модуля группы L2(4) ≃ A5 посредством A5

242.A5 {4, 5, 6}
3× A5 {6, 15}
34.A5 {5, 9, 12}
36.A5 {6, 9, 15}
5× A5 {10, 15}
53.A5 {10, 15}
74.A5 {5, 14, 21}
A6 {3, 4, 5}
2.A6 {6, 8, 10} Накрывающая группа для A6

2× A6 {4, 6, 10}
24.A6 {5, 6, 8}
216.A6 {6, 8, 10}
3× A6 {12, 15}
34.A6 {4, 9, 15}
36.A6 {9, 12, 15}
5× A6 {15, 20}
A7 {4, 5, 6, 7}
2.A7 {8, 10, 12, 14} Факторгруппа накрывающей группы A7

2× A7 {4, 6, 10, 14}
26.A7 {7, 8, 10, 12}
214.A7 {8, 10, 12, 14}
220.A7 {8, 10, 12, 14}
3.A7 {12, 15, 21}
3× A7 {12, 15, 21}
A8 {4, 6, 7, 15}
2.A8 {8, 12, 14, 30} Накрывающая группа A8

2× A8 {4, 12, 14, 30}
24.A8 {8, 12, 14, 15}
26.A8 {6, 7, 8, 10, 15}
214.A8 {8, 12, 14, 30}
220.A8 {8, 12, 14, 15}
264.A8 {8, 12, 14, 30}
3× A8 {12, 15, 21}
A9 {7, 9, 10, 12, 15}
28.A9 {8, 9, 12, 14, 30}
3× A9 {9, 12, 21, 30}
A10 {8, 9, 10, 12, 15, 21}
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Таблица 2

Почти простые группы, субспектральные S10

L µ(L)

A5 ≃ L2(4) {2, 3, 5}
A5.2 ≃ S5 {4, 5, 6}
A6 {3, 4, 5}
A6.21 ≃ S6 {4, 5, 6}
A6.22 {3, 8, 10}
A6.23 {3, 5, 8}
A6.2

2 {6, 8, 10}
L2(7) {3, 4, 7}
L2(7).2 {6, 7, 8}
U4(2) ≃ S4(3) {5, 9, 12}
U4(2).2 {9, 10, 12}
L2(8) {2, 7, 9}
L2(8).3 {6, 7, 9}
U3(3) {7, 8, 12}
U3(3).2 {7, 8, 12}
A7 {4, 5, 6, 7}
A7.2 ≃ S7 {7, 10, 12}
U3(5).2 {7, 8, 12, 20}
L3(4) {3, 4, 5, 7}
L3(4).3 {4, 6, 15, 21}
L3(4).6 {8, 12, 15, 21}
A8 {4, 6, 7, 15}
A8.2 ≃ S8 {7, 8, 10, 12, 15}
A9 {7, 9, 10, 12, 15}
A9.2 ≃ S9 {8, 9, 12, 14, 15, 20}
J2 {6, 7, 8, 10, 12, 15}
A10 {8, 9, 10, 12, 15, 21}
A10.2 ≃ S10 {8, 9, 12, 14, 20, 21, 30}
U4(3).2 {8, 9, 10, 12, 14}
S6(2) {7, 8, 9, 10, 12, 15}
28.S6(2) {8, 9, 10, 12, 14, 15}
O+

8 (2) {7, 8, 9, 10, 12, 15}

2. Доказательство теоремы 1

⊳ Нас интересует спектр группы pd.L, где p ∈ {2, 3, 5, 7}, d — степень неприводимого
представления простой группы L из таблицы 2 над полем характеристики p, при условии,
что pd.L субспектральна S10. Для этой цели используем таблицы брауэровых характеров
группы L [5] и, в некоторых случаях, непосредственно сами представления из [6].

Алгоритм наших действий объясним на следующем примере. Пусть L ≃ S6(2) ≃
AutL. По [3] µ(L) = {7, 8, 9, 10, 12, 15}. Пусть вначале p 6= 2.

Если p = 3, то лемма 2 и соответствующая таблица в [5] показывает, что в любом
неприводимом модуле V группы S6(2) над полем характеристики 3 один из элементов по-
рядка 8 имеет неподвижную точку, и поэтому расширение V посредством S6(2) содержит
элемент порядка 24, не принадлежащий спектру S10.

Если p = 5, то аналогично для любого V в V.S6(2) есть элемент порядка 35, т. е.
V.S6(2) не субспектральна S10.

Если p = 7, то в V.S6(2) есть элемент порядка 35, поскольку силовская 5-подгруппа
в S6(2) нециклическая.
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Пусть теперь p = 2. Таблица характеров Брауэра группы S6(2) и леммы 2 и 3 пока-
зывают, что ω(2s.S6(2)) не содержится в ω(AutS10) для s 6= 6 и 8.

С помощью информации из [6] о представлении S6(2) степени 6 над полем порядка 2
и леммы 3 нетрудно подсчитать, что 26.S6(2) содержит элемент порядка 24 6∈ ω(S10), а

µ
(
28.S6(2)

)
= {8, 9, 10, 12, 14, 15} ⊆ µ(AutA10).

Аналогичные рассуждения доказывают теорему 1. ⊲
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70-летию В. А. Койбаева посвящается

Аннотация. Пусть G — конечная группа, A и B — подгруппы из G. Через M =MG(A,B) (соответ-
ственно m = mG(A,B)) обозначается множество всех минимальных по включению (соответственно
по порядку) пересечений вида A ∩ Bg, где g ∈ G. Положим minG(A,B) = 〈m〉 и MinG(A,B) = 〈M〉.
В 1994 г. автор доказал, что если A и B — абелевы подгруппы из G, то MinG(A,B) 6 F (G). В данной
работе дается другое доказательство этого результата. Кроме того, построена конечная группа G,
содержащая абелеву подгруппу A, минимальную неабелеву подгруппу B и элементы g1 и g2 такие,
что A ∩ Bg1 6 F (G), A ∩ Bg2 66 F (G), |A ∩ Bg1 | = |A ∩ Bg2 | и A ∩ Bg1 , A ∩ Bg2 ∈ minG(A,B). При-
веден пример группы G такой, что для некоторых g1, g2 ∈ G имеем A ∩ Bg1 , A ∩ Bg2 ∈ MinG(A,B),
A ∩ Bg1 6 F (G) и A ∩ Bg2 66 F (G). Показано также, что существует группа G с нильпотентными
подгруппами A и B такими, что m ⊂M и minG(A,B) < MinG(A,B).
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1. Введение

Пусть G — конечная группа, A и B — подгруппы из G. Рассмотрим множество всех
пересечений вида A ∩Bg, g ∈ G. Определим в этом множестве два подмножества: M =
MG(A,B) — множество всех минимальных по включению пересечений иm = mG(A,B) —
множество всех минимальных по порядку пересечений. По определению имеем m ⊆ M ,
и для подгрупп 〈m〉 = minG(A,B) и 〈M〉 = MinG(A,B) имеем minG(A,B) 6 MinG(A,B).
Вообще говоря, в некоторых случаях m ⊂ M и minG(A,B) < MinG(A,B). Например,
в группе G = Σ4 для подгрупп A ∈ Syl2(G) и B < A, B ≃ C4 имеем M =

{
B, 〈t〉f , 〈t〉f2}

,

где t — инволюция из B и f — элемент порядка три из G, а m =
{
〈t〉f , 〈t〉f2}

. Сле-
довательно, M ⊃ m и A = MinG(A,B) > minG(A,B) = O2(G). В то же время
MG(B,A) = mG(B,A) = {Ω1(B)}. Поэтому MinG(B,A) = minG(B,A) = Ω1(B) < O2(G).

c© 2025 Зенков В. И.
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Отметим, что в рассматриваемом примере одна из подгрупп абелева, а вторая минималь-
ная неабелева. И именно по причине неабелевости хотя бы одной из подгрупп, возможно
появление таких примеров, так как в случае, когда подгруппы A и B абелевы, согласно [1]
справедлива

Теорема 1. Пусть G — конечная группа, A и B — абелевы подгруппы из G. Тогда

MinG(A,B) 6 F (G).

Оригинальное доказательство этого утверждения, приведенное в [1], опирается на
одну теорему единственности, в общем виде принадлежащую Виланду [2, теорема 2.9],
и теорему Бэра — Судзуки [2, теорема 2.12], которая, впрочем, легко следует из теоре-
мы Виланда. Теорема Виланда гласит, что если некоторая подгруппа A субнормальна
в каждой содержащей ее максимальной подгруппе из G, то либо A субнормальна в G,
либо A лежит в единственной максимальной подгруппе M из G. Если A нильпотентна, то
легко показать по индукции, что субнормальная нильпотентная подгруппа из G лежит
в F (G), что сделано, например, в [2, теорема 2.2]. В нашей ситуации мы будем приме-
нять эту теорему единственности к абелевой подгруппе A. Этот круг вопросов подробно
обсуждается в [2, раздел 2A]. Доказательство того, что в любой конечной группе G для
любых абелевых подгрупп A и B из G имеем MinG(A,B) 6 F (G), приведенное в [2,
теорема 2.18], также, как и оригинальное, опирается на теорему Бэра — Судзуки.

В данной работе мы приведем другое доказательство этой теоремы, которое не ис-
пользует теорему Бэра — Судзуки, а целиком основано на версии упомянутой теоремы
Виланда для нильпотентной подгруппы, а именно, на следующем предложении, имею-
щим самостоятельный интерес.

Предложение. Пусть G — конечная группа, A — нильпотентная подгруппа из G и

A 6 F (M) для любой максимальной подгруппы M из G, содержащей A. Если A 66 F (G),
то A лежит в единственной максимальной подгруппе из G.

Как уже было отмечено, теорема 1 вместе с новым доказательством, предложенным
автором монографии [2] Айзексом, вошла и обсуждалась в [2, введение и раздел 2A]
вместе со следствиями из теоремы.

Доказана также следующая теорема.

Теорема 2. Пусть группа G равна G1×G2, где G1 ≃ Cp, p — простое, а G2 = G3⋋G4,

где G3 ≃ Ep2 , G4 ≃ SL2(p) и G4 действует на G3 как подгруппа из Hol(Ep2). Пусть A —

абелева и B — нильпотентная подгруппы из G. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) minG(A,B) 66 F (G);
(2) p = 2, A ≃ E4 и A 66 G2, B ≃ D8 и B 66 G2.

Теорема 2 дает принципиальный ответ на вопрос о том, всегда ли minG(A,B) 6 F (G),
поскольку по [3] при выполнении условий теоремы 2 найдутся пересечение D1 = A∩Bg1

порядка 2, не лежащее в F (G) и пересечение D2 = A ∩Bg2 порядка 2, лежащее в F (G),
для соответствующих элементов g1 и g2 из G. Однако следует заметить, что соответ-
ствующий пример построен только для p = 2. Поэтому возникает вопрос о справед-
ливости выполнения включения minG(A,B) 6 F (G) в случае, когда порядок абелевой
подгруппы A нечетен, а подгруппа B нильпотентна. Этот вопрос поставлен автором
в [4, вопрос 16] и до сих пор открыт. Теорема 2 говорит о том, что при выполнении
ее условий для нечетных простых чисел имеем minG(A,B) 6 F (G), что является ча-
стичным ответом на [4, вопрос 16]. В общем случае из [5, теорема] следует лишь то, что
A∩Bg 6 F (G) для некоторого g из G. Но если подгруппы A и B обе нильпотентны, то как
для p = 2, так и для некоторых нечетных чисел, существуют примеры групп, в которых
minG(A,B)∩F (G) = 1. Для p = 2 это группа G = E9⋋D8 с точным действием D8 на E9,
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а для простого числа Мерсенна, равного 2n−1, группа G = (E2n ⋋ (2n−1)) ≀ (2n−1). По-
этому случай абелевой подгруппы A и нильпотентной подгруппы B представляет особый
интерес.

2. Предварительные сведения

Обозначения в основном стандартны, их можно найти в [2, 6].
Если n — натуральное число и p — простое число, то Cn обозначает циклическую

группу порядка n, Epn — элементарную абелеву группу порядка pn, Σn — симметриче-
скую группу подстановок на n символах.

Приведем доказательство предложения.

⊳ Доказательство предложения. По условию предложения подгруппа A субнор-
мальна в M . Следовательно, A субнормальна в любой подгруппе H из G, содержащей A.
Тогда по теореме Виланда (см. [2, теорема 2.9]) либо A лежит в единственной максималь-
ной подгруппе из G, либо A субнормальна в G. Но если A субнормальна, то согласно
[2, теорема 2.2] подгруппа A лежит в F (G), что противоречит условию предложения.
Поэтому A лежит в единственной максимальной подгруппе из G. ⊲

3. Доказательство теорем

Докажем теорему 1.

⊳ Доказательство теоремы 1. Допустим, что теорема 1 неверна и G — контрпри-
мер минимального порядка к теореме 1. В группе G выберем подгруппы A и B с условием
MinG(A,B) � F (G) таким образом, чтобы число |A||B| было минимальным.

Рассмотрим максимальную подгруппу H из G, содержащую A. Пусть D = A ∩Bg ∈
MG(A,B). Тогда D = A ∩ (H ∩ Bg) ∈ MH(A,H ∩ Bg). Действительно, если D > D1 ∈
MH(A,H ∩ Bg), то A ∩ Bg > A ∩ (H ∩ Bg)h для некоторого h из H. Следовательно,
A ∩ Bg > A ∩ H ∩ Bgh = A ∩ Bgh. Противоречие с тем, что D ∈ MG(A,B). Отсюда по
индукции MinG(A,B) 6 F (H) для любой максимальной подгруппы H из G. Согласно
предложению MinG(A,B) лежит в единственной максимальной подгруппе H из G.

Допустим, чтоD = A∩Bg 6 Z(G). Тогда для любого элемента h из G имеем A∩Bgh >

A ∩Bg. Действительно, A > A ∩Bg и Bg > A ∩Bg. Поэтому Bgh = (Bg)h > (A ∩Bg)h =
A ∩ Bg. Значит, в этом случае D — наименьший элемент в MG(A,B) и MinG(A,B) =
D 6 Z(G) 6 F (G). Противоречие с выбором G. Следовательно, D = A ∩Bg 66 Z(G) для
любого элемента g из G. Но тогда 〈A,Bg〉 6 CG(D) 6 H. Поэтому 〈BG〉 6 H.

Если A 66 〈BG〉, то D ∩ 〈BG〉 = A ∩ 〈BG〉 ∩ Bg = A1 ∩ Bg, где A1 = A ∩ 〈BG〉
для любого элемента g из G. Поэтому выбор числа |A||B| влечет, что MinG(A1, B)
6 F (G). Но MinG(A1, B) = MinG(A,B). Противоречие с выбором G.

Если A 6 〈BG〉, то A 6 F (H) ∩ 〈BG〉 6 F (〈BG〉) 6 F (G). Но тогда и MinG(A,B) 6

F (G). Снова противоречие с выбором G. ⊲

Далее докажем теорему 2.

⊳ Доказательство теоремы 2. Пусть выполняются условия теоремы 2. Заметим,
что импликация (2) ⇒ (1) следует из [3, п. 2].

Докажем, что (1) ⇒ (2). Для этого среди всех подгрупп A и B из G, для которых
выполняются условия теоремы 2 и условие (1), выберем подгруппы A и B так, чтобы
число |A||B| было минимальным.

Лемма 1. Подгруппа B неабелева.
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⊳ Допустим, что подгруппа B абелева. Тогда по теореме 1 имеем MinG(A,B) 6 F (G).
Так как minG(A,B) 6 MinG(A,B), то minG(A,B) 6 F (G). Противоречие с (1). ⊲

Лемма 2. Подгруппа B не содержит силовскую p-подгруппу из G.

⊳ Допустим, что B > S, где S ∈ Sylp(G). Тогда Op(B) — неабелева подгруппа
из B. Следовательно, в факторгруппе G = G/F (G) имеем Op(B) ∈ Sylp(G). Так как

G ≃ SL2(p), то при p > 3 имеем B 6 CG(Op(B)) ≃ C2p. Значит, подгруппа B ле-
жит в полном прообразе в G циклической подгруппы порядка 2p из G. Если порядок
подгруппы B при этом четен, то B содержит инволюцию, инвертирующую подгруппу
G3 = F (G2), содержащуюся в B, что противоречит нильпотентности подгруппы B. По-
этому при p > 3 подгруппа B является p-группой. При p = 2 это очевидно, так как в
этом случае G ≃ C2 × Σ4.

Итак, B ∈ Sylp(G). Поэтому выбор числа |A||B| и равенство A ∩ Bg = Op(A) ∩ Bg

влечет, что A — p-группа. Без ограничения общности, A 6 B и A ∩ B = A. Так как
A ∩Bg 6 B ∩Bg = F (G) для B 6= Bg, то A ∩B = A 66 F (G). Но тогда |A ∩Bg| < |A∩B|
для Bg 6= B. Поэтому minG(A,B) 6 F (G). Противоречие с (1). ⊲

Лемма 3. Подгруппа B неабелева порядка p3 и экспоненты p при p > 3 и B ≃ D8

при p = 2, и B 66 G2 при любом p.

⊳ Рассмотрим случай p = 2. В этой ситуации G ≃ C2 × Σ4. По лемме 1 подгруппа B
неабелева. Следовательно, O2(B) — неабелева подгруппа. Но тогда O2(B) 66 O2(G) и,
в силу нильпотентности подгруппы B, имеем B = O2(B). По лемме 2 имеем B /∈ Syl2(G).
Значит, B ≃ D8. Если B 6 G2, то и A 6 G2 в силу выбора числа |A||B|. Снова, без
ограничения общности, A < B ∈ Sylp(G2), A ∩ B = A и A ∩ Bg 6 B ∩ Bg 6 F (G) для
Bg 6= B. Но A 66 F (G). Следовательно, |A ∩ Bg| < |A ∩ B| = |A| для Bg 6= B. Поэтому
minG(A,B) 6 F (G). Противоречие с (1).

Рассмотрим случай p > 2. В этой ситуации по лемме 1 подгруппа B неабелева и
неабелева силовская подгруппа в ней может быть только силовской 2-подгруппой или
силовской p-подгруппой из-за того, что в факторгруппе G = G/F (G) силовские подгруп-
пы имеют ранг 1. Но если силовская 2-подгруппа в B неабелева, то O2(B) ≃ Q8. Так как
в группе G ≃ SL2(p) имеем CG(O2(B)) = Z(G) ≃ C2, то O(B) 6 CF (G)(O2(B)) = Z(G) ≃
Cp в силу того, что инволюция из O2(B) инвертирует F (G2) ≃ Ep2 . Если B — 2-группа, то
выбор числа |A||B| влечет, что и A — 2-группа. В этом случае A и B — 2-группы ранга 1,
и A ∩Bg = 1 для некоторого g из G. Противоречие с (1). Если B = O2(B)Z(G), то A —
{2, p}-группа. Так как инволюция из A инвертирует F (G2) ≃ Ep2 , то A > Z(G). Значит,
A ∩ B > Z(G)Ω1(O2(B)), а A ∩ Bg = Z(G) для g ∈ F (G2). Поэтому |A ∩ B| > |A ∩ Bg|
для g ∈ F (G2)

♯ и minG(A,B) 6 F (G). Противоречие с (1).
Если силовская p-подгруппа в B неабелева, то в силу леммы 1 имеем |B| > p2,

а по лемме 2 имеем |B| < p4. Поэтому B — неабелева подгруппа порядка p3 в неко-
торой силовской p-подгруппе S группы G. В частности, подгруппа B0 = B ∩ G2 имеет
порядок > p2 и в содержащей ее силовской p-подгруппе S2 из G2 имеет индекс 6 p. По-
этому B0 ⊳ S2. В частности, B0∩Z(S2) = Z(S2) ≃ Cp. Подгруппа B в факторгруппе G в
силу неабелевости Op(B) содержит силовскую p-подгруппу из G ≃ SL2(p). Поэтому B —
подгруппа порядка p или 2p. Но если порядок подгруппы B четен, то инволюция i из B
инвертирует F (G2). В частности, i инвертирует подгрупппу Z(S2) из B0, где B0 < B.
Противоречие с нильпотентностью подгруппы B. Если же |B| = p, то B — подгруп-
па порядка p3 из подгруппы S. Выбор числа |A||B| влечет, что и A — p-группа. Если
B 6 G2, то и A 6 G2 в силу выбора числа |A||B|. В этом случае B ∈ Sylp(G2), поэто-
му можно считать, что A 6 B и A ∩ B = A. Но A ∩ Bg 6 B ∩ Bg 6 F (G2) 6 F (G)
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для Bg 6= B и, таким образом, |A ∩ Bg| < |A ∩ B| для Bg 6= B. Так как A 66 F (G), то
minG(A,B) 6 A ∩ F (G) 6= A. Противоречие с (1). Покажем, что B имеет экспоненту p.
Для этого достаточно показать, что подгруппа S2 имеет экспоненту p. Так как S2 клас-
са 2 и p > 3, то (xy)p = xpyp[x, y]p(p−1)/2, где x — элемент порядка p из F (G2), а y —
элемент порядка p из S2\F (G2). Поскольку [x, y] ∈ Z(S2), имеем [x, y]p = 1 и (xy)p = 1. ⊲

Лемма 4. A ≃ Ep2 и A 66 G2.

⊳ Допустим, что A 6≃ Ep2 . Так как G = G1 ×G2 и по лемме 3 подгруппа B — p-груп-
па, выбор числа |A||B| влечет, что и A — p-группа. Так как A 66 F (G) и A абелева, то
A 6 CG(a) для a ∈ A\F (G). Поэтому действие a на подгруппе F (G) влечет, что |A| 6 p3,
и если |A| = p3, то |A∩F (G)| = p2, A∩F (G) = Z(S), где S ∈ Sylp(G), и, без ограничения
общности, подгруппы A и B лежат в S. Поскольку |S| = p4, то |A∩B| > p2. Но B∩Z(S) =
B∩Z(S2) ≃ Cp, поэтому |A∩Bg| = p2 для любой подгруппы Bg из S и A∩Bg 6 S∩Sg 6

F (G) для тех g, для которых S 6= Sg. Так как Bg ∩F (G) = Z(Sg
2), то Z(Bg) = Z(S2) для

Bg 6 S2 и Z(Bg) 6= Z(S2) для Bg 6 Sg
2 6= S2. Следовательно, p2 = |A ∩B| > |A ∩Bg| = p

для Sg
2 6= S2 и minG(A,B) 6 F (G). Противоречие с (1). Таким образом, |A| = p2. Ввиду

минимальности числа |A||B| подгруппа A нециклическая. Следовательно, A ≃ Ep2 .
Если A 6 G2, то по леммам 3 и 4, без ограничения общности, A и B лежат в подгруппе

S ∈ Syl2(G). Пусть S2 = S ∩G2.Так как A 6 S2, то |S2 : A| = p и A ∩ Z(S2) = Z(S2). Но
|Bg∩S2| = p2 для Bg 6 S, поэтому Bg∩Z(S2) = Z(S2). Если же Bg 66 S, то S∩Sg 6 F (G),
поэтому A ∩ Bg 6 S ∩ Sg 6 F (G). Значит, условие (1) влечет, что Bg ∩ A 66 F (G) для
некоторой подгруппы Bg 6 S. Так как в этом случае Bg∩Z(S2) = Z(S2) 6 Z(S) 6 F (G),
имеем Bg ∩ A = A. Значит, A ∩ Bg 6∈ mG(A,B) для Bg 6 S и minG(A,B) 6 F (G).
Противоречие с (1). ⊲

Лемма 5. Из (1) следует (2).

⊳ Для p = 2 утверждение леммы следует из лемм 3 и 4. Допустим, что p > 2,
S2 ∈ Sylp(G2) и S2 < S ∈ Sylp(G). В этом случае силовская p-подгруппа S4 из G4

централизует Z(G4) ≃ C2 и подгруппа Z(G4)S4 действует на CG3(S4) = Z(S2) ≃ Cp. Так
как инволюция из Z(G4) инвертирует G3, то она инвертирует Z(S2) и централизует Z(G).
Следовательно, Z(G4) действует без неподвижных точек на оставшихся p−1 подгрупп из
Z(S) = Z(G)×Z(S2). Заметим, что для Bg 6 S имеем Bg ∩Z(S) = Z(S2), а для Bg 66 S
подгруппа Bg∩F (G) ≃ Ep2 и Bg∩Z(S) 6= 1. Но Bg∩Z(G) = 1 и Bg∩Z(S2) = 1. Поэтому
для Bg 66 S подгруппа Bg ∩ Z(S) совпадает с одной из p − 1 подгрупп, на которых без
неподвижных точек действует Z(G4). Также A ∩ Z(G) = 1 и A ∩ Z(S2) = 1 по лемме 4.
Но A∩F (G) 6= 1. Поэтому A также содержит одну из тех же p− 1 подгрупп, на которых
Z(G4) действует без неподвижных точек. Так как p > 2, то p − 1 > 2. Следовательно,
для подгруппы Bg 66 S имеем A∩Bg 6 S ∩Sg 6 F (G). Поэтому A∩Bg 6 A∩F (G) ≃ Cp

и A ∩ Bg = Bg ∩ Z(S). Но для инволюции i из Z(G4) имеем Bg 6= Bgi 6 Z(S). Поэтому
A ∩Bgi = 1. Противоречие. ⊲

Теорема 2 доказана. ⊲

Литература

1. Зенков В. И. Пересечения абелевых подгрупп в конечных группах // Матем. заметки.—1994.—
Т. 56, № 2.—С. 150–152.

2. Isaacs I. M. Finite Group Theory.—Providence, R.I.: Amer. Math. Soc., 2008.—350 p.—(Graduate
Studies in Mathematics; Vol. 92).

3. Зенков В. И. О пересечениях абелевых и нильпотентных подгрупп в конечных группах. I // Тр.
Ин-та математики и механики УрО РАН.—2015.—Т. 21, № 3.—C. 128–131.



80 Зенков В. И.

4. Maslova N. V. 2020 Ural workshop on group theory and combinatorics // Тр. Ин-та математики и
механики УрО РАН.—2021.—Т. 27, № 1.—P. 273–282. DOI: 10.21538/0134-4889-2021-27-1-273-282.

5. Зенков В. И. О пересечениях абелевых и нильпотентных подгрупп в конечных группах. II //
Матем. заметки.—2019.—Т. 105, № 3.—C. 383–394. DOI: 10.4213/mzm11742.

6. Conway J. H., Curtis R. T., Norton S. P., Parker R. A., Wilson R. A. Atlas of Finite Groups.—Oxford:
Clarendon Press, 1985.—252 p.

Статья поступила 19 мая 2025 г.

Зенков Виктор Иванович

Институт математики и механики им. Н. Н. Красовского УрО РАН,
ведущий научный сотрудник отдела алгебры и топологии

РОССИЯ, 620108, Екатеринбург, ул. С. Ковалевской, 16;

Уральский федеральный университет,
профессор департамента информационных технологий и автоматики

РОССИЯ, 620062, Екатеринбург, ул. Мира, 19
E-mail: V1I9Z52@mail.ru
https://orcid.org/0000-0002-5940-294Х

Vladikavkaz Mathematical Journal

2025, Volume 27, Issue 3, P. 75–81

ON INTERSECTION OF ABELIAN AND MINIMAL
NONABELIAN SUBGROUPS IN FINITE GROUPS

Zenkov, V. I.1,2
1 N.N.Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics UB RAS,

16 S.Kovalevskaya St., Yekaterinburg 620108, Russia;
2 Ural Federal University,

19 Mira St., Ekaterinburg 620062, Russia

E-mail: V1I9Z52@mail.ru

Abstract. Let G be a finite group with subgroups A and B. Denote by M = MG(A,B) (respectively,
m = mG(A,B)) the set of all minimal by inclusion (respectively, by order) intersections of the form A ∩ Bg,
where g ∈ G. Put minG(A,B) = 〈m〉 and MinG(A,B) = 〈M〉. In 1994 we proved that if A and B are abelian
subgroups, then MinG(A,B) 6 F (G). In the present paper, we give other proof of this result. Futhermore,
we construct a finite group G such that it contan an abelian subgroup A, a minimal non-abelian subgroup
B and elements g1 and g2 with A ∩ Bg1 6 F (G), A ∩ Bg2 66 F (G), |A ∩ Bg1 | = |A ∩ Bg2 | and A ∩ Bg1 ,
A∩Bg2 ∈ minG(A,B). We provide an example of a groupG such that g1, g2 ∈ GA∩Bg1 , A∩Bg2 ∈ MinG(A,B),
A∩Bg1 6 F (G), and A∩Bg2 66 F (G). Moreover, we show that there exists a group G with nilpotent subgroups
A and B such that m ⊂M and minG(A,B) < MinG(A,B).

Keywords: finite group, abelian subgroup, intersection of subgroups.

AMS Subject Classification: 20D10, 20D60, 05C25.

For citation: Zenkov, V. I. On Intersection of Abelian and Minimal Nonabelian Subgroups in Finite
Groups, Vladikavkaz Math. J., 2025, vol. 27, no. 3, pp. 75–81 (in Russian). DOI: 10.46698/h4871-7742-3837-a.

References

1. Zenkov, V. I. Intersections of Abelian Subgroups in Finite Groups, Mathematical Notes, 1994, vol. 56,
no. 2, pp. 869–871. DOI: 10.1007/BF02110750.

2. Isaacs, I. M. Finite Group Theory, Graduate Studies in Mathematics; vol. 92, Providence, R. I., American
Mathematical Society, 2008, 350 p.



О пересечении абелевой и минимальной неабелевой подгрупп в конечных группах 81

3. Zenkov, V. I. On Intersections of Abelian and Nilpotent Subgroups in Finite Groups. I, Proceedings

of the Steklov Institute of Mathematics (Supplement Issues), 2016, vol. 295, no. 1, pp. S174–S177.
DOI: 10.1134/S0081543816090182.

4. Maslova, N. V. 2020 Ural Workshop on Group Theory and Combinatorics, Trudy Instituta Matematiki

i Mekhaniki UrO RAN, 2021, vol. 27, no. 1, pp. 273–282. DOI: 10.21538/0134-4889-2021-27-1-273-282.
5. Zenkov, V. I. On Intersections of Abelian and Nilpotent Subgroups in Finite Groups. II, Mathematical

Notes, 2019, vol. 105, no. 3, pp. 366–375. DOI: 10.1134/S0001434619030076.
6. Conway, J. H., Curtis, R. T., Norton, S. P., Parker, R. A. and Wilson, R. A. Atlas of Finite Groups,

Oxford, Clarendon Press, 1985, 252 p.

Received May 19, 2025

Viktor I. Zenkov

N. N. Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics UB RAS,
16 S. Kovalevskaya St., Yekaterinburg 620108, Russia,
Leading Researcher Algebra and Topology Department

Ural Federal University,
19 Mira St., Ekaterinburg 620062, Russia
Professor Department of Information Technology

and Automation Engineering School

E-mail: V1I9Z52@mail.ru
https://orcid.org/0000-0002-5940-294Х



Владикавказский математический журнал

2025, Том 27, Выпуск 3, С. 82–89

УДК 512.54, 512.55
DOI 10.46698/d7840-8893-1360-c

ПОРОЖДЕНИЕ ГРУППЫ G2(Z + iZ) ТРЕМЯ ИНВОЛЮЦИЯМИ,
ДВЕ ИЗ КОТОРЫХ ПЕРЕСТАНОВОЧНЫ#

А. В. Казакова1, Я. Н. Нужин1

1 Институт математики и фундаментальной информатики
Сибирского федерального университета,

Россия, 660041, Красноярск, пр. Свободный, 79

E-mail: alvkazakova@gmail.com, nuzhin2008@rambler.ru

70-летию В. А. Койбаева посвящается

Аннотация. В 2002 г. второй автор данной статьи записал в Коуровской тетради следующую задачу
(вопрос 15.67). А) Какие присоединенные группы Шевалле (нормального типа) над кольцом целых
чисел порождаются тремя инволюциями, две из которых перестановочны? К настоящему времени
эта задача решена только для групп Шевалле типа An (случай PSLn+1), En и G2. Конечно, зада-
чу А) можно рассматривать и для других однопорожденных колец, и не только для присоединенных
групп Шевалле. Так, аналог задачи А) решен для групп PSLn(Z + iZ) и SLn(Z + iZ) над кольцом
целых гауссовых чисел Z + iZ, причем для некоторых малых размерностей n 6 6 ответ оказался
отрицательный. В данной статье доказывается, что группа Шевалле G2(Z+ iZ) над кольцом целых
гауссовых чисел порождается тремя инволюциями, две из которых перестановочны. В качестве след-
ствия получается, что для нее минимальное число порождающих инволюций, произведение которых
равно 1, совпадает с 5.

Ключевые слова: группа Шевалле, кольцо целых гауссовых чисел, порождающие тройки инво-
люций.
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1. Введение

Коммутативное кольцо K с единицей будем называть d-порожденным, если для неко-
торых его элементов k1, . . . , kd кольцо целочисленных полиномов Z[k1, . . . , kd] совпадает
с K. Ясно, что число порождающих элементов с определенными свойствами какой-либо
матричной группы над d-порожденным кольцом должно зависеть от d. Так, например,
в [1] доказана порождаемость тремя инволюциями, две из которых перестановочны, неко-
торых матричных групп над d-порожденной коммутативной областью целостности, при
условии, что их размерность больше некоторой константы, зависящей от d. Конечно,

#Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Минобрнауки РФ,
соглашение № 075-02-2025-1790.
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наиболее простой и важный случай d = 1. Для таких колец зависимость становится
минимальной. К ним относятся конечные поля, кольцо целых чисел Z и кольцо целых
гауссовых чисел Z + iZ, где i2 = −1. Конечное поле порождается своим примитивным
элементом, кольцо Z порождается единицей 1, а кольцо Z+ iZ — элементом i.

В 2002 г. второй автор данной статьи записал в Коуровской тетради [2] следующую
задачу.

А) Какие присоединенные группы Шевалле (нормального типа) над кольцом целых

чисел порождаются тремя инволюциями, две из которых перестановочны? (См. [2, во-
прос 15.67].)

К настоящему времени эта задача решена только для групп Шевалле типа An (слу-
чай PSLn+1) [3], En [4] и G2 [5]. Конечно, задачу А) можно рассматривать и для других
однопорожденных колец, и не только для присоединенных групп Шевалле. Так, в рабо-
тах [6–9] аналог задачи А) решен для групп PSLn(Z+ iZ) и SLn(Z+ iZ).

Основным результатом данной статьи является

Теорема. Группа G2(Z + iZ) порождается тремя инволюциями, две из которых пе-

рестановочны.

Пусть n(G) — минимальное число порождающих инволюций группы G, произведение
которых равно 1.

Следствие. n(G2(Z+ iZ)) = 5.

2. Обозначения и предварительные результаты

Далее всюду Φ — система корней типа G2. Пусть {a, b} — ее фундаментальные корни,
причем a — короткий корень. Тогда

Φ =
{
± a, ±b, ±(a+ b), ±(2a+ b), ±(3a+ b), ±(3a+ 2b)

}
.

Кольцо целых гауссовых чисел Z+ iZ является евклидовым (см., например, [10, с. 439]).
Универсальная и присоединенная группы Шевалле типа G2 над евклидовым кольцом K
совпадают и согласно [11, c. 107] порождаются корневыми подгруппами

Xr =
{
xr(k) : k ∈ K

}
, r ∈ Φ.

Для обратимых элементов t кольца K определены мономиальные

nr(t) = xr(t)x−r

(
− t−1

)
xr(t)

и диагональные
hr(t) = nr(t)nr(−1)

элементы группы G2(K). Для краткости положим

nr = nr(1).

Пусть (r, s) — скалярное произведение векторов, wr — отражение относительно ги-
перплоскости, ортогональной корню r. Между корневыми, мономиальными и диагональ-
ными элементами выполняются хорошо известные соотношения:

xr(t)xr(u) = xr(t+ u),

hr(t)hr(u) = hr(tu),
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nr xs(t)n
−1
r = xwr(s)(±t), r, s ∈ Φ,

nr hs(t)n
−1
r = hwr(s)(t), r, s ∈ Φ,

hr(t)xs(u)h
−1
r (t) = xs

(
ut

2(r,s)
(r,r)

)
, r, s ∈ Φ.

Далее будем использовать эти соотношения без упоминания. Отметим, также существен-
ный в дальнейших вычислениях факт. Для любых двух неортогональных и неколинеар-
ных корней r, s ∈ Φ число 2(r,s)

(r,r) равно ±1 или ±3.

В статье приняты такие сокращения: 〈M〉 — подгруппа, порожденная подмноже-
ством M из некоторой группы G,

xy = yxy−1,

[x, y] = xyx−1y−1.

Лемма 1. Для любого r ∈ Φ группа, порожденная двумя противоположными кор-

невыми подгруппами Xr и X−r группы G2(Z+ iZ), изоморфна SL2(Z+ iZ).

⊳ В силу [11, с. 45] для любого r ∈ Φ группа, порожденная двумя противополож-
ными корневыми подгруппами Xr и X−r, изоморфна SL2(Z + iZ) или PSL2(Z + iZ),
а поскольку ее центр нетривиален и порождается инволюцией hr(−1), то она изоморф-
на SL2(Z+ iZ). ⊲

Лемма 2. Группа G2(Z + iZ) порождается двумя любыми корневыми подгруппами

Xr, Xs, индексированными корнями r и s разной длины, и мономиальными элемента-

ми na, nb.

⊳ Группа, порожденная мономиальными элементами na, nb, действует сопряжениями
транзитивно на корневых подгруппах, индексированных корнями одной длины. Поэтому
вместе с любой парой корневых подгрупп Xr, Xs, индексированными корнями r и s
разной длины, они порождают группу G2(Z+ iZ), поскольку любая группа Шевалле над
евклидовым кольцом порождается корневыми подгруппами [11, с. 107]. ⊲

Лемма 3. (а) Группа, порожденная корневыми подгруппами Xa, X−a, X3a+2b и

X−3a−2b группы G2(Z + iZ), совпадает с центральным произведением групп 〈Xa, X−a〉
и 〈X3a+2b, X−3a−2b〉 с объединенной подгруппой, порожденной диагональным элементом

ha(−1), причем

ha(−1) = h3a+2b(−1). (1)

(б) Все диагональные инволюции hr(−1), r ∈ Φ, сопряжены, и, если корни r и s
ортогональны, то

hr(−1) = hs(−1). (2)

(в) Справедливы равенства

ha(i)h3a+2b(i) = ha+b(−1) = ha(−1)hb(−1). (3)

⊳ (а) Подгруппы 〈Xa,X−a〉 и 〈X3a+2b,X−3a−2b〉 перестановочны и их центры порожда-
ются инволюциями ha(−1) и соответственно h3a+2b(−1). Так как центр группы G2(Z+iZ)
тривиален, а инволюции ha(−1) и h3a+2b(−1) действуют сопряжениями одинаково на обе-
их подгруппах 〈Xa,X−a〉 и 〈Xb,X−b〉, которые в силу леммы 2 порождают G2(Z + iZ),
то ha(−1) = h3a+2b(−1). Таким образом, утверждение (а) справедливо.



Порождение группы G2(Z+ iZ) тремя инволюциями 85

(б) Равенство (2) и сопряженность диагональных инволюций hr(−1), r ∈ Φ, следует
из (1) равенства

nw hr(t)n
−1
w = hw(r)(t), r ∈ Φ, w ∈W,

и транзитивного действия группы Вейля W на множествах корней одной длины.
(в) Доказательство первого равенства из (3) распишем подробно. Имеем

ha+b(−1)x±a(t)ha+b(−1)−1 = x±a

(
(−1)

2(a+b,±a)
(a+b,a+b) t

)

= x±a

(
(−1)

±2(a+b,a)
(a+b,a+b) t

)
= x±a

(
(−1)−±1 t

)
= x±a(−t),

ha+b(−1)x±b(t)ha+b(−1)−1 = x±b

(
(−1)

2(a+b,±b)
(a+b,a+b) t

)

= x±b

(
(−1)

±2(a+b,b)
(a+b,a+b) t

)
= x±b

(
(−1)±1 t

)
= x±b(−t),

(
ha(i)h3a+2b(i)

)
x±a(t)

(
ha(i)h3a+2b(i)

)−1
= (ha(i))x±a(t)(ha(i))

−1

= x±a

(
i
2(a,±a)
(a,a) t

)
= x±a

(
i±2 t

)
= x±a(−t),

(
ha(i)h3a+2b(i)

)
x±b(t)

(
ha(i)h3a+2b(i)

)−1
= x±b

(
i

(
2(a,±b)
(a,a)

+
2(3a+2b,±b)

(3a+2b,3a+2b)

)
t
)

= x±b

(
i
±
(

2(a,b)
(a,a)

+
2(3a+2b,b)

(3a+2b,3a+2b)

)
t
)
= x±b

(
i±(−3+1) t

)
= x±b(−t).

Таким образом, равенство ha(i)h3a+2b(i) = ha+b(−1) установлено. Аналогично проверя-
ется равенство ha+b(−1) = ha(−1)hb(−1). ⊲

Доказательство следующей леммы можно найти, например, в монографиях [12, п. 5.2]
или [13, п. 33.3].

Лемма 4. Если сумма двух корней r и s не является корнем и r 6= ±s, то

[xs(u), xr(t)] = 1. Если r, s, r + s ∈ Φ, то возможны пять следующих случаев для комму-

таторной формулы:

1) [xs(u), xr(t)] = xr+s(±tu), если r, s — длинные корни.

2) [xs(u), xr(t)] = xr+s(±tu)x2r+s(±t2u)x3r+s(±t3u)x3r+2s(±t3u2), если |r| < |s|.
3) [xs(u), xr(t)] = xr+s(±tu)xr+2s(±tu2)xr+3s(±tu3)x2r+3s(±2t2u3), если |s| < |r|.
4) [xs(u), xr(t)] = xr+s(±2tu)xr+2s(±3tu2)x2r+s(±3t2u), если |s| = |r| = |r + s|.
5) [xs(u), xr(t)] = xr+s(±3tu), если |s| = |r| < |r + s|.

3. Доказательство теоремы

⊳ Покажем, что группа G2(Z + iZ) порождается следующими тремя инволюциями,
первые две из которых перестановочны:

α = ha(−1)x−b(1),

β = hb(−1)xa(1),

γ = na(−1)n3a+2b ha(i).
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Очевидно, α и β — перестановочные инволюции. Элемент γ также является инволюцией,
поскольку

γ2 = ha(−i)ha(−1)h3a+2b(−1)ha(i) = 1

в силу равенства (1) из леммы 3.
Положим

M = 〈α, β, γ〉.
Далее знак ± при коэффициентах у корневых элементов означает, что этот корневой
элемент входит в произведение либо с положительным, либо с отрицательным коэффи-
циентом. Вычисления показывают, что

αγ = ha(−1)xb(±i), βγ = hb(−1)x−a(1), [γ, β] = x−a(−1)xa(1),

[[γ, β], α] = x−a(−1)xa(1)ha(−1)x−b(1)xa(−1)x−a(1)ha(−1)x−b(1)

= x−a(−1)x−b(−1)x−a(1)x−b(1) = [x−a(−1), x−b(−1)]

= x−a−b(±1)x−2a−b(±1)x−3a−b(±1)x−3a−2b(±2).

Последнее равенство получается в силу коммутаторной формулы 3) из леммы 4. Далее,

[γ, β] γ = xa(−1)n3a+2bha(i), α[γ,β]γ = ha(−1)x3a+b(±i),

[α, [γ, β] γ] = x−b(−1)x3a+b(±i), δ := [γ, β]2 γ = x−a(−1)n3a+2b ha(i),

(αγ)δ = ha(−1)x−3a−b(±1), α(αγ)δ = x−b(−1)x−3a−b(±1).

Поскольку сомножитель x−3a−b(±1) элемента α(αγ)δ перестановочен с каждым сомно-
жителем элемента [[γ, β], α], а другой его сомножитель x−b(−1) не является перестано-
вочным только с сомножителем x−3a−b(±1) элемента [[γ, β], α], то в силу коммутаторной
формулы 1) из леммы 4 получаем включение

[
α(αγ)δ , [[γ, β], α]

]
= x−3a−2b(±1) ∈M.

Следовательно, [
α(αγ)δ, [[γ, β], α]

]γ
= x3a+2b(±1) ∈M.

Таким образом, в M лежат элементы n3a+2b и (n3a+2b)
2 = h3a+2b(−1) = ha(−1). Так как

уже известны включения ha(−1)x−b(1), ha(−1)xb(i) ∈M , то x−b(1), xb(i) ∈M . Далее,

δn−1
3a+2b = x−a(−1)ha(i),

(xb(i))
x−a(−1)ha(i) = xb(±1).

Отсюда nb ∈ M и, следовательно, Xb,X−b < M , в частности, hb(−1), hb(i) ∈ M . Учиты-
вая ранее полученные включения элементов hb(−1)xa(1) и x−a(−1)xa(1) в подгруппу M ,
получаем xa(1), x−a(1) ∈M , поэтому na ∈M . Наконец,

hb(i)xa(1)h
−1
b (i) = xa(±i).

Следовательно, Xa < M . Итак, в M лежат мономиальные элементы na, nb и корневые
подгруппы Xa и Xb. По лемме 2 получаем равенство M = G2(Z+ iZ).

Теорема доказана. ⊲
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Замечание. Если в приведенной выше тройке инволюций заменить у инволюции γ
коэффициент i на 1, то получим порождающую тройку инволюций, две из которых пе-
рестановочны, для группы G2(Z). Причем приведенное выше доказательство проходит
и в этом случае с очевидными упрощениями. Ранее аналогичный результат был получен
в [5] с использованием семимерного матричного представления группы G2(Z).

4. Доказательство следствия

Для доказательства следствия потребуется

Лемма 5 [14, лемма 4]. Пусть n(G) — минимальное число порождающих инволюций

группы G, произведение которых равно 1. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) n(G) = 2 тогда и только тогда, когда |G| = 2;
2) n(G) = 3 тогда и только тогда, когда G — четверная группа Клейна;

3) если n(G) = 4, то в G найдется неединичная циклическая нормальная подгруппа.

В частности, если группа G простая, то n(G) > 5;
4) если G — гомоморфный образ группы G, то n(G) 6 n(G).

⊳ Пусть I — идеал кольца Z + iZ, порожденный элементом 3, тогда фактор-кольцо
(Z + iZ)/I изоморфно полю F9. Каждый кольцевой гомоморфизм, переводящий едини-
цу в единицу, индуцирует гомоморфизм матричных групп, и при таком гомоморфизме
корневые элементы групп Шевалле переходят в корневые. Так как группы G2(Z + iZ)
и G2(9) порождаются своими корневыми элементами, то группы ϕI(G2(Z+ iZ)) и G2(9)
изоморфны, где ϕI — гомоморфизм матричных групп, индуцированный кольцевым го-
моморфизмом ρI : Z+ iZ → F9. Сейчас по лемме 5, применяя ее пп. 3) и 4), и пользуясь
простотой группы G2(9), получаем неравенство n(G2(Z+ iZ)) > 5.

С другой стороны, по основной теореме данной статьи группа G2(Z + iZ) порож-
дается тремя инволюциями α, β, γ, первые две из которых перестановочны. Так как
α · β · (βα) · γ · γ = 1, то G2(Z+ iZ) порождается пятеркой инволюций, произведение ко-
торых равно 1 и, следовательно, n(G2(Z+ iZ)) 6 5.

Объединяя установленные выше два неравенства, получаем искомое равенство
n(G2(Z+ iZ)) = 5.

Следствие доказано. ⊲
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70-летию В. А. Койбаева посвящается

Аннотация. Граф Грюнберга — Кегеля Γ(G) (или граф простых чисел) конечной группы G —
это граф, в котором вершинами служат все простые делители порядка группы G, и две различные
вершины p и q смежны тогда и только тогда, когда G содержит элемент порядка pq. Одним из попу-
лярных направлений исследований в теории конечных групп является изучение групп c заданными
свойствами их графов Грюнберга — Кегеля. В 2012–2013 гг. первый автор описал конечные группы
с графом Грюнберга — Кегеля как для группы Aut(J2), так и для группы A10. Графы Грюнберга —
Кегеля этих групп изоморфны (как абстрактные графы) графу «балалайка». Граф «балалайка» —
это граф на четырех вершинах, степени которых равны 1, 2, 2 и 3. Обобщая упомянутые результаты
А. С. Кондратьева, мы рассматриваем проблему описания конечных групп, графы Грюнберга —
Кегеля которых изоморфны графу «балалайка». В 2018 г. А. С. Кондратьев и Н. А. Минигулов до-
казали, что если G — конечная неразрешимая группа и граф Γ(G) изоморфен графу «балалайка»,
то фактор-группа G/S(G) группы G по ее разрешимому радикалу S(G) почти проста. Кроме того,
были класcифицированы все конечные почти простые группы, графы Грюнберга — Кегеля которых
изоморфны подграфам графа «балалайка». В двух работах 2022 г. А. С. Кондратьев и Н. А. Ми-
нигулов описали все конечные разрешимые группы с графом Грюнберга — Кегеля, изоморфным
графу «балалайка». Кроме того, были классифицированы конечные неразрешимые группы G, гра-
фы Грюнберга — Кегеля которых изоморфны графу «балалайка», в следующих двух случаях: (1)
группа G не содержит элементов порядка 6; (2) группа G содержит элемент порядка 6 и вершина
степени 1 графа Γ(G) делит |S(G)|. В этой работе продолжается исследование проблемы и изучается
ее важный новый случай, когда в конечной неразрешимой группе G с графом Грюнберга — Кегеля,
изоморфным графу «балалайка», вершина степени 1 графа Γ(G) не превосходит 3.

Ключевые слова: конечная группа, неразрешимая группа, граф Грюнберга — Кегеля, граф «ба-
лалайка».
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1. Введение

Пусть G — конечная группа. Через π(G) обозначается множество всех различных
простых делителей порядка группы G, а через ω(G) — множество порядков элементов
из G. Графом Грюнберга — Кегеля (или графом простых чисел) Γ(G) конечной группы G
называется граф, в котором множеством вершин является множество всех простых де-
лителей порядка группы G и две различные вершины p и q смежны тогда и только тогда,
когда в группе G существует элемент порядка pq. «Балалайка» — граф на 4 вершинах,
степени которых равны 1, 2, 2 и 3.

Первый автор описал конечные группы с графом Грюнберга — Кегеля как у группы
Aut(J2) (см. [1]) и как у группы A10 (см. [2]). Графы Грюнбергa — Кегеля этих групп
изоморфны (как абстрактные графы) графу «балалайка».

В [3] была поставлена более общая проблема: описать конечные группы, графы Грюн-
берга — Кегеля которых изоморфны графу «балалайка».

В [3] А. С. Кондратьев и Н. А. Минигулов доказали, что если G — конечная нераз-
решимая группа и граф Γ(G) изоморфен графу «балалайка», то фактор-группа G/S(G)
группы G по ее разрешимому радикалу S(G) почти проста, и класифицировали все ко-
нечные почти простые группы G, графы Γ(G) которых изоморфны подграфам графа
«балалайка». В [4] А. С. Кондратьев и Н. А. Минигулов описали все конечные разреши-
мые группы, графы Грюнберга — Кегеля которых изоморфны графу «балалайка». Так-
же в [5] они классифицировали конечные неразрешимые группы G, графы Γ(G) которых
изоморфны графу «балалайка» в следующих двух случаях: (1) группа G не содержит
элементов порядка 6; (2) группа G содержит элемент порядка 6 и вершина q графа Γ(G)
делит |S(G)|.

В данной работе мы продолжаем исследование проблемы. Пусть G — конечная нераз-
решимая группа, граф Γ(G) изоморфен графу «балалайка», т. е. граф Γ(G) имеет вид

❝✚
✚

❝

❩
❩ ❝ ❝

r

s p q ,

где r, s, p и q — некоторые попарно различные простые числа. Положим S = S(G)
и G = G/S. Ввиду [3] группа G почти проста известного вида. Положим L = Soc(G).
Предположим далее также, что S(G) 6= 1, G содержит элемент порядка 6 и q не делит |S|.
Поскольку группа G неразрешима, имеем 2 ∈ π(G)) и |π(G)| ∈ {3, 4}. Если 3 /∈ π(G)),
то ввиду [6–8] имеем G ∈ {Sz(8), Sz(32),Aut(Sz(32))} и, следовательно, π(G) = π(G);
противоречие с тем, что 3 ∈ π(G). Поэтому 3 ∈ π(G)).

Мы доказываем следующую теорему.

Теорема. Пусть G — конечная неразрешимая группа, G := G/S(G), граф Γ(G) как

абстрактный граф изоморфен графу «балалайка» с q 6 3. Если G содержит элемент

порядка 6 и q не делит |S(G)|, то p = 2, q = 3, G ∼= A5 или S5, {r, s} = {t, 5} для

некоторого простого числа t > 5 и t ∈ π(S(G)) ⊆ {2, 5, t}.
Замечание. Утверждение теоремы реализуется. Пусть G = Z × ((V1 × V2) ⋊ L),

где Z ∼= Z2, L ∼= SL2(5), V1 — любой точный 2-мерный GF (t)(
√
5 )L-модуль для лю-

бого простого числа t > 5 (V1L — группа Фробениуса с ядром V1 и дополнением L) и
V2 — естественный 2-мерный GF (5)L-модуль. Тогда граф Γ(G) изоморфен «балалайке»,
и имеет вид
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❝✚
✚

❝

❩
❩ ❝ ❝

5

t 2 3 .

Можно доказать, что случай G ∼= S5 утверждения теоремы также реализуется.

2. Обозначения и вспомогательные результаты

Наши обозначения и терминология в основном стандартны, их можно найти в [9–15].
Если группа G действует на группе H, то будем говорить, что неединичный элемент

g ∈ G действует на H свободно (или без неподвижных точек), если CH(g) = 1.
Рассмотрим некоторые результаты, которые используются в доказательстве наших

результатов.
Следующее утверждение хорошо известно и легко доказывается.

Лемма 1. Пусть G— конечная квазипростая группа, F — поле характеристики p > 0,
V — абсолютно неприводимый FG-модуль и β — характер Брауэра модуля V . Если g —

элемент простого порядка, отличного от p, из G, то

dimCV (g) =
(
β |〈g〉, 1 |〈g〉

)
=

1

|g|
∑

x∈〈g〉
β(x).

Лемма 2 [14, теорема VII.1.16]. Пусть G — конечная группа, F = GF (pm) — по-

ле определения характеристики p > 0 для абсолютно неприводимого FG-модуля V ,

〈σ〉 = Aut(F ), V0 обозначает модуль V , рассматриваемый как GF (p)G-модуль, и

W = V0 ⊗GF (p) F . Тогда

(1)W =
⊕m

i=1 V
σi

, где V σi
— модуль, алгебраически сопряженный с V посредством σi;

(2) V0 является неприводимым GF (p)G-модулем и, в частности, W реализуется как

неприводимый GF (p)G-модуль V0;
(3) с точностью до изоморфизма модулей неприводимые GF (p)G-модули находятся

во взаимно однозначном соответствии с классами алгебраической сопряженности непри-

водимых GF (p)G-модулей.

Лемма 3 [12, теорема 5.3.11]. Пусть p — простое число и P — конечная p-группа. То-

гда P обладает характеристической подгруппой C, называемой критической подгруппой

в P , со следующими свойствами:

(a) группа C/Z(C) элементарная абелева;

(b) [P,C] 6 Z(C);
(c) CP (C) = Z(C);

(d) каждый нетривиальный p′-автоморфизм группы P индуцирует на C нетривиаль-

ный автоморфизм.

Лемма 4 [5, лемма 11]. Пусть p, q и r — попарно различные простые числа и G —

конечная группа вида G = P ⋊ (T ⋊ 〈x〉), где P — нетривиальная p-группа, T — q-группа,

|x| = r и CG(P ) = Z(P ). Пусть C — критическая подгруппа в T и [T, 〈x〉] 6= 1. Тогда

либо CP (x) 6= 1, либо Z(T ) 6 Z(C) 6 CT (x), q = 2, r = 1 + 2n — простое число Ферма и

[C, 〈x〉] — экстраспециальная группа порядка 22n+1.

Лемма 5 [16, лемма 1]. Пусть G — конечная группа, N — нормальная подгруппа в G,

G/N — группа Фробениуса с ядром F и циклическим дополнением C. Если (|F |, |N |) = 1
и F не содержится в NCG(N)/N , то s|C| ∈ ω(G) для некоторого s ∈ π(N).
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Лемма 6 [17, предложение 3.2]. Пусть G — конечная группа, H �G, G/H ∼= L2(q),
где q нечетно, q > 5, и CH(t) = 1 для некоторого элемента t порядка 3 из G. Тогда H = 1.

Лемма 7 [17, предложение 4.2; 18, теорема 8.2]. Пусть G — конечная группа,

1 6= H �G и G/H ∼= L2(2
n), где n > 2. Предположим, что CH(t) = 1 для некоторого

элемента t порядка 3 из G. Тогда H = O2(G) и H является прямым произведением ми-

нимальных нормальных подгрупп порядка 22n в G, каждая из которых как G/H-модуль

изоморфна естественному GF (2n)SL2(2
n)-модулю.

Пусть p — простое число, q = pl, P — алгебраическое замыкание поля GF (q),
n > 2, L = SLn(q) — специальная линейная группа степени n > 2 над полем GF (q)
и L = SLn(P ). Пусть ω1, . . . , ωn−1 — фундаментальные веса группы L. Каждый непри-
водимый PL-модуль имеет старший вес ω = a1ω1+ . . .+an−1ωn−1 для некоторых неотри-
цательных целых чисел a1, . . . , an−1. Этот старший вес называется q-ограниченным, если
ai < q для i = 1, . . . , n−1. Ввиду известной теоремы Стейнберга [9, § 13, теорема 43] огра-
ничение на L неприводимого PL-модуля с q-ограниченным старшим весом неприводимо,
и совокупность таких ограничений образует полный набор неприводимых PL-модулей.
Далее M(ω) обозначает ограничение на L неприводимого PL-модуля со старшим весом ω
из этой совокупности.

Лемма 8. Пусть n = 2, h — полупростой элемент нечетного порядка k из L и M(ω) —

неприводимый PL-модуль со старшим весом ω = aω1, где 1 6 a < q. Предположим, что

a =
∑l−1

j=0 ajp
j — p-адическое разложение числа a. Тогда

(1) если p нечетно, то Z(L) лежит в ядре представления группы L, соответствующего

модулю M(ω), тогда и только тогда, когда число a четно;

(2) элемент h имеет ненулевую неподвижную точку в M(ω) тогда и только тогда,

когда существует такое неотрицательное целое число b, что bk 6 a, a − bk четно и

(a− bk)/2 =
∑l−1

j=0 bjp
j , где 0 6 bj 6 aj для всех j = 0, . . . , l − 1.

⊳ Утверждение (1) хорошо известно (см., например, [19, лемма 7]).
Утверждение (2) следует из [20, теорема 3]. ⊲
Нам понадобится также следующий фрагмент таблицы комплексных неприводимых

характеров группы SL2(t), где t нечетно, z — единственная инволюция из SL2(t), a и b —
элементы порядков t− 1 и t+ 1 из SL2(t) соответственно и ǫ = (−1)(t−1)/2 (см. [21, § 38]
или [22, табл. 4]).

Таблица 1

Фрагмент таблицы характеров группы SL2(t) при нечетном t

1 z am bn

(1 6 m 6 (t− 3)/2) (1 6 n 6 (t− 1)/2)

1 1 1 1 1

ψ t t 1 −1

χk t+ 1 (−1)k(t+ 1) 2 cos 2kmπ
t−1

0

(1 6 k 6 (t− 3)/2)

θl t− 1 (−1)l(t− 1) 0 −2 cos 2lmπ
t+1

(1 6 l 6 (t− 1)/2)

ξ1 (t+ 1)/2 ε(t+ 1)/2 (−1)m 0

ξ2 (t+ 1)/2 ε(t+ 1)/2 (−1)m 0

η1 (t− 1)/2 −ε(t− 1)/2 0 (−1)n+1

η2 (t− 1)/2 −ε(t− 1)/2 0 (−1)n+1
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3. Доказательство теоремы

Пусть G — группа, удовлетворяющая условиям теоремы, и S = S(G).
Предположим, что q = 2. Тогда p = 3 и S = O(G). Поскольку в G есть четверная

подгруппа, ввиду [12, теорема 5.3.16] имеем S = O3(G) и, следовательно, |π(G)| = 4. Но
числа r и s больше 3, поэтому они делят |G|, смежны в графе Γ(G) и не смежны с 2 в
этом графе. Если граф Γ(G) несвязен, то это противоречит [7, 8]. Если граф Γ(G) связен,
то это противоречит [23].

Итак, q = 3, следовательно, p = 2 и r, s > 3. Если r и s не делят |S|, то S = O2(G), сле-
довательно, π(G) = π(G) и вершины r и s смежны в графе Γ(G), что противоречит [7]
или [23]. Поэтому без ограничения общности можно считать, что r делит |S|. Пусть
Q ∈ Syl3(G). Разрешимая группа SQ содержит {r, s, 3}-холлову подгруппу U . Так как
граф Γ(U) несвязен, а W := U ∩ S является нормальным 3-дополнением в U , на котором
неединичные элементы из Q действуют без неподвижных точек, по теореме Грюнбер-
га — Кегеля [24, теорема A] подгруппа U является группой Фробениуса с ядром W и
дополнением Q. По свойствам группы Фробениуса (см., например, [12, теорема 10.3.1])
W = F (U) = Or(W ) × Os(W ) и Q — циклическая 3-группа. Отсюда ввиду [3, 6–8, 23]
следует, что цоколь L группы G изоморфен одной из групп L3(5), L3(17), U3(7) или L2(t),
где либо t ∈ {8, 25, 49}, либо t > 5 — простое число такое, что |π(t2−1)| 6 3. Поскольку W
является {r, s}-холловой подгруппой в S, а все такие подгруппы в разрешимой группе S
сопряжены, имеем G = SNG(W ) и, следовательно, G = SNG(W )/S ∼= NG(W )/NS(W ).

Пусть N = NG(W ). Тогда S(N) = NS(W ) =W ⋊ P , где P ∈ Syl2(S(N)). Ясно, что

Or′(S(N)) = Os(W )CP (Or(W )) и Or′,r(S(N)) = Or′(S(N))Or(W ).

Ввиду [12, теорема 6.3.2] имеем CS(N)(Or(W ))6Or′,r(S(N)). Положим Ñ=N/Or′(S(N)).
Тогда

S
(
Ñ
)
= ˜Or(W )P = Or(Ñ)⋊ P̃ и CÑ

(
Or

(
Ñ
))

6 Or

(
Ñ
)
.

Если L ∼= L2(5), то утверждение теоремы выполняется. Поэтому в дальнейшем будем
считать, что L ≇ L2(5).

Предположим, что L ∼= L2(7). Тогда можно считать, что r не делит |L2(7)|. Поскольку
ввиду [11] группа L2(7) содержит группу Фробениуса F порядка 21, группа Ñ содержит
подгруппу вида Or(Ñ )⋊F . Но тогда ввиду леммы 5 группа Ñ содержит элемент поряд-
ка 3r. Получили противоречие. Поэтому L ≇ L2(7).

Пусть x — элемент порядка 3 из Q̃. Можно считать, что x нормализует подгруппу P̃ .
Рассмотрим подгруппу Or(Ñ)⋊ (P̃ ⋊ 〈x〉).

Покажем сначала, что [P̃ , 〈x〉] = 1. Предположим противное, т. е. [P̃ , 〈x〉] 6= 1.
Пусть C — критическая подгруппа в 2-группе P̃ (см. лемму 3). Применим леммы 3

и 4 к подгруппе Or(Ñ ) ⋊ (P̃ ⋊ 〈x〉). Тогда C — характеристическая подгруппа в P̃ ,
[P̃ , C], Z(P̃ ),Φ(C) 6 Z(C) 6 CP̃ (x) и [C, 〈x〉] ∼= Q8. Подгруппы Or(ÑC) иOr(ÑZ(C)) нор-

мальны в группе Ñ . Положим H = Ñ/Or(ÑZ(C)), V = Or(ÑC)/Or(ÑZ(C)). Тогда V —
нормальная элементарная абелева 2-подгруппа в H, CH(V ) = O2(H) и H/O2(H) ∼= G.
В частности, V есть точный GF (2)L-модуль такой, что |[V, 〈x〉]| = 4 для 〈x〉 = Ω1(Q).
Ясно, что циклическая 3-группа Q точно действует на четверной группе [V, 〈x〉], поэто-
му |Q| = 3. Отсюда следует, что группа L не изоморфна группам L2(8), L2(17) и L3(17),
силовские 3-подгруппы которых циклические порядка 9. Ясно, что модуль V имеет ком-
позиционный фактор V0 размерности, не меньшей 2. Пусть K — алгебраическое замыка-
ние поля GF (2). По лемме 2 для точного неприводимого GF (2)L-модуля V0 существует
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класс {W1, . . . ,Wm} алгебраической сопряженности точных (абсолютно) неприводимых
KL-модулей с полем определения GF (2m) такой, что V0⊗GF (2)K =

⊕m
i=1Wi. Обозначим

через W0 модуль W1, рассматриваемый как GF (2m)L-модуль. Тогда модуль V0 можно
отождествить с модулем W0, рассматриваемым как GF (2)L-модуль. Поэтому мы имеем
dimV0 = m dimW0 и dimCV0(x) = m dimCW0(x). Следовательно,

dim[V0, 〈x〉] = dimV0 − dimCV0(x) = m(dimW0 − dimCW0(x)) = 2.

По таблицам 2-модулярных брауэровых характеров групп L3(5) и U3(7) (см. [15]) и лем-
ме 1 легко получаем, что эти соотношения в случае, когда группа L изоморфна L3(5)
или U3(7), не выполняются. Поэтому L ∼= L2(t), где либо t ∈ {25, 49}, либо t — простое
число такое, что t > 7 и |π(t2 − 1)| = 3. Применяя нашу таблицу 1, 2-модулярную матри-
цу разложения группы L2(t) из [25, раздел VIII] и лемму 1, приходим к противоречию
с доказанным выше соотношением dim[V0, 〈x〉] = 2.

Итак, [P̃ , 〈x〉] = 1. Поэтому цоколь почти простой группы Ñ/S(Ñ ) централизу-
ет фактор-группу S(Ñ)/Or(Ñ). Пусть E — последний член ряда коммутантов груп-
пы Ñ/Or(Ñ), т. е. E — слой этой группы. Тогда E — квазипростая группа такая, что
E/Z(E) ∼= L, и F ∗(Ñ)/Or(Ñ) = (S(Ñ)/Or(Ñ )) ◦ E. Ввиду [11, таблица 5] группа E изо-
морфна L3(5), L3(17), U3(7), L2(t) или SL2(t). Если группа E изоморфна L3(5), L3(17)
или U3(7), то по [10, таблицы 8.3, 8.5] имеем A4 < E, откуда ввиду леммы 5 группа Ñ
содержит элемент порядка 3r. Получили противоречие. Если E ∼= L2(t), то ввиду лемм 6
и 7 в группе G есть элемент порядка 3r. Получили противоречие. Поэтому E ∼= SL2(t)
и t нечетно.

Предположим, что r не делит t. Ясно, что 3 делит t2 − 1. Если 3 делит t − 1, то E
содержит группу Фробениуса вида T : 3, где T — силовская подгруппа порядка t в E,
откуда ввиду леммы 5 группа Ñ содержит элемент порядка 3r. Получили противоречие.
Поэтому 3 делит t + 1 и, следовательно, t > 7 — простое число и r либо не делит |E|,
либо делит t − 1 (поскольку группа E имеет точно один класс циклических подгрупп
порядка t+ 1, а вершины r и 3 не смежны).

Предположим, что r делит |E|. Тогда r делит t − 1 и s = t > 7. Пусть R ∈ Sylr(E).
Можно считать, что CE(R) = 〈a〉. Поэтому каждый r-блок B характеров группы E имеет
циклическую дефектную группу D(B), лежащую в R, и, следовательно, порядок груп-
пы NE(D(B))/CE(D(B)) не превосходит 2. По теореме Дейда [26, теорема 68.1] число
вершин дерева Брауэра каждого r-блока характеров группы E равно 1 или 3 и, следова-
тельно, каждый неприводимый r-модулярный брауэров характер группы E совпадает с
ограничением некоторого комплексного неприводимого характера группы E на множе-
ство E|r′ всех r′-элементов этой группы. Пусть Vβ — абсолютно неприводимый E-модуль
c r-модулярным брауэровым характером β, на котором элемент x действует свободно.
Тогда ввиду леммы 1 имеем

dim CVβ
(x) =

β(1) + 2β(x)

3
= 0.

Отсюда β(1) + 2β(x) = 0. Но β = χ|E|r′ для некоторого χ ∈ Irr(E). Можно считать,

что x = b(t+1)/3. Из таблицы 1 легко видеть, что 1E(x) = 1, ψ(x) = −1, χk(x) = 0
для всех k, θl(x) равно 1 при l ≡ ±1(mod 3) и −2 при l ≡ 0 (mod 3), ξ1/2(x) = 0,
η1/2(x) = (−1)(t+1)/3 + 1. Поскольку β(1) + 2β(x) = 0, получаем, что t = 5 = r; про-
тиворечие.

Таким образом, r не делит |E|. Тогда |π(E)| = 3 и, следовательно, ввиду [6] имеем
t = s = 17. Каждый неприводимый r-модулярный брауэров характер β группы E совпа-
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дает с некоторым комплексным неприводимым характером группы E. Рассуждая, как в
предыдущем абзаце, получим противоречие.

Итак, можно считать, что r делит t и s не делит |S|. Поэтому |π(E)| = 4. Имеем t = rl,
где l = 1 при t = r и l = 2 при t ∈ {25, 49}. Применим лемму 8 при k = 3. Пусть K —
алгебраическое замыкание поля GF (r) и M(ω) — точный неприводимый KE-модуль со
старшим весом ω = aω1 (1 6 a < t), на котором элемент x порядка 3 из E действует
свободно. Предположим, что a =

∑l−1
j=0 ajr

j — r-адическое разложение числа a. Покажем,
что a = 1 при t = r и a ∈ {1, r} при t ∈ {25, 49}. Предположим противное. Тогда
1 6= a 6= r. По п. (1) леммы 8 число a нечетно. Покажем, что выполняется условие п. (2)
леммы 8 о существовании для x ненулевой неподвижной точки в M(ω). Если t ∈ {25, 49},
то выполнимость этого условия проверяется непосредственным перебором. Пусть t = r.
Тогда a = a0 и 1 < a < r. Пусть d — остаток от деления числа a на 3, т. е. a = 3c + d
для некоторых неотрицательных целых чисел c и d, где 0 6 d < 3. Если d = 0, то при
b = c получаем, что 3b = a, a − 3b = 0 четно и (a − 3b)/2 = 0/2 = 0 < a0 = a, т.
е. проверяемое условие выполняется. Если d = 2, то при b = c получаем, что 3b < a,
a− 3b = 2 четно и (a− 3b)/2 = 2/2 = 1 < a0 = a, т. е. проверяемое условие выполняется.
Итак, d = 1. Поскольку a > 1 нечетно, положительное число c четно и, следовательно,
c > 1. Тогда a = 3c+1 = 3(c−1)+4 и при b = c−1 получаем, что 3b < a, a−3b = 4 четно
и (a − 3b)/2 = 4/2 = 2 6 a0 = a, т. е. проверяемое условие выполняется. Полученное
противоречие показывает, что a = 1 при t = r и a ∈ {1, r} при t ∈ {25, 49}. Хорошо
известно, что модуль M(ω1) является естественным 2-мерным KE-модулем, а модуль
M(rω1) в случае t ∈ {25, 49} алгебраически сопряжен с M(ω1) посредством скручивания
Фробениуса. Ввиду [27, предложение 4.7] все эти модули являются r′-полурегулярными,
т. е. все нетривиальные r′-элементы из E действуют на них свободно. Отсюда следует,
что вершины r и s не смежны в графе Γ(G). Получили противоречие.

Теорема доказана.
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Abstract. The Gruenberg–Kegel graph Γ(G) (or the prime graph) of a finite group G is the graph such
that the vertex set is the set of all prime divisors of the order of G and two different vertices p and q are
adjacent if and only if there exists an element of order pq in G. One of popular directions of researches in finite
group theory is the study of finite groups with given properties of their Gruenberg–Kegel graphs. In 2012–2013
the first author described finite groups with the Gruenberg–Kegel graph as for the group Aut(J2) and as for
the group A10. The Gruenberg–Kegel graphs of groups A10 and Aut(J2) are isomorphic (as abstract graphs)
to the paw. The paw is the graph with four vertices whose degrees are 1, 2, 2, and 3. Generalizing these results,
we consider the problem of describing finite groups such that the Gruenberg–Kegel graphs of these groups
are isomorphic to the paw. In 2018 Kondrat’ev and Minigulov proved that if G is a finite non-solvable group
and the graph Γ(G) is isomorphic to the paw, then the quotion group G/S(G) of the group G by its solvable
radical S(G) is almost simple. Moreover, they classified all finite almost simple groups G such that the graphs
Γ(G) of these groups are isomorphic to subgraphs of the paw. In 2022 Kondrat’ev and Minigulov described all
finite solvable groups such that the Gruenberg–Kegel graph is isomorphic to the paw. Moreover, they classified
finite non-solvable groups G, where the Gruenberg–Kegel graphs of these groups are isomorphic to the paw, in
the following cases: (1) G does not contain elements of order 6; (2) G has an element of order 6 and the vertex
of degree 1 of the graph Γ(G) divides |S(G)|. In this manuscript we continue the investigation of this problem
and study its important new case of a finite non-solvable group G such that the Gruenberg–Kegel graph of
this group is isomorphic to the paw, where the vertex of degree 1 of the graph Γ(G) does not exceed 3.
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Abstract. The present paper is the next in a large series of works devoted to the geometry of microweight
tori in the Chevalley groups. Namely, we describe the subgroups generated by a pair of 2-tori in GL(4, K).
Recall that 2-tori in GL(n,K) are the subgroups conjugate to the diagonal subgroup of the following form
diag(ε, ε, 1, . . . , 1). In one of the previous work we proved the reduction theorem for the pairs of m-tori.
It follows that any pair of 2-tori can be embedded in GL(6, K) by simultaneous conjugation. The orbit
of a pair of 2-tori (X,Y ) is called the orbit in GL(n,K), if the pair (X,Y ) is embedded in GL(n,K) by
simultaneous conjugation and it can not be embedded in GL(n − 1,K). Here n can take values 3, 4, 5
and 6. The most difficult and general case is the case of GL(4, K). In the article we describe spans in
GL(4, K), corresponding to degenerate orbits.

Keywords: general linear group, unipotent root subgroups, semisimple root subgroups, m-tori, diagonal
subgroup.
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1. Introduction

The present paper is the next in a large series of works dedicated to the geometry of
microweight tori and long root tori in the Chevalley groups that was announced in [1].
Namely we describe the subgroups generated by a pair of 2-tori in GL(4,K) corresponding
to degenerate cases in the sense below.

Recall that 2-tori in GL(n,K) are the subgroups conjugate to the diagonal subgroup of
the following form

{diag(ε, ε, 1, . . . , 1), ε ∈ K∗} .
From the general theory viewpoint 2-tori are microweight tori corresponding to the funda-
mental weight ω2 in the extended Chevalley group of type An−1.

In [2] we proved the reduction theorem for the pairs of m-tori. It follows from it that
any pair of 2-tori (X,Y ) can be embedded in GL(6,K) by simultaneous conjugation. We call
an orbit of a pair of 2-tori (X,Y ) the orbit in GL(n,K), if the pair (X,Y ) is embedded in
GL(n,K) by simultaneous conjugation and it can not be embedded in GL(n−1,K). It follows
from the reduction theorem that n can take values 3, 4, 5 or 6.

c© 2025 Nesterov, V. V. and Zhang, M.
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The orbits of 2-tori in GL(3,K) coincides with the orbits of 1-tori and are described in [3]
(see also Lemma 1 [2]). The orbits and spans of 2-tori in GL(6,K) were classified in [2].
In paper [4] we described the orbits and spans of 2-tori in GL(5,K).

The case of GL(4,K) is the most difficult and requires cumbersome calculations. In [5]
we classified the orbits of 2-tori in GL(4,K). It turned out that there are more than 80 types
of such orbits. Of course in many cases pairs of 2-tori belongning to the different orbits have
the same span. However calculations of all spans take a lot of pages. So we divided their
into two papers. In this paper we treat degenerate cases, and in the next paper we consider
undegenerate cases.

The context of this problem and many references reader can find in the surveys [1, 6, 7]
and in the detailed introduction of [4].

The idea of this research belongs to wonderful mathematician and person Nikolai
Aleksandrovich Vavilov. The starting point of it was his work [3]. The next three papers
were written by N. A. Vavilov jointly with the first author. Unfortunately N. A. Vavilov
passed away. The authors are very grateful to him for setting the problem and numerous
inspiring discussions.

The authors are very pleased to publish this paper in the journal devoted to anniversary

of professor V. A. Koibaev. The first author met him in the early 90s and remembered him as

a very benevolence and responsiveness person.

2. Notation

This paper is a direct continuation of [5] and we use the same notation as before. But for
reader’s convenience we recall them here.

Let K be a field and K∗ = K\{0} be the multiplicative group of it. Further, G = GL(n,K)
is the general linear group of degree n over K. By D = D(n,K) we denote the subgroup of
diagonal matrices in G, and N = N(n,K) denotes the subgroup of monomial matrices in G.

The quotient group N/D is isomorphic to Sn, the symmetric group on n letters. Denote by
W = Wn the group of permutation matrices in G. We identify Sn and Wn via the isomorphism
π 7→ wπ, where wπ is the matrix whose entry in the position (i, j) is δi,πj.

Let V = Kn be the right vector space of columns of height n over K. Usually we identify
a matrix g ∈ G with the corresponding linear map of the space Kn. Here g acts on the left .
To stress that we are using this geometric viewpoint, in such cases we call elements of G
transformations.

By e1, . . . , en we denote the standard base of Kn. Here ei is the column, whose i-th
component equals 1, whereas all other components are equal to 0. The dual space V ∗ = nK
is left vector space of rows of length n. By f1, . . . , fn we denote the standard base of nK. It is
dual to e1, . . . , en with respect to the standard pairing, V ∗ × V −→ K.

Denote by eij a standard matrix unit, i. e. the matrix whose entry in the position (i, j) is 1
and all the remaining entries are zeroes. Next, xij(ξ) = e+ ξeij for ξ ∈ K and 1 6 i 6= j 6 n
denotes elementary transvection. For given i 6= j we consider the corresponding unipotent
root subgroup Xij = {xij(ξ), ξ ∈ K}. The subgroup E(n,K) of G, generated by all Xij ,
1 6 i 6= j 6 n, is called the elementary subgroup of G. In case of the field, it coincides with
the special linear group SL(n,K).

Similarly, by di(ε) = e+(ε−1)eii we denote an elementary pseudo-reflection . For a given i
we consider the corresponding 1-torus

Qi = {di(ε), ε ∈ K∗}.
Clearly, GL(n,K) is generated by E(n,K) and Q1.



Subgroups Generated by a Pair of 2-Tori in GL(4,K), II 103

Let g ∈ G. The largest subspace W 6 V , such that g|W = id is called the axis of g.
Similarly, the subspace U = {gv − v : v ∈ Kn} is called the centre of g. Clearly, dimU = m
and dimW = n−m.

The elementary 2-torus Q = QU0,W0 = {diag(ε, ε, 1, . . . , 1), ε ∈ K∗} is defined by the
subspaces U0 = 〈e1, e2〉 and W0 = 〈f1, f2〉. It means, that elements of it are

d0(ε) = e+ e1(ε− 1)f1 + e2(ε− 1)f2, ε ∈ K∗.

It is clear that
gQUW g

−1 = QgU,Wg−1 , g ∈ GL(n,K).

Therefore any 2-torus (see [2]) is conjugated to the elementary 2-torus Q. The elements
of an arbitrary 2-torus are the elements of the following form

d(ε) = e+ u1(ε− 1)v1 + u2(ε− 1)v2, ε ∈ K∗,

where ui = gei, vi = fig
−1, 1 6 i 6 2, for some matrix g ∈ GL(n,K). Thus each 2-torus is

completely determined by the subspaces U = 〈u1, u2〉 and W = 〈v1, v2〉.
The subspace U is precisely the centre of QUW , in the sense of being the centre of every

d(ε) ∈ QUW , ε 6= 1. Similarly, the subspace W⊥ orthogonal to W 6 nK with respect to the
canonical pairing nK×Kn −→ K, is precisely the axis of QUW , in the above sense. Oftentimes
we loosely refer to W itself as the axis of QUW .

Consider a pair of 2-tori X and Y with centers U1 and U2 and with axes W1 and W2,
respictively. In paper [2] we introduce the following invariants for a pair of m-tori. r =
r(X,Y ) = dim(U1 + U2), s = s(X,Y ) = dim(W1 + W2), p = p(X,Y ) = dim(U1 ∩ W⊥

2 ),
q = q(X,Y ) = dim(U2 ∩ W⊥

1 ). Clearly that in the case of orbits in GL(4,K) we have
2 6 r, s 6 4, 0 6 p, q 6 2.

If a pair of 2-tori (X,Y ) in GL(4,K) has invariants r = s = 4 we refer to it as undegenerate

case and if at least one of invariants r or s less than 4 we refer to this pair as degenerate case. In
this paper we calculate spans of degenerate cases. In the last work we treat with undegenerate
cases.

3. Degenerate Cases

Let X, Y be 2-tori in GL(4,K) with centers U1, U2 and axes W1, W2, respectively. Choose
some bases in these subspaces, U1 = 〈u1, u2〉, U2 = 〈u3, u4〉. W1 = 〈w1, w2〉, W2 = 〈w3, w4〉.

In the previous work [5] we described all orbits (X,Y ) under action by simultaneous
conjugation: (gXg−1, gY g−1), g ∈ G. For this purpose we listed all bases (u1, u2, u3, u4) and
(w1, w2, w3, w4) corresponding to different orbits. Summarize these results in the next lemma.

Lemma 1. Let X and Y be 2-tori in GL(4,K). Assume that r = 2, 3 and r 6 s, then the

orbit (X,Y ) is determined by one of the following bases.

For r = 2, s = 2,
u1 = e1, u2 = e2, w1 = f1, w2 = f2,

u3 = e1, u4 = e2, w3 = f1, w4 = f2.
(r2s2a)

For r = 2, s = 3,

u1 = e1, u2 = e2, w1 = f1 + f3, w2 = f2 + λf3,

u3 = e1, u4 = e2, w3 = f1, w4 = f2,
(r2s3a)

where λ = 0 or 1.
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For r = 2, s = 4,

u1 = e1, u2 = e2, w1 = f1 + f3, w2 = f2 + f4,

u3 = e1, u4 = e2, w3 = f1, w4 = f2.
(r2s4a)

For r = 3, s = 3,

u1 = e1, u2 = e2, w1 = f1 + f4, w2 = f2 + βf4,

u3 = e1 + e3, u4 = e2 + λe3, w3 = f1, w4 = f2,
(r3s3a)

where β ∈ K, λ = 0 or 1.

u1 = e1, u2 = e2, w1 = f1 + αf3, w2 = f2 + βf3,

u3 = e1 + e3, u4 = e2 + λe3, w3 = f1, w4 = f2,
(r3s3b)

where λ = 0 or 1, α ∈ K∗, β ∈ K.

For r = 3, s = 4, p = 0,

u1 = e1, u2 = e2, w1 = f1 + αf3 + f4, w2 = f2 + βf3,

u3 = e1 + e3, u4 = e2 + λe3, w3 = f1, w4 = f2,
(r3s4a)

where λ = 0 or 1, α ∈ K, β ∈ K∗.
For r = 3, s = 4, p = q = 1,

u1 = e1, u2 = e2, w1 = f1 + λ1f3 + f4, w2 = f2 + λ1λ2f3,

u3 = e1 + λ2e2, u4 = e3, w3 = f1, w4 = f3,
(p1q1a)

where λ1,2 = 0 or 1.

In fact there are other orbits. They are obtained in two ways from listed bases. The first
one is to consider a pair (Y,X) instead of (X,Y ). These bases (orbits) we denoted in [5] adding
prime ′. It is clear that the span 〈Y,X〉 is not changed. The second way is to interchange rows
and columns. In this case each set of bases with invariants (r, s), r < s, corresponds to a
new set of bases with r > s. Then the new span 〈X,Y 〉 is obtained from old one by matrix
transposition.

4. Calculation Spans

In this section we prove our main results. They are listed in tables 1–3. Note that if the
field K = F2 a torus coincides with the identity matrix. Thus this case is excluded.

For the description of spans we use new notations throughout the rest of the paper.
Xγ1

ij, km = {xij(γ1ε)xkm(ε), ε ∈ K}, Xγ1,γ2
ij, km, pq = {xij(γ1ε)xkm(γ2ε)xpq(ε), ε ∈ K}, Qij =

{di(ε)dj(ε), ε ∈ K}, where γt ∈ K∗, t = 1, 2. Note that we miss γ1 = 1.
In all calculations we have deal with the generators of 2-tori X = 〈x(ε), ε ∈ K〉 and

Y = 〈y(η), η ∈ K〉. The generators x(ε) and y(η) are constructed with the help of bases listed
in Lemma 1. Sometimes we consider the generators conjugated to them. By H we denote the
subgroup generated by x(ε) and y(η) H = 〈x(ε), y(η), ε, η ∈ K∗〉.

As usually [g1, g2] = g1g2g
−1
1 g−1

2 denotes a commutator of two elements g1 and g2. Also
put z(ε, η) = [x(ε), y(η)], zx(ε, η, θ) = [z(ε, η), x(θ)], zy(ε, η, θ) = [z(ε, η), y(θ)].

Now we are ready to formulate and prove our results. Note we do not write down the
spans corresponding to cases with r > s. The reader can do it himself using remark at the
end of the previous section.
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Theorem 1. Let X, Y be a pair of 2-tori in GL(4,K), K 6= F2. Suppose that r = 2
and r 6 s, then up to simultaneous conjugation X and Y generate one of the following

subgroup H, listed in Table 1.

Table 1: For r = 2.

base H

1 (r2s2a) Q12

2 (r2s3a), λ = 1 Q12X13,23

3 (r2s3a), λ = 0 Q12X13

4 (r2s4a) Q12X13,24

⊳ (1) For the base (r2s2a), we obtain directly that H = Q12.
(2) For the base (r2s3a), the generators have the following form:

x(ε) = d1(ε)d2(ε)x13

(
ε− 1

ε

)
x23

(
λ(ε− 1)

ε

)
, y(η) = d1(η)d2(η).

Straightforward calculation shows that z(ε, η) = x13(−θ0)x23(−λθ0), where θ0 = (ε−1)(η−1).
Then from the decomposition of x(ε) and y(η) we get that Q12,X

λ
23,13 6 H. Finally, we

conclude that if λ = 1, H = Q12X13,23.
(3) For the base (r2s3a), if λ = 0, due to the previous argument, we obtain that H =

Q12X13.
(4) For the base (r2s4a), by calculating z(ε, η), we directly deduce that the subgroups Q12

and X13,24 are contained in H. Thus we conclude that H = Q12X13,24. ⊲

Theorem 2. Let X, Y be a pair of 2-tori in GL(4,K), K 6= F2. Suppose that r = s = 3,
then up to simultaneous conjugation X and Y generate one of the following subgroup H,

listed in Table 2.

Table 2: For r = 3, s = 3.

base H

1 (r3s3a), λ = 0 Q23X14X
β
34,24X12

2 (r3s3a), λ = 1 Q23X14X
β
34,24X12,13

3 (r3s3b) α = −1, λ = 1, β = −1, CharK = 2 Q13X12X13X23

(r3s3b), α = −1, λ = 1, β = 1
(r3s3b), α = 1, λ = 1, β = −1
(r3s3b), α 6= 0,−1, λ = 1, β 6= 0,−1, 1 + α+ β 6= 0, α+ β = 0

4 (r3s3b), α = −1, λ = 1, β = −1, CharK 6= 2 GL(2,K)
(r3s3b), α = −1, λ = 1, β 6= −1, 0, 1
(r3s3b), α 6= 0,−1; λ = 0, β 6= 0 or λ = 1, β = 0
(r3s3b), α 6= 0,−1, λ = 0, β = 0
(r3s3b), α 6= −1, 0, 1, λ = 1, β = −1
(r3s3b), α 6= 0,−1, λ = 1, β 6= 0,−1, 1 + α+ β 6= 0, α+ β 6= 0

5 (r3s3b), α = −1, λ = β = 0 Q13Q23X12

(r3s3b), α = −1; λ = 0, β 6= 0 or λ = 1, β = 0
(r3s3b), α 6= 0,−1, λ = 1, β 6= 0,−1, 1 + α+ β = 0

⊳ (1) For the base (r3s3a), a simultaneous conjugation by the element ω12ω23 leads to the
following generators:

x(ε) = d2(ε)d3(ε)x24

(
ε− 1

ε

)
x34

(
β(ε− 1)

ε

)
, y(η) = d2(η)d3(η)x12(η − 1)x13(λ(η − 1)).
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Straightforward calculation shows that

z(ε, η) = x12

(−θ0
εη

)
x13

(−λθ0
εη

)
x14

(−(1 + βλ)θ0
ε

)
x24(−θ0)x34(−βθ0),

where θ0 = (ε−1)(η−1). Calculate a commutator subgroup generated by z(ε, η), we get that
X14 6 H.

Suppose that CharK 6= 2, then

z(ε, η)z

(
ε,

η

2η − 1

)
= x14(∗)x24

(−2(ε− 1)(η − 1)2

2η − 1

)
x34

(−2β(ε − 1)(η − 1)2

2η − 1

)
,

z(ε, η)z(ε, 2 − η) = x12

(−2(ε − 1)(η − 1)2

εη(η − 2)

)
x13

(−2λ(ε− 1)(η − 1)2

εη(η − 2)

)
x14(∗).

Suppose that CharK = 2, then

z(ε, η)z(ε, ε)z(ε, 1 + ε+ η) = x14(∗)x12
(

θ1
ε2η(1 + ε+ η)

)
x13

(
λθ1

ε2η(1 + ε+ η)

)
,

z(ε, η)z(ε, ε)z

(
ε,

εη

εη + ε+ η

)
= x14(∗)x24

(
θ1

ε(η + 1) + η

)
x34

(
βθ1

ε(η + 1) + η

)
,

where θ1 = (ε+1)
(
η(η + 1) + ε2(η + 1) + ε(η2 + 1)

)
. In all cases the subgroups Xβ

34,24, X
λ
13,12

and X14 are contained in H. Thus we can conclude that if λ = 0, H = Q23X14X
β
34,24X12.

(2) For the base (r3s3a), if λ = 1, due to the previous argument, we obtain that
H = Q23X14X

β
34,24X12,13.

(3) For the base (r3s3b), α = −1, λ = 1, β = −1. Simultaneous conjugation by
w23w12x12(1) yields the following generators:

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x12

(
1− ε

ε

)
x32

(
2(1 − ε)

ε

)
, y(η) = d1(η)d3(η)x23(η − 1).

If CharK = 2, the group 〈X,Y 〉 is embedded in a group of upper triangular matrices, and
the generators have the following form:

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x12

(
1− ε

ε

)
, y(η) = d1(η)d3(η)x23(η − 1). (A)

A direct calculation reveals that z(ε, η) = x12(θ2)x13

(
θ2(1+εη+ε)

εη

)
x23

(
θ2
εη

)
, where θ2 =

(ε + 1)(η + 1). By calculating a commutator subgroup generated by z(ε, η), we get that
[z(ε1, η1), z(ε2, η2)] coincides with the subgroup X13.

Calculate the following products:

z(ε, η)z(ε, ε)z

(
ε,

ε(ε + 1)η

ε+ ε2 + η + ε2η

)
= x12

(
(ε+ 1)(η + 1)(ε + η)(ε2 + 1)

ε+ ε2η + ε2 + η

)
x13(∗),

z(ε, η)z(ε, ε)z

(
ε,

1 + ε2 + η + εη

ε+ 1

)
= x23

(
(ε+ 1)(η + 1)(ε + η)(ε2 + 1)

ε2η(1 + ε2 + η + εη)

)
x13(∗).

From the above, we derive that X12, X13, X23 are the subgroups of H. Thus H =
Q13X12X13X23, if CharK = 2. We will consider the case of CharK 6= 2 below.
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• For the base (r3s3b), α = −1, λ = 1, β 6= 0,−1. Let β = 1, the action of simultaneous
conjugation by w12w13x12(1) results in the generators given below:

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x12

(
ε− 1

ε

)
, y(η) = d1(η)d3(η)x23(η − 1).

Applying the similar arguments as to that for generators (A) yields that H = Q13X12X13X23.
• For the base (r3s3b), α = 1, λ = 1, β = −1. Conjugating this base by the element

w12w13x12(1), we have new generators

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x12

(
1− ε

ε

)
, y(η) = d1(η)d3(η)x23(η − 1).

Similar to the generators (A), we obtain that H = Q13X12X13X23.
• For the base (r3s3b), α 6= 0,−1, λ = 1, β 6= 0,−1, 1 + α + β 6= 0. Let α + β = 0.

Conjugating the generators by the element w23w12x21(−1)x12(1) produces the following new
generators:

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x12

(
α(1− ε)

ε

)
, y(η) = d1(η)d3(η)x23(η − 1).

An argument analogous to that for generators (A) shows that H = Q13X12X13X23.
(4) For the base (r3s3b), α = −1, λ = 1, β = −1. Suppose that CharK 6= 2, 3, conjugating

the original base by the element x12(−1
2 )w12x12(1), we get the new generators

x(ε) = d1(ε)d2(ε)x23

(
2(1 − ε)

ε

)
, y(η) = d1(η)d2(η)x32(η − 1).

For ε 6= 1, η 6= 1, zx (ε, 1/2, η) = x23 (−3(ε− 1)ε(η − 1)) . We get that X23 is contained in H.
It follows from the decomposition of x(ε) and y(η) that X32, Q12 6 H.

Define a map φ : Q12 → {diag(a, 1) : a ∈ K∗} ⊂ GL(2,K) by φdiag(a, a, 1, 1) =
diag(a, 1). It is easy to see that φ is a surjective and injective homomorphism. Moreover
〈X32,X23〉 ∼= SL(2,K). In fact, 〈{diag(a, 1) : a ∈ K∗} ,SL(2,K)〉 ∼= GL(2,K), therefore
〈X32, Q12,X23〉 ∼= GL(2,K). Finally we obtain that H = GL(2,K), if CharK 6= 2, 3.

If CharK = 3, the original generators become the following form:

x′(ε) = d1(ε)d2(ε)x13

(
2(ε − 1)

ε

)
x23

(
2(ε − 1)

ε

)
,

y′(η) = d1(η)d2(η)x31(η − 1)x32(η − 1).

Conjugating this base by the element x12(1)w12x12(1) we get new generators

x(ε) = d1(ε)d2(ε)x23

(
ε− 1

ε

)
, y(η) = d1(η)d2(η)x32(η − 1).

Put P (ε, η) = x(ε)y(η)x
(

2εη+ε+2η+2
2εη+2ε+2η+1

)
. For 2 + ε+ η + εη 6= 0, 1 + 2ε+ η + 2εη 6= 0, θ 6= 1,

we have

[P (ε, η), P (2, θ)] = x32

(
2ε2
(
η2 + 2

)
(2θ + 1) + 2

(
η2 + 2

)
(θ + 2)

(2εη + ε+ 2η + 2)(ε(2η + 2) + 2η + 1)

)
.
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It follows that X32 is contained in H. Then we extract the subgroups X23 and Q12 from the
decomposition of generators. Finally, we conclude that H = GL(2,K), when CharK = 3.

• For the base (r3s3b), α = −1, λ = 1, β 6= 0,−1. Let β 6= 1. Conjugate by
x23
( β
1−β

)
x32
(β−1

β

)
d1(β)w13x12

(
1
β

)
. Thus the generators become the following:

x(ε) = d2(ε)d3(ε)x31

(
(β − 1)(ε − 1)

βε

)
, y(η) = d2(η)d3(η)x13(β(η − 1)). (B)

Now suppose that CharK 6= 2. Let β 6= 1
2 . For ε 6= 1, η 6= 1, it follows directly from

calculation that

zx

(
ε,

β

β − 1
, η

)
= x31

(
ε(2β − 1)(ε − 1)(η − 1)

β

)
.

Let β = 1
2 , put

f(ε, η) = zy

(
ε, η,

1 + ε− η + εη

−1 + ε+ η + εη

)

= d1

(
(εη + ε− η + 1)(εη + ε+ η − 1)

4ε2η

)
d3

(
4ε2η

(εη + ε− η + 1)(εη + ε+ η − 1)

)

×x31

((
ε2 − 1

)
(η − 1)2(εη + ε− η + 1)

(
ε2η − ε2 + 2εη + 2ε+ η − 1

)

16ε4η2

)
.

Then we have [f(ε1, η1), f(ε2, η2)] = X31.
In the case of characteristic 2, zx (ε, β(β + 1), ε) = x31

(
ε(ε + 1)2/β

)
.

Next, from the decomposition of the generators we get that the subgroups X13, X31

and Q23 are contained in H. Similarly, we conclude that H = GL(2,K).
• For the base (r3s3b), α 6= 0,−1, λ = 0, β 6= 0. A simultaneous conjugation by the

element w13w12x21
(β
α

)
x12
(
− α

β

)
leads to the following generators:

x(ε) = d2(ε)d3(ε)x31

(
β(ε− 1)

ε

)
, y(η) = d2(η)d3(η)x13

(
α(η − 1)

β

)
.

An argument similar to the generators (B) gives that H = GL(2,K).
• For the base (r3s3b), α 6= 0,−1, λ = 1, β = 0, conjugating by the element x13(1)w23,

we can extract the subgroups Q13, X12 and X21 and then H = GL(2,K).
• For the base (r3s3b), α 6= 0,−1, λ = 0, β = 0, the generators have the following form:

x(ε) = d1(ε)d2(ε)x13

(
α(ε− 1)

ε

)
, y(η) = d1(η)d2(η)x31(η − 1).

The similar calculations to the generators (B) yield H = GL(2,K).
• For the base (r3s3b), α 6= 0,−1, 1, λ = 1, β = −1. Performing conjugation by

x13
(

1
α−1

)
x31(1− α)w23w12x12(α) gives rise to the generators listed below:

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x32

(
(α− 1)(ε − 1)

ε

)
, y(η) = d1(η)d3(η)x23(η − 1).

Now suppose that CharK 6= 2. Let α 6= 1
2 , for the element θ ∈ K, we have

zx

(
ε,

α

α− 1
, θ

)
= x32 ((2α− 1)ε(ε − 1)(θ − 1)) .
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Let α = 1
2 , after similar calculations to the case β = 1

2 of the base (r3s3b), α = −1, λ = 1,
β 6= 0,−1, we have the subgroup X23.

Assume that CharK = 2, zx
(
ε, α

α+1 , ε
)
= x32

(
ε(ε + 1)2

)
. Thus in all cases, it follows that

X32, Q13 and X23 are contained in H.

• For the base (r3s3b), α 6= 0,−1, λ = 1, β 6= 0,−1, 1 + α + β 6= 0. Under condition
α + β 6= 0, conjugate this base by the element x23

(
− β

α+β

)
x32
(β+α

β

)
d1(β)w13x12

(
− α

β

)
.

We have new generators

x(ε) = d2(ε)d3(ε)x31

(
(α+ β)(ε − 1)

βε

)
, y(ε) = d2(ε)d3(ε)x13(β(ε− 1)).

Similar to the generators (B), we can conclude that X13, Q23 and X31 are subgroups of H.

(5) For the base (r3s3b), α = −1, λ = β = 0. With the help of simultaneous conjugation
by w12x12(−1)w23, the generators of the group X and Y have the following form:

x(ε) = d2(ε)d3(ε), y(η) = d1(η)d3(η)x12

(
η − 1

η

)
.

We calculate directly that z(ε, η) = x12(−(ε− 1)(η− 1)/ε), it follows from the decomposition
of the generators that the subgroups Q13, X12 and Q23 are contained in H. Finally we can
obtain that H = Q13Q23X12.

• For the base (r3s3b), α = −1, λ = 0, β 6= 0. Conjugate this base by the element
x13(−β)w23x23(−1)x12(β)w13w23. Then we get a new base

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x32

(
(α− 1)(ε − 1)

ε

)
, y(η) = d1(η)d3(η)x23(η − 1).

Then z(ε, η) = x23 ((ε− 1)(η − 1)/ε) . We consecutively get that the subgroups Q12, Q13

and X23 are contained in H. Then under conjugation of the element w13w23, we have that
H = Q13Q23X12.

• For the base (r3s3b), α = −1, λ = 1, β = 0. Conjugate this base by the element
w12x12(−1)x13(1)w23. Then we get the same generators as in the base (r3s3b), α = −1,
λ = β = 0.

• For the base (r3s3b), α 6= 0,−1, λ = 1, β 6= 0,−1, 1+α+β = 0. Simultaneous conjuga-
tion by x13(−1−α)x21(1)x13(1 +α)d1(−1−α))w13x12

(
α

1+α

)
yields the following generators:

x(ε) = d2(ε)d3(ε), y(η) = d1(η)d3(ε)x12

(
1− η

η

)
.

Direct calculation shows that z(ε, η) = x12 ((ε− 1)(η − 1)/ε) . We consecutively get that
the subgroups Q13, Q23 and X12 are contained in H. Finally we can conclude that H =
Q13Q23X12. ⊲

Theorem 3. Let X, Y be a pair of 2-tori in GL(4,K), K 6= F2. Suppose that r = 3, s = 4,
then up to simultaneous conjugation X and Y generate one of the following subgroup H, listed

in Table 3. In cases (4) and (5) below, we also suppose that K 6= F3.
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Table 3: For r = 3, s = 4.

base H

1 (r3s4a), α = −1, λ = 0, β 6= 0 XYX14X
β,−1
13,23,24

2 (r3s4a), α = 0, λ = 1, β = −1 Q12Q23X13X24

3 (r3s4a), α 6= 0,−1, λ = 1, β 6= 0,−1, 1 + α+ β = 0 XYX14X
1+α
13,23,24

4 (r3s4a), α = 0, λ = 0, β 6= 0 Q13X
β
12,34X23X

−β
13,24X14

(r3s4a), α = −1, λ = 1, β = −1, CharK = 2
(r3s4a), α = −1, λ = 1, β = 1
(r3s4a), α = 1, λ = 1, β = −1
(r3s4a), α 6= 0,−1, λ = 1, β 6= 0,−1, 1 + α+ β 6= 0, α+ β = 0

5 (r3s4a), α 6= 0,−1, λ = 0, β = −1 GL(2,K)X24

(r3s4a), α = 0, λ = 1, β 6= 0,−1
(r3s4a), α 6= 0,−1, 1, λ = 1, β = −1
(r3s4a), α 6= 0,−1, λ = 1, β 6= 0,−1, 1 + α+ β 6= 0, α+ β 6= 0

6 (r3s4a), α = −1, λ = 1, β = −1, CharK 6= 2 GL(2,K)X14

7 (r3s4a), α = −1, λ = 1, β 6= 0,−1, 1 GL(2,K)X
β

1−β

24,34

8 (p1q1a) Q12Q23X24

⊳ (1) For the base (r3s4a), α = −1, λ = 0, β 6= 0. Conjugate this base by the element
w12x31(−1). Then the generators of the group X and Y have the following form:

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x12

(
β(ε− 1)

ε

)
x13

(
β(ε− 1)

ε

)
x23(1− ε)x24(ε− 1)x34

(
1− ε

ε

)
,

y(η) = d1(η)d2(η).

For ε, η 6= 1, we have

z(ε, η) = x13

(−βθ0
ε

)
x14

(−βθ0(ε− 1)

ε

)
x23

(
θ0
ε

)
x24

(−θ0
ε

)
,

where θ0 = (ε − 1)(η − 1). We find that zx (ε, η,−1/ε) = x13(βθ3)x23(−θ3)x24(θ3), where
θ3 = −(ε2−1)(η−1)/ε. It follows that Xβ,−1

13,23,24 6 H. After it we get X14. Since Y commutes

with Xβ,−1
13,23,24, we conclude that H = XYX14X

β,−1
13,23,24.

(2) For (r3s4a), λ = 1, α = 0, β = −1. The generators obtaining after conjugation by
x24(−1)x34(1)x23(−1)x14(−1)x32(1)x21(−1)w13 are as follows:

x(ε) = d2(ε)d3(ε), y(η) = d1(η)d2(η)x13

(
η − 1

η

)
x24

(
η − 1

η

)
.

For ε, η 6= 1, we have z(ε, η) = x13 (−(ε− 1)(η − 1)/ε) x24 ((ε− 1)(η − 1)) . Put f1(ε, η) =
z(ε, η)y ((εη − η + 1)/ε) . We have that [f1(ε1, η1), f1(ε2, η2)] = X24. Next we get X13. Finally,
we conclude that H = Q12Q23X13X24.

(3) For the base (r3s4a), λ = 1, α 6= 0,−1, β 6= 0,−1, 1 + α+ β = 0. Conjugate this base
by the element w23x23(−1)w12x12(1). Then the generators of the group X and Y have the
following form:

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x12

(
−(1 + α)(ε − 1)

ε

)
x34

(
ε− 1

ε

)
, y(η) = d1(η)d2(η)x23

(
η − 1

η

)
.

Simple calculations show that

z(ε, η) = x13

(−(1 + α)θ0
ε

)
x14

(
(1 + α)(ε− 1)θ0

ε

)
x23

(−θ0
ε

)
x24

(−θ0
ε

)
,
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where θ0 = (ε − 1)(η − 1). Moreover, we put f1(ε, η) = z(ε, η)y ((εη − η + 1)/ε) . And
[f1(ε1, η1), f1(ε2, η2)] equals X14. Next we get X1+α

13,23,24. Finally, we conclude that H =

XYX14X
1+α
13,23,24.

(4) For the base (r3s4a), α = 0, λ = 0, β 6= 0. Simultaneous conjugation by w23w12 leads
to the following generators:

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x12

(
β(ε− 1)

ε

)
x34

(
ε− 1

ε

)
, y(η) = d1(η)d3(η)x23(η − 1).

Performing the straightforward calculation, we obtain that z(ε, η) equals

x12(−βθ0)x13
(
βθ0(1 + ε(η − 1))

εη

)
x14

(−β(ε− 1)θ0
ε

)
x23

(−θ0
εη

)
x24

(−θ0
ε

)
x34(−θ0),

where θ0 = (ε− 1)(η − 1).
Next, suppose that CharK 6= 2,

[z(ε, η), z(ε, 3 − η)] = x13(βθ4)x24(−θ4), [z(ε, η), z(η, ε)] = x14(βθ5),

where

θ4 =
(ε− 1)2

(
2η3 − 9η2 + 13η − 6

)

ε(η − 3)η
, θ5 =

2(ε− 1)2(η − 1)2(ε− η)

εη
.

Take ε 6= 1, η 6= 1, 12 , 2, 3, ε 6= η. Hence for some θ ∈ K∗, x13(−βθ)x24(θ) and x14(θ) lie in H.
On the other hand, for η 6= 1, 2, 12 ,

z(ε, η)z

(
ε,

η

2η − 1

)
= x12

(−2β(η − 1)θ0
2η − 1

)
x34

(−2(η − 1)θ0
2η − 1

)

× x13(−βq1(ε, η))x24(q1(ε, η))x14(q2(ε, η)),

z(ε, η)z (ε, 2 − η) = x13

(
βθ20
εη

)
x24

(−θ20
εη

)
x14

(
βθ30
εη

)
x23

(−2(η − 1)θ0
εη(η − 2)

)
,

where q1(ε, η) and q2(ε, η) are rational functions which have pole at point η = 1
2 . But we know

that X−β
13,24 and X14 are contained in H. Hence we can extract the elements of the groups

Xβ
12,34 and X23, after it we get the whole groups.

Let CharK = 2. Then

[z(ε, η), z(ε, 1 + η)] = x13

(
−β(ε+ 1)θ0

ε(η + 1)

)
x24

(
(ε+ 1)θ0
ε(η + 1)

)
,

[
z(ε, η), z

(
ε+ 1,

εη

ε+ 1

)]
= x14

(
βθ0

(
ε2(η + 1) + εη2 + η + 1

)

(ε+ 1)2η

)
.

One readily calculates that

z(ε, η)z

(
ε+ 1,

ε2η

ε2 + η + 1

)
= x12(βθ6)x34(θ6)x13(−βg1(ε, η))x24(g1(ε, η))x14(g2(ε, η)),

where θ6 = (η+1)(ε+1)(ε+η+1)
ε2+η+1

, g1(ε, η) and g2(ε, η) are rational functions which have poles at

points ε = −1, η = 1 + ε2. Take arbitrary ε and η except for ε+ η + 1 = 0, ε = 1 and η = 1,
we get all elements of the group Xβ

12,34.
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For ε 6= 1, εη + η + 1 6= 0, multiplying z(ε, η)z
(
ε+ 1, εη+η+1

ε

)
by suitable elements from

X−β
13,24 and X14, we can get an element x23

(
(η+1)(ε+η+1)
εη(εη+η+1)

)
. Take arbitrary ε and η except for

ε+ η + 1 = 0 and η = 1, we get the subgroup X23. In all cases we get the subgroups Xβ
12,34,

X23, X
−β
13,24, X14. Finally, we conclude that H = Q13X

β
12,34X23X

−β
13,24X14.

• For the base (r3s4a), α = −1, λ = 1, β = −1. If CharK = 2, conjugating this base
by the element w23w12x12(1), the group 〈X,Y 〉 is embedded in a group of upper triangular
matrices, and the generators have the following form:

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x12

(
1− ε

ε

)
x34

(
ε− 1

ε

)
, y(η) = d1(η)d3(η)x23(η − 1).

The generators are special case of the base (r3s4a), α = 0, λ = 0, β 6= 0. Let β = −1, we obtain
that H = Q13X

−1
12,34X23X13,24X14, if CharK = 2. We will consider the case of CharK 6= 2

below.
• For the base (r3s4a), α = −1, λ = 1, β 6= 0,−1. Let β = 1. Conjugation by the element

w23w12x12(1) leads to the following generators:

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x12

(
ε− 1

ε

)
x34

(
ε− 1

ε

)
, y(η) = d1(η)d3(η)x23(η − 1).

The generators are special case of the base (r3s4a), α = 0, λ = 0, β = 1, we have that
H = Q13X12,34X23X

−1
13,24X14.

• For the base (r3s4a), α 6= 0,−1, λ = 1, β = −1. If α = 1, conjugating this base by the
element w23w12x12(1), the group 〈X,Y 〉 is embedded in a group of upper triangular matrices,
and the generators are special case of the base (r3s4a), α = 0, λ = 0, β 6= 0. Let β = −1, we
obtain that H = Q13X13,24X14X23X

−1
12,34.

• For the base (r3s4a), α 6= 0,−1, λ = 1, β 6= 0,−1, 1+α+β 6= 0. If α+β = 0, conjugating
by w23w12x21(−1)x12(1), the generators become the following:

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x12

(
α(1 − ε)

ε

)
x14

(
1− ε

ε

)
x24

(
ε− 1

ε

)
, y(η) = d1(η)d3(η)x23(η − 1).

Direct calculation yields that z(ε, η) equals

x12(αθ0)x13

(−αθ0(1 + ε(η − 1))

εη

)
x14

(
θ0(α(ε− 1) + ε)

ε

)
x23

(−θ0
εη

)
x24

(−θ0
ε

)
x34(−θ0),

where θ0 = (ε− 1)(η − 1).
Suppose that CharK 6= 2. Calculate the following product:

[
z

(
1

η
, 1− η

)
, z

(
η,
η − 1

η

)]
= x13

(
α
(
η2 − 1

)

η

)
x24

((
η2 − 1

)

η

)
,

we get that the subgroup Xα
13,24 is contained in H. Then for ε+ η 6= 3, ε 6= η, we have

[
z

(
α

α+ 1
, ε

)
, z

(
α

α+ 1
, η

)]

= x13

(
θ0(η − ε)

(α+ 1)εη

)
x24

(
θ0(η − ε)

α(α+ 1)εη

)
x14

(
θ0
(
ε2 − 3ε− η + 3η2

)

(α+ 1)2εη

)
.
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Multiplying the product
[
z
(

α
α+1 , ε

)
, z
(

α
α+1 , η

)]
by suitable elememt of Xα

13,24 we get the whole
group X14. For ε 6= 2,−2, ε 6= 3α/(3α + 2), we have

z

(
ε,
ε− 1

ε

)
z

(
ε,
ε− 1

ε− 2

)
= x13

(
−α(ε− 1)(ε + 2)

(ε− 2)ε2

)
x24

(
−(ε− 1)(ε + 2)

(ε− 2)ε2

)

×x14

(
(ε− 1)(3α(ε − 1) + 2ε)

(ε− 2)ε2

)
x12

(
2α(ε − 1)

(ε− 2)ε

)
x34

(
−2(ε− 1)

(ε− 2)ε

)
.

Multiplying the product z
(
ε, ε−1

ε

)
z
(
ε, ε−1

ε−2

)
by suitable elements of Xα

13,24 and X14, we can
extract an element of the subgroup X−α

12,34. Next, multiplying z(ε, η) by suitable elements of
X−α

12,34,X14 andXα
13,24, we extract an element x23 ((ε− 1)(η − 1)/εη) . From the decomposition

of y(η), we get the subgroups Q13 and X23.
Note that the characteristic of the field plays role only in extracting the subgroup X−α

12,34,
for this reason for CharK = 2 it is sufficient to show that X−α

12,34 is contained in H.

In fact, multiplying the product z
(
ε, ε−1

ε

)
z
(
ε + 1, ε2

ε2−ε−1

)
by suitable elements of Xα

13,24

and X14, we can extract an element of the subgroup X−α
12,34. Therefore we conclude that

H = Q13X
−α
12,34X14X23X

α
13,24, if α+ β = 0.

(5) For the base (r3s4a), α 6= 0,−1, λ = 0, β = −1. The generators are as follows:

x(ε) = d1(ε)d2(ε)x13

(
α(ε− 1)

ε

)
x14

(
ε− 1

ε

)
x23

(
1− ε

ε

)
, y(η) = d1(η)d2(η)x31(η − 1).

Now suppose that CharK 6= 2, α 6= −1
2 . Then zx

(
ε, α+1

α , η
)

equals

x13 ((2α+ 1)εθ0) x14

(
(1 + 2α)εθ0

α

)
x23

(
−(2α+ 1)εθ0

α

)
x24

(
θ0(1− 2αε − ε)

α2

)
,

zx

(
1

2α+ 1
,
α+ 1

α
, η

)2

= x13

(
4α(1 − η)

2α + 1

)
x14

(
4(1 − η)

2α + 1

)
x23

(
4(η − 1)

2α + 1

)
.

It follows that X−α,−1
13,14,23 is contained in H. Multiplying zx

(
ε, 1+α

α , η
)

by suitable element from

X−α,−1
13,14,23, we can get an element x24

(
−θ0(2αε + ε− 1)/α2

)
. Take ε 6= −1/(2α+1), we obtain

all elements of X24.
Suppose that α = −1

2 , direct calculation shows that

zx

(
1

2
, 3, η

)2

= x13(1− η)x14(2− 2η)x23(−2 + 2η),

therefore X
− 1

2
,−1

13,14,23 6 H. Calculate the product:

zx (ε, 3, η) x13(−2εθ0)x24(−4εθ0)x23(4εθ0) = x24(−4
(
2ε2 − 3ε+ 1

)
(η − 1)),

where θ0 = (ε− 1)(η − 1). Take ε 6= 1
2 , we get all elements of X24.

In the case of characteristic 2,

zx

(
ε,
α+ 1

α
, η

)
zx

(
ε+ 1,

α+ 1

α
,
ε2η + η + 1

ε2

)
= x13

(
θ2
ε

)
x14

(
θ2
αε

)
x23

(
θ2
αε

)
,

where θ2 = (ε+1)(η+1). It follows that Xα
13,14,23 is subgroup of H. Multiplying zx

(
ε, α+1

α , η
)

by suitable element from Xα
13,14,23, we get an element of the subgroup X24. From the

decomposition of the generators, we consecutively get Q13 and X31.
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Now describe the subgroup
〈
Xα

13,14,23,X31

〉
. Put t(ε) = x13(ε)x14 (ε/α) x23 (ε/α), s(η) =

x31(η). Note that the elements t(ε) and s(η) lie in H. Consider the map φ from the group
generated by t(ε) and s(η) to SL(2,K) defined by φ(t(ε)) = x12(ε), φ(s(η)) = x21(η).
It is clear that φ is a surjective homomorphism. Thus 〈t(ε), s(η), ε, η ∈ K〉 is isomorphic to
Kerφ⋊ SL(2,K).

We set w(ξ) = t(ξ)s(−ξ−1)t(ξ), h(ξ) = w(ξ)w(1)
−1. It is clear that

Kerφ =
〈
w(ξ)t(ε)w(−ξ)s(ξ−2ε), h(ξ)h(ζ)h(ξ−1ζ−1), ξ, ζ ∈ K∗〉 .

Direct calculation yields that Kerφ = X24. Then we get
〈
X−α,−1

13,14,23,X31

〉
is isomorphic to

SL(2,K)X24. Therefore we conclude that H = GL(2,K)X24.
• For the base (r3s4a), α = 0, λ = 1, β 6= 0,−1. Conjugating by x12(1) results in the

generators given below:

x(ε) = d1(ε)d2(ε)x13

(
β(ε− 1)

ε

)
x14

(
ε− 1

ε

)
x23

(
β(ε− 1)

ε

)
, y(η) = d1(η)d2(η)x31(η−1).

A minor variation of the argument of the base (r3s4a), α 6= 0,−1, λ = 0, β = −1 establishes
that H is generated by the subgroups Q12, X24, X31 and Xβ,β

13,23,14. Further we consider

the subgroup generated by a pair of subgroups X31 and Xβ,β
13,23,14, a similar argument for〈

X31,X
β,β
13,23,14

〉
yields that H = GL(2,K)X24.

• For the base (r3s4a), α 6= 0,−1, λ = 1, β = −1. Let α 6= 1. Suppose that CharK 6= 2,
a simultaneous conjugation by the element x12(1) leads to the following generators:

x(ε) = d1(ε)d2(ε)x13

(
(α− 1)(ε − 1)

ε

)
x14

(
ε− 1

ε

)
x23

(
1− ε

ε

)
,

y(η) = d1(η)d2(η)x31(η − 1).

For α 6= 1
2 , η ∈ K∗, straightforward calculations show that zx

(
ε, α

α−1 , η
)

equals

x13 ((2α− 1)εθ0) x14

(
(2α− 1)εθ0

α− 1

)
x23

(
−(2α− 1)εθ0

α− 1

)
x24

(
−θ0((2α − 1)ε− 1)

(α− 1)2

)
,

zy

(
α− 1

α
, ε, η

)
= x24

(
− θ0
(α− 1)α

)
x31

(
(2α − 1)θ0
(α− 1)η

)
,

zx

(
1

2α− 1
,

α

α− 1
, η

)2

= x13

(
−4(α− 1)(η − 1)

2α− 1

)
x14

(
−4(η − 1)

2α− 1

)
x23

(
4(η − 1)

2α− 1

)
,

where θ0 = (ε− 1)(η − 1). It follows that X1−α,−1
13,14,23 6 H, then from the decomposition of the

generators and zy ((α− 1)/α, ε, η) we obtain Q12, X31 and X24. Straightforward calculations
show that H =

〈
Q12,X

1−α,−1
13,14,23,X31,X24

〉
= GL(2,K)X24.

Suppose that α = 1
2 , simultaneous conjugation by x12(1) yields the following generators:

x(ε) = d1(ε)d2(ε)x13

(
1− ε

2ε

)
x14

(
ε− 1

ε

)
x23

(
1− ε

ε

)
, y(η) = d1(η)d2(η)x31(η − 1).

The calculation straightforwardly gives that zy (−1, ε, η) = x24(4(ε − 1)(η − 1)). Put

f(ε, η) = x(ε)y

(−εη − ε+ η + 1

(ε+ 1)(η − 1)

)
x(η), g(ε, η) = y(ε)x

(−εη + ε− η + 1

(ε− 1)(η + 1)

)
y(η).
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Multiplying [f(ε, η), f(η, ε)] and [g(ε, η), g(η, ε)] by suitable element from X24, we get the

elements from X31 and X
1
2
,−1

13,14,23. Thus we can conclude that H = GL(2,K)X24.
In the case of characteristic 2, we have

r(ε, η) = zx

(
ε,

α

α+ 1
, η

)
= x13 (εθ2) x14

(
εθ2
α+ 1

)
x23

(
εθ2
α+ 1

)
x24

(
(ε+ 1)θ2
(α+ 1)2

)
,

r(η, θ)r

(
ε,
ε2+ η2θ + η2+ θ

ε2 + 1

)
= x13

(
θ7

(ε+ 1)

)
x14

(
θ7

(α+ 1)(ε + 1)

)
x23

(
θ7

(α+ 1)(ε + 1)

)
,

where θ2 = (ε + 1)(η + 1), θ7 = ε(η(θ + 1) + θ + 1) + η(η + 1)(θ + 1). We get the subgroup
X1+α

13,14,23, after it we get that X31 and Q12 are contained in H. In all case we can conclude
that H = GL(2,K)X24.

• For the base (r3s4a), α 6= 0,−1, λ = 1, β 6= 0,−1, 1 + α + β 6= 0. If α + β 6= 0,
conjugating this base by the element x23

( −β
α+β

)
x32
(α+β

β

)
d1(β)w13x12

(
− α

β

)
, then generators

have the following form:

x(ε) = d2(ε)d3(ε)x24

(−β(ε− 1)

α+ β

)
x31

(
(α+ β)(ε− 1)

βε

)
x34

(
ε− 1

ε

)
,

y(η) = d2(η)d3(η)x13(β(η − 1)).

Suppose that CharK 6= 2, when α+ β 6= −1
2 , we have

[
z

(
ε,
α+ β + 1

α+ β

)
, z

(
η,
α+ β + 1

α+ β

)]
= x31

(
θ8
β

)
x34

(
θ8

α+ β

)
,

[
z

(
α+ β

α+ β + 1
, ε

)
, z

(
α+ β

α+ β + 1
, η

)]
= x13

(
βθ8
α+ β

)
,

where θ8 = (ε− 1)(η − 1)(2α + 2β + 1)(ε − η). When α+ β = −1
2 , we put

f(ε, η) = zx

(
ε, η,

−ε2η2 + ε2 − 2εη − 2ε+ η2 − 2η + 1

ε (ε2η2 − 2ε2η + ε2 − 2εη − 2ε− η2 + 1)

)
,

g(ε, η) = zy

(
ε, η,

εη + ε− η + 1

εη + ε+ η − 1

)
.

Calculations [f(ε1, η1), f(ε2, η2)] and [g(ε1, η1), g(ε2, η2)] result in the subgroups X13 and

X
− 1

2β

31,34.
In the case of characteristic 2, for ε 6= η, θ = (ε+ 1)(η + 1),

[
z

(
ε,
α+ β + 1

α+ β

)
, z

(
η,
α+ β + 1

α+ β

)]
= x31

(
θ(ε+ η)

β

)
x34

(
θ(ε+ η)

α+ β

)
,

[
z

(
α+ β

α+ β + 1
, ε

)
, z

(
α+ β

α+ β + 1
, η

)]
= x13

(
βθ(ε+ η)

α+ β

)
.

Therefore, in all cases it follows from the decomposition of the generators that the subgroups

X13, Q23, X
α+β
β

31,34 and X24 are contained in H. As previous arguments, the subgroup
〈
X13,X

α+β
β

31,34

〉
is isomorphic to SL(2,K), and then we obtain that H = GL(2,K)X24, if

α+ β 6= 0.
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(6) For the base (r3s4a), α = −1, λ = 1, β = −1. If CharK 6= 2, 3, new generators become
the following form:

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x12

(
1− ε

ε

)
x34

(
ε− 1

ε

)
x32

(
2(1− ε)

ε

)
,

y(η) = d1(η)d3(η)x23(η − 1).

Due to straightforward calculations, we find that
[
zx

(
−1

3
,
1

2
, ε

)
, x(η)

]
= x12

(
2θ0
3

)
x34

(
−2θ0

3

)
x32

(
4θ0
3

)
,

zy (2, ε, η) = x14

(−θ0
2

)
x23

(
3θ0
2η

)
,

where θ0 = (ε − 1)(η − 1). It follows that X
1
2
,− 1

2
12,34,32 is contained in H. We consecutively get

Q13 and X23 from the decomposition of the generators. Further, we can extract an element
of X14 through multiplying zy(2, ε, η) by suitable element from X23. Hence for some θ ∈ K∗,
we may get the whole group X14.

Now describe the subgroup
〈
X

1
2
,− 1

2
12,34,32,X23

〉
. Consider a map φ from the subgroup

generated by t(ε) and s(η) to SL(2,K) defined by φ(t(ε)) = x23(ε), φ(s(η)) = x32(η). Note
that t(ε) = x32(ε)x12

(
ε
2

)
x34
(
− ε

2

)
, s(η) = x23(η). A straightforward calculation shows that

Kerφ = X14. Therefore we conclude that H = GL(2,K)X14, if CharK 6= 2, 3.
If CharK = 3, the original generators become the following form:

x′(ε) = d1(ε)d2(ε)x13

(
2(ε− 1)

ε

)
x14

(
ε− 1

ε

)
x23

(
2(ε − 1)

ε

)
,

y′(η) = d1(η)d2(η)x31(η − 1)x32(η − 1).

Conjugating this base by the element w23w12x12(1) we get new generators

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x12

(
2(ε − 1)

ε

)
x34

(
ε− 1

ε

)
x32

(
ε− 1

ε

)
,

y(η) = d1(η)d3(η)x23(η − 1).

Due to straightforward calculations, we find that zx (ε, 2, η) = x14(2(2ε+1)(2+η)). It follows
that X14 is contained in H. Put

Q(ε, η) = x

(
εη + 2ε + 2η + 2

2εη + 2ε+ η + 2

)
y(η)x(ε)x14

(
2(ε+ 2)2(η + 2)

ε(εη + 2ε+ 2η + 2)

)
.

Calculate the commutator
[
Q(ε, 1), Q

(
2η + 1

2(η + 1)
, η

)]
= x23

(
2ε

2η + 1

)
.

Thus we obtain the subgroup X23. It follows that from the decomposition of the generators
we extract the subgroups X2

12,34,32 and Q13.
Now describe the subgroup

〈
X2

12,34,32,X23

〉
. As above argument, we may get〈

X2
12,34,32,X23

〉
is isomorphic to SL(2,K)X14, and then conclude that H = GL(2,K)X14,

when CharK = 3.
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(7) For the base (r3s4a), α = −1, λ = 1, β 6= 0,−1. Let β 6= 1, suppose that CharK 6= 2.
New generators are obtained with the help of conjugation by d1(β)w13x12

(
1
β

)
. Then

x(ε) = d2(ε)d3(ε)x21

(
ε− 1

ε

)
x34

(
ε− 1

ε

)
,

y(η) = d2(η)d3(η)x12

(
(β − 1)(η − 1)

ε

)
x13(β(η − 1)).

When β 6= 1
2 , for the element η ∈ K∗, by straightforward calculation, we see that

zx

(
1

2β − 1
,

β

β − 1
, η

)2

= x21

(
−4(η − 1)

2β − 1

)
x34

(
−4(η − 1)

2β − 1

)
,

zy

(
β − 1

β
, ε, η

)
= x12

(
(2β − 1)θ0

η

)
x13

(
β(2β − 1)θ0
η(β − 1)

)
x24

(
θ0

β − 1

)
x34

(−θ0
β

)
,

where θ0 = (ε − 1)(η − 1). It follows that X21,34 6 H. Note that we also get X21,34, when
CharK = 3. In fact, when CharK = 3, we have

zx

(
1

2β + 2
,

β

β − 1
, θ

)2

= x21

(
θ − 1

β + 1

)
x34

(
θ − 1

β + 1

)
.

Then from the decomposition of the generators we obtain Q23 and X
β−1
β

12,13. After it we have the

subgroup X
β

1−β

24,34. Straightforward calculations show that
〈
X21,34,X

β−1
β

12,13

〉
∼= SL(2,K)X

β
1−β

24,34,

and finally we conclude that H = GL(2,K)X
β

1−β

24,34.
Suppose that β = 1

2 , a simultaneous conjugation by the element w12d1
(
1
2

)
w13x12(2) leads

to the following generators:

x(ε) = d1(ε)d3(ε)x12

(
ε− 1

ε

)
x34

(
1− ε

ε

)
, y(η) = d1(η)d3(η)x21

(
1− η

2

)
x23

(
η − 1

2

)
.

We have zy (−1, η, θ) = x14(−2(η − 1)(θ − 1))x34(−2(η − 1)(θ − 1)). Put

f(ε, η) = x(ε)y

(
(1− ε)(1 + η)

(ε+ 1)(η − 1)

)
x(η), g(ε, η) = y(ε)x

(
(1 + ε)(1 − η)

(ε− 1)(η + 1)

)
y(η).

Multiplying [f(ε, η), f(η, ε)] and [g(ε, η), g(η, ε)] by suitable element from X14,34, we get the
elements, x21(θ9)x23(−θ9), x12(−θ10)x14(θ10), where

θ9 =
(εη − 1)2

(
ε2 − η2

)

(ε− 1)ε(ε + 1)(η − 1)η(η + 1)
, θ10 =

2(εη − 1)2
(
ε2 − η2

)

(ε− 1)ε(ε + 1)(η − 1)η(η + 1)
.

Take ε, η 6= −1, εη 6= 1 and ε2 6= η2, we may get all elements of X−1
21,23 and X−1

12,14. From

the decomposition of the generators, we get that Q13 and X−1
12,34 are subgroups of H. And〈

Q13,X
−1
12,34,X

−1
21,23

〉 ∼= GL(2,K)X14,34. Thus we can conclude that H = GL(2,K)X14,34.
In the case of characteristic 2, we use the following generators:

x(ε) = d2(ε)d3(ε)x21

(
ε− 1

ε

)
x34

(
ε− 1

ε

)
,

y(η) = d2(η)d3(η)x12

(
(β − 1)(η − 1)

ε

)
x13(β(η − 1)).
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Then we have

r(ε, η) = zy

(
β + 1

β
, ε, η

)
= x12

(
θ2
η

)
x13

(
βθ2

(β − 1)η

)
x24

(
θ2

β + 1

)
x34

(
θ2
β

)
,

r(η, θ)r

(
ε,
ε2 + ε+ η2θ + η2 + ηθ + η

(ε+ 1)ε

)
= x12

(
θ2(θ + 1)

εθ

)
x13

(
βθ2(θ + 1)

(β − 1)εθ

)
,

where θ2 = (ε + 1)(η + 1). We get the subgroup X
β

β−1

13,12, after it we obtain X21,34 and Q23

are contained in H, and
〈
Q23,X21,34,X

β
β−1

13,12

〉
∼= GL(2,K)X

β
1−β

24,34. Thus we can conclude that

H = GL(2,K)X
β

1−β

24,34.
(8) For the base (p1q1a). Put

g1 = w12, g2 = x12(−1)x24(1)w12, g3 = w12x13(1), g4 = x14(−1)x23(1)x12(−1)w12.

We have four cases depending on the value of λi, i = 1, 2. (I) λ1 = 0, λ2 = 0, (II) λ1 = 0,
λ2 = 1, (III) λ1 = 1, λ2 = 0 and (VI) λ1 = 1, λ2 = 1. We conjugate the corresponding
generators by g1, g2, g3 and g4 respectively, and get the new generators, which are upper
triangular matrices. Then we calculate commutator subgroup z(ε, η) generated by new
generators x(ε) and y(η). Moreover, it follows from the decomposition of x(ε) and y(η) that
in all cases the subgroups Q12, Q23 and X24 are contained in H. Thus we conclude that
H = Q12Q23X24. ⊲
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Аннотация. Данная статья является очередной работой в большом цикле работ, посвященном гео-
метрии микровесовых торов в группах Шевалле. А именно, мы описываем подгруппы, порожденные
парой 2-торов в GL(4,K). Напомним, что 2-торами в GL(n,K) являются подгруппы, сопряженные диаго-
нальной подгруппе вида diag(ε, ε, 1, . . . , 1). В одной из предыдущих работ мы доказали теорему редукции
для пары m-торов. Из нее следует, что любая пара 2-торов может быть вложена в GL(6,K) одновре-
менным сопряжением. Орбита пары 2-торов (X,Y ) называется орбитой в GL(n,K), если пара (X,Y )
вкладывается в GL(n,K) одновременным сопряжением и не вкладывается в GL(n − 1,K). Здесь n мо-
жет принимать значения 3, 4, 5 и 6. Наиболее сложным и общим случаем является случай GL(4, K).
В настоящей работе описаны порождения в GL(4,K), соответствующие вырожденным орбитам.

Ключевые слова: полная линейная группа, унипотентная корневая подгруппа, полупростые кор-
невые подгруппы, m-торы, диагональные подгруппы.
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70-летию В. А. Койбаева посвящается

Аннотация. Работа относится к применениям конечных полей к функции Эйлера из теории чисел.
С помощью понятия нормированного неприводимого многочлена заданной степени над конечным
полем Fq получен некоторый аналог известного соотношения Гаусса

∑

d|n ϕ(d) = n. Здесь ϕ(k) —
арифметическая функция Эйлера, значение которой равно количеству чисел ряда 1, 2, . . . , k, взаимно
простых с числом k. Для формулировки и доказательства аналога этого соотношения используется
ряд понятий и предварительных результатов из теории многочленов над конечным полем Fq из q
элементов. Именно к ним относятся понятия нормированного неприводимого многочлена от одной
переменной над полем Fq и n-кругового многочлена Qn(x) над любым полем ненулевой характе-
ристики. Кроме того, существенно используется также понятие порядка многочлена f(x) ∈ Fq[x],
согласно которому наименьшее натуральное число e, для которого многочлен f(x) делит xe − 1
в кольце Fq[x] есть порядок многочлена f(x). При этом на явной формуле n-кругового многочлена
Qn(x), а также на вспомогательном результате для числа нормированных неприводимых много-
членов f(x) ∈ Fq [x] степени m и заданного порядка e основаны доказательства основных новых
результатов. Основными из них являются формула для числа Nq(n) нормированных неприводимых
многочленов степени n, а также аналог соотношения Гаусса для функции Эйлера.

Ключевые слова: конечное поле, нормированный неприводимый многочлен, порядок многочлена,
n-круговой многочлен, функция Эйлера.
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Введение

Конечные поля более целенаправленно стали изучаться в начале XIX века. Но еще
до этого с разными подходами (см. [1, 2]) основы теории конечных полей были заложены
в работах Гаусса и Галуа. (см. [1–3]).

Вслед за этим введением изложены вспомогательные результаты: леммы 1–5. Из них
в лемме 1 дается явная формула для n-кругового многочлена Qn(x) над полем K нену-
левой характеристики, при этом такой многочлен задается формулой

Qn(x) =
n∏

s=1,
(s,n)=1

(x− ξs) ,

c© 2025 Пачев У. М., Токбаева А. А.
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где ξ — первообразный корень n-й степени из единицы над полем K, причем degQn(x) =
ϕ(n), где ϕ(n) — функция Эйлера.

В лемме 2 дается формула для произведения J(q, n;x) всех нормированных неприво-
димых многочленов Fq[x].

Леммы 3–5 непосредственно используются в доказательствах теорем 1 и 2, являю-
щихся основными результатами нашей работы.

Из них в теореме 1 дается новая формула для числа Nq(n) нормированных неприво-
димых многочленов степени n над конечным полем Fq.

Возникает вопрос: существует ли какой-нибудь аналог известного соотношения Гаусса
для функции Эйлера из теории чисел, но с меньшим числом слагаемых?

Положительный ответ на такой вопрос дает теорема 2, в ходе доказательства которой
получен также новый вывод формулы для Nq(n) (другой способ см. в [4, 5]).

1. Вспомогательные результаты о многочленах над конечным полем

Основные понятия, относящиеся к многочленам над конечным полем даны во введе-
нии. Поэтому сразу переходим к изложению вспомогательных средств, используемых в
доказательствах основных результатов.

Лемма 1 (о явной формуле n-кругового многочлена). Для поля K характеристики

p > 0 и натурального n, не делящегося на p, n-круговой многочлен задается формулой

Qn(x) =
∏

d|n

(
xd − 1

)µ(n
d )

=
∏

d|n

(
xd − 1

)µ(d)
,

где µ — функция Мебиуса.

⊳ Доказательство см. в [6], где оно основано на разложении

xn − 1 =
∏

d|n
Qd(x)

с последующим применением к этому равенству мультипликативного варианта формулы
обращения Мебиуса. ⊲

Лемма 2. Произведение J(q, n;x) всех нормированных неприводимых многочленов

степени n из кольца многочленов Fq[x] задается формулой

J(q, n;x) =
∏

d|n

(
xq

d − x
)µ(n

d )
=
∏

d|n

(
xq
(n
d ) − x

)
,

где µ — функция Мебиуса.

⊳ Доказательство см. в [6]. ⊲

Полезно и следующее представление для J(q, n;x) в разложенном виде через круго-
вые многочлены.
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Лемма 3. Для натурального числа n > 1 имеет место формула

J(q, n;x) =
∏

m|qn−1

Qm(x),

где Qm(x) — m-круговой многочлен над полем Fq и произведение берется по всем на-

туральным делителям m числа qn − 1, для которых n является показателем, которому

принадлежит число q по модулю m.

⊳ Доказательство см. в [6]. ⊲

Лемма 4. Для произведения J(q, n;x) всех нормированных неприводимых много-

членов степени n из кольца многочленов Fq[x] справедливо соотношение

J(q, n;x)
∏

d|n,
µ(d)=−1

(
xq

n
d − x

)
=

∏

d|n,
µ(d)=1

(
xq

n
d − x

)
,

где µ — функция Мебиуса.

⊳ В силу леммы 2 имеем

J(q, n;x) =
∏

d|n,
µ(d)=−1

(
xq

n
d − x

)−1 ∏

d|n,
µ(d)=1

(
xq

n
d − x

)
.

Умножая теперь обе части этого равенства на произведение
∏(

xq
n
d − x

)
, получаем

J(q, n;x) ·
∏

d|n,
µ(d)=−1

(
xq

n
d − x

)−1

=
∏

d|n,
µ(d)=1

(
xq

n
d − x

)
. ⊲

Лемма 5. Число нормированных неприводимых многочленов из Fq[x] степени m и

порядка e равно
ϕ(e)
m , если e > 2, а m — показатель, которому принадлежит число q по

модулю e, равно 2, если m = e = 1, и равно нулю во всех остальных случаях.

⊳ Доказательство см. в [6]. ⊲

Отметим, что к данной части нашей работы имеют некоторое отношение публика-
ции [7–13], в частности, в [7] доказано асимптотическое разложение для числа Nq(n)
нормированных неприводимых многочленов степени n над полем Fq.

2. Доказательства основных результатов

В этой части нашей работы решается вопрос, поставленный в конце введения, отно-
сительно существования аналога соотношению Гаусса для функции Эйлера.

Теорема 1. Число Nq(n) неприводимых нормированных многочленов степени n
в кольце Fq[x] определяется формулой

Nq(n) =
∑

e|qn−1,
qm 6≡1 (mod e),

16m<n

ϕ(e)

n
,

где суммирование проводится по тем числам e, для которых qm 6≡ 1 (mod e) при 1 6 m <
n; ϕ — функция Эйлера.
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⊳ Так как все нормированные неприводимые многочлены степени n над полем Fq

можно разбить на группы многочленов с заданным порядком e, то, применяя к каждой
такой группе лемму 3 и затем суммируя по всем возможным значениям e, получим

Nq(n) =
∑

e|qn−1,
qm 6≡1 (mod e),

16m6n

ϕ(e)

n
,

где qm 6≡ 1 (mod e) при 1 6 m 6 n. ⊲

Теорема 2. Пусть q — степень простого числа; n — показатель, которому число q
принадлежит по модулю e. Тогда имеет место соотношение

∑

e|qn−1,
qm 6≡1 (mod e),

16m6n

ϕ(e) =
∑

d|n
µ(d)q

n
d ,

где ϕ— функция Эйлера; µ— функция Мебиуса; суммирование в левой части проводится

по тем числам e, по которым число q принадлежит показателю n по модулю e.

⊳ Воспользуемся леммой 3, согласно которой J(q, n;x) =
∏

m|qn−1,
qs 6≡1 (mod e),

16s6n

Qm(x), где

Qm(x) — m-круговой многочлен над полем Fq, при этом произведение берется по всем
натуральным делителям m числа qn − 1. Применяя к обеим частям этого соотноше-
ния deg, будем иметь

deg J(q, n;x) = deg
∏

m|qn−1

Qm(x).

Воспользуемся еще леммой 4, согласно которой

J(q, n;x)
∏

d|n,
µ(d)=−1

(
xq

n
d − x

)
=

∏

d|n,
µ(d)=1

(
xq

n
d − x

)
.

Переходя в этом равенстве к степеням, будем иметь

deg J(q, n;x) +
∑

d|n,
µ(d)=−1

deg
(
xq

n
d − x

)
=
∑

d|n,
µ(d)=1

deg
(
xq

n
d − x

)
.

Отсюда непосредственно следует

deg J(q, n;x) =
∑

d|n,
µ(d)=−1

deg
(
xq

n
d − x

)
−
∑

d|n,
µ(d)=1

deg
(
xq

n
d − x

)

=
∑

d|n,
µ(d)=1

q
n
d −

∑

d|n,
µ(d)=−1

q
n
d =

∑

d|n,
µ(d)=1

µ(d)q
n
d +

∑

d|n,
µ(d)=−1

µ(d)q
n
d =

∑

d|n
µ(d)q

n
d .

(1)

Теперь вычисляем также deg I(q, n;x) по лемме 3. Имеем

deg I(q, n;x) = deg
∏

m|qn−1,
qs 6≡1 (mod e),

16s6n

Qm(x) =
∑

m|qn−1,
qs 6≡1 (mod e),

16s6n

degQm(x) =
∑

m|qn−1,
qs 6≡1 (mod e),

16s6n

ϕ(m).

(2)

Теперь из (1) и (2) следует утверждение теоремы 2. ⊲
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Приведем пример к результату теоремы 2 в случае q = 3, n = 4. Сначала находим∑
d|4 µ(d) · 3

4
d = µ(1) · 34 + µ(2) · 32 + µ(4) · 3 = 72. Теперь вычисляем

∑

e|34−1,
qm 6≡1 (mod e),

16m<n

ϕ(e),

где суммирование проводится по делителям числа 80, по которым число 3 будет принад-
лежать показателю 4 по модулю e.

Определяем числа e, для которых e
80 и 3m 6≡ 1 (mod e) при 1 6 m 6 4.

Из всех делителей 80 нашим условиям будут удовлетворять только следующие числа:
e1 = 5, e2 = 10, e3 = 16, e4 = 20, e5 = 40, e6 = 80. Тогда

∑

e|34−1,
qm 6≡1 (mod e),

16m6n

ϕ(e) = ϕ(5) + ϕ(10) + ϕ(16) + ϕ(20) + ϕ(40) + ϕ(80) = 72.

Значит, для обеих сумм получаем равные значения.
Сравним полученное значение с соотношением Гаусса для функции Эйлера. Имеем

∑

d|80
ϕ(d) = 80.

Значит, ∑

d|80
ϕ(d) −

∑

d|80,
qm 6≡1 (mod e),

16m6n

ϕ(d) = 8,

но при этом во второй сумме меньше слагаемых, чем в первой сумме.
Завершая изложение нашей работы, отметим еще, что имеются также некоторые

приложения теории конечных полей к криптографии (см. [4, 15, 13]).
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70-летию В. А. Койбаева посвящается

Аннотация. Группу, порожденную тремя инволюциями, две их которых перестановочны, назовем
(2×2, 2)-порожденной. Известно, что специальная линейная группа SLn(Z+ iZ) над кольцом целых
гауссовых чисел Z+iZ (соответственно ее фактор-группа по центру PSLn(Z+iZ)) является (2×2, 2)-
порожденной тогда и только тогда, когда n > 5 и n 6= 6 (соответственно когда n > 5). Ясно, что общая
линейная группа GLn(Z + iZ) не является (2× 2, 2)-порожденной, поскольку в ней есть матрицы с
определителем, отличным от ±1, а определитель любой ее инволюции равен ±1. Известно также,
что группа PGLn(Z + iZ) является (2 × 2, 2)-порожденной тогда и только тогда, когда n > 5 и 4
не делит n. В данной статье задача о (2× 2, 2)-порожденности рассматривается для группы матриц
GL±1

n (Z+iZ) с определителем ±1 над кольцом целых гауссовых чисел и ее фактор-группы по центру
PGL±1

n (Z+ iZ).
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1. Введение

Группу, порожденную тремя инволюциями, две их которых перестановочны, будем
называть (2 × 2, 2)-порожденной. Класс таких групп замкнут относительно гомоморф-
ных образов, если по определению единичную группу считаем таковой и не исключаем
совпадения двух или всех трех инволюций.

В работах [1, 2] доказана (2×2, 2)-порожденность проективной специальной линейной
группы PSLn(Z+ iZ) над кольцом целых гауссовых чисел Z+ iZ при n > 7. Размерности
n 6 6 рассмотрены в [3, 4]. Оказалось, что специальная линейная группа SLn(Z + iZ)
(соответственно PSLn(Z + iZ)) тогда и только тогда является (2 × 2, 2)-порожденной,

# Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Минобрнауки РФ,
соглашение № 075-02-2025-1790.
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когда n > 5 и n 6= 6 (соответственно когда n > 5). Ясно, что общая линейная группа
GLn(Z+ iZ) не является (2×2, 2)-порожденной, поскольку в ней есть матрицы с опреде-
лителем, отличным от ±1, а определитель любой ее инволюции равен ±1. В [5] доказано,
что группа PGLn(Z+ iZ) тогда и только тогда порождается тремя инволюциями, две из
которых перестановочны, когда n > 5 и 4 не делит n. В данной статье задача о (2×2, 2)-
порожденности рассматривается для группы матриц GL±1

n (Z + iZ) с определителем ±1
над кольцом целых гауссовых чисел и ее фактор-группы по центру PGL±1

n (Z+ iZ). До-
казана теорема.

Теорема. а) При n = 2, 3, 4 группы GL±1
n (Z + iZ) и PGL±1

n (Z + iZ) не являются

(2× 2, 2)-порожденными.

б) При n > 5, исключая GL±1
6 (Z+iZ), группы GL±1

n (Z+iZ) и PGL±1
n (Z+iZ) являются

(2× 2, 2)-порожденными.

Вопрос о (2×2, 2)-порожденности группы GL±1
6 (Z+iZ) остается открытым. Отметим

также, что из доказательства теоремы можно получить порождающие тройки инволю-
ций, две из которых перестановочны, для группы PSLn(Z + iZ) при n = 4k + 2 > 10 и
для группы SLn(Z+ iZ) при n = 4k > 8, см. замечание в конце статьи.

2. Обозначения и предварительные результаты

Зафиксируем в виде леммы утверждение, которое непосредственно следует из опре-
деления (2× 2, 2)-порожденной группы, указанного во введении.

Лемма 1. Класс (2× 2, 2)-порожденных групп замкнут относительно гомоморфных

образов.

Далее используем следующие обозначения и сокращения: K — коммутативное кольцо
с единицей 1, 〈M〉 — подгруппа, порожденная непустым множеством M из какой-либо
группы, Z + iZ — кольцо целых гауссовых чисел, En — единичная матрица степени n,
а ers — (n× n)-матрица с 1 на позиции (r, s) и нулями в остальных местах. Матрицы

trs(x) = En + xers, r, s = 1, 2, . . . , n, r 6= s, x ∈ K,

называются элементарными трансвекциями, которые мы будем называть просто транс-
векциями.

Для сопряженного элемента и коммутатора любых двух элементов из группы, ис-
пользуем сокращения ab = bab−1 и соответственно [a, b] = aba−1b−1.

Положим

trs(K) =
{
trs(k) : k ∈ K

}
, r, s = 1, 2, . . . , n, r 6= s,

и зафиксируем матрицы-перестановки:

µ =




0 0 · · · 0 0 1
1 0 · · · 0 0 0
0 1 · · · 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 · · · 1 0 0
0 0 · · · 0 1 0




,
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τ =




0 0 · · · 0 0 1
0 0 · · · 0 1 0
0 0 · · · 1 0 0
...

... . .
. ...

...
...

0 1 · · · 0 0 0
1 0 · · · 0 0 0




, τ ′ =




0 0 · · · 0 1 0
0 0 · · · 1 0 0
...

... . .
. ...

...
...

0 1 · · · 0 0 0
1 0 · · · 0 0 0
0 0 · · · 0 0 1




.

Лемма 2 [5]. Пусть d — диагональный элемент группы GLn(Z + iZ), µ — матрица-

перестановка, соответствующая циклу (1 2 . . . n). Тогда для любого j = 1, 2, . . . , n − 1
подгруппа M , порожденная двумя трансвекциями tj+1j(1), tj+1j(i) и мономиальным эле-

ментом dµ, содержит SLn(Z+ iZ).

3. Доказательство основной теоремы

Случай n = 2. Существует гомоморфизм группы GL2(Z + iZ) на группу PSL2(9)
[5, с. 147]. Поскольку индекс подгруппы GL±1

2 (Z + iZ) в группе GL2(Z + iZ) равен 2,
а группа PSL2(9) простая, то существует гомоморфизм группы GL±1

2 (Z+ iZ) на группу
PSL2(9), причем центр группы GL±1

2 (Z+iZ) лежит в ядре этого гомоморфизма. Поэтому
PSL2(9) также является гомоморфным образом группы PGL±1

2 (Z+iZ). Группа PSL2(9)
не является (2× 2, 2)-порожденной [6]. Следовательно, по лемме 1, группы GL±1

2 (Z+ iZ)
и PGL±1

2 (Z+ iZ) не будут (2× 2, 2)-порожденными.

Случай n = 3. Фактор-кольцо (Z+iZ)/I по идеалу I, порожденному элементом 1+i,
изоморфно полю порядка 2. Поэтому существует гомоморфизм ϕI группы GL3(Z+iZ) на
группу SL3(2). Следовательно, и ϕI(GL

±1
3 (Z + iZ)) = SL3(2). Поскольку центр группы

GL±1
3 (Z+ iZ) лежит в ядре гомоморфизма ϕI , то SL3(2) также является гомоморфным

образом группы PGL±1
3 (Z + iZ). Группа SL3(2) не является (2 × 2, 2)-порожденной [6].

Поэтому, в силу леммы 1, не будут (2 × 2, 2)-порожденными группы GL±1
3 (Z + iZ) и

PGL±1
3 (Z+ iZ).

Случай n = 4. Так как группа SL4(2) не является (2 × 2, 2)-порожденной [6], до-
казательство того, что группы GL±1

4 (Z + iZ) и PGL±1
4 (Z + iZ) не являются (2 × 2, 2)-

порожденными, аналогично как и при n = 3.

Случай n = 6. Группы PGL±1
6 (Z+iZ) и PSL±1

6 (Z+iZ) изоморфны в силу равенства

GL±1
6 (Z+ iZ) = SL6(Z+ iZ)

〈
diag(i, i, i, i, i, i)

〉
.

В работе [4] установлена (2 × 2, 2)-порожденность группы PSL±1
6 (Z + iZ), значит такой

будет и группа PGL±1
6 (Z + iZ).

Случай нечетного n > 3. В силу [4] группа SLn(Z + iZ) является (2 × 2, 2)-по-
рожденной. Пусть группа SLn(Z + iZ) порождается инволюциями α, β, γ, первые две
из которых перестановочны. Так как SLn(Z + iZ) совпадает со своим коммутантом,
то по лемме 2 из [6] она порождается парой элементов — инволюцией α и произведе-
нием βγ. Индекс SLn(Z + iZ) в GL±1

n (Z + iZ) равен 2. Поэтому GL±1
n (Z + iZ) порож-

дается инволюциями α, −β, −γ, первые две из которых перестановочны. Действитель-
но, SLn(Z + iZ) = 〈α, βγ〉 < 〈α,−β,−γ〉 и det(−β) = det(−γ) = −1 в силу нечетно-
сти n. Поэтому GL±1

n (Z + iZ) = 〈α,−β,−γ〉. Таким образом, подгруппа GL±1
n (Z + iZ)

является (2 × 2, 2)-порожденной. Следовательно, (2 × 2, 2)-порожденной будет и группа
PGL±1

n (Z+ iZ), по лемме 1.
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Случай n = 4k. Покажем, что матрицы α, β, γ, первые две из которых перестано-
вочны, порождают группу GL±1

n (Z+ iZ). Пусть M = 〈α, β, γ〉, где

α =




1 0 0 0 · · · 0 0 0 0
1 −1 0 0 · · · 0 0 0 0
0 0 −1 0 · · · 0 0 0 0
0 0 0 1 · · · 0 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 0 · · · 1 0 0 0
0 0 0 0 · · · 0 −1 0 0
0 0 0 0 · · · 0 0 −1 1
0 0 0 0 · · · 0 0 0 1




,

β =




0 0 · · · 0 0 −i
0 0 · · · 0 −i 0
0 0 · · · −i 0 0
...

...
. . .

...
...

...
0 1 · · · 0 0 0
1 0 · · · 0 0 0




,

γ =




0 0 · · · 0 1 0
0 0 · · · 1 0 0
...

... . .
. ...

...
...

0 1 · · · 0 0 0
1 0 · · · 0 0 0
0 0 · · · 0 0 1




.

Представим матрицы α, β, γ в компактном виде и в дальнейшем будем использовать
это представление матриц:

α = t21(1)t78(1) diag(1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1, 1),

β = diag(1, . . . , 1,−i, . . . ,−i)τ,
γ = τµ,

где матрицы τ и µ такие же, как в параграфе 2. Положим также

eta = βγ = diag(−i, . . . ,−i, 1, . . . , 1)µ.

Тогда
αη = tn1(i)t32(1) diag(1, 1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1),

αη2 = t43(1)t12(1) diag(−1, 1, 1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1),

[α,αη ] = t31(−1)tn−1 1(i),
(
[α,αη ]αη2

)2
= t32(−i)t41(1)t42(i)tn−1 2(−1),

θ =

((
[α,αη ]αη2

)2)η

= t43(−i)t52(i)t53(1)tn3(−i),
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[θ, [α,αη ]] = t41(i)t51(−1)tn1(i),

[α, [θ, [α,αη ]]] = tn−1 1(i),

[α, [θ, [α,αη ]]]β = t2n(1),

ξ =
[
[θ, [α,αη ]] , [α, [θ, [α,αη ]]]β

]
= t21(−i),

ξη = t32(−i),
(t32(−i))η = t43(−i),
(t43(−i))η = t54(1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(tn−1n−2(1))
η = tnn−1(1).

Коммутируя последовательно полученные выше трансвекции и учитывая нечетность
числа (n2 − 1), получаем

[. . . [t21(−i), t32(−i)], t43(−i)], . . . , tn
2

n
2
−1 (i)], tn

2
+1n

2
(1)], tn

2
+2n

2
+1 (1)], . . . , tnn−1(1)] = tn1(i).

Так как ((tnn−1(1))
η)β = tn 1(1), то обе трансвекции tn1(1) и tn1(i) и мономиальный

элемент η лежат в M. По лемме 2, они все вместе порождают группу SLn(Z + iZ).
А поскольку определитель матрицы γ равен −1, то M = GL±1

n (Z+ iZ).

Случай n = 4k+ 2 > 10. Рассмотрим сначала случай n = 10. Пусть матрицы µ, τ ,
τ ′ такие же, как в параграфе 2 и

α = t21(i)t910(i) diag(1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1, 1),

β = τ,

γ = τ ′ diag(1, 1, . . . , 1,−1)t510(1),

η = βγ = µ diag(1, 1, . . . , 1,−1)t510(1).

Положим M = 〈α, β, γ〉. Вычисления показывают, что

αη = t32(i)t101(−i) diag(1, 1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1),

[α,αη ] = t31(1)t91(1),

[α,αη ]η = t42(1)t102(1),

[α,αη ]η
2
= t13(−1)t53(1)t63(1),

(
α[α,αη ]η

2
)2

= t23(i),

((
α[α,αη ]η

2
)2)η−1

= t12(i),

(((
α[α,αη ]η

2
)2)η−1

)η

= t34(i),

((((
α[α,αη ]η

2
)2)η−1

)η)η

= t45(i).
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Далее,
[t23(i), t31(1)t91(1)] = t21(i),

(t21(i))
β = t910(i),

(t910(i))
η−1

= t89(i),

(t89(i))
η−1

= t78(i),

(t78(i))
η−1

= t67(i),

(t67(i))
η−1

= t56(i).

Итак, мы получили трансвекции tj j+1(i), j = 1, . . . , 9, а следовательно, и
t10−j+1 10−j(i), j = 1, . . . , 9. Таким образом, в подгруппе M лежат все трансвекции
tj j+1(i), tj+1 j(i), j = 1, . . . , 9, а следовательно, и все мономиальные матрицы

nj(i) = En + i(ej j+1 + ej+1 j)− (ejj + ej+1 j+1), j = 1, . . . , 9.

Например, при j = 1 имеем

n1(i) =




0 i 0 · · · 0 0
i 0 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 · · · 0 1




.

Далее, (t45(i))η = t56(i)t51(i). Так как трансвекция t56(i) ∈M , то и t51(i) ∈M . С дру-
гой стороны, число

(
10
2 − 1

)
четно, поэтому, коммутируя последовательно лежащие в M

трансвекции t21(i), t32(i), t43(i), t54(i), получаем

[t21(i), t32(i)] = t31(−1),

[t31(−1), t43(i)] = t41(−i),
[t41(i), t54(i)] = t51(−1).

Включения t51(1), t51(i) ∈ M приводят к тому, что вся подгруппа t51(Z + iZ) лежит
в M . Подгруппа, порожденная мономиальными матрицами nj(i), j = 1, . . . , 9, содержит
мономиальный элемент dµ как в лемме 2. По этой лемме SL10(Z+ iZ) 6 M . Поскольку
определители матриц β и γ равны −1, то мы получаем равенство M = GL±1

10 (Z + iZ) и,
следовательно, группа GL±1

10 (Z + iZ) является (2 × 2, 2)-порожденной. В силу леммы 1
группа PGL±1

10 (Z+iZ) также является (2×2, 2)-порожденной. Таким образом, для n = 10
теорема доказана.

В общем случае для n = 4k + 2 > 10

α = t21(i)tn−1n(i) diag(1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1, 1),

β = τ,

γ = τ ′ diag(1, 1, . . . , 1,−1)tn
2
n(1),

η = βγ = µ diag(1, 1, . . . , 1,−1)tn
2
n(1).
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Дальнейшие вычисления показывают, что

αη = t32(i)tn 1(−i) diag(1, 1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1),

[α,αη ] = t31(1)tn−1 1(1),

[α,αη ]η = t42(1)tn 2(1),

и так далее, как в случае n = 10, мы получим трансвекции tj j+1(i), j = 1, . . . , n − 1,
а следовательно, и tn−j n−j+1(i), j = 1, . . . , n − 1. Таким образом, в подгруппе M лежат
все трансвекции tj j+1(i), tj+1 j(i), j = 1, . . . , n− 1, а следовательно, и все мономиальные
матрицы

nj(i) = En + i(ej j+1 + ej+1 j)− (ejj + ej+1 j+1)

при j = 1, . . . , n− 1, и (
tn
2
−1 n

2
(i)
)η

= tn
2

n
2
+1(i)tn

2
n
2
−1(i).

Далее доказательство завершается также, как и при n = 10. Таким образом, теорема
доказана.

Замечание. Отметим, что из указанного выше доказательства при n = 4k+2 можно
получить порождающие тройки инволюций, две из которых перестановочны, для груп-
пы PSLn(Z + iZ) при n = 4k + 2 > 10 и для группы SLn(Z + iZ) при n = 4k > 8.
Действительно, при n = 4k > 8 группа SLn(Z + iZ) порождается инволюциями

α = t21(i)tn−1n(i) diag(1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1, 1),

β = τ,

γ = τ ′ diag(1, 1, . . . , 1,−1)tn
2
n(i),

а при n = 4k + 2 > 10 группа PSLn(Z+ iZ) порождается инволюциями

α = t21(i)tn−1n(i) diag(1,−1,−1, 1, . . . , 1,−1,−1, 1),

β = diag(−1, . . . ,−1, 1, . . . , 1)τ,

γ = diag(i, . . . , i,−i)τ ′tn
2
n(i).

⊳ Доказательство этого утверждение подобно приведенному выше доказательству
при n = 4k + 2. ⊲
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Abstract. A group generated by three involutions two of which commute, is called (2×2, 2)-generated. It
is known that the special linear group SLn(Z+iZ) over the ring of the Gaussian integers Z+iZ (respectively, its
quotient group by the center PSLn(Z+ iZ)) is (2×2, 2)-generated if and only if n > 5 and n 6= 6 (respectively,
when n > 5). It is clear that the general linear group GLn(Z+ iZ) is not (2× 2, 2)-generated, since it contains
matrices with determinant different from ±1, and the determinant of any of its involutions is equal to ±1.
It is also known that the group PGLn(Z + iZ) is generated by three involutions if and only if two of them
commute when n > 5 and 4 does not divide n. In this paper we consider the problem on (2× 2, 2)-generation
for the matrix group GL±1

n (Z + iZ) with determinant ±1 over the ring of the Gaussian integers and for its
quotient group by the center PGL±1

n (Z+ iZ).
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЖИЗНЬ

К 70-ЛЕТИЮ ВЛАДИМИРА АМУРХАНОВИЧА КОЙБАЕВА

В 2025 г. исполняется 70 лет известному рос-
сийскому алгебраисту, доктору физико-матема-
тических наук, профессору Владимиру Амурха-
новичу Койбаеву. Это прекрасный повод не толь-
ко подвести итоги пройденного пути, но и осмыс-
лить тот вклад, который внес юбиляр в развитие
алгебраической науки.

Владимир Амурханович Койбаев родился
8 июня 1955 г. в Баку — городе, известном сво-
ими богатыми научными и культурными тради-
циями. Родители будущего ученого, выходцы из
Осетии, сумели создать в семье атмосферу ува-
жения к знаниям и образованию. Отец, военный
по профессии, привил сыну дисциплину и це-
леустремленность, которые впоследствии стали
отличительными чертами характера Владимира
Амурхановича.

Способности к математике проявились у мальчика в раннем школьном возрасте. Уже
в начальных классах учителя отмечали его нестандартное мышление и способность на-
ходить оригинальные решения задач. Особенно ярко математический талант раскрылся
во время обучения в специализированном математическом классе школы № 134 города
Баку (ныне академическая гимназия).

После окончания школы в 1972 г. Владимир Амурханович поступил на механико-
математический факультет Азербайджанского государственного университета. Однако
судьба распорядилась так, что после первого курса обучения семья Койбаевых возвра-
щается на историческую родину в Осетию. Этот переезд оказался судьбоносным для
молодого математика.

Перевод на физико-математический факультет Северо-Осетинского государственно-
го университета открыл новые возможности для научного роста. Именно здесь произо-
шла встреча, определившая дальнейшую научную судьбу Владимира Амурхановича —
знакомство с известным ленинградским алгебраистом Зеноном Ивановичем Боревичем,
который в то время читал цикл лекций во Владикавказе. Профессор Боревич сразу оце-
нил незаурядные способности молодого студента и пригласил его продолжить образова-
ние в Ленинградском государственном университете. С 1975 г. начинается ленинградский
период в жизни Койбаева — время интенсивной учебы и становления как исследователя.

Математико-механический факультет ЛГУ в те годы был настоящей кузницей науч-
ных кадров. Атмосфера творческого поиска, общение с ведущими математиками страны,
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доступ к уникальной научной литературе — все это способствовало быстрому профес-
сиональному росту Владимира Амурхановича. Уже на четвертом курсе он публикует
свою первую научную работу в престижных «Записках научных семинаров ЛОМИ АН
СССР».

Эта статья «Примеры немономиальных линейных групп без трансвекций», написан-
ная в 1977 г., сразу привлекла внимание специалистов. Молодой исследователь не только
продемонстрировал глубокое понимание проблематики, но и предложил оригинальный
подход, который оказался чрезвычайно плодотворным для развития теории промежу-
точных подгрупп.

Научная деятельность профессора Койбаева охватывает несколько фундаменталь-
ных направлений современной алгебры. Особого внимания заслуживает цикл иссле-
дований, посвященных описанию промежуточных подгрупп полной линейной группы
GL(n, k) над полем k. В начале 1970-х годов З. И. Боревичем была предложена общая
схема описания таких подгрупп с использованием понятия сети. Однако эта теория пред-
полагала определенные ограничения на поле k — наличие не менее семи элементов.

Молодой ученый Койбаев сумел показать, что эти ограничения являются существен-
ными. Построенные им примеры продемонстрировали, что для полей с меньшим числом
элементов стандартное описание промежуточных подгрупп уже не работает.

В кандидатской диссертации «Расположение подгрупп в линейных группах над ко-
нечными полями», защищенной в 1982 г., Владимиру Амурхановичу удалось преодолеть
эти ограничения. Введя понятие просети, он дал полное описание промежуточных под-
групп для полей из 3, 4 и 5 элементов.

Возвращение в Северную Осетию после защиты кандидатской диссертации откры-
ло новый этап в научной биографии ученого. Возглавив кафедру алгебры и геометрии
Северо-Осетинского государственного университета, профессор Койбаев не только про-
должил активную исследовательскую работу, но и создал собственную научную школу.

Период 1980-х годов ознаменовался плодотворным сотрудничеством с представите-
лями ленинградской-петербургской алгебраической школы, в частности, с профессором
Н. А. Вавиловым. Совместные исследования были посвящены программе описания под-
групп специальной линейной группы.

Особого упоминания заслуживает работа 1990 г., опубликованная в Докладах Ака-
демии наук СССР, где были исследованы подгруппы полной линейной группы степени
2 над бесконечным полем, содержащие нерасщепимый максимальный тор. Эта статья
стала прорывной в данном направлении и задала вектор исследований на многие годы
вперед.

Профессор Койбаев не ограничивается чисто научной деятельностью. Его вклад
в развитие математического образования и подготовку научных кадров трудно переоце-
нить. Возглавляя на протяжении многих лет кафедру алгебры и геометрии СОГУ, он
создал творческую атмосферу, способствующую раскрытию талантов молодых ученых.

Под его руководством был организован и успешно работает на протяжении 30 лет
научный семинар «Алгебра и анализ». Особое внимание Владимир Амурханович уделя-
ет работе с одарённой молодежью. Многие годы он является руководителем экспертной
комиссии всероссийской олимпиады республиканского этапа, активно участвовал в орга-
низации и проведении республиканских олимпиад по математике и информатике. Еже-
годно эти мероприятия собирали более 200 участников, многие из которых впоследствии
выбирали математику своей профессией.

Профессор Койбаев известен как талантливый популяризатор науки. Его лекции и
выступления перед школьной и студенческой аудиторией всегда вызывают живой ин-



138 К 70-летию Владимира Амурхановича Койбаева

терес и способствуют привлечению молодежи в науку. Несмотря на солидный возраст,
Владимир Амурханович сохраняет высочайшую творческую активность. Его научные
интересы продолжают расширяться, охватывая новые направления современной алгеб-
ры.

Владимир Амурханович продолжает активную редакционную деятельность, явля-
ясь членом редколлегии Владикавказского математического журнала. Его экспертные
оценки и рекомендации помогают поддерживать высокий научный уровень публикаций.
Под руководством профессора Койбаева был защищен ряд кандидатских диссертаций.
Его ученики работают в различных университетах России и зарубежья, продолжая и
развивая научные традиции, заложенные учителем.

Жизнь и деятельность Владимира Амурхановича Койбаева являются ярким при-
мером беззаветного служения науке. Его научные достижения, педагогический талант и
организаторские способности снискали ему глубокое уважение коллег и учеников. В день
70-летия мы от всей души поздравляем Владимира Амурхановича с этим знаменатель-
ным юбилеем! Желаем крепкого здоровья, неиссякаемой творческой энергии, новых на-
учных открытий и благополучия! Пусть его жизненная мудрость и профессиональный
опыт еще долгие годы служат развитию отечественной математической науки и воспи-
танию новых поколений ученых.

А. К. Гутнова, Н . А. Джусоева, А. Х. Журтов, А. С. Кондратьев,

Р. Ч. Кулаев, А. Г. Кусраев, В. Д. Мазуров, А. А. Махнев,

Я. Н. Нужин, У. М. Пачев, В. Т. Худалов, М. З. Худалов
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О. И. МАРИЧЕВУ — 80 ЛЕТ

7 сентября 1945 г. в городе Великие Луки Псковской
области родился Олег Игоревич Маричев — выдающий-
ся математик, получивший впоследствии признание не
только в Советском Союзе, но и во всем мире. В 1949 г.
он вместе с семьей переехал в Минск, столицу Белорус-
сии. С 1952 по 1963 г. Олег учился в 42-й минской шко-
ле. Интерес к математике у него возник в восьмом клас-
се благодаря учительнице Александре Ивановне Багре-
евой, которая познакомила его с методом математиче-
ской индукции и биномом Ньютона. Она также пореко-
мендовала ему начать заниматься в школе юных мате-
матиков при Белорусском государственном универси-
тете (БГУ). Там же он встретил свою будущую жену
Анну, которая также занималась в этой школе. Олег и
Анна активно участвовали в математических олимпи-
адах, неоднократно занимая призовые места. В 1963 г.
Олег закончил школу с золотой медалью и поступил на
математический факультет БГУ. Закончив университет в 1968 г., Олег поступил в аспи-
рантуру, где его руководителем стал профессор, академик Академии наук Белоруссии
Федор Дмитриевич Гахов.

Во время работы над своей диссертацией Олег Игоревич Маричев увлекся областью,
которая впоследствии стала главным направлением его научной деятельности — спе-
циальными функциями. Его интерес к гипергеометрическим функциям qFp, а также
к функциям Бесселя, Лежандра, Аппеля, Мейера и Фокса возник после знакомства
с книгой профессора Кембриджского университета Люси Джоан Слейтер «Обобщенные
гипергеометрические функции» (1966). Использование интегральных преобразований и
специальных функций для решения дифференциальных уравнений составило основу его
кандидатской диссертации на тему «Краевая задача Трикоми для некоторых уравнений
смешанного типа и интегральные уравнения со специальными функциями в ядрах», ко-
торую он успешно защитил в 1973 г. После защиты диссертации Олег Игоревич Маричев
был приглашен на работу в БГУ.

Свои первоначальные исследования специальных функций, интегральных преобра-
зований, проведенных в 1974–1978 гг., О. И. Маричев изложил в монографии «Метод
вычисления интегралов от специальных функций (теория и таблицы формул)», которая
была опубликована на русском языке в Минске, в 1978 г., а затем, в 1983 г., переведена
на английский язык. Огромную помощь в написании книги ему оказала его жена Анна.

О. И. Маричев работал на кафедре теории функций и функционального анализа ма-
тематического факультета Белорусского государственного университета с 1968 по 1975 г.
Одним из его первых студентов (в 1969–1970 гг.) был Сергей Васильевич Рогозин, кото-
рый сейчас является доцентом кафедры аналитической экономики и эконометрики БГУ.
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Другим успешным студентом О. И. Маричева являлся И. Е. Садригайло (1952–1976),
получивший первую премию во Всесоюзном конкурсе студенческих научных работ.

В 1975 г. кафедра теории функций и функционального анализа была разделена на
кафедру теории функций и кафедру функционального анализа. С 1975 по 1990 гг. Олег
Игоревич работал на кафедре теории функций. В 1976 г. О. И. Маричев получил звание
доцента, a в 1987 г. он стал исполняющим обязанности профессора.

Отметим, что 1981–1990 были годами интенсивной научной работы О. И. Мариче-
ва и группы из 6 его аспирантов (Нгуен Тьи Тхань, Ву Ким Туан, Виктор Адамчик,
Семен Якубович, Галина Гринкевич и Нгуен Тхань Хай). В 1986–1988 гг. аспиранты
Олега Игоревича защитили кандидатские диссертации, а Ву Ким Туан и кандидатскую,
и докторскую (в 1987 г.), поскольку к защите он был уже автором более 20 научных ста-
тей в солидных журналах. В настоящее время Ву Ким Туан живет во Вьетнаме. Много
лет он проработал профессором в университете Западной Джорджии, США (College of
Science and Mathematics, University of West Georgia). Виктор Адамчик работает профес-
сором в университете Южной Калифорнии, США (Engineering Department, University of
Southern California), Семен Якубович — профессор в университете Порто, Португалия
(Faculty of Science, University of Porto), Галина Гринкевич до ухода на пенсию работала
в Витебском государственном университете.

С 1978 г. Олег Игоревич работал над масштабным проектом по составлению инте-
гральных таблиц, более полных, чем у Градштейна и Рыжика, вычисляя и проверяя
вручную тысячи сложных интегралов. Результатом этой работы стал трехтомник «Ин-
тералы и ряды», созданный в соавторстве с А. П. Прудниковым и Ю. А. Брычковым. На
русском языке трехтомник «Интералы и ряды» включает в себя Том 1: Элементарные
функции (1981), Том 2: Специальные функции (1983), Том 3: Дополнительные главы
(1986). С 1986 по 1992 гг. вышел пятитомник «Integrals and Series» на английском язы-
ке, первые три тома которого представляли перевод трехтомника «Интералы и ряды», а
два других были посвящены прямому и обратному преобразованию Лапласа. В 1986 году
Ю. А. Брычков выделил из трехтомника «Интералы и ряды» маленький справочник для
студентов «Таблицы неопределенных интегралов». Он переведен на английский и немец-
кий языки. В 1988 г. вышел перевод первого тома «Интералы и ряды» на немецкий язык
с комментариями, а в 1991 г. первые два тома были изданы в Токио на японском языке.
Алгоритмы из книг были впоследствии использованы при создании функций системы
Mathematica.

В 1990 г. О. И. Маричев защитил докторскую диссертацию по теме «Функции ги-
пергеометрического типа и некоторые их приложения к интегральным и дифференци-
альным уравнениям». Защита состоялась в Йенском университете им Ф. Шиллера, ГДР,
родном университете его давнего коллеги и соавтора, профессора Х.-Ю. Глеcке. Это был
один из первых случаев защиты докторской диссертации советским ученым за рубежом.
Кроме того, О. И. Маричев сделал доклад на конференции в Лейпциге. Доклад вызвал
интерес у представителя американской компании Wolfram Research Inc. (WRI), которая
искала специалиста по вычислению интегралов.

Работая над составлением таблиц интегралов и обобщением результатов своих иссле-
дований, О. И. Маричев стремился автоматизировать алгоритмы вычисления интегра-
лов. В 1980 году у него появилась такая возможность: совместно с Эрнстом Давидовичем
Крупниковым он начал реализацию этой идеи, используя однопользовательскую маши-
ну для инженерных расчетов МИР в Новосибирске. Вместе они разработали программу
интегрирования, основанную на применении теоремы о свертке с двумя G-функциями
Мейера. Через несколько лет в период перестройки появилась возможность открыть ла-
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бораторию компьютерной алгебры при кафедре теории функций и Олег Игоревич вместе
со своим бывшим аспирантом Виктором Саввичем Адамчиком создали прототип систе-
мы автоматического интегрирования в среде компьютерной алгебры REDUCE.

Как результат, в 1990 г. Олег Игоревич Маричев и Виктор Саввич Адамчик были
приглашены в Шампейн, США для демонстрации возможностей системы REDUCE в
компанию Wolfram Research Inc. После демонстрации своей программы по вычислению
интегралов в системе REDUCE, Стефен Вольфрам предложил продлить их визит, чтобы
реализовать соответствующие алгоритмы в системе Mathematica.

С 1992 по 1997 гг. О. И. Маричев активно работал в Wolfram Research Inc., сосре-
доточившись на задачах символьного интегрирования и численного анализа функции
Мейера, которая используется в Mathematica под именем MeijerG — одной из самых
сложных и универсальных специальных функций, реализованных в Mathematica.

Прежде чем написать программу для реализации G-функции Мейера, О. И. Мари-
чев по специальному заказу Стефена Вольфрама разработал программы для вычисления
неопределенных интегралов, которые могут быть представлены через эллиптические ин-
тегралы или другие специальные функции (функции гипергеометрического типа, такие
как G-функции Мейера).

О. И. Маричев улучшал и разрабатывал функции системы Mathematica такие, как:
Integrate (с помощью Келли Роуч, Эмили Мартин, Алексея Бочарова, Виктора Адамчи-
ка, Дэниела Лихтблау), FunctionExpand и PowerExpand (с Адамом Стржебонски), Series
и Limit (с Дэниелом Лихтблау), BellY (с Александром Павликом и Дэном Макдональ-
дом), ContinuedFractionK (с Чарльзом Пухом и Майклoм Троттом) и другие. Большую
помощь в написании кода для вычисления функции MeijerG ему оказал главный раз-
работчик в области вычислительной математики в Wolfram Research Inc. Джерри Кей-
пер (1953–1995), трагически погибший в автокатастрофе. Анна, жена Олега Игоревича,
в 1991–1997 гг. также работала в компании и помогала ему тестировать интегралы.

Вклад Олега Игоревича Маричева в разработку элементарных и специальных мате-
матических функций и операций с ними (различные преобразования, интегрирование,
дифференцирование (включая дробное)) в систему Wolfram Mathematica является ис-
торическим прорывом. Многие из формул Маричева имеют концептуальные отличия
от опубликованных в литературе формул. А именно, он учел многолистность функций
комплексного переменного и правильно формализовал соответствующие формулы, что
открыло возможность их корректной реализации в системах компьютерной алгебры,
прежде всего, в системе Mathematica. Например, известные классические формулы раз-
ложений функций ln(xy), (xy)a были исправлены добавлением поправок, зависящих от[
π−arg(x)−arg(y)

2π

]
, где [t] — наибольшее целое число не превосходящее t. Это позволи-

ло численно проверять все формулы, представляемые в Mathematica. Такие поправки
вызваны тем, что аргументы arg(x), arg(x), . . . всех переменных x, y, . . . и функций в
компьютерных системах заключены от −π до +π: −π<arg(x)6π, −π<arg(y)6π, etc. Ре-
ализация функций MeijerG, более общей функции FoxH, а также их многочисленных
случаев, операторов дробного исчисления, алгоритмов символьного интегрирования —
это инструменты, которыми ежедневно пользуются миллионы людей — от школьников
до маститых ученых.

Маричев превратил абстрактную теорию в рабочий инструмент, показав системную
принадлежность сложнейших вычисляемых интегралов. Он продемонстрировал, что
они в своем подавляющем большинстве являются лишь частными случаями других
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«суперинтегралов» от «суперфункций», вычисление которых возможно через те же «су-
перфункции» или их частные случаи.

Огромную роль в жизни Олега Игоревич Маричева сыграла его работа в 1984–1987 гг.
над монографией «Интегралы и производные дробного порядка и некоторые их прило-
жения» совместно с Анатолием Александровичем Килбасом (доцентом кафедры теории
функций БГУ, где работал Маричев) и профессором Ростовского государственного уни-
верситета Стефаном Григорьевичем Самко. Среди специалистов эта монография получи-
ла заслуженное название «Библия дробного исчисления». Через пять лет расширенный
вариант книги (с дополнительными 300 страницами) был переведен на английский язык,
а в 2025 г. книга была переведена на китайский язык профессором кафедры математики
Шанхайского университета Чанпином Ли и переиздана в Китае. Это издание допол-
нено большим разделом «Обзор дробного исчисления и его компьютерной реализации
в Wolfram Mathematica», написанным О. И. Маричевым и Э. Л. Шишкиной.

В 2018 г., в соавторстве с Ю. А. Брычковым и Н. В. Савищенко как результат много-
летней работы, а также с использованием текста, написанного А. А. Килбасом на основе
архивных материалов А. П. Прудникова, был выпущен справочник по преобразованию
Меллина на английском языке.

В последние 15 лет О. И. Маричев был занят реализацией нескольких проектов.
В 2025 г. на сайте Wolfram Functions представлены около 307 000 формул, описывающих
свойства функций, более 31 000 формул для 500 основных вероятностных распределений
(Wolfram Blog). Решения четырех (из 14) оставшихся от Рамануджана задач осуществле-
но Олегом Игоревичем Маричевым с помощью написанных им программ для вычисле-
ния цепных дробей ContinuedFractionK в блоге «After 100 Years, Ramanujan Gap Filled».
Большинство формул, представленных на сайте Wolfram Functions внедрены в систему
Mathematica с использованием символьного языка Вольфрам MathematicalFunctionData
и EntityValue (для версии 10.3 внедрение было произведено Пако Джэйном и Майклoм
Троттом).

Наследие научной скурпулезности Олега Игоревича Маричева — от ручного вычис-
ления интегралов до создания сайта Wolfram Functions — учит: математика не терпит
компромиссов. Маричев показал нам, что за каждым вычислительным приемом стоит
глубокая теория, а за сложностью — элегантность.

Поздравляя Олега Игоревича с юбилеем, от всей души желаем ему крепкого здоро-
вья, благополучия и новых творческих достижений!

Асхабов С. Н., Карапетянц А. Н., Кравченко В. В.,

Марчевский И. K., Муравник А. Б., Рогозин С. В.,

Садыков Т. М., Ситник С. М., Тенишев П. Г., Шишкина Э. Л.
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МИХАИЛ ЛЬВОВИЧ ГОЛЬДМАН (13.04.1945 — 05.07.2025)

5 июля 2025 г. ушел из жизни Михаил Льво-
вич Гольдман — замечательный математик и блестя-
щий педагог, специалист в области теории функцио-
нальных пространств, оптимальных вложений про-
странств дифференцируемых функций, интеграль-
ных неравенств, спектральной теории дифферен-
циальных операторов. Его кончина стала тяжелой
утратой для его родных, друзей, коллег и учеников.

Михаил Львович родился 13 апреля 1945 г.
в Москве. Его родители окончили географический
факультет МГУ. Его дед, Михаил Исаакович Гольд-
ман (Михаил Исаакович Либер), был одним из круп-
ных деятелей Российской социал-демократической
рабочей партии (РСДРП). Выступал против Ок-
тябрьской революции 1917 г. Расстрелян в 1937 г.,
посмертно реабилитирован. Детство Михаила Льво-
вича пришлось на трудные послевоенные годы.
До 1955 г. семья из 4-х человек ютилась в каморке в 9 кв. м. на лестничной клетке
без каких-либо удобств.

В 1963 г. он окончил с Золотой медалью школу №128 в Москве и поступил на физи-
ческий факультет Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова,
который закончил в 1969 г. и стал аспирантом математического отделения этого факуль-
тета. В 1972 г. защитил кандидатскую диссертацию «Об интегральных представлениях и
рядах Фурье дифференцируемых функций многих переменных» под руководством Вла-
димира Александровича Ильина, а в 1988 г. — докторскую диссертацию «Исследова-
ние пространств дифференцируемых функций многих переменных с обобщенной глад-
костью». В 1991 г. получил звание профессора. С 1974 по 2000 гг. М. Л. Гольдман после-
довательно занимал должности ассистента, доцента, профессора, заведующего кафедрой
высшей математики Московского института радиотехники, электроники и автоматики
(технического университета). В 2000 г. он стал профессором Российского университета
дружбы народов (РУДН).

Среди наиболее важных научных достижений Михаила Львовича отметим его иссле-
дования, связанные с оптимальным вложением пространств с обобщенной гладкостью,
точные условия сходимости спектральных разложений, описания интегральных и диф-
ференциальных свойств обобщенных потенциалов типа Бесселя и Рисса, точные оценки
для операторов на конусах и описание оптимальных пространств содержащих конусы
функций со свойствами монотонности. М. Л. Гольдманом опубликовано более 150 на-
учных статей в центральных отечественных и зарубежных математических изданиях.
Он является лауреатом конкурса правительства Москвы, лауреатом премии РУДН в об-
ласти науки и инноваций, лауреатом премии РУДН в области научного руководства
аспирантами.
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Под руководством Михаила Львовича в РУДН защищено 11 диссертаций на соиска-
ние ученой степени кандидата физико-математических наук. Его ученики ведут актив-
ную профессиональную деятельность в ведущих университетах и научных институтах
России, Казахстана, Эфиопии, Руанды, Колумбии, Монголии. Михаил Львович неод-
нократно был приглашенным лектором и приглашенным профессором в университетах
России, Германии, Швеции, Великобритании и др., приглашенным докладчиком на мно-
гих международных конференциях.

Михаил Львович Гольдман был не только прекрасным математиком и педагогом
(о математике и ее преподавании он говорил всегда с огромным увлечением), но и чело-
веком высочайшей культуры и эрудиции, глубоко знающим историю, литературу и искус-
ство, человеком очень светлым, добрым и отзывчивым. Таким он и останется в сердцах
его родных, друзей, коллег и учеников.

Э. Г. Бахтигареева, О. В. Бесов, В. И. Буренков, Е. И. Галахов,

Т. Е. Денисова, А. Н. Карапетянц, Г. Ж. Каршыгина, А. Г. Кусраев,

Г. Г. Магарил-Ильяев, А. Б. Муравник, К. Ю. Осипенко, В. М. Савчин,

С. М. Ситник, А. Л. Скубачевский, Е. О. Сивкова, В. Д. Степанов,

В. М. Тихомиров, Е. П. Ушакова, Э. Л. Шишкина
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бильного телефона, адрес электронной почты и ORCID.

4. Датой поступления статьи считается дата поступления электронной копии статьи
на официальный e-mail журнала. Текст электронного сообщения должен быть оформлен
как сопроводительное письмо, из текста которого ясно следует, что авторы направляют
свою статью во Владикавказский математический журнал. Необходимо указать автора,
ответственного за переписку с редакцией.

5. В аннотации не допускается использование громоздких формул, ссылок на текст
работы или список литературы.

6. При подготовке файла статьи особое внимание следует обратить на нежелатель-
ность использования новых (вводимых автором при наборе) командных последователь-
ностей, особенно с параметрами. Следует использовать в основном стандартные средства
макропакета LaTeX. Также крайне нежелательно использовать без необходимости знаки
пробела.

7. Статьи, содержащие рисунки, рассматриваются только после согласования с ре-
дакцией технических вопросов подготовки рисунков. Черно-белые рисунки должны быть
подготовлены в формате EPS (Encapsulated PostScript) таким образом, чтобы обеспечи-
вать адекватное восприятие их при последующем оптическом уменьшении в два раза.
При использовании рисунков необходимо подключить пакет epsfig. Подпись к рисунку
должна быть центрирована под рисунком и состоять из слова «Рис. » с последующим
номером. Номера рисунков должны иметь сквозную нумерацию по тексту статьи. Пояс-
нения к рисунку следует приводить в тексте статьи. Таблицы сопровождаются отформа-
тированной слева надписью «Таблица» с последующим номером. Номера таблиц должны
иметь сквозную нумерацию по тексту статьи. Пояснения к таблице приводятся в тексте
статьи. Графики выполняются в виде рисунков.

8. Список литературы должен содержать только те источники, на которые имеются
ссылки в тексте работы, расположенные в порядке цитирования. Ссылки на неопублико-
ванные работы, результаты которых используются в доказательствах, не допускаются.
Список литературы печатается в конце текста статьи, оформленные в соответствии с пра-
вилами издания, на основании требований, предусмотренных действующими ГОСТами.
В нем должны быть указаны: для статьей — автор, полное название статьи, журнал,
год издания, том, номер (выпуск), страницы начала и конца статьи; для книг — автор,
полное название, город, издательство, год издания, общее количество страниц. Ссылки
на литературу в тексте даются в квадратных скобках.

9. Список литературы полностью дублируется на английском языке, приводится пол-
ностью отдельным блоком в конце статьи, повторяя список литературы к русскоязыч-
ной части, независимо от того, имеются или нет в нем иностранные источники. Если
в списке есть ссылки на иностранные публикации, они полностью повторяются в списке,
готовящемся в романском алфавите. Список References используется международными
библиографическими базами (Scopus, WoS и др.) для учета цитирования авторов.

Примечание: более подробную информацию можно найти на официальном сайте
журнала http://www.vlmj.ru.
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